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АНОТАЦIЯ

Луньов А. А. Питання повноти i базисностi граничних задач для

систем звичайних диференцiальних рiвнянь. — Квалiфiкацiйна науко-

ва праця на правах рукопису.

Дисертацiя на здобуття наукового ступеня кандидата фiзико-матема-

тичних наук за спецiальнiстю 01.01.01 — математичний аналiз. — Iнсти-

тут прикладної математики i механiки Нацiональної академiї наук України,

Фiзико-технiчний iнститут низьких температур iм. Б.I. Вєркiна Нацiональної

академiї наук України, Харкiв, 2021.

У вступi обґрунтовано актуальнiсть дослiджуваної задачi. Сформульова-

но мету, задачi та методи дослiдження. Визначено наукову новизну та значен-

ня отриманих результатiв. Надано вiдомостi про публiкацiї, особистий внесок

здобувача та апробацiю результатiв дисертацiї.

Роздiл 1 присвячено огляду та аналiзу лiтератури. У роздiлi описано

iсторiю проблематики та наведено ключовi результати, отриманi в областi

дослiдження за останнiй час.

Спектральна теорiя несамоспряжених граничних задач на вiдрiзку для

звичайного диференцiального рiвняння (ЗДР) n-го порядку з сумовними ко-

еффiцiєнтами бере свiй початок в класичних роботах G. D. Birkhoff i Я. Д. Та-

маркiна, де, зокрема, введено поняття регулярних граничних умов для ЗДР.

Повнота нерегулярних граничних задач для ЗДР n-го порядку вивчалась

М. В. Кєлдишем, А. А. Шкалiковим, А. Г. Костюченком i А. А. Шкалiко-

вим, Г. М. Губреєвим, А. П. Хромовим, В. С. Рихловим i багатьма iншими.

Базиснiсть Рiса регулярних граничних задач вивчалась N. Dunford, В. П. Ми-

хайловим, Г. М. Кєсєльманом, А. С. Маркусом i В. I. Мацаєвим, М. С. Агра-

новичем, А. А. Шкалiковим, А. Мiнкiним i багатьма iншими.

Вперше загальна гранична задача для системи ЗДР першого порядку бу-
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ла дослiджена G. D. Birkhoff i R. E. Langer. Зокрема, вони ввели поняття

регулярних граничних умов. Проблема повноти системи власних i приєдна-

них функцiй (СВПФ) граничної задачi для системи ЗДР першого порядку

вперше була дослiджена М. М. Маламудом i Л. Л. Оридорогою. Вони вве-

ли поняття слабко регулярних граничних умов i довели повноту СВПФ для

цього класу граничних задач. Ранiше, в окремих випадках цей результат був

доведений В. А. Марченком i В. П. Гiнзбургом.

Протягом останнiх двадцяти рокiв базиснiсть Рiса для 2×2 системи Дiрака

з регулярними i посилено регулярними граничними умовами ретельно дослi-

джувалася I. Trooshin i M. Yamamoto, S. Hassi i Л. Л. Оридорогою, П. Джа-

ковим i Б. С. Мiтягiним, А. Г. Баскаковим, А. В. Дєрбушовим i А. О. Щер-

баковим, автором i М. М. Маламудом, А. М. Савчуком i А. А. Шкалiковим.

Я. В. Микитюк i Д. В. Пуйда встановили базиснiсть Рiса задачi Дiрiхле для

системи Дiрака високого порядку з потенцiалом, квадрат якого є сумовним.

Спектральна теорiя граничних задач для систем ЗДР першого порядку

природно виникає при дослiдженнi моделi балки Тимошенка. Ця модель була

введена С. Тимошенком у 20-х роках, i вiдтодi ретельно вивчалася J. U. Kim

i Y. Renardy, M. A. Shubov, A. Soufyane i A. Wehbe, G. Q. Xu i S. P. Yung,

Y. Wu i X. Xue, i багатьма iншими.

Роздiл 2 присвячено вивченню повноти граничної задачi для наступної

системи ЗДР першого порядку:

L(Q)y := −iB−1y′ +Q(x)y = λy, y = col(y1, ..., yn), x ∈ [0, 1],

Cy(0) +Dy(1) = 0, C = (cjk), D = (djk) ∈ Cn×n,

де B = diag(b1, . . . , bn) ∈ Cn×n – невироджена дiагональна матриця, Q =:

(qjk)
n
j,k=1 ∈ L1([0, 1];Cn×n) – потенцiальна матриця, i rank(C D) = n.

Позначимо через LC,D := LC,D(Q) оператор, асоцiйований з цiєю грани-

чною задачею в L2([0, 1];Cn) природним чином. Власнi числа цього опера-
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тора спiвпадають з нулями характеристичного визначника ∆(λ) := det(C +

DΦ(1, λ)), де Φ(x, λ) – фундаментальна матриця розв’язкiв розглядуваної

системи, що задовольняє Φ(0, λ) = In, λ ∈ C.

У пiдроздiлi 2.1 отримано важливий загальний результат про повноту

СВПФ, що зв’язує повноту зi зростом характеристичного визначника. Заува-

жимо, що прямi ljk := {λ ∈ C : Re(ibjλ) = Re(ibkλ)}, при bj 6= bk, разом з

прямими lj := {λ ∈ C : Re(ibjλ) = 0}, вiдокремлюють ν 6 n2 + n вiдкри-

тих секторiв Sp := {z : ϕ1p < arg z < ϕ2p} iз C. Число z ∈ C називається

придатним, якщо воно лежить усерединi деякого сектора Sp. Головним ре-

зультатом цього пiдроздiлу є теорема 2.3.

Теорема 2.3. Нехай Q ∈ L1([0, 1];Cn×n). Припустимо, що iснують

C,R > 0, s > 0 i три придатних числа z1, z2, z3, що задовольняють та-

ким умовам:

(i) нуль є внутрiшньою точкою трикутника з вершинами z1, z2, z3;

(ii) для k ∈ {1, 2, 3} маємо

|∆(λ)| > CeRe(iτkλ)

|λ|s
, τk =

∑
Re(ibjzk)>0

bj, |λ| > R, arg λ = arg zk.

Тодi СВПФ оператора LC,D(Q) повна i мiнiмальна в L2([0, 1];Cn).

У пiдроздiлi 2.2 отримано удосконаленi асимптотичнi формули для

розв’язкiв розглядуваної системи i характеристичного визначника ∆(·).

Нехай A = diag(a1, . . . , an), де Re ak 6= 0. Для n×n матриць C = (c1 . . . cn)

iD = (d1 . . . dn), допомiжна n×n матриця TA(C,D) визначається наступним

чином: її k-ий стовбець спiвпадає з ck, якщо Re ak < 0, i спiвпадає з dk, якщо

Re ak > 0. Головним результатом цього пiдроздiлу є пропозицiя 2.8.

Пропозицiя 2.8. Нехай Q ∈ L1([0, 1];Cn×n) i функцiї qjk(·) є неперерв-

ними у точках 0 i 1 при bj 6= bk. Нехай p ∈ {1, . . . , ν}. Тодi для достатньо

малих ε > 0, характеристичний визначник ∆(·) має наступну асимпто-
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тичну формулу при λ→∞ i λ ∈ Sp,ε := {z ∈ Sp : ϕ1p + ε < arg z < ϕ2p− ε},

∆(λ) =

(
ω0(zp) · (1 + o(1)) +

ω1(zp) + o(1)

λ

)
ei(τpλ+γp),

де zp – фiксована точка iз Sp,ε,

τp :=
∑

Re(ibjzp)>0

bj, γp :=
∑

Re(ibjzp)>0

bj

∫ 1

0

qjj(t)dt,

ω0(zp) := detTizpB(C,D),

ω1(zp) :=
∑

Re(ibjzp)<0

Re(ibkzp)>0

detT
cj→ck
izpB

bkqkj(0)− detT
dk→dj
izpB

bjqjk(1)

bk − bj
,

i матриця T cj→ckizpB
(T

dj→dk
izpB

) отримується iз TizpB(C,D) замiною j-го стовбця

на k-ий стовбець матрицi C (вiдповiдно D).

Пiдроздiл 2.3 присвячено явним результатам про повноту, що виплива-

ють iз попереднiх пiдроздiлiв. Головним результатом роздiлу 2 є теорема 2.10.

Теорема 2.10. Нехай Q ∈ L1([0, 1];Cn×n), функцiї qjk(·) є неперервними

у точках 0 i 1 при bj 6= bk, i для деяких z1, z2, z3 ∈ C виконано такi умови:

(а) Re(ibjzk) 6= 0 при j ∈ {1, . . . , n} i k ∈ {1, 2, 3};

(б) нуль є внутрiшньою точкою трикутника з вершинами z1, z2, z3;

(в) |ω0(zk)| + |ω1(zk)| 6= 0, k ∈ {1, 2, 3}, де ω0(zk) i ω1(zk) введенi у пропо-

зицiї 2.8.

Тодi СВПФ оператора LC,D(Q) повна i мiнiмальна в L2([0, 1];Cn).

Пропозицiя 2.14 узагальнює вiдповiднi результати А. В. Агiбалової,

М. М. Маламуда i Л. Л. Оридороги для 2× 2 систем.

Пропозицiя 2.14. Нехай n = 2, arg b1 6= arg b2, Q ∈ L1([0, 1];C2×2), C =

( a11 a12a21 a22 ) i D = ( a13 a14a23 a24 ). Нехай також функцiї q12(·), q21(·) є неперервними у

точках 0 i 1, i нехай

|J32|+ |b1J13q12(0) + b2J42q21(1)| 6= 0,

|J14|+ |b1J13q12(1) + b2J42q21(0)| 6= 0,
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де Jjk := det
( a1j a1k
a2j a2k

)
, j, k ∈ {1, . . . , 4}. Тодi СВПФ оператора LC,D(Q) повна

i мiнiмальна в L2([0, 1];C2).

Роздiл 3 присвячено вивченню базисностi Рiса та застосуванням до ди-

намiчного генератора моделi балки Тимошенка.

Головний результат пiдроздiлу 3.1, теорема 3.6, встановлює блочну ба-

зиснiсть Рiса для граничних задач з обмеженим потенцiалом i граничними

умовами, що роспадаються.

Теорема 3.6. Нехай Q ∈ L∞([0, 1];Cn×n), n1 + . . .+ nr = n/2 i

B = diag(Bj)
r
j=1, C = diag(Cj)

r
j=1, D = diag(Dj)

r
j=1,

Bj =
(
bj1Inj 0

0 bj2Inj

)
, Cj =

(
Cj1 Cj2
0 0

)
, Dj =

(
0 0
Dj1 Dj2

)
,

де bj1b−1
j2 < 0 i Cj1, Cj2, Dj1, Dj2 ∈ GL(nj,C). Тодi СВПФ оператора LC,D(Q)

є блочним базисом Рiса в L2([0, 1];Cn).

Наслiдок 3.9 розглядає перiодичнi (антиперiодичнi) граничнi умови подi-

бним чином.

Наслiдок 3.9. Нехай B = diag(b1, . . . , bn) є невиродженою дiагональ-

ною матрицею, Q ∈ L∞([0, 1];Cn×n) i граничнi умови мають вигляд

y(1) = ±y(0) (тобто C = ∓D = In). Тодi СВПФ оператора LC,D(Q) є бло-

чним базисом Рiса в L2([0, 1];Cn).

Пiдроздiл 3.2 присвячено спектральним властивостям динамiчного гене-

ратора моделi балки Тимошенка, що задається наступною лiнiйною системою

з двох сполучених гiперболiчних рiвнянь при t > 0:

Iρ(x)Φtt = K(x)(Wx − Φ) + (EI(x)Φx)x − p1(x)Φt, x ∈ [0, `],

ρ(x)Wtt = (K(x)(Wx − Φ))x − p2(x)Wt, x ∈ [0, `],
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з наступними граничними умовами при t > 0:

W (0, t) = Φ(0, t) = 0,(
EI(x)Φx(x, t) + α1Φt(x, t) + β1Wt(x, t)

)∣∣
x=`

= 0,(
K(x)(Wx(x, t)− Φ(x, t)) + α2Wt(x, t) + β2Φt(x, t)

)∣∣
x=`

= 0.

У результатах наведених нижче коефiцiєнти задовольняють таким умовам:

ρ, Iρ, K,EI ∈ C[0, `], p1, p2 ∈ L1[0, `],

0 < C1 6 ρ(x), Iρ(x), K(x), EI(x) 6 C2, x ∈ [0, `],

h1 :=
√
EI · Iρ, h2 :=

√
K · ρ ∈ W 1,1[0, `], i

EI · ρ
K · Iρ

≡ const .

Описана задача може бути записана як yt = iLy, y(x, t)|t=0 = y0(x), де y =

col(Φ,Φt,W,Wt) i L – деякий звичайний диференцiальний оператор другого

порядку в енергетичному просторi H := H̃1
0 [0, `]×L2[0, `]× H̃1

0 [0, `]×L2[0, `],

де H̃1
0 [0, `] := {f ∈ W 1,2[0, `] : f(0) = 0}.

Головним результатом цього пiдроздiлу є теореми 3.14 i 3.15.

Теорема 3.14. За вищевказаних умов, нехай (α1 ± h1(`))(α2 ± h2(`)) 6=

β1β2. Тодi СВПФ оператора L повна i мiнiмальна в H.

Якщо, до того ж, p1, p2, h
′
1, h
′
2 ∈ L∞[0, `] i β1 = β2 = 0, то СВПФ опера-

тора L є блочним базисом Рiса в H.

Теорема 3.15. За вищевказаних умов, нехай функцiї p1, p2, h′1, h′2 є не-

перервними у точках 0 i `. Припустимо також, що

β1 = β2 = 0, |α±1 |+ |α±2 | 6= 0 i |α±j |+ |pj(`)∓ h′j(`)| 6= 0, j ∈ {1, 2},

де α±j := αj ± hj(`). Тодi СВПФ оператора L повна i мiнiмальна в H.

Роздiл 4 присвячено деяким спектральним властивостям ЗДР високого

порядку.

Пiдроздiл 4.1 присвячено наступному диференцiальному рiвнянню дру-

гого порядку: y′′+A(t)y = 0, t ∈ [0,+∞), де A =: AR+ iAI i AR – диференцi-
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йовна функцiя на [0,+∞). Теорема 4.1 узагальнює результат В. Б. Лiдського

i Б. В. Федосова.

Теорема 4.1. Нехай функцiя A(t) задовольняє таким умовам:

AR(0) > 0; A′R(t) > α(t)AR(t), де

α(t)↘ 0 при t→∞, i
∫ ∞

0

α(t) dt =∞;

A′R(t) > C|AI(t)|AR(t) для деякої сталої C > 0.

Тодi всi розв’язки рiвняння y′′ + A(t)y = 0 прямують до нуля при t→∞.

Другий результат цього пiдроздiлу, теорема 4.5, використовує ВКБ-оцiнки

i, схоже, є новим навiть для дiйсного потенцiалу.

Теорема 4.5. Нехай функцiя A(t) задовольняє таким умовам:

(i) A(t) ∈ C2(0,+∞) i A(t)→∞ при t→ +∞;

(ii) AR(t) > 0 при t > 0 i AI(t) не змiнює знак на (0,∞);

(iii) наступнi iнтеграли сходяться:∫ +∞

0

|A′′(t)|
|A(t)|5/2

dt,

∫ +∞

0

|A′(t)|2

|A(t)|7/2
dt,

∫ +∞

0

|AI(t)|√
AR(t)

dt.

Тодi всi розв’язки розглядуваного рiвняння прямують до нуля при t→∞.

Пiдроздiл 4.2 присвячено пошуку явної форми спектральної функцiї роз-

ширень Фрiдрiхса i Крейна мiнiмального симетричного оператора A заданого

в L2(0,∞) диференцiальним виразом l(y) := (−1)ny(2n)(·).

Головними результатами цього пiдроздiлу є теореми 4.6 i 4.7.

Теорема 4.6. Спектральна функцiя розширення Фрiдрiхса AF оператора

A має вигляд

σF (t) =
2n

π

(
Cj · Ck

2n+ 1 + j + k
· t

2n+1+j+k
2n

)n−1

j,k=0

, t > 0,

σF (t) = 0, t < 0.
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де

C0 := 1, Ck :=
k∏
p=1

ctg(pα), α =
π

2n
, k ∈ {1, . . . , n− 1}.

Теорема 4.7 встановлює подiбний результат для розширення Крейна AK .

Ключовi слова: Система звичайних диференцiальних рiвнянь, регулярнi

граничнi умови, повнота кореневих векторiв, базиснiсть Рiса, модель балки

Тимошенка, ВКБ-оцiнки, спектральна функцiя, функцiя Вейля.
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The introduction substantiates the relevance of the problem under the study.

The purpose, tasks and methods of research are formulated there. The scientific

novelty and value of the obtained results are determined. The information about

the publication, personal contribution of the applicant and testing the results of

the thesis are provided.

Section 1 is devoted to the review and analysis of literature, describes the

history of the problem and presents the key results in the field of recent research.

Spectral theory of non-selfadjoint boundary value problems (BVP) on a finite

interval for nth order ordinary differential equations (ODE) with summable coeffi-

cients takes its origin in the classical papers by G. D. Birkhoff and J. D. Tamarkin,

where they introduced the concept of regular boundary conditions (BC) for ODE.

The completeness property of non-regular BVP for nth order ODE has been

studied by M. V. Keldysh, A. A. Shkalikov, A. G. Kostyuchenko and A. A. Shkali-

kov, G. M. Gubreev, A. P. Khromov, V. S. Rykhlov and many others. The Riesz

basis property for regular BVP were investigated by N. Dunford, V. P. Mikhailov,

G. M. Kesel’man, A. S. Markus and V. I. Matsaev, M. S. Agranovich, A. A. Shkali-

kov, A. Minkin.

The general BVP for the first order system of ODE has first been investi-
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gated by G. D. Birkhoff and R. E. Langer. In particular, they introduced the

concepts of regular BC. The problem of completeness of the system of root functi-

ons (SRF) of BVP for the first order system of ODE has first been investigated

by M. M. Malamud and L. L. Oridoroga. They introduced the concept of weakly

regular BC and proved the completeness of SRF for this class of BVP. In special

cases this was obtained earlier by V. A. Marchenko and V. P. Ginzburg.

During the last two decades the Riesz basis property for 2 × 2 Dirac system

subject to the regular or strictly regular BC has been extensively studied by

I. Trooshin and M. Yamamoto, S. Hassi and L. Oridoroga, P. Djakov and B. S. Mi-

tyagin, A. G. Baskakov, A. V. Derbushev and A. O. Shcherbakov, the author and

M. M. Malamud, A. M. Savchuk and A. A. Shkalikov. For the Dirichlet BVP for a

higher order Dirac equation with a square-summable potential Ya. V. Mykytyuk,

D. V. Puyda established the Riesz basis property with parentheses.

Spectral theory for BVP of the first order systems of ODE naturally occurs

in Timoshenko beam model. This model was introduced by S. Timoshenko in

1920s and has then been extensively studied by J. U. Kim and Y. Renardy,

M. A. Shubov, A. Soufyane and A. Wehbe, G. Q. Xu and S. P. Yung, Y. Wu

and X. Xue, and many others.

Section 2 is devoted to the study of the completeness property of the following

general BVP for first order system of ODE:

L(Q)y := −iB−1y′ +Q(x)y = λy, y = col(y1, ..., yn), x ∈ [0, 1],

Cy(0) +Dy(1) = 0, C = (cjk), D = (djk) ∈ Cn×n,

where B = diag(b1, . . . , bn) ∈ Cn×n is a nonsingular diagonal matrix, Q =:

(qjk)
n
j,k=1 ∈ L1([0, 1];Cn×n) is a potential matrix, and rank(C D) = n.

Denote by LC,D := LC,D(Q) the operator associated in L2([0, 1];Cn) with this

BVP in a natural way. Eigenvalues of this operator coincide with the zeros of
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the characteristic determinant ∆(λ) := det(C + DΦ(1, λ)), where Φ(x, λ) is a

fundamental matrix solution of the above system satisfying Φ(0, λ) = In, λ ∈ C.

In Subsection 2.1 an important general completeness result is obtained that

connects completeness with the growth of the characteristic determinant. Note

that the lines ljk := {λ ∈ C : Re(ibjλ) = Re(ibkλ)}, for bj 6= bk, together with

the lines lj := {λ ∈ C : Re(ibjλ) = 0}, separate ν 6 n2 + n open sectors

Sp := {z : ϕ1p < arg z < ϕ2p} from C. A number z ∈ C is called feasible if it lies

strictly inside some sector Sp. The main result of this subsection is Theorem 2.3.

Theorem 2.3. Let Q ∈ L1([0, 1];Cn×n). Assume that there exist C,R > 0,

s > 0 and three feasible numbers z1, z2, z3 satisfying the following conditions:

(i) the origin is the interior point of the triangle with vertexes z1, z2, z3;

(ii) for k ∈ {1, 2, 3} one has

|∆(λ)| > CeRe(iτkλ)

|λ|s
, τk =

∑
Re(ibjzk)>0

bj, |λ| > R, arg λ = arg zk.

Then SRF of the operator LC,D(Q) is complete and minimal in L2([0, 1];Cn).

In Subsection 2.2 refined asymptotic formulas for solutions of the above

system and the characteristic determinant ∆(·) are established.

Let A = diag(a1, . . . , an), where Re ak 6= 0. For n×n matrices C = (c1 . . . cn)

and D = (d1 . . . dn), auxiliary n × n matrix TA(C,D) is defined as follows: its

kth column is equal to ck if Re ak < 0, and equal to dk otherwise.

The main result of this subsection is Proposition 2.8.

Proposition 2.8. Let Q ∈ L1([0, 1];Cn×n) and let qjk(·) be continuous at

points 0 and 1 if bj 6= bk. Let p ∈ {1, . . . , ν}. Then for sufficiently small ε > 0,

the characteristic determinant ∆(·) admits the following asymptotic expansion as

λ→∞ and λ ∈ Sp,ε := {z ∈ Sp : ϕ1p + ε < arg z < ϕ2p − ε},

∆(λ) =

(
ω0(zp) · (1 + o(1)) +

ω1(zp) + o(1)

λ

)
ei(τpλ+γp),
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where zp is a fixed point in Sp,

τp :=
∑

Re(ibjzp)>0

bj, γp :=
∑

Re(ibjzp)>0

bj

∫ 1

0

qjj(t)dt,

ω0(zp) := detTizpB(C,D),

ω1(zp) :=
∑

Re(ibjzp)<0

Re(ibkzp)>0

detT
cj→ck
izpB

bkqkj(0)− detT
dk→dj
izpB

bjqjk(1)

bk − bj
,

and the matrix T cj→ckizpB
(T

dj→dk
izpB

) is obtained from TizpB(C,D) by replacing its jth

column by the kth column of the matrix C (resp. D).

Subsection 2.3 is devoted to the explicit completeness results that follow from

the previous subsections. The main result of the whole Section 2 is Theorem 2.10.

Theorem 2.10. Let Q ∈ L1([0, 1];Cn×n) and qjk(·) is continuous at points 0

and 1 if bj 6= bk. Assume that some z1, z2, z3 ∈ C satisfy the following conditions:

(a) Re(ibjzk) 6= 0 for j ∈ {1, . . . , n} and k ∈ {1, 2, 3};

(b) the origin is the interior point of the triangle with vertexes z1, z2, z3;

(c) |ω0(zk)| + |ω1(zk)| 6= 0, k ∈ {1, 2, 3}, where ω0(zk) and ω1(zk) were

introduced in Proposition 2.8.

Then SRF of the operator LC,D(Q) is complete and minimal in L2([0, 1];Cn).

Proposition 2.14 generalizes corresponding results by A. V. Agibalova,

M. M. Malamud and L. L. Oridoroga for 2× 2 systems.

Proposition 2.14. Let n = 2, arg b1 6= arg b2, Q ∈ L1([0, 1];C2×2), C =

( a11 a12a21 a22 ) and D = ( a13 a14a23 a24 ). Let also q12(·), q21(·) be continuous at the endpoints

0 and 1, and let

|J32|+ |b1J13q12(0) + b2J42q21(1)| 6= 0,

|J14|+ |b1J13q12(1) + b2J42q21(0)| 6= 0,

where Jjk := det
( a1j a1k
a2j a2k

)
, j, k ∈ {1, . . . , 4}. Then SRF of the operator LC,D(Q)

is complete and minimal in L2([0, 1];C2).
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Section 3 is devoted to the study of the Riesz basis property and applications

to the dynamic generator of the Timoshenko beam model.

Subsection 3.1 is devoted to the study of the Riesz basis property. The main

result of this subsection, Theorem 3.6, treats BVP with separated BC.

Theorem 3.6. Let Q ∈ L∞([0, 1];Cn×n), n1 + . . .+ nr = n/2 and

B = diag(Bj)
r
j=1, C = diag(Cj)

r
j=1, D = diag(Dj)

r
j=1,

Bj =
(
bj1Inj 0

0 bj2Inj

)
, Cj =

(
Cj1 Cj2
0 0

)
, Dj =

(
0 0
Dj1 Dj2

)
,

where bj1b−1
j2 < 0 and Cj1, Cj2, Dj1, Dj2 ∈ GL(nj,C). Then SRF of the operator

LC,D(Q) forms a Riesz basis with parentheses in L2([0, 1];Cn).

Corollary 3.9 treats periodic (antiperiodic) BC in a similar way.

Corollary 3.9. Let B = diag(b1, . . . , bn) ∈ GL(n,C), Q ∈ L∞([0, 1];Cn×n)

and BC are of the form y(1) = ±y(0) (i.e. C = ∓D = In). Then SRF of the

operator LC,D(Q) forms a Riesz basis with parentheses in L2([0, 1];Cn).

Subsection 3.2 is devoted to spectral properties of the dynamic generator

of the Timoshenko beam model governed by the following linear system of two

coupled hyperbolic equations for t > 0:

Iρ(x)Φtt = K(x)(Wx − Φ) + (EI(x)Φx)x − p1(x)Φt, x ∈ [0, `],

ρ(x)Wtt = (K(x)(Wx − Φ))x − p2(x)Wt, x ∈ [0, `],

subject to the following BC for t > 0:

W (0, t) = Φ(0, t) = 0,(
EI(x)Φx(x, t) + α1Φt(x, t) + β1Wt(x, t)

)∣∣
x=`

= 0,(
K(x)(Wx(x, t)− Φ(x, t)) + α2Wt(x, t) + β2Φt(x, t)

)∣∣
x=`

= 0.

In both theorems below coefficients satisfy the following conditions:

ρ, Iρ, K,EI ∈ C[0, `], p1, p2 ∈ L1[0, `],



14

0 < C1 6 ρ(x), Iρ(x), K(x), EI(x) 6 C2, x ∈ [0, `].

h1 :=
√
EI · Iρ, h2 :=

√
K · ρ ∈ W 1,1[0, `], and

EI · ρ
K · Iρ

≡ const .

The above problem can be rewritten as yt = iLy, y(x, t)|t=0 = y0(x), where

y = col(Φ,Φt,W,Wt) and L is a certain ordinary differential operator of the

second order in the energy space H := H̃1
0 [0, `] × L2[0, `] × H̃1

0 [0, `] × L2[0, `],

where H̃1
0 [0, `] := {f ∈ W 1,2[0, `] : f(0) = 0}.

The main results of this subsection are Theorems 3.14 and 3.15.

Theorem 3.14. Under the above conditions let (α1±h1(`))(α2±h2(`)) 6= β1β2.

Then SRF of the operator L is complete and minimal in H.

If in addition p1, p2, h
′
1, h
′
2 ∈ L∞[0, `], and β1 = β2 = 0, then SRF of the

operator L forms a Riesz basis with parentheses in H.

Theorem 3.15. Under the above conditions let the functions p1, p2, h′1, h′2 be

continuous at the endpoints 0 and `. Assume also that

β1 = β2 = 0, |α±1 |+ |α±2 | 6= 0 and |α±j |+ |pj(`)∓ h′j(`)| 6= 0, j ∈ {1, 2},

where α±j := αj ± hj(`). Then SRF of L is complete and minimal in H.

Section 4 is devoted to some spectral properties of the higher-order ODE.

Subsection 4.1 is devoted to the following second-order differential equation

y′′ + A(t)y = 0, t ∈ [0,+∞), where A =: AR + iAI and AR is a differentiable

function. Theorem 4.1 generalizes the result by V. B. Lidskii and B. V. Fedosov.

Theorem 4.1. Let function A(t) satisfy the following conditions:

AR(0) > 0, A′R(t) > α(t)AR(t), where

α(t)↘ 0 as t→∞ and
∫ ∞

0

α(t) dt =∞,

A′R(t) > C|AI(t)|AR(t) for some constant C > 0,

Then all solutions of equation y′′ + A(t)y = 0 tend to zero as t→∞.
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The second result of this subsection, Theorem 4.5, uses WKB-estimates and

seems to be new even for a real-valued potential.

Theorem 4.5. Let A(t) satisfy the following conditions:

(i) A(t) ∈ C2(0,+∞) and A(t)→∞ as t→ +∞;

(ii) AR(t) > 0 for t > 0 and AI(t) does not change sign on (0,∞);

(iii) The following integrals converge:∫ +∞

0

|A′′(t)|
|A(t)|5/2

dt,

∫ +∞

0

|A′(t)|2

|A(t)|7/2
dt,

∫ +∞

0

|AI(t)|√
AR(t)

dt.

Then all solutions of the above equation tend to zero as t→∞.

Subsection 4.2 is devoted to finding explicit form of the spectral functi-

on of the Friedrichs and Krein extensions of the minimal symmetric operator A

generated in L2(0,∞) by the differential expression l(y) := (−1)ny(2n)(·).

The main results of this subsection are Theorems 4.6 and 4.7.

Theorem 4.6. The spectral function of the Friedrichs extension AF of the

operator A is given by

σF (t) =
2n

π

(
Cj · Ck

2n+ 1 + j + k
· t

2n+1+j+k
2n

)n−1

j,k=0

, t > 0,

σF (t) = 0, t < 0.

where

C0 := 1, Ck :=
k∏
p=1

ctg(pα), α =
π

2n
, k ∈ {1, . . . , n− 1}.

Theorem 4.7 establishes similar result for the Krein extension AK .

Keywords: Systems of ordinary differential equations, regular boundary

conditions, completeness of root vectors, Riesz basis property, Timoshenko beam

model, WKB-estimates, spectral function, Weyl function.
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ПЕРЕЛIК УМОВНИХ ПОЗНАЧЕНЬ

Скорочення

ЗДР звичайне диференцiальне рiвняння

СВПФ система власних i приєднаних функцiй

Множини i числовi позначення

N множина натуральних чисел

Z кiльце цiлих чисел

Rn n-мiрний дiйсний евклiдiв простiр

R = R1 поле дiйсних чисел

R+ = [0,∞) множина невiд’ємних чисел

Cn n-мiрний комплексний евклiдiв простiр

col(a1, . . . , an) вектор-стовбець iз Cn з елементами a1, . . . , an

〈·, ·〉 скалярний добуток в Cn

C = C1 поле комплексних чисел

Re λ дiйсна частина комплексного числа λ

Im λ уявна частина комплексного числа λ

arg λ аргумент комплексного числа λ

Cn×n простiр n× n-матриць з комплексними елементами

δjk символ Кронекера, δjk = 0 для j 6= k i δjk = 1 для

j = k

In одинична матриця порядку n, тобто In = (δjk)
n
j,k=1

diag(b1, . . . , bn) дiагональна n × n-матриця з елементами b1, . . . , bn на

дiагоналi

detC визначник матрицi C

GL(n,C) множина невироджених матриць iз Cn×n
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Функцiональнi простори i оператори

Lp[a, b] простiр функцiй з iнтегрованим за Лебегом на вiдрiзку

[a, b] p-им степенем модуля, p ∈ [1,+∞)

L∞[a, b] простiр майже всюди обмежених вимiрних функцiй на

вiдрiзку [a, b]

Lp([a, b];Cn) простiр вектор-функцiй розмiрностi n з елементами iз

Lp[0, 1], p ∈ [1,+∞]

Lp([a, b];Cn×n) простiр n×n-матриць-функцiй з елементами iз Lp[a, b],

p ∈ [1,+∞]

W n,p[a, b] простiр Соболєва функцiй f з (n− 1)-шою абсолютно

неперервною похiдною на [a, b] таких, що f (n) ∈ Lp[a, b]

W n,p([a, b];Cn) простiр вектор-функцiй розмiрностi n з елементами iз

W n,p[a, b], p ∈ [1,+∞]

σ(T ) спектр замкненого оператора T у гiльбертовому про-

сторi H

ρ(T ) множина регулярних точок замкненого оператора T у

гiльбертовому просторi H, тобто ρ(T ) = C \ σ(T )

f(t) ↗ h при

t→ a

функцiя f(t) монотонно зростає i прямує до h, коли t

прямує до a

f(t) ↘ h при

t→ a

функцiя f(t) монотонно спадає i прямує до h, коли t

прямує до a
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ВСТУП

Обґрунтування вибору теми дослiдження.

Питання повноти i базисностi системи власних векторiв самоспряженого

компактного оператора вичерпно вирiшується класичною теоремою Гiльбер-

та: кожний компактний самоспряжений оператор має ортонормований базис

iз власних векторiв.

Спектральна теорiя несамоспряжених граничних задач на вiдрiзку для

звичайного диференцiального рiвняння (ЗДР) n-го порядку з сумовними ко-

еффiцiєнтами бере свiй початок в класичних роботах G. D. Birkhoff [60, 61, 63]

i Я. Д. Тамаркiна [101, 45, 102], де зокрема введено поняття регулярних гра-

ничних умов для ЗДР.

Для несамоспряженого компактного оператора першi загальнi результати

про повноту були отриманi у класичнiй роботi М. В. Кєлдиша [17]. Цi теоре-

ми дозволили отримати важливi результати про повноту СВПФ граничних

задач як для ЗДР, так i для диференцiальних рiвнянь з частинними похiдни-

ми. Але багато важливих типiв нерегулярних граничних задач для ЗДР не

покривалися цими результатами.

Пiсля цього повнота нерегулярних граничних задач для ЗДР n-го порядку

вивчалась А. А. Шкалiковим [50], А. Г. Костюченком i А. А. Шкалiковим [20],

Г. М. Губреєвим [9], А. П. Хромовим [48, 49], В. С. Рихловим [43] i багатьма

iншими (див. посилання в [49]). Базиснiсть Рiса регулярних граничних задач

вивчалась N. Dunford [72], В. П. Михайловим [41], Г. М. Кєсєльманом [18],

А. С. Маркусом i В. I. Мацаєвим [38], М. С. Аграновичем [56], А. А. Шкалi-

ковим [51, 52, 53], А. Мiнкiним [95] i багатьма iншими. Повнота i базиснiсть

Рiса для оператора Штурма-Лiувiля вивчалась А. А. Шкалiковим i О. А Вє-

лiєвим [4], П. Джаковим i Б. С. Мiтягiним [70], F. Gesztesy i В. А. Ткачен-

ком [75, 76], А. С. Макiним [90] i багатьма iншими.
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Вперше загальна гранична задача для системи ЗДР першого порядку була

дослiджена G. D. Birkhoff i R. E. Langer [62]. Зокрема, вони ввели поняття ре-

гулярних граничних умов. Проблема повноти системи власних i приєднаних

функцiй (СВПФ) граничної задачi для системи ЗДР першого порядку впер-

ше була дослiджена М. М. Маламудом i Л. Л. Оридорогою [35, 36, 91]. Вони

ввели поняття слабко регулярних граничних умов i довели повноту СВПФ

для цього класу граничних задач. Ранiше, в окремих випадках цей результат

був доведений В. А. Марченком [39, §1.3] i В. П. Гiнзбургом [6].

Зазначимо, що системи ЗДР першого порядку є бiльш загальним об’єктом,

нiж ЗДР n-го порядку. А саме, ЗДР n-го порядку може бути зведено до си-

стеми ЗДР першого порядку (див. [33]). Класична система Дiрака – окремий

випадок такої системи (див. [22, роздiл VII.1], [39, роздiл 1.2]).

Протягом останнiх двадцяти рокiв базиснiсть Рiса для 2 × 2 системи Дi-

рака з регулярними i посилено регулярними граничними умовами ретельно

дослiджувалася I. Trooshin i M. Yamamoto [105, 106], S. Hassi i Л. Л. Оридоро-

гою [78], П. Джаковим i Б. С. Мiтягiним [96, 12, 66, 67, 68, 69, 70, 71], А. Г. Ба-

скаковим, А. В. Дєрбушовим i А. О. Щербаковим [3], автором i М. М. Мала-

мудом [25, 88], А. М. Савчуком i А. А. Шкалiковим [97] i багатьма iншими.

Я. В. Микитюк i Д. В. Пуйда [40] встановили блочну базиснiсть Рiса задачi

Дiрiхле для системи Дiрака високого порядку з потенцiалом, квадрат якого

є сумовним.

Спектральна теорiя граничних задач для систем ЗДР першого порядку

природно виникає при дослiдженнi моделi балки Тимошенка. Ця модель була

введена С. Тимошенком у 20-х роках [103, 104], i вiдтодi ретельно вивчалася

J. U. Kim i Y. Renardy [80], M. A. Shubov [99], A. Soufyane i A. Wehbe [100],

G. Q. Xu i S. P. Yung [111, 110], Y. Wu i X. Xue [109] i багатьма iншими.

Геометричнi властивостi СВПФ динамiчного генератора просторово неодно-
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рiдної балки Тимошенка з межевою i локально розподiленою амортизацiєю

грають важливу роль у дослiдженнi рiзних фiзичних властивостей рiзних

типiв балок.

Питання про прямування до нуля на нескiнченностi розв’язкiв диференцi-

ального рiвняння другого порядку вивчалося M. Biernacki [59], H. Milloux [94],

G. Armellini [57], G. Sansone [98], Л. А. Гусаровим [10], W. Leighton [81, 82],

A. Galbraith, E. J. McShane i G. Parrish [74, 92], D. Willett [108], В. Б. Лiдським

i Б. В. Федосовим [23], A. Meir, D. Willett, J. S. W. Wong [93], H. A. DeKlei-

ne [64], F. V. Atkinson i J. W. Macki [58, 89], L. Hatvani [79] i багатьма iншими.

В багатьох роботах вивчалися асимптотичнi формули для спектральної

функцiї самоспряжених розширень диференцiальних операторiв на пiввi-

сi. Для оператора Штурма-Лiувiлля ця проблема була повнiстю вирiшена

В. А. Марченком i Б. М. Лєвiтаном (див. iсторiю проблеми в [21]). Для дифе-

ренцiальних операторiв порядку n > 2 таку асимптотичну формулу отримав

А. Г. Костюченко [19]. Головним членом цiєї асимптотики є спектральна фун-

кцiя незбуреного оператора з тими ж граничними умовами, явна форма якої

була вiдсутня.

Дисертацiйна робота присвячена повнотi та блочнiй базисностi Рiса СВПФ

граничних задач для загальних систем ЗДР першого порядку i застосуванню

цих результатiв для динамiчного генератора моделi балки Тимошенка. Акту-

альним є повнота СВПФ граничних задач для загальних систем ЗДР першого

порядку з граничними умовами, якi не є слабко регулярними, а також блочна

базиснiсть Рiса СВПФ граничних задач для загальних систем ЗДР першого

порядку, яка ранiше не вивчалась.

Також дослiджуються деякi спектральнi властивостi ЗДР високого по-

рядку на пiввiсi. Актуальним є узагальнити результати В. Б. Лiдського i

Б. В. Федосова про прямування усiх розв’язкiв ЗДР другого порядку до нуля
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на нескiнченностi, а також отримати явну формулу для спектральних фун-

кцiй розширень мiнiмального диференцiального оператора парного порядку

з нульовими коефiцiєнтами на пiввiсi, яка входить в асимптотичнi формули

для розширень подiбних операторiв з ненульовими коефiцiєнтами.

Мета i завдання дослiдження. Метою дисертацiйної роботи є отрима-

ння повноти та блочної базисностi Рiса СВПФ граничних задач для загальних

систем ЗДР першого порядку; застосування цих результатiв для динамiчного

генератора моделi балки Тимошенка; дослiдження властивостi прямування

усiх розв’язкiв ЗДР другого порядку до нуля на нескiнченностi; дослiдже-

ння спектральних функцiй диференцiального оператора парного порядку з

нульовими коефiцiєнтами на пiввiсi.

Об’єкт дослiдження — граничнi задачi для систем ЗДР першого порядку

на скiнченному вiдрiзку i на пiввiсi, модель балки Тимошенка.

Предмет дослiдження — властивостi повноти i блочної базисностi Рi-

са СВПФ граничних задач на вiдрiзку; спектральнi функцiї i прямування

розв’язкiв до нуля на нескiнченностi для граничних задач на пiввiсi.

Завдання дослiдження:

– Отримати достатнi i необхiднi умови повноти СВПФ граничних задач

для загальних систем ЗДР першого порядку з граничними умовами, якi

не є слабко регулярними.

– Отримати достатнi умови блочної базисностi Рiса СВПФ граничних за-

дач для загальних систем ЗДР першого порядку з обмеженою потенцi-

альною матрицею i для широкого класу регулярних граничних умов.

– Отримати достатнi умови повноти i блочної базисностi Рiса СВПФ дина-

мiчного генератора загальної моделi балки Тимошенка при послаблених

умовах гладкостi на параметри моделi.
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– Отримати новi умови на комплекснозначний потенцiал ЗДР другого по-

рядку, якi забезпечують прямування усiх розв’язкiв до нуля на нескiн-

ченностi.

– Отримати явну формулу для спектральних функцiй диференцiального

оператора парного порядку з нульовими коефiцiєнтами на пiввiсi.

Методи дослiдження. Для отримання результатiв дисертацiйної роботи

стосовно повноти СВПФ використовується аналог теореми Бiркгофа для за-

гальних систем ЗДР першого порядку, отриманий в [91], а також схема до-

ведення повноти для слабко регулярних граничних умов iз [91]. Для отри-

мання блочної базисностi Рiса використвовується теорема Маркуса-Мацаєва

(див. [38] i [37, §I.6]) про блочну базиснiсть Рiса збуреного нормального опе-

ратора. Для отримання одного з результатiв про прямування розв’язкiв ЗДР

другого порядку до нуля на нескiнченностi використовуються ВКБ-оцiнки

(див. [47, II.2]). Для знаходження спектральних функцiй диференцiального

оператора парного порядку з нульовими коефiцiєнтами на пiввiсi використо-

вується теорiя граничних трiйок, розвинена в [65].

Наукова новизна одержаних результатiв.

Визначається наступними положеннями:

1. Вперше отриманi достатнi умови повноти СВПФ граничних задач для

загальних систем ЗДР першого порядку з граничними умовами, якi не

є слабко регулярними. Цей результат узагальнює вiдповiднi результати

М. М. Маламуда i Л. Л. Оридороги [91] для загальних систем зi слабко

регулярними граничними умовами i А. В. Агiбалової [55] для 2×2-систем.

2. Вперше отриманi достатнi умови блочної базисностi Рiса СВПФ грани-

чних задач для загальних систем ЗДР першого порядку з обмеженою

потенцiальною матрицею i для широкого класу регулярних граничних
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умов. Ранiше подiбний результат було отримано тiльки для задачi Дiрi-

хле для системи Дiрака.

3. Отриманi достатнi умови повноти i блочної базисностi Рiса СВПФ дина-

мiчного генератора загальної моделi балки Тимошенка при послаблених

умовах гладкостi на параметри моделi, якi не покривалися результами

попереднiх робiт.

4. Отриманi новi умови на комплекснозначний потенцiал ЗДР другого по-

рядку, якi забезпечують прямування усiх розв’язкiв до нуля на нескiн-

ченностi. Одна з умов є новою навiть для дiйсного потенцiалу.

5. Вперше отримана явна формула спектральних функцiй диференцiаль-

ного оператора парного порядку з нульовими коефiцiєнтами на пiввiсi.

Практичне значення отриманих результатiв. Робота має теорети-

чний характер. Але отриманi результати стосовно базисностi Рiса моделi

балки Тимошенка дають наступнi важливi властивостi багатьох типiв балок:

стабiльнiсть вiбрацiй згiдно спектру задачi, генерацiя C0-напiвгрупи, явний

вираз розв’язкiв через власнi вектори. До того ж, властивостi повноти i бази-

сностi, отриманi для граничних задач для загальних систем ЗДР першого по-

рядку, мають застосування для системи Дiрака. Результати про прямування

розв’язкiв ЗДР другого порядку до нуля на нескiнченностi грають важливу

роль при вивченнi стабiльностi вiдповiдних фiзичних моделей.

Особистий внесок здобувача. Постановки задач належать науковому

керiвниковi. Всi результати дисертацiї отриманi автором самостiйно. Зi ста-

тей, якi опублiкованi у спiвавторствi, у дисертацiю увiйшли лише тi резуль-

тати, якi належать автору. А саме: роботи [29], [86] написанi без спiвавторiв;

роботa [87] написанa у спiвавторствi з науковим керiвником, якому належить
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постановка задачi та деякi iдеї дослiдження; робота [26] написана у спiвав-

торствi з Оридорогою Л.Л., якому належить тiльки наслiдок 2 про симетрiю

констант; робота [31] написана у спiвавторствi з Оридорогою Л.Л., якому

належить тiльки секцiя 5 про iстотнiсть умов теореми 1.2.

Апробацiя результатiв дисертацiї.

Основнi результати дисертацiї були представленi на конференцiях всеукра-

їнського та мiжнародного рiвнiв: наукова конференцiя студентiв математи-

чного факультету Донецького нацiонального унiверситету, Донецьк, Укра-

їна, 2009; IV Мiжнародна конференцiя молодих вчених з диференцiальних

рiвнянь та їх застосувань iменi Я. Б. Лопатинського, Донецьк, Україна, 14–

17 листопада 2012 року; Мiжнародна конференцiя зi спектральної теорiї i

диференцiальних операторiв, Грац, Австрiя, 27–31 серпня 2012 року.

Також результати дисертацiйного дослiдження доповiдались на семiна-

рах: розширений семiнар вiддiлу нелiнiйного аналiзу та рiвнянь математи-

чної фiзики Iнституту прикладної математики i механiки НАН України, До-

нецьк, Україна, 13 травня 2013 року; розширений семiнар вiддiлу теорiї фун-

кцiй Iнституту прикладної математики i механiки НАН України, Слов’янськ,

Україна, 22 сiчня 2021 року; Київський семiнар з функцiонального аналi-

зу Iнституту математики НАН України, Київ, Україна, 3 лютого 2021 року

(https://events.imath.kiev.ua/event/692).

Науковi роботи з деякими результатами дисертацiйного дослiдження при-

ймали участь у наукових конкурсах: конкурс наукових робiт студентiв НАН

України: 2007 (грамота), 2009 (премiя); Всеукраїнський конкурс студентських

наукових робiт з природничих, технiчних i гуманiтарних наук, 2007, 2009.

Публiкацiї. Основнi результати роботи в повному обсязi опублiкованi у

фахових журналах та мiжнародних наукових виданнях з наукометричних

баз, пройшли апробацiю на наукових конференцiях та семiнарах. Результа-
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ти дисертацiї знайшли вiдображення в 8 наукових публiкацiях, в тому числi:

в 5 статтях [29], [26], [31], [86], [87], у спецiалiзованих журналах, з яких двi

написано без спiвавторiв; в тезах виступiв [28], [30], [85] на 3 наукових кон-

ференцiях.

Структура дисертацiї. Дисертацiя складається з анотацiї, змiсту, всту-

пу, чотирьох роздiлiв, висновкiв до дисертацiї, списку використаних джерел,

який мiстить 111 найменувань, та одного додатку. Повний обсяг роботи – 166

сторiнок. Обсяг основної частини дисертацiї – 131 сторiнки. Роздiл 1, присвя-

чений огляду лiтератури, займає 12 сторiнок.
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РОЗДIЛ 1

Iсторiя задачi та огляд лiтератури

1.1 Спектральнi властивостi абстрактних операторiв

Питання повноти i базисностi системи власних векторiв самоспряженого ком-

пактного оператора вичерпно вирiшується класичною теоремою Гiльберта:

кожний компактний самоспряжений оператор має ортонормований базис iз

власних векторiв.

Для несамоспряженого компактного оператора першi принциповi резуль-

тати про повноту були отриманi у класичнiй роботi М. В. Кєлдиша [17]. У цiй

роботi було введено поняття приєднаних функцiй оператор-функцiї i отрима-

но достатнi умови повноти системи власних i приєднаних функцiй (СВПФ)

для несамоспряжених операторiв. Цi теореми дозволили отримати важливi

результати про повноту СВПФ граничних задач як для ЗДР, так i для дифе-

ренцiальних рiвнянь з частинними похiдними. Одним з яскравих результатiв

Кєлдиша є така теорема.

Теорема 1.1 ([17], [37] теорема 4.3). Нехай G – нормальний оператор у гiль-

бертовому просторi H, резольвента якого належить до класу Sp, p <∞, i

спектр якого лежить на скiнченному наборi променiв {λ ∈ C : arg λ = ϕk},

k ∈ {1, . . . ,m}. Нехай також оператор T є компактним вiдносно G. Тодi

оператор A = T +G має компактну резольвенту i його СВПФ повна в H.

Доведення основних результатiв М. В. Кєлдиша базувались на викори-

станнi теорiї аналiтичних i цiлих функцiй. Але багато важливих типiв нере-

гулярних граничних задач для ЗДР не покривалися цими результатами.
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1.2 Спектральнi властивостi диференцiальних операторiв n-го по-

рядку на вiдрiзку

Спектральна теорiя несамоспряжених граничних задач на скiнченному вiд-

рiзку [a, b] для звичайного диференцiального рiвняння (ЗДР) n-го порядку

y(n) + q1y
(n−2) + ...+ qn−1y = λny, x ∈ [a, b], (1.1)

з коефiцiєнтами qj ∈ L1[a, b] бере свiй початок у класичних роботах G. D. Bi-

rkhoff [60, 61, 63] i Я. Д. Тамаркiна [101, 45, 102]. Вони ввели поняття регуляр-

них граничних умов для ЗДР (1.1) i дослiджували асимптотичну поведiнку

власних чисел i власних векторiв для вiдповiдних граничних задач. До того

ж, вони довели, що СВПФ регулярної граничної задачi повна в L2[a, b]. Їx ре-

зультати також викладенi в класичних монографiях (див. [42, роздiл 2] i [73,

роздiл 19]).

Пiсля фундаментальної роботи М. В. Кєлдиша [17] повнота нерегуляр-

них граничних задач для ЗДР n-го порядку (1.1) вивчалася А. А. Шкалiко-

вим [50], А. Г. Костюченком i А. А. Шкалiковим [20], Г. М. Губреєвим [9],

А. П. Хромовим [48, 49], В. С. Рихловим [43] i багатьма iншими (див. поси-

лання в [49]).

В той же час базиснiсть Рiса регулярних граничних задач вивчалась

N. Dunford [72], В. П. Михайловим [41], Г. М. Кєсєльманом [18], А. С. Мар-

кусом i В. I. Мацаєвим [38], М. С. Аграновичем [56], А. А. Шкалiко-

вим [51, 52, 53], А. Мiнкiним [95] i багатьма iншими. Зокрема, був видiлений

важливий клас посилено регулярних граничних умов. В. П. Михайлов [41]

i Г. М. Кєсєльман [18] незалежно довели, що СВПФ посилено регулярної

граничної задачi є базисом Рiса у просторi L2[0, 1]. Однiєї тiльки регуляр-

ностi для цього не достатньо, як показують приклади Г. М. Кєсєльмана [18],

P. W. Walker [107] i J. Locker [84]. Для регулярних граничних умов А. А. Шка-
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лiков [51] довiв блочну базиснiсть Рiса. Нещодавно А. М. Мiнкiн [95] отримав

зворотне твердження, а саме, що iз базисностi Рiса СВПФ випливає регуляр-

нiсть граничних умов.

Численнi роботи присвяченi повнотi та базисностi Рiса для оператора

Штурма-Лiувiлля (див. нещодавню роботу А. А. Шкалiкова i О. А. Вєлiє-

ва [4], огляд А. С. Макiна [90] i посилання там). Особливо вiдзначимо нещо-

давнi досягнення для перiодичного (антиперiодечного) оператора Штурма-

Лiувiлля − d2

dx2 + q(x) на вiдрiзку [0, π]. А саме, F. Gesztesy i В. А. Ткачен-

ко [75, 76] для q ∈ L2[0, π] i, пiзнiше, П. Джаков i Б. С. Мiтягiн [70] для

q ∈ W−1,2[0, π] встановили рiзними методами критерiй того, що СВПФ перi-

одичного (антиперiодечного) оператора Штурма-Лiувiлля є базисом Рiса.

1.3 Спектральнi властивостi граничних задач для систем ЗДР

першого порядку на вiдрiзку

Розглянемо наступну граничну задачу для системи ЗДР першого порядку:

L(Q)y := −iB−1y′ +Q(x)y = λy, y = col(y1, ..., yn), x ∈ [0, 1], (1.2)

Cy(0) +Dy(1) = 0, C = (cjk), D = (djk) ∈ Cn×n, (1.3)

де B = diag(b1, . . . , bn) ∈ Cn×n – невироджена дiагональна матриця, Q =:

(qjk)
n
j,k=1 ∈ L1([0, 1];Cn×n) – потенцiальна матриця, i rank(C D) = n. По-

значимо через LC,D := LC,D(Q) оператор, асоцiйований з цiєю граничною

задачею в L2([0, 1];Cn) природним чином.

Зазначимо, що системи (1.2) є бiльш загальним об’єктом, нiж ЗДР. А саме,

ЗДР n-го порядку (1.1) може бути зведено до системи (1.2) з bj = exp (2πij/n)

(див. [33]). Системи (1.2) мають важливе значення в деяких теоретичних i

практичних питаннях. Наприклад, якщо n = 2m, B = diag(−Im, Im) i Q =(
0 Q12

Q21 0

)
, то система (1.2) еквiвалентна до системи Дiрака (див. [22, роздiл
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VII.1], [39, роздiл 1.2]). Вiдзначимо також, що система (1.2) використовується

для iнтегрування задачi N -хвиль, що виникає в нелiнiйнiй оптицi (див. [13,

роздiл III.4]).

Вперше спектральна задача (1.2)–(1.3) була дослiджена G. D. Birkhoff i

R. E. Langer [62]. Вони перенесли деякi попереднi результати G. D. Birkhoff

i Я. Д. Тамаркiна для несамоспряжених граничних задач для ЗДР (1.1) на

випадок задачi (1.2)–(1.3). А саме, вони ввели поняття регулярних i посилено

регулярних граничних умов (1.3) i дослiдили асимптотичну поведiнку вла-

сних чисел i власних векторiв вiдповiдного оператора LC,D. До того ж, вони

встановили поточкову збiжнiсть розкладу по власним векторам регулярного

оператора LC,D.

Проблема повноти СВПФ оператора LC,D(Q) вперше була дослiджена

М. М. Маламудом i Л. Л. Оридорогою у недавнiх роботах [35, 36, 91]. Вони

ввели поняття слабко регулярних граничних умов i довели повноту СВПФ

для цього класу граничних задач.

Нагадаємо визначення регулярних (див. [62, С. 89]) i слабко регулярних

(див. [35, 91]) граничних умов. Для цього нам потрiбна наступна конструкцiя.

Нехай A = diag(a1, . . . , an), де Re ak 6= 0, є дiагональною матрицею. Для

n × n матриць C = (c1 . . . cn) i D = (d1 . . . dn), допомiжна n × n матриця

TA(C,D) визначається наступним чином: її k-ий стовбець спiвпадає з ck, якщо

Re ak < 0, i спiвпадає з dk, якщо Re ak > 0. Далi, розглянемо прямi

lj := {λ ∈ C : Re(ibjλ) = 0}, j ∈ {1, . . . , n}.

Вони розбивають комплексну площину на m 6 2n секторiв. Позначимо цi

сектори через σ1, . . . σm. Нехай zj лежить всерединi сектора σj, j ∈ {1, . . . ,m}.

Граничнi умови (1.3) називаються регулярними, якщо

detTizjB(C,D) 6= 0, j ∈ {1, . . . ,m}. (1.4)
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Число z ∈ C називається допустимим, якщо Re(ibjz) 6= 0 при j ∈ {1, . . . , n}.

Оскiльки для даного j ∈ {1, . . . , n} матриця TizjB(C,D) не залежить вiд

вибору точки zj ∈ σj, то граничнi умови (1.3) є регулярними тодi i тiльки

тодi, коли detTizB(C,D) 6= 0 для кожного допустимого z.

Визначення 1.2 ([91]). Граничнi умови (1.3) називаються слабко B-

регулярними (або просто, слабко регулярними), якщо iснують три допу-

стимих числа z1, z2, z3, що задовольнять таким умовам:

(а) нуль є внутрiшньою точкою трикутника з вершинами z1, z2, z3;

(б) det TizjB(C,D) 6= 0 для j ∈ {1, 2, 3}.

Головний результат роботи [91] тепер можна записати так.

Теорема 1.3 ([91], теорема 1.2). Нехай Q ∈ L1([0, 1];Cn×n) i граничнi умо-

ви (1.3) є слабко B-регулярними. Тодi СВПФ оператора LC,D(Q) повна i

мiнiмальна в L2([0, 1];Cn).

У випадку системи типу Дiрака (B = B∗) слабка регулярнiсть граничних

умов (1.3) еквiвалентна до їх регулярностi (1.4) i перетворюється на таку

умову:

detT± := det(CP∓ +DP±) 6= 0. (1.5)

Тут P+ i P− є спектральнами проекторами на “додатнi” i “вiд’ємнi” частини

спектру матрицi B = B∗, вiдповiдно. Тому, за теоремою 1.3, з цiєї умови ви-

пливає повнота i мiнiмальнiсть в L2([0, 1];Cn) СВПФ граничної задачi (1.2)–

(1.3). В окремих випадках цей результат був ранiше отриманий В. А. Мар-

ченком [39, §1.3] (2×2 система Дiрака) i В. П. Гiнзбургом [6] (B = In, Q = 0).

У випадку 2 × 2 системи типу Дiрака (b1 < 0 < b2) в [91] було також

встановлено повноту СВПФ у нерегулярному випадку, де умова повноти за-

лежить вiд потенцiалу.
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Теорема 1.4 ([91], теорема 5.1). Нехай n = 2, b1 < 0 < b2, q12, q21 ∈ C1[0, 1]

i виконано такi умови:

|J32|+ |b1J13q12(0) + b2J42q21(1)| 6= 0,

|J14|+ |b1J13q12(1) + b2J42q21(0)| 6= 0.

Тодi СВПФ граничної задачi (2.1)–(2.3) повна i мiнiмальна в L2
(
[0, 1];C2

)
.

У випадку b2b
−1
1 6∈ R подiбний результат було встановлено А. В. Агi-

баловою, М. М. Маламудом i Л. Л. Оридорогою у [55], де повнота бу-

ла доведена для аналiтичних Q(·). Також, варто зазначити, що там бу-

ло втановлено критерiй повноти для аналiтичного потенцiалу для якого

q12(0)q21(0)q12(1)q21(1) 6= 0.

В останнi двадцять рокiв з’явилось багато робiт, присвячених базисностi

Рiса для 2 × 2 системи Дiрака (b2 = −b1 = 1) з регулярними або посилено

регулярними граничними умовами (див. [105, 106, 96, 12, 78, 3, 66, 67, 68, 69,

70, 71, 25, 88, 97]).

Базиснiсть Рiса для 2 × 2 системи Дiрака з граничними умовами, що ро-

спадаються, була вперше отримана I. Trooshin i M. Yamamoto [105, 106] для

Q ∈ C1([0, 1];C2×2). Пiзнiше S. Hassi i Л. Л. Оридорога [78] узагальнили цей

результат на системи типу Дiрака (b1 < 0 < b2) з тiєю ж умовою гладкостi.

Для Q ∈ L2([0, 1];C2×2) П. Джаков i Б. С. Мiтягiн [66] i А. Г. Баскаков,

А. В. Дєрбушов i А. О. Щербаков [3] незалежно встановили базиснiть Рi-

са задачi Дiрiхлє для 2 × 2 системи Дiрака, а також блочну базиснiть Рiса

перiодичної задачi.

Пiзнiше П. Джаков i Б. С. Мiтягiн [67] узагальнили цi результати для

2 × 2 системи Дiрака з регулярними або посилено регулярними граничними

умовами. До того ж, у роботах [68, 70, 71] вони встановили критерiй того,

що СВПФ перiодичного (антиперiодичного) 2×2 оператора Дiрака є базисом

Рiса. Цей критерiй було отримано в термiнах коефiцiєнтiв Фур’є потенцiалу.
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Пiзнiше автор i М. М. Маламуд [25, 88] i, незалежно, А. М. Савчук i

А. А. Шкалiков [97] пiдвели пiдсумок цього багаторiчного дослiдження, довiв-

ши рiзними методами, що СВПФ 2×2 оператора Дiрака з Q ∈ L1([0, 1];C2×2)

i посилено регулярними граничними умовами є базисом Рiса. Також було до-

ведено блочну базиснiсть Рiса у випадку регулярних граничних умов. Вiдзна-

чимо, що в роботах [25, 88] цей результат був доведений для бiльш загальної

системи типу Дiрака (b1 < 0 < b2).

Базиснiсть Рiса граничних задач для систем порядку n > 2 майже не ви-

вчалася в лiтератрi. Нам вiдомий лише результат Я. В. Микитюка i Д. В. Пуй-

ди [40], якi встановили блочну базиснiсть Рiса задачi Дiрiхле для 2m × 2m

системи Дiрака (B = diag(Im,−Im)) з Q ∈ L2([0, 1];C2m×2m).

Спектральна теорiя граничних задач для систем ЗДР першого порядку

природно виникає при дослiдженнi моделi балки Тимошенка. Ця модель бу-

ла введена С. Тимошенком у 20-х роках [103, 104], i вiдтодi численнi за-

дачi стабiльностi, керованостi i оптимiзацiї ретельно вивчалися J. U. Kim i

Y. Renardy [80], M. A. Shubov [99], A. Soufyane i A. Wehbe [100], G. Q. Xu i

S. P. Yung [111, 110], Y. Wu i X. Xue [109] i багатьма iншими. Геометричнi вла-

стивостi СВПФ динамiчного генератора просторово неоднорiдної балки Ти-

мошенка з межевою i локально розподiленою амортизацiєю грають важливу

роль у дослiдженнi фiзичних властивостей реальних балок рiзних типiв.

1.4 Властивостi ЗДР високого порядку на пiввiсi

Розглянемо диференцiальне рiвняння другого порядку

y′′ + A(t)y = 0, (1.6)

де A(t) : [0,+∞)→ C – диференцiйовна функцiя.

Якщо A(t) > 0, то це рiвняння описує коливання матерiальної точки з оди-

ничною масою пiд дiєю вiдновлювальної сили −A(t)x. Функцiя A(t) вiдiграє
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роль коефiцiєнта еластичностi, що змiнюється з часом.

Для неспадної функцiї A(t) вiдомо [77, XIV.I.3], що будь-який розв’язок

рiвняння (1.6) є осцилюючим i послiдовнi амплiтуди осциляцiї спадають.

M. Biernacki [59] поставив питання про iснування нетривiального розв’язку,

амплiтуди осциляцiї якого прямують до нуля, тобто розв’язку y(t), для якого

lim
t→∞

y(t) = 0. (1.7)

H. Milloux [94] вiдповiв на це питання i довiв, що такий розв’язок iснує,

якщо limt→∞A(t) =∞. Вiн також навiв приклад ступiнчастої функцiї A, для

якої не всi розв’язки рiвняння (1.6) зникають на нескiнченностi.

M. Biernacki [59] поставив також наступну задачу: якi додатковi умови,

окрiм монотонного прямування до нескiнченностi при t→∞, треба накласти

на функцiю A(t), щоб всi розв’язки рiвняння (1.6) зникали на нескiнченностi?

Першi результати в цьому напрямку були отриманi самим M. Biernacki [59],

а також H. Milloux [94], G. Armellini [57] i G. Sansone [98]. Найбiльш сильним

з теоретичної точки зору є результат G. Sansone.

Теорема 1.5 (G. Sansone [98]). Нехай A ∈ C1[0,∞), A(t)↗∞ при t→∞ i

для будь-якої послiдовностi {tn}∞n=1 такої, що

tn ↗∞ при n→∞ i tn+1 − tn 6 tn − tn−1, n > 1, (1.8)

має мiсце спiввiдношення
∞∑
n=1

(tn+1 − tn) min
tn6t6tn+1

A′(t)

A(t)
= +∞. (1.9)

Тодi всi розв’язки рiвняння (1.6) прямують до нуля при t→∞.

Л. А. Гусаров [10] довiв, що всi розв’язки рiвняння (1.6) прямують до нуля

при t→∞, якщо A(t)↗∞ при t→∞ i A′ функцiя обмеженої варiацiї на де-

якiй напiвпрямiй [t0,∞]. При цих обмеженнях A′(t) має скiнченну невiд’ємну

границю при t→∞.
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В роботi [81] стверджується, що якщо A(t) неспадна необмежена функцiя

класу C1, то всi розв’язки рiвняння (1.6) зникають на нескiнченностi. Однак,

вiдразу ж пiсля публiкацiї роботи, автор визнав своє доведення неправиль-

ним [82]. I незабаром у багатьох роботах з’явилися приклади, що спростову-

ють це твердження [74], [108], [23], [64].

Рiзнi достатнi умови на функцiю A, що забезпечують прямування до ну-

ля на нескiнченностi всiх розв’язкiв рiвняння (1.6), отриманi також в робо-

тах [92], [93], [58], [79]. Зауважимо, що всi отриманi результати такого роду

потребують, щоб потенцiал A прямував до нескiнченностi регулярно. Це озна-

чає, що весь зрiст функцiї A не може бути зосереджений на малiй в якомусь

сенсi множинi. Гарний огляд i порiвняння рiзних понять регулярного зросту

зробив J. W. Macki [89].

Зауважимо також, що в роботi В. Б. Лiдського i Б. В. Федосова [23] роз-

глядається рiвняння вигляду (1.6), де A(t) — додатно визначена монотонно

зростаюча оператор-функцiя в гiльбертовому просторi H, а y(t) — вектор-

функцiя зi значеннями в H. Ними були знайденi достатнi умови на потен-

цiал A(t), при яких всi розв’язки цього рiвняння прямують до нуля за нор-

мою при t → ∞. В скалярному випадку цi умови мають вигляд: A(0) > 0 i

A′(t) > α(t)A(t), де α(t) ↘ 0 при t → ∞ i
∫∞

0 α(t)dt = ∞. Iншими словами,

окрiм монотонного прямування потенцiала до нескiнченностi, його логари-

фмiчна похiдна повинна мати несумовну на пiввiсi монотонно спадну до нуля

невiд’ємну мiноранту.

Переходячи до рiвнянь високого порядку, розглянемо мiнiмальний симе-

тричний оператор P , породжений у L2(0,∞) диференцiальним виразом
n∑
k=0

(−1)k
(
pn−k(x)y(k)

)(k)

. (1.10)

Припустимо, що його iндекси дефекту рiвнi: n±(P) = n. Добре вiдомо [42,

теорема VI.21.2], [21, теорема II.9.1], що будь-яке його власне cамоспряжене
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розширення P̃ є унiтарно еквiвалентним оператору множення Λσ у просторi

L2
σ(R), де Λσ : f(x) → xf(x), f ∈ L2

σ(R), i σ(·) – неспадна, неперервна злi-

ва, cамоспряжена n×n матриця-функцiя. Матриця-функцiя σ(·) називається

спектральною функцiєю оператора P̃ i спiвпадає зi спектральною функцiєю

характеристичної матрицi оператора P̃ , яка, в свою чергу, може бути знайде-

на за допомогою функцiї Ґрiна оператора P̃ (див. [42, VI.21.4]).

Асимптотичнi формули для спектральної функцiї самоспряжених розши-

рень диференцiальних операторiв на пiввiсi вивчалися в багатьох роботах.

Для оператора Штурма-Лiувiлля ця проблема була повнiстю вирiшена не-

залежно В. А. Марченком i Б. М. Лєвiтаном (див. iсторiю задачi в [21]).

Для диференцiальних операторiв порядку n > 2 таку асимптотичну форму-

лу отримав А. Г. Костюченко [19].

Розглянемо мiнiмальний симетричний оператор A, породжений в L2(0,∞)

диференцiальним виразом

l(y) := (−1)ny(2n)(·). (1.11)

Головним членом асимптотики для спектральної функцiї власного cамоспря-

женого розширення P̃ є спектральна функцiя самоспряженого розширення Ã

оператора A з тими ж граничними умовами, явна форма якої була вiдсутня.

Теорiя граничних трiйок i вiдповiдних функцiй Вейля до теорiї розширень

симетричних операторiв була розвинена протягом трьох останнiх десятилiть

(див. [7, 65, 11] i посилання там). Добре вiдомо [11], що характеристична ма-

триця самоспряженого розширення Ã оператора A спiвпадає з функцiєю Вей-

ля вiдповiдної граничної трiйки, що дозволяє знайти вiдповiдну спектральну

функцiю простiше, нiж класичним методом.

Висновки до роздiлу 1

Спектральна теорiя несамоспряжених граничних задач на вiдрiзку для
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звичайного диференцiального рiвняння (ЗДР) n-го порядку з сумовними ко-

еффiцiєнтами бере свiй початок в класичних роботах G. D. Birkhoff [60, 61, 63]

i Я. Д. Тамаркiна [101, 45, 102], де зокрема введено поняття регулярних гра-

ничних умов для ЗДР.

Повнота нерегулярних граничних задач для ЗДР n-го порядку вивчалась

М. В. Кєлдишем [17], А. А. Шкалiковим [50], А. Г. Костюченком i А. А. Шка-

лiковим [20], Г. М. Губреєвим [9], А. П. Хромовим [48, 49], В. С. Рихловим [43]

i багатьма iншими (див. посилання в [49]). Базиснiсть Рiса регулярних грани-

чних задач вивчалась N. Dunford [72], В. П. Михайловим [41], Г. М. Кєсєль-

маном [18], А. С. Маркусом i В. I. Мацаєвим [38], М. С. Аграновичем [56],

А. А. Шкалiковим [51, 52, 53], А. Мiнкiним [95] i багатьма iншими. Повнота

i базиснiсть Рiса для оператора Штурма-Лiувiля вивчалась А. А. Шкалiко-

вим i О. А Вєлiєвим [4], П. Джаковим i Б. С. Мiтягiним [70], F. Gesztesy i

В. А. Ткаченком [75, 76], А. С. Макiним [90] i багатьма iншими.

Вперше загальна гранична задача для системи ЗДР першого порядку була

дослiджена G. D. Birkhoff i R. E. Langer [62]. Зокрема, вони ввели поняття ре-

гулярних граничних умов. Проблема повноти системи власних i приєднаних

функцiй (СВПФ) граничної задачi для системи ЗДР першого порядку впер-

ше була дослiджена М. М. Маламудом i Л. Л. Оридорогою [35, 36, 91]. Вони

ввели поняття слабко регулярних граничних умов i довели повноту СВПФ

для цього класу граничних задач.

Протягом останнiх двадцяти рокiв базиснiсть Рiса для 2 × 2 системи Дi-

рака з регулярними i посилено регулярними граничними умовами ретельно

дослiджувалася I. Trooshin i M. Yamamoto [105, 106], S. Hassi i Л. Л. Оридоро-

гою [78], П. Джаковим i Б. С. Мiтягiним [96, 12, 66, 67, 68, 69, 70, 71], А. Г. Ба-

скаковим, А. В. Дєрбушовим i А. О. Щербаковим [3], автором i М. М. Мала-

мудом [25, 88], А. М. Савчуком i А. А. Шкалiковим [97] i багатьма iншими.
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Я. В. Микитюк i Д. В. Пуйда [40] встановили блочну базиснiсть Рiса задачi

Дiрiхле для системи Дiрака високого порядку з потенцiалом, квадрат якого

є сумовним.

Спектральна теорiя граничних задач для систем ЗДР першого порядку

природно виникає при дослiдженнi моделi балки Тимошенка. Ця модель була

введена С. Тимошенком у 20-х роках [103, 104], i вiдтодi ретельно вивчалася

J. U. Kim i Y. Renardy [80], M. A. Shubov [99], A. Soufyane i A. Wehbe [100],

G. Q. Xu i S. P. Yung [111, 110], Y. Wu i X. Xue [109] i багатьма iншими.

Питання про прямування до нуля на нескiнченностi розв’язкiв диференцi-

ального рiвняння другого порядку вивчалося M. Biernacki [59], H. Milloux [94],

G. Armellini [57], G. Sansone [98], Л. А. Гусаровим [10], W. Leighton [81, 82],

A. Galbraith, E. J. McShane i G. Parrish [74, 92], D. Willett [108], В. Б. Лiдським

i Б. В. Федосовим [23], A. Meir, D. Willett, J. S. W. Wong [93], H. A. DeKlei-

ne [64], F. V. Atkinson i J. W. Macki [58, 89], L. Hatvani [79].

В багатьох роботах вивчалися асимптотичнi формули для спектральної

функцiї самоспряжених розширень диференцiальних операторiв на пiввiсi.

Для оператора Штурма-Лiувiлля ця проблема була повнiстю вирiшена не-

залежно В. А. Марченком i Б. М. Лєвiтаном (див. iсторiю задачi в [21]).

Для диференцiальних операторiв порядку n > 2 таку асимптотичну фор-

мулу отримав А. Г. Костюченко [19]. Головним членом цiєї асимптотики є

спектральна функцiя незбуреного оператора з тими ж граничними умовами,

явна форма якої була вiдсутня.
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РОЗДIЛ 2

Повнота СВПФ диференцiальних операторiв на вiдрiзку

В цьому i наступному роздiлах розглядається система ЗДР першого по-

рядку вигляду

Ly := L(Q)y := −iB−1y′ +Q(x)y = λy, y = col(y1, ..., yn), (2.1)

де B – невироджена дiагональна n×n матриця з комплексними елементами,

B = diag(b1, b2, . . . , bn) ∈ Cn×n, (2.2)

i Q(·) =: (qjk(·))nj,k=1 ∈ L1([0, 1];Cn×n) – потенцiальна матриця.

З системою (2.1) природним чином асоцiюється максимальний оператор

L = L(Q), що дiє в L2([0, 1];Cn) на областi визначення

dom(L) = {y ∈ W 1,1([0, 1];Cn) : Ly ∈ L2([0, 1];Cn)}.

Щоб отримати граничну задачу, приєднаємо до рiвняння (2.1) наступнi гра-

ничнi умови

Cy(0) +Dy(1) = 0, C = (cjk), D = (djk) ∈ Cn×n. (2.3)

Позначимо через LC,D := LC,D(Q) оператор, асоцiйований в L2([0, 1];Cn) з

граничною задачею (2.1)–(2.3). Вiн визначається, як звуження максимально-

го оператора L = L(Q) на область визначення

dom(LC,D) = {y ∈ dom(L) : Cy(0) +Dy(1) = 0}. (2.4)

До того ж, надалi ми завжди будемо накладати умову максимальностi

rank
(
C D

)
= n, (2.5)

що є еквiвалентним до умови ker(CC∗ +DD∗) = {0}.
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2.1 Загальна теорема про повноту

У цьому пiдроздiлi ми отримаємо загальний результат про повноту, що уза-

гальнює теорему 1.2 iз [91].

Нехай β1, . . . , βr – це всi рiзнi значення серед чисел b1, . . . , bn. Зауважимо,

що прямi

ljk := {λ ∈ C : Re(iβjλ) = Re(iβkλ)}, 1 6 j < k 6 r, (2.6)

разом з прямими

lj := {λ ∈ C : Re(iβjλ) = 0}, j ∈ {1, . . . , r}, (2.7)

вiдокремлюють iз комплексної площини ν 6 r2 + r вiдкритих секторiв Sp з

вершинами в нулi. При цьому для будь-якого p ∈ {1, . . . , ν} числа β1, . . . , βr

можуть бути занумерованi так, що виконано нерiвностi

Re(iβj1λ) < . . . < Re(iβjκλ) < 0 < Re(iβjκ+1
λ) < . . . < Re(iβjrλ), λ ∈ Sp.

(2.8)

Тут κ = κp – це кiлькiсть вiд’ємних значень серед Re(iβ1λ), . . ., Re(iβrλ) в

секторi Sp.

Нагадаємо, що точка z ∈ C називається допустимою, якщо z не належить

жоднiй з прямих (2.7). Нам також знадобиться наступне визначення: точка

z ∈ C називається придатною, якщо z не належить нi однiй iз прямих (2.6)

i (2.7), тобто z лежить строго всерединi одного iз секторiв Sp. Вiдзначимо,

що придатна точка – бiльш обмежувальне поняття, нiж допустима точка.

Зрозумiло, що кожний iз секторiв Sp має вигляд Sp = {z : ϕ1p < arg z <

ϕ2p}. Позначимо через Sp,ε сектор, строго вкладений в Sp, тобто

Sp,ε := {z : ϕ1p + ε < arg z < ϕ2p − ε}, де ε > 0 достатньо мале; (2.9)

Sp,ε,R := {z ∈ Sp,ε : |z| > R}. (2.10)
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Пропозицiя 2.1. [91, пропозицiя 2.2] Нехай

B = diag(β1In1, . . . , βrInr), n1 + . . .+ nr = n, (2.11)

Q = (Qjk)
r
j,k=1, Qjk ∈ L1([0, 1];Cnj×nk), (2.12)

Qjj(·) ≡ 0, j ∈ {1, . . . , r}. (2.13)

Нехай далi p ∈ {1, . . . , ν} i ε > 0 достатньо мале. Тодi для достатньо

великих R > 0, рiвняння (2.1) має фундаментальний матричний розв’язок

Y (x, λ) =
(
Y1 . . . Yn

)
, Yk(x, λ) = col(y1k, . . . , ynk), k ∈ {1, . . . , n},

(2.14)

аналiтичний по λ ∈ Sp,ε,R, що задовольняє (рiвномiрно по x ∈ [0, 1]) спiввiд-

ношенням

yjk(x, λ) = (δjk + o(1))eibkλx при λ→∞, λ ∈ Sp,ε,R, j, k ∈ {1, . . . , n},

(2.15)

де δjk – це символ Кронекера.

В подальшому ми систематично будемо використовувати поняття подiбно-

стi необмежених операторiв.

Визначення 2.2. Нехай Hj – це гiльбертiв простiр, Aj – замкнений опе-

ратор в Hj з областю визначення dom(Aj), j ∈ {1, 2}. Оператори A1 i A2

називаються подiбними, якщо iснує обмежений оператор T iз H1 на H2,

який має обмежений обернений, i такий, що A2 = TA1T
−1, тобто

dom(A2) = T dom(A1) i A2f = TA1T
−1f, f ∈ dom(A2). (2.16)

Оператор T називається перетворенням подiбностi.

Зауважимо, що у подiбних операторiв A1 i A2 (A2 = TA1T
−1) спiвпадають

спектри з урахуванням кратностi, а СВПФ {e(j)
k }, j ∈ {1, 2}, цих операторiв
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пов’язанi спiввiдношенням e(2)
k = Te

(1)
k . Отже, вони мають однаковi геометри-

чнi властивостi (повноту, мiнiмальнiсть, базиснiсть, i т.д.).

Нехай Φ(x, λ) – фундаментальний матричний розв’язок системи (2.1) та-

кий, що

Φ(0, λ) = In, λ ∈ C. (2.17)

Власнi числа оператора LC,D(Q) спiвпадають з нулями характеристичного

визначника ∆(·) задачi (2.1)–(2.3), що визначається наступним чином

∆(λ) := det(C +DΦ(1, λ)), λ ∈ C. (2.18)

Тепер ми доведемо результат про повноту, що узагальнює теорему 1.2 iз [91].

Теорема 2.3. Нехай Q ∈ L1([0, 1];Cn×n). Припустимо, що iснують C,R >

0, s > 0 i три придатних числа z1, z2, z3, що задовольняють таким умовам:

(i) нуль є внутрiшньою точкою трикутника з вершинами z1, z2, z3;

(ii) для k ∈ {1, 2, 3} маємо

|∆(λ)| > CeRe(iτkλ)

|λ|s
, τk =

∑
Re(ibjzk)>0

bj, |λ| > R, arg λ = arg zk. (2.19)

Тодi СВПФ задачi (2.1)–(2.3) (оператора LC,D(Q)) повна i мiнiмальна в

L2([0, 1];Cn).

Зауваження 2.4. У випадку s = 0 теорема 2.3 неявно мiститься в тео-

ремi 1.2 з [91]. Наше доведення слiдує схемi доведення в [91].

Доведення теореми 2.3. Перенумеровуючи y1, . . . , yn, ми можемо вважати,

що матриця B задовольняє умовi (2.11). Тому Q має представлення (2.12).

Нехай

Q1(x) := diag(Q11(x), . . . , Qrr(x)), (2.20)

i нехай W (·) – розв’язок наступної задачi Кошi

iB−1W ′ = Q1(x)W, W (0) = In. (2.21)



47

З огляду на блочну структуру матриць B i Q1(x) маємо

W (x) = diag(W11(x), . . . ,Wrr(x)), Wjj(x) ∈ GL(nj,C), x ∈ [0, 1]. (2.22)

Позначаючи через W : y → W (x)y калiбрувальне перетворення, покладемо

D̃ := DW (1) i Q̃(x) = W−1(x)(Q(x)−Q1(x))W (x) =: (q̃jk(x))nj,k=1. (2.23)

Тодi

LC,D̃(Q̃) = W−1LC,D(Q)W, (2.24)

тобто оператори LC,D(Q) i LC,D̃(Q̃) подiбнi. Зрозумiло, що Φ̃ =: W−1Φ є

фундаментальним матричним розв’язком рiвняння (2.1) з Q̃ замiсть Q, а вiд-

повiдний характеристичний визначник ∆̃(·) (див. (2.18)) дається формулою

∆̃(λ) := det(C + D̃Φ̃(1, λ)) = det(C +DW (1)W−1(1)Φ(1, λ)) = ∆(λ). (2.25)

Таким чином, вищенаведене калiбрувальне перетворення не змiнює хара-

ктеристичний визначник. Отже, замiнюючи при необхiдностi LC,D(Q) на

LC,D̃(Q̃), ми можемо вважати, що виконано умови (2.11)–(2.13).

Нехай далi Ψ(x, λ) – якийсь фундаментальний n×n матричний розв’язок

рiвняння (2.1) в областi S, тобто

det(Ψ(0, λ)) 6= 0, λ ∈ S. (2.26)

Через Ψk(x, λ) позначимо k-ий стовбець матрицi Ψ(x, λ), тобто

Ψ(x, λ) =
(

Ψ1 . . . Ψn

)
, Ψk(x, λ) = col(ψ1k, . . . , ψnk). (2.27)

Далi покладемо

AΨ(λ) := CΨ(0, λ) +DΨ(1, λ), (2.28)

∆Ψ(λ) := detAΨ(λ) = det(CΨ(0, λ) +DΨ(1, λ)). (2.29)

Зрозумiло, що ∆(·) = ∆Φ(·). Позначимо через ÃΨ(λ) = (∆jk
Ψ (λ))nj,k=1 приєд-

нану матрицю, тобто

AΨ(λ) · ÃΨ(λ) = ÃΨ(λ) · AΨ(λ) = ∆Ψ(λ)In, λ ∈ S, (2.30)
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i введемо в розгляд вектор-функцiї

UΨ,j(x, λ) :=
n∑
k=1

∆jk
Ψ (λ)Ψk(x, λ), j ∈ {1, 2, . . . , n}, (2.31)

UΨ(x, λ) :=
(
UΨ,1(x, λ) . . . UΨ,n(x, λ)

)
= Ψ(x, λ)ÃΨ(λ). (2.32)

Спектр σ(LC,D) задачi (2.1)–(2.3) спiвпадає з множиною нулiв характеристи-

чного визначника ∆(·) = ∆Φ(·). Iз умови (ii) теореми 2.3 випливає спiввiдно-

шення ∆(·) 6≡ 0. Отже, спектр σ(LC,D) задачi (2.1)–(2.3) є дискретним, тобто

σ(LC,D) є скiнченною або счисленною множиною, що складається з iзольова-

них власних чисел {λk}Nk=1, N 6∞, скiнченної алгебраiчної кратностi. Нехай

λk є нулем функцiї ∆(·) i має кратнiтьmk. Як показано на кроцi (i) доведення

теореми 1.2 з [91], лiнiйна оболонка системи функцiй{
∂p

∂λp
UΦ,j(x, λ)

∣∣∣∣
λ=λk

: p ∈ {0, 1, . . . ,mk − 1}, j ∈ {1, . . . , n}

}
(2.33)

спiвпадає з кореневим подпростором Rλk(LC,D) оператора LC,D, де UΦ,j(x, λ)

визначається формулою (2.31) для розв’язку Φ(x, λ) замiсть Ψ(x, λ). Заува-

жимо, що Φ(x, ·), UΦ,j(x, ·) i ∆(·) – цiлi функцiї експоненцiального типу.

Для доведення повноти об’єднання систем (2.33) по всiм k розглянемо

будь-яку вектор-функцiю f = col(f1, . . . , fn) ∈ L2([0, 1];Cn), яка ортогональ-

на цiй системi. Розглянемо наступнi цiлi функцiї

Fj(λ) := (UΦ,j(·, λ), f(·))L2([0,1];Cn), j ∈ {1, . . . , n}. (2.34)

Оскiльки f ортогональна до системи (2.33), то кожне λk(∈ σ(LC,D)) є нулем

функцiї Fj(·) кратностi не менше нiж mk, тобто для λk ∈ σ(LC,D) виконано

F
(p)
j (λ)

∣∣∣
λ=λk

= 0, p ∈ {0, 1, . . . ,mk − 1}, j ∈ {1, . . . , n}. (2.35)

Таким чином, вiдношення

Gj(λ) :=
Fj(λ)

∆(λ)
, j ∈ {1, . . . , n}, (2.36)
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є цiлою функцiєю. До того ж, оскiльки функцiї UΦ,j(x, ·) i ∆(·) – цiлi фун-

кцiї експоненцiального типу, то такими є i G1(·), . . . , Gn(·). Доведемо, що цi

функцiї є полiномами вiд λ, оцiнивши їх зрiст. Покладемо

G(λ) :=
(
G1(λ) . . . Gn(λ)

)
. (2.37)

Iз (2.34) i (2.36) випливає, що∫ 1

0

f ∗(x)UΦ(x, λ)dx = ∆(λ)G(λ), λ ∈ C, (2.38)

де f ∗(x) :=
(
f1(x) . . . fn(x)

)
= f(x)

T
.

Помноживши (2.38) на матрицю AΦ(·) злiва, ми отримуємо з огляду

на (2.32) i (2.30), що

∆(λ)

∫ 1

0

f ∗(x)Φ(x, λ)dx = ∆(λ)G(λ)AΦ(λ), λ ∈ C, (2.39)

або ∫ 1

0

f ∗(x)Φ(x, λ)dx = G(λ)AΦ(λ), λ 6∈ σ(LC,D). (2.40)

Тепер iз неперервностi по λ iнтегралу в останнiй рiвностi, дискретностi мно-

жини σ(LC,D) i визначення AΦ(λ) (див. формулу (2.28)) випливає таке спiв-

вiдношення∫ 1

0

f ∗(x)Φ(x, λ)dx = G(λ)(CΦ(0, λ) +DΦ(1, λ)), λ ∈ C. (2.41)

Нехай Ψ(x, λ) – це якийсь фундаментальний n× n матричний розв’язок рiв-

няння (2.1) в областi S ⊂ C. З огляду на початкову умову Φ(0, λ) = In,

матрицi Φ(x, λ) i Ψ(x, λ) пов’язанi спiввiдношенням

Ψ(x, λ) = Φ(x, λ)Ψ(0, λ), x ∈ [0, 1], λ ∈ S, (2.42)

де Ψ(0, λ) – невироджена матриця при λ ∈ S. Помноживши (2.41) на Ψ(0, λ)

зправа, ми отримуємо∫ 1

0

f ∗(x)Ψ(x, λ)dx = G(λ)(CΨ(0, λ) +DΨ(1, λ)), λ ∈ S. (2.43)
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Тепер помноживши (2.43) на ÃΨ(x, λ) зправа, ми отримуємо з огляду на (2.32)

i (2.30) ∫ 1

0

f ∗(x)UΨ(x, λ)dx = ∆Ψ(λ)G(λ), λ ∈ S, (2.44)

або

FΨ,j(λ) := (UΨ,j(·, λ), f(·))L2([0,1];Cn) = Gj(λ)∆Ψ(λ), λ ∈ S, j ∈ {1, . . . , n}.

(2.45)

Оцiнимо Gj(λ) знизу на променях

Γk := {λ ∈ C : arg λ = arg zk}, k ∈ {1, 2, 3}, (2.46)

використовуючи спiввiдношення (2.45) для вiдповiдних розв’язкiв Ψ(x, λ).

Зафiксуємо k ∈ {1, 2, 3}. Оскiльки zk – придатна точка, то Γk лежить стро-

го всерединi деякого сектора Sp. Тому Γk ∈ Sp,ε для деякого ε > 0. Згiдно з

пропозицiєю 2.1 iснує фундаментальний матричний розв’язок Y (x, λ) систе-

ми (2.1), що має асимптотичну поведiнку (2.15) в областi Sp,ε,R для деякого

R > 0. В доведеннi теореми 1.2 з [91] було показано, що для функцiї FY,j(λ),

що задана формулою (2.45), виконано

FY,j(λ) = o(eiτkλ) при λ→∞, λ ∈ Sp,ε, (2.47)

де τk задано в формулi (2.19). Далi, з (2.15) випливає, що

Y (0, λ) = In + on(1) при λ→∞, λ ∈ Sp,ε, (2.48)

де on(1) позначає n × n матрицю-функцiю з елементами вигляду o(1) при

λ → ∞. Тепер з формул (2.28), (2.29), (2.42) з Y замiсть Ψ i формули (2.48)

випливає, що

∆Y (λ) = ∆(λ) detY (0, λ) = (1 + o(1))∆(λ) при λ→∞, λ ∈ Sp,ε. (2.49)

Пiдставляючи (2.47),(2.49), (2.19) в (2.45) ми отримуємо при arg λ =

arg zk, |λ| > R,

|Gj(λ)| =
∣∣∣∣ o(eiτkλ)

(1 + o(1))∆(λ)

∣∣∣∣ 6 C1e
Re(iτkλ)|λ|s

CeRe(iτkλ)
= C2|λ|s, (2.50)
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для деякого C1 > 0 з C2 = C1/C.

Оскiльки нуль це внутрiшня точка трикутника з вершинами z1, z2, z3, то

променi Γ1,Γ2,Γ3 розбивають C на три замкнених сектора Ω1,Ω2,Ω3, кожний

з яких має центральний кут не бiльший нiж π. Зафiксуємо k ∈ {1, 2, 3} i

застосуємо теорему Фрагмена-Лiндельофа [83, теорема 6.1] до функцiї G̃j(·),

що розглядається в секторi Ωk. Використовуючи (2.50), ми отримуємо

|Gj(λ)| 6 C3|λ|s, λ ∈ Ωk, (2.51)

для деякого C3 > 0. Отже

|Gj(λ)| 6 C3|λ|s, λ ∈ C. (2.52)

За теоремою Лiувiлля (див. теорему 1.1 [83]),Gj(λ) – полiном степеня не вище

s.

Тепер доведемо, що Gj(·) ≡ 0, j ∈ {1, . . . , n}, використовуючи рiв-

нiсть (2.43) для вiдповiдних розв’язкiв Ψ(x, λ) i той факт, що Gj(λ) є по-

лiномом по λ. Пiдставляючи (2.27) в (2.43), ми отримуємо при k ∈ {1, . . . , n},

що
n∑
j=1

∫ 1

0

fj(x)ψjk(x, λ)dx =
n∑
j=1

Gj(λ)
n∑
l=1

(cjlψlk(0, λ) + djlψlk(1, λ)) . (2.53)

Розглянемо деякий сектор Sp,ε. Нехай Y (x, λ) – матричний розв’язок рiвнян-

ня (2.1), що задовольняє (2.15) в Sp,ε,R. Iз (2.15) випливає, що

|yjk(x, λ)| 6 CeRe(ibkλ)x, j, k ∈ {1, . . . , n}, x ∈ [0, 1], λ ∈ Sp,ε,R, (2.54)

для деякого C > 0. Отже, за нерiвнiстю Кошi-Буняковського∣∣∣∣∣
n∑
j=1

∫ 1

0

fj(x)yjk(x, λ)dx

∣∣∣∣∣ 6 C‖f‖L2([0,1];Cn)

(∫ 1

0

e2 Re(ibkλ)xdx

)1/2

6
C‖f‖√
|λ|

max{eRe(ibkλ), 1}, λ ∈ Sp,ε,R, k ∈ {1, . . . , n}. (2.55)



52

Пiдставляючи (2.15) i (2.55) в (2.53) з Y замiсть Ψ, ми отримуємо∣∣∣∣∣
n∑
j=1

Gj(λ)

(
cjk + djke

ibkλ +
n∑
l=1

(
cjl · o(1) + djl · o(1) · eibkλ

))∣∣∣∣∣
6
C‖f‖√
|λ|

max{eRe(ibkλ), 1} при λ→∞, λ ∈ Sp,ε,R, k ∈ {1, . . . , n}. (2.56)

Нехай degP позначає степiнь полiнома P . Припустимо, що

d := max{degGj : j ∈ {1, . . . , n}} > 0, (2.57)

i позначимо через αj коефiцiєнт при λd в Gj(λ). Таким чином,

Gj(λ) = λd(αj + o(1)) при λ→∞, j ∈ {1, . . . , n}. (2.58)

Iз визначення d випливає, що d = degGj0 для деякого j0 ∈ {1, . . . , n} i, отже,

αj0 6= 0. Тому α := col(α1, . . . , αn) 6= 0.

Зафiксуємо k ∈ {1, . . . , n}. Без обмеження спiльностi, ми можемо вважати,

що

Re(ibkλ) > 0, λ ∈ Sp,ε. (2.59)

Iз спiввiдношення (2.59) випливає, що

cjk+djke
ibkλ+

n∑
l=1

(
cjl·o(1)+djl·o(1)·eibkλ

)
= (djk+o(1))eibkλ, j ∈ {1, . . . , n},

(2.60)

при λ→∞, λ ∈ Sp,ε. Пiдставляючи (2.58) i (2.60) в (2.56), ми отримуємо∣∣α1d1k + . . .+αndnk +o(1)
∣∣ ·eRe(ibkλ) · |λ|d 6 C‖f‖√

|λ|
max{eRe(ibkλ), 1}, λ ∈ Sp,ε,R.

(2.61)

Оскiльки d > 0, то з огляду на (2.59) з цiєї оцiнки випливає, що

α1d1k + . . .+ αndnk = 0. (2.62)

Тепер розглянемо сектор Sp̃,ε, протилежний до Sp,ε. З огляду на (2.59) ми

маємо

Re(ibkλ) < 0, λ ∈ Sp̃,ε. (2.63)
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Нехай Ỹ (x, λ) – розв’язок системи (2.1) з асимптотикою (2.15) в секторi Sp̃,ε.

Пiдставляючи Ỹ (x, λ) в (2.53) замiсть Ψ(x, λ), ми отримуємо аналогiчно по-

передньому випадку, що∣∣α1c1k + . . .+αncnk + o(1)
∣∣ · |λ|d 6 C‖f‖√

|λ|
max{eRe(ibkλ), 1}, λ ∈ Sp̃,ε,R. (2.64)

Ця оцiнка сумiсна з (2.63) тiльки якщо

α1c1k + . . .+ αncnk = 0. (2.65)

Оскiльки k ∈ {1, . . . , n} є довiльним, то об’єднуючи спiввiдношення (2.62)

i (2.65), ми отримуємо

DTα = 0, CTα = 0, (2.66)

з чого випливає рiвнiсть α = 0 з огляду на умови максимальностi (2.5). Це

суперечить припущенню d > 0. Отже, Gj(·) ≡ 0 при j ∈ {1, . . . , n}.

Тепер з (2.41) випливає, що∫ 1

0

〈
Φj(x, λ), f(x)

〉
dx ≡ 0, λ ∈ C, j ∈ {1, 2, . . . , n}. (2.67)

Iз кроку (vi) доведення теореми 1.2 iз [91] випливає, що вектор-функцiя f ,

що задовольняє (2.67), є нульовою, тобто СВПФ оператора LC,D(Q) повна.

Мiнiмальнiсть СВПФ випливає iз леми 2.4 [91], застосованої до оператора

(LC,D − λ)−1 з λ ∈ ρ(LC,D).

2.2 Асимптотична поведiнка розв’язкiв i характеристичного ви-

зничника

У цьому пiдроздiлi ми уточнимо асимптотичнi формули (2.15) в припущен-

нi, що потенцiальна матриця Q(·) неперервна в точках 0 i 1, i застосуємо цi

формули для дослiдження асимптотичної поведiнки характеристичного ви-

значника ∆(·). Почнемо iз наступної леми.
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Лема 2.5. Нехай b ∈ C \ {0}, C > 0 i S ⊂ C – необмежена пiдмножина C

така, що

Re(ibλ) < −C|λ|, λ ∈ S. (2.68)

(i) Нехай ϕ ∈ L1[0, 1] i функцiя ϕ(·) неперервна в нулi. Тодi∫ 1

0

eibλtϕ(t)dt =
ϕ(0) + o(1)

−ibλ
при λ→∞, λ ∈ S. (2.69)

(ii) Нехай ϕ ∈ L1[0, 1] i функцiя ϕ(·) обмежена в околi нуля. Тодi∫ 1

0

∣∣eibλtϕ(t)
∣∣ dt = O(|λ|−1), λ ∈ S. (2.70)

Доведення. З огляду на (2.68) маємо для δ ∈ (0, 1)∫ 1

0

∣∣eibtϕ(t)
∣∣ dt 6 (∫ δ

0

+

∫ 1

δ

)
e−C|λ|t|ϕ(t)|dt 6 1

C|λ|
sup
t∈[0,δ]

|ϕ(t)|+ ‖ϕ‖1e
−Cδ|λ|,

(2.71)

де ‖ϕ‖1 :=
∫ 1

0 |ϕ(t)|dt. Iз цього випливає (2.70). Далi, спiввiдношення (2.69)

є справедливим для ϕ(·) ≡ const. Отже, достатньо довести його у випадку

ϕ(0) = 0. Оскiльки δ можна вибрати як завгодно малим, то це випливає iз

оцiнки (2.71).

Лемма 2.5 дозволяє уточнити асимптотичнi формули (2.15) iз пропози-

цiї 2.1, коли Q неперервна у кiнцях вiдрiзка [0, 1].

Пропозицiя 2.6. Нехай виконано умови (2.11)–(2.13) i нехай p ∈ {1, . . . , ν}.

Нехай Q неперервна в точках 0 i 1. Тодi для достатньо великого R >

0 i малого ε > 0 рiвняння (2.1) має фундаментальний матричний

розв’язок (2.14), аналiтичний по λ ∈ Sp,ε,R. До того ж, функцiї yjk(x, λ),

j, k ∈ {1, . . . , n}, задовольняють (2.15) i мають таку асимптотичну пове-
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дiнку в точках 0 i 1 при λ→∞, λ ∈ Sp,ε,R,

yjk(0, λ) =


0, якщо Re(ibjλ) < Re(ibkλ),

δjk, якщо bj = bk,

bjqjk(0)+o(1)
bj−bk · 1

λ , якщо Re(ibjλ) > Re(ibkλ);

(2.72)

yjk(1, λ) =



bjqjk(1)+o(1)
bj−bk · eibkλλ , якщо Re(ibjλ) < Re(ibkλ),

(δjk + o(1))eibkλ, якщо bj = bk,

0, якщо Re(ibjλ) > Re(ibkλ).

(2.73)

Доведення. Згiдно з доведенням пропозицiї 2.2 з [91], матричний розв’язок

Y (x, λ) системи (2.1) з асимптотикою (2.15) в Sp,ε,R було побудовано як єдиний

розв’язок наступної системи iнтегральних рiвнянь

yjk(x, λ) = δjke
ibkλx − ibj

∫ x

ajk

e−ibjλ(t−x)
n∑
l=1

qjl(t)ylk(t, λ)dt, (2.74)

де

ajk :=


0, якщо Re(ibjλ) 6 Re(ibkλ), λ ∈ Sp,ε,

1, якщо Re(ibjλ) > Re(ibkλ), λ ∈ Sp,ε.
(2.75)

Зокрема, ajk = 0 якщо bj = bk. Покажемо, що цей розв’язок задоволь-

няє (2.72), (2.73). Iз (2.74) легко випливає, що при λ ∈ Sp,ε,R виконано рiвностi

yjk(0, λ) = 0, Re(ibjλ) < Re(ibkλ), (2.76)

yjk(0, λ) = δjk, bj = bk, (2.77)

yjk(1, λ) = 0, Re(ibjλ) > Re(ibkλ), (2.78)

а друге спiввiдношення в (2.73) випливає iз пропозицiї 2.6. Таким чином, нам

треба довести лише третє спiввiдношення в (2.72) i перше спiввiдношення

в (2.73).

Запишемо (2.15) в такому виглядi

yjk(x, λ) = (δjk + ρjk(x, λ))eibkλ, j, k ∈ {1, . . . , n}, (2.79)
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де ρjk(x, λ) = o(1), при λ → ∞, λ ∈ Sp,ε,R, рiвномiрно по x ∈ [0, 1]. Пiдстав-

ляючи вираз (2.79) для yjk(x, λ) в (2.74), отримуємо

yjk(x, λ) =

(
δjk − ibj

∫ x

ajk

ei(bk−bj)λ(t−x)

(
qjk(t) +

n∑
l=1

qjl(t)ρlk(t, λ)

)
dt

)
eibkλx.

(2.80)

Нехай Re(ibjλ) > Re(ibkλ). Пiдставляючи x = 0 в (2.80), отримуємо

yjk(0, λ) = ibj

∫ 1

0

ei(bk−bj)λtqjk(t)dt+ibj

∫ 1

0

ei(bk−bj)λt
n∑
l=1

qjl(t)ρlk(t, λ)dt. (2.81)

Зрозумiло, що

Re(i(bk − bj)λ) < −C|λ|, λ ∈ Sp,ε,R, (2.82)

для деякого C > 0. Отже, застосовуючи лему 2.5(i) з

S = Sp,ε,R, b = bk − bj, ϕ(·) = ibjqjk(·), (2.83)

отримуємо з огляду на (2.69) i неперервнiсть qjk(·) в нулi, що

ibj

∫ 1

0

ei(bk−bj)λtqjk(t)dt =
bjqjk(0) + o(1)

(bj − bk)λ
при λ→∞, λ ∈ Sp,ε,R. (2.84)

Далi, оскiльки qjl(·), l ∈ {1, . . . , n}, є обмеженими в околi нуля, i

sup
t∈[0,1]

|ρlk(t, λ)| = o(1) при λ→∞, λ ∈ Sp,ε,R, (2.85)

то iз леми 2.5(ii) випливає, що∫ 1

0

ei(bk−bj)λt
n∑
l=1

qjl(t)ρlk(t, λ)dt =
n∑
l=1

o

(∫ 1

0

∣∣∣ei(bk−bj)λtqjl(t)∣∣∣ dt) = o(λ−1),

(2.86)

при λ→∞, λ ∈ Sp,ε,R. Це разом з (2.81) i (2.84) доводить третє спiввiдноше-

ння в (2.72).

Нехай тепер Re(ibjλ) < Re(ibkλ). Тодi використовуючи (2.75), ми отриму-

ємо з (2.80), що

yjk(1, λ) = −ibjeibkλ
∫ 1

0

ei(bj−bk)λs

(
qjk(1− s) +

n∑
l=1

qjl(1− s)ρlk(1− s, λ)

)
ds.

(2.87)
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Використовуючи нерiвнiсть

Re(i(bj − bk)λ) < −C|λ|, λ ∈ Sp,ε,R, (2.88)

неперервнiсть функцiй qjl(·), l ∈ {1, . . . , n}, у точцi 1 i повторюючи попереднi

мiркування, ми отримуємо перше спiввiдношення в (2.73).

Зауваження 2.7. Зафiксуємо j, k ∈ {1, . . . , n}. Як видно iз доведення про-

позицiї 2.6, iндивiдуальна функцiя yj,k(x, λ) задовольняє третьому спiввiд-

ношенню в (2.72), якщо qjk(·) неперервна в нулi i qjl(·) обмеженi в нулi при

l ∈ {1, . . . , n}. Iнакше, вона задовольняє лише бiльш слабкому спiввiдношен-

ню

yjk(0, λ) = o(1) при λ→∞, λ ∈ Sp,ε. (2.89)

До того ж, якщо функцiї qjl(·), l ∈ {1, . . . , n}, є тiльки обмеженими в нулi,

то за лемою 2.5(ii), yjk(0, λ) = O(λ−1), λ ∈ Sp,ε,R. Аналогiчне твердження

є справедливим для yjk(1, λ). Це дозволяє послабити обмеження на Q(·) в

деяких випадках.

На наступному кроцi ми дослiджуємо асимптотичну поведiнку характери-

стичного визначника ∆(·). Для зручностi в застосуваннях ми не припускаємо,

що рiвнi bj об’єднанi в блоки, як це було в попереднiй роботi [91]. Також нага-

даємо визначення матрицi TA(C,D). Нехай A = diag(a1, . . . , an), де Re ak 6= 0.

Для n × n матриць C = (c1 . . . cn) i D = (d1 . . . dn), допомiжна n × n ма-

триця TA(C,D) визначається наступним чином: її k-ий стовбець спiвпадає з

ck, якщо Re ak < 0, i спiвпадає з dk, якщо Re ak > 0.

Пропозицiя 2.8. Нехай B визначено рiвнiстю (2.2), Q ∈ L1([0, 1];Cn×n)

i нехай функцiї qjk є неперервними в точках 0 i 1, якщо bj 6= bk. Нехай,

як i вище, ∆(·) позначає характеристичний визначник (2.18) задачi (2.1)–

(2.3). Нарештi, нехай p ∈ {1, . . . , ν}. Тодi для достатньо малого ε > 0
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характеристичний визначник ∆(·) має наступну асимптотичну формулу

при λ→∞ i λ ∈ Sp,ε,

∆(λ) =

(
ω0(zp) · (1 + o(1)) +

ω1(zp) + o(1)

λ

)
ei(τpλ+γp), (2.90)

де zp – фiксована точка iз Sp,ε,

γp :=
∑

Re(ibjzp)>0

bj

∫ 1

0

qjj(t)dt, (2.91)

τp :=
∑

Re(ibjzp)>0

bj, (2.92)

ω0(zp) := detTizpB(C,D), (2.93)

ω1(zp) :=
∑

Re(ibjzp)<0

Re(ibkzp)>0

detT
cj→ck
izpB

bkqkj(0)− detT
dk→dj
izpB

bjqjk(1)

bk − bj
, (2.94)

i матриця T cj→ckizpB
(T

dj→dk
izpB

) отримується iз TizpB(C,D) замiною j-го стовбця

на k-ий стовбець матрицi C (вiдповiдно D).

Зауваження 2.9. Пояснимо позначення T cj→ckizpB
. Позначимо j-ий стовбець

матрицi C через cj. Зрозумiло, що якщо Re(ibjλ) < 0, то j-ий стовбець ма-

трицi TizpB(C,D) спiвпадає з cj. Отже, верхнiй iндекс cj → ck в позначеннi

матрицi T cj→ckizpB
просто означає замiну cj на ck в TizpB. Позначення T dk→djizpB

пояснюється аналогiчно.

Доведення пропозицiї 2.8. Як i при доведеннi теореми 2.3 можна вважати,

що виконано умови (2.11)–(2.12). Далi, застосовуючи калiбрувальне перетво-

рення W : y → W (x)y з W (·), що задане формулами (2.21)–(2.22), ми пе-

ретворюємо оператор LC,D(Q) в оператор LC,D̃(Q̃) з матрицями D̃ i Q̃(x),

що заданi формулами (2.23). З огляду на (2.25) характеристичний визначник

зберiгається при цьому перетвореннi.

Далi, матриця-функцiя Q − Q1 неперервна в точках 0 i 1. Оскiльки W (·)

i W−1(·) неперервнi на [0, 1], то Q̃ також неперервна в точках 0 i 1. Згiдно
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з (2.23) для Q̃ виконано (2.13). Тому за пропозицiєю 2.6 iснує фундаменталь-

ний матричний розв’язок Ỹ (·, λ) системи (2.1) з Q̃ замiсть Q, що задовольняє

асимптотичним спiввiдношенням (2.72) i (2.73) з q̃jk(·) замiсть qjk(·). Фунда-

ментальнi матрицi Ỹ (·, λ) i Φ̃(·, λ) пов’язанi спiввiдношенням

Ỹ (x, λ) = Φ̃(x, λ)P (λ), x ∈ [0, 1], λ ∈ Sp,ε,R, (2.95)

де P (λ) =: (pkj(λ))nk,j=1 – аналiтична невироджена матриця в Sp,ε,R. Отже,

Ỹ (0, λ) = P (λ), i з огляду на (2.15) i (2.25) (див. також формулу (3.31) в [91])

маємо

∆Ỹ (λ) := det(CỸ (0, λ) + D̃Ỹ (1, λ)) = ∆̃(λ) det(Ỹ (0, λ)) = (1 + o(1))∆(λ),

(2.96)

при λ→∞, λ ∈ Sp,ε. Таким чином, достатньо довести (2.90) з ∆Ỹ (·) замiсть

∆(·). Оскiльки W (0) = In, то Q̃(0) = Q(0)−Q1(0) i, отже,

Ỹ (0, λ) = Y0 := Y0(λ) :=
(
y

[0]
jk (λ)

)n
j,k=1

, (2.97)

де y[0]
jk (λ) задано формулою (2.72). Далi, спростимо Ỹ (1, λ). Нехай

Q̃(x) =
(
Q̃jk(x)

)r
j,k=1

, Q̃jk(x) ∈ Cnj×nk, (2.98)

Ỹ (x, λ) =
(
Ỹjk(x, λ)

)r
j,k=1

, Ỹjk(x, λ) ∈ Cnj×nk, (2.99)

блочнi представлення матриць Q̃(x) i Ỹ (x, λ) вiдносно ортогонального роз-

кладання Cn = Cn1 ⊕ . . .⊕ Cnr . Iз (2.22)–(2.23) випливає, що

Q̃jk(1) = W−1
jj (1)Qjk(1)Wkk(1), j 6= k. (2.100)

Далi зауважимо, що з огляду на рiвностi (2.11)–(2.12), формула (2.73) для

Ỹ (1, λ) набуде вигляду

Ỹjk(1, λ) =



βjQ̃jk(1)+o(1)
βj−βk · eiβkλλ , якщо Re(iβjλ) < Re(iβkλ),

(Ink + o(1))eiβkλ, якщо j = k,

0, якщо Re(iβjλ) > Re(iβkλ).

(2.101)
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З огляду на (2.11)–(2.12) i (2.100)–(2.101) маємо

Ỹ (1, λ) = W−1(1)Y1W (1), Y1 := Y1(λ) =
(
y

[1]
jk (λ)

)n
j,k=1

, (2.102)

де y[1]
jk (λ) задано формулою (2.73). Об’єднуючи (2.23), (2.96), (2.97) i (2.102),

отримуємо

∆Ỹ (λ) = det (CY0(λ) +DY1(λ)W (1)) = det(J · V ), (2.103)

де

V := V (λ) :=

Y0(λ)

V1(λ)

 , V1 := V1(λ) := Y1(λ)W (1), i J :=
(
C D

)
.

(2.104)

За формулою Бiне-Кошi

∆Ỹ (λ) =
∑

16k1<...<kn62n

J
(

1 2 ... n
k1 k2 ... kn

)
· V
(
k1 k2 ... kn
1 2 ... n

)
. (2.105)

Тут A
(
j1 j2 ... jp
k1 k2 ... kp

)
позначає мiнор n× n′ матрицi A = (ajk), утворений її ряд-

ками з номерами j1, . . . , jp ∈ {1, . . . , n} i стовбцями з номерами k1, . . . , kp ∈

{1, . . . , n′}.

Зафiксуємо множину {k1, k2, . . . , kn} таку, що 1 6 k1 < . . . < kn 6 2n, i

позначимо через m кiлькiсть елементiв цiєї множини, не бiльших за n, тобто

1 6 k1 < . . . < km 6 n < km+1 < . . . < kn. (2.106)

Розкладаючи другий множник в (2.105) вiдносно перших m рядкiв за теоре-

мою Лапласа, отримуємо

V
(
k1 k2 ... kn
1 2 ... n

)
=

∑
16j1<...jm6n

16jm+1<...<jn<n

{j1,...,jn}={1,...,n}

(−1)(1+...+m)+(j1+...+jm)

× Y0

(
k1 ... km
j1 ... jm

)
· V1

(
km+1−n ... kn−n
jm+1 ... jn

)
. (2.107)
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Iз (2.72) i (2.73) випливає, що

y
[0]
jk (λ) = O(1), y

[1]
jk (λ) = O(1) · eibkλ, λ ∈ Sp,ε,R, j, k ∈ {1, . . . , n}.

(2.108)

Поклавши

(vjk(λ))nj,k=1 := V1(λ) = Y1(λ)W (1), (2.109)

ми отримуємо з огляду на (2.108) i блочно-дiагональну структуру матриць B

i W (1), що

vjk(λ) = O(1) · eibkλ, λ ∈ Sp,ε,R, j, k ∈ {1, . . . , n}. (2.110)

Iз (2.97), (2.102), (2.108), (2.110) випливає, що при λ ∈ Sp,ε,R виконано спiв-

вiдношення

Y0

(
k1 ... km
j1 ... jm

)
= O(1), (2.111)

V1

(
km+1−n ... kn−n
jm+1 ... jn

)
= O(1) · ei(bjm+1

+...+bjn)λ. (2.112)

Нехай κ – це кiлькiсть вiд’ємних значень серед Re(ib1λ), . . ., Re(ibnλ), λ ∈

Sp,ε. Для визначеностi будемо вважати, що

Re(ibjλ) < 0, j ∈ {1, . . . , κ},

Re(ibjλ) > 0, j ∈ {κ+ 1, . . . , n}.
(2.113)

Iз (2.113) легко випливає, що при {jm+1, . . . , jn} 6= {κ+ 1, . . . , n} виконано

нерiвностi

Re(ibjm+1
λ)+. . .+Re(ibjnλ) < Re(ibκ+1λ)+. . .+Re(ibnλ) = Re(iτpλ), λ ∈ Sp,ε,

(2.114)

де τp задано формулою (2.92). Об’єднуючи цю оцiнку з (2.111) i (2.112), ми

отримуємо, що при {jm+1, . . . , jn} 6= {κ+ 1, . . . , n} i кожному h ∈ N виконано

спiввiдношення

Y0

(
k1 ... km
j1 ... jm

)
· V1

(
km+1−n ... kn−n
jm+1 ... jn

)
= O

(
1

λh

)
· eiτpλ, λ ∈ Sp,ε,R. (2.115)
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Пiдставляючи (2.115) в (2.107) ми отримуємо при λ ∈ Sp,ε,R i кожному h ∈ N,

що

V
(
k1 ... kn
1 ... n

)
= O

(
1

λh

)
· eiτpλ, m 6= κ; (2.116)

V
(
k1 ... kn
1 ... n

)
= Y0

(
k1 ... kκ
1 ... κ

)
· V1

(
kκ+1−n ... kn−n
κ+1 ... n

)
+O

(
eiτpλ

λh

)
, m = κ. (2.117)

З огляду на блочно-дiагональну структуру матрицi W (1) маємо

V1

(
kκ+1 ... kn
κ+1 ... n

)
= Y1

(
kκ+1 ... kn
κ+1 ... n

)
γ(λ), γ(λ) :=

r∏
j=1

Re(iβjλ)>0

detWjj(1). (2.118)

Застосовуючи теорему Лiувiлля до системи (2.21), отримуємо з огляду на

визначення сектора Sp,ε, що

γ(λ) = eiγp, λ ∈ Sp,ε, (2.119)

де γp задано формулою (2.91). Тепер при λ ∈ Sp,ε,R iз (2.105), (2.116), (2.117)

i (2.118) випливає, що

∆Ỹ (λ) = eiγp
∑

16k1<...<kκ6n
16kκ+1<...<kn6n

J
(

1 ... κ κ+1 ... n
k1 ... kκ n+kκ+1 ... n+kn

)
× Y0

(
k1 ... kκ
1 ... κ

)
· Y1

(
kκ+1 ... kn
κ+1 ... n

)
+O

(
1

λh

)
· eiτpλ, h ∈ N. (2.120)

Нехай (k1, . . . , kκ) ∈ Nκ задовольняє нерiвностям 1 6 k1 < . . . < kκ 6 n, i

нехай (l1, . . . , lκ) – деяка перестановка цього набору. Легко бачити, що

J
(

1 ... κ κ+1 ... n
k1 ... kκ n+kκ+1 ... n+kn

)
· Y0

(
k1 ... kκ
1 ... κ

)
= J

(
1 ... κ κ+1 ... n
l1 ... lκ n+kκ+1 ... n+kn

)
· Y0

(
l1 ... lκ
1 ... κ

)
. (2.121)

Ця рiвнiсть означає, що для кожного доданку у правiй частинi (2.120) ми мо-

жемо вибрати будь-яку перестановку вiдповiдної послiдовностi (k1, . . . , kκ).

Зрозумiло, що те саме є справедливим для вiдповiдної послiдовностi

(kκ+1, . . . , kn).
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Iз (2.72) випливає, що

Y0 = Y (0, λ) =

Iκ + o(1) O(λ−1)

O(λ−1) In−κ + o(1)

 при λ→∞, λ ∈ Sp,ε,R. (2.122)

Отже, якщо перетин множин {k1, . . . , kκ} i {κ+ 1, . . . , n} складається iз s

елементiв, то вiдповiдний мiнор Y0

(
k1 ... kκ
1 ... κ

)
мiстить рiвно s рядкiв з елемен-

тами вигляду O(λ−1), а iншi рядки мають вигляд O(1). Дiйсно, якщо kj > κ,

то j-ий рядок цього мiнора спiвпадає з (kj − κ)-им рядком лiвого нижнього

блока блочной матрицi (2.122). Таким чином, ми маємо

Y0

(
k1 ... kκ
1 ... κ

)
= O

(
1

λs

)
, λ ∈ Sp,ε,R. (2.123)

У випадках s = 0 i s = 1 ми можемо отримати бiльш точнi оцiнки. Вiдразу

зауважимо, що iз (2.122) прямо випливає спiввiдношення

Y0( 1 ... κ
1 ... κ ) = 1 + o(1) при λ→∞, λ ∈ Sp,ε,R. (2.124)

Далi, нехай s = 1, тобто множина {k1, . . . , kκ} отримується iз {1, . . . , κ} замi-

ною одного його елемента числом iз {κ+ 1, . . . , n}. А саме, припустимо, що

j замiнили на k, де 1 6 j 6 κ < k 6 n. Тодi з огляду на нерiвностi (2.113),

Re(ibkλ) > 0 > Re(ibjλ) i рiвностi (2.72) маємо

Y0

(
1 ... j−1 k j+1 ... κ
1 ... j−1 j j+1 ... κ

)

= det



1 + o(1) · · · o(1) o(1) o(1) · · · o(1)

... . . . ... ... ... . . . ...

o(1) · · · 1 + o(1) o(1) o(1) · · · o(1)

O(λ−1) · · · O(λ−1)
rkj(0)+o(1)

λ O(λ−1) · · · O(λ−1)

o(1) · · · o(1) o(1) 1 + o(1) · · · o(1)

... . . . ... ... ... . . . ...

o(1) · · · o(1) o(1) o(1) · · · 1 + o(1)


=
rkj(0) + o(1)

λ
при λ→∞, λ ∈ Sp,ε,R, (2.125)
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де для стислостi ми поклали rjk(x) :=
bjqjk(x)
bj−bk .

Далi, згiдно з (2.73) маємо

Y1 = Y (1, λ) =

Iκ + o(1) O(λ−1)

O(λ−1) In−κ + o(1)

 · E(λ) при λ→∞, λ ∈ Sp,ε,R,

(2.126)

де

E(λ) := diag(eib1λ, . . . , eibnλ). (2.127)

Нехай множина {kκ+1, . . . , kn} мiстить рiвно s елементiв iз множини

{1, . . . , κ}. Повторюючи попереднi мiркування для Y1 замiсть Y0, отримує-

мо

Y1

(
kκ+1 ... kn
κ+1 ... n

)
= O

(
1

λs

)
eiτpλ, λ ∈ Sp,ε,R. (2.128)

Далi, легко бачити, що

Y1

(
κ+1 ... n
κ+1 ... n

)
= (1 + o(1)) · eiτpλ, (2.129)

Y1

(
κ+1 ... k−1 j k+1 ... n
κ+1 ... k−1 k k+1 ... n

)
= (rjk(1) + o(1)) · e

iτpλ

λ
, (2.130)

при λ→∞, λ ∈ Sp,ε,R, де j ∈ {1, . . . , κ} i k ∈ {κ+ 1, . . . , n}.

Пiдставляючи формули (2.123) i (2.128) в (2.120) i використовуючи (2.121),

отримуємо

e−iγp∆Ỹ (λ) =
(
J
(

1 ... κ κ+1 ... n
1 ... κ n+κ+1 ... n+n

)
· Y0( 1 ... κ

1 ... κ ) · Y1

(
κ+1 ... n
κ+1 ... n

)
+

κ∑
j=1

n∑
k=κ+1

J
(

1 ... j−1 j j+1 ... κ κ+1 ... n
1 ... j−1 k j+1 ... κ n+κ+1 ... n+n

)
(2.131)

× Y0

(
1 ... j−1 k j+1 ... κ
1 ... j−1 j j+1 ... κ

)
× Y1

(
κ+1 ... n
κ+1 ... n

)
+

κ∑
j=1

n∑
k=κ+1

J
(

1 ... κ κ+1 ... k−1 k k+1 ... n
1 ... κ n+κ+1 ... n+k−1 n+j n+k+1 ... n+n

)
× Y0( 1 ... κ

1 ... κ )× Y1

(
κ+1 ... k−1 j k+1 ... n
κ+1 ... k−1 k k+1 ... n

))
(2.132)

+O

(
1

λ2

)
eiτpλ, λ ∈ Sp,ε,R. (2.133)
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Нехай zp – це будь-яка фiксована точка Sp,ε. Тодi iз нерiвностей (2.113) i

визначення матриць TizpB(C,D), T cj→ckizpB
i T dk→djizpB

легко бачити, що

J
(

1 ... κ κ+1 ... n
1 ... κ n+κ+1 ... n+n

)
= detTizpB(C,D), (2.134)

J
(

1 ... j−1 j j+1 ... κ κ+1 ... n
1 ... j−1 k j+1 ... κ n+κ+1 ... n+n

)
= detT

cj→ck
izpB

, (2.135)

J
(

1 ... κ κ+1 ... k−1 k k+1 ... n
1 ... κ n+κ+1 ... n+k−1 n+j n+k+1 ... n+n

)
= detT

dk→dj
izpB

. (2.136)

Тепер пiдставляючи (2.124), (2.125), (2.129), (2.130) i (2.134), (2.135), (2.136)

в (2.131), ми отримуємо

e−iγp∆Ỹ (λ) = detTizpB(C,D) · (1 + o(1)) · (1 + o(1)) · eiτpλ

+
κ∑
j=1

n∑
k=κ+1

detT
cj→ck
izpB

· rkj(0) + o(1)

λ
· (1 + o(1)) · eiτpλ

+
κ∑
j=1

n∑
k=κ+1

detT
dk→dj
izpB

· (1 + o(1)) · rjk(1) + o(1)

λ
· eiτpλ

+O

(
1

λ2

)
eiτpλ

=eiτpλ ·

(
ω0(zp) · (1 + o(1)) + o(λ−1)

+
κ∑
j=1

n∑
k=κ+1

detT
cj→ck
izpB

bkqkj(0)− detT
dk→dj
izpB

bjqjk(1)

λ(bk − bj)

)
,

при λ → ∞, λ ∈ Sp,ε,R. Перетворюючи подвiйну суму в останнiй рiвностi

з огляду на (2.113), ми приходимо до формули (2.90) з бажаним виглядом

ω1(zp).

2.3 Явнi достатнi i необхiднi умови повноти

Тепер ми готовi сформулювати наш головний результат про повноту СВПФ

задачi (2.1)–(2.3) в термiнах матриць B,C,D i Q(·).

Теорема 2.10. Нехай Q ∈ L1([0, 1];Cn×n) i функцiї qjk(·) є неперервними

у точках 0 i 1 при bj 6= bk. Нехай ω0(zk) i ω1(zk) заданi формулами (2.93)
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i (2.94) вiдповiдно. Нарештi, нехай iснують три допустимих числа z1, z2, z3,

що задовольняють таким умовам:

(а) нуль є внутрiшньою точкою трикутника з вершинами z1, z2, z3;

(б) |ω0(zk)|+ |ω1(zk)| 6= 0, k ∈ {1, 2, 3}.

Тодi СВПФ задачi (2.1)–(2.3) повна i мiнiмальна в L2([0, 1];Cn).

Зауваження 2.11. Нагадаємо, що прямi lj = {λ ∈ C : Re(ibjλ) = 0}

роздiляють комплексну площину на m секторiв σ1, . . . , σm. Зрозумiло, що

для кожного j ∈ {1, . . . ,m} функцiї ω0(·) i ω1(·) є сталими у секторi σj.

Отже, вони кусково-сталi в площинi C з розрiзами вздовж прямих ∂σj,

j ∈ {1, . . . ,m}. Легко бачити, що умови теореми 2.10 не виконуються то-

дi i тiльки тодi, коли функцiї ω0(·) i ω1(·) дорiвнюють нуля у вiдкритiй

пiвплощинi {λ ∈ C : Re(cλ) > 0} для деякого c 6= 0.

Доведення теореми 2.10. Зафiксуємо k ∈ {1, 2, 3}. Зауважимо, що точка zk

може бути не придатною, але з огляду на зауваження 2.11 функцiї ω0(·) i

ω1(·) є сталими в кожному секторi σj. Отже, якщо точка zk не придатна, тоб-

то лежить на однiй з прямих ljk = {λ ∈ C : Re(ibjλ) = Re(ibkλ)}, ми може-

мо замiнити її на близьку по аргументу придатну точку так, щоб збереглася

умова (а) теореми. Таким чином, ми можемо вважати, що точки z1, z2, z3 при-

датнi. Тодi, об’єднуючи умову (б) теореми з пропозицiєю 2.8, ми отримуємо

при k ∈ {1, 2, 3}, що

|∆(λ)| > C

∣∣∣∣ω0(zk) +
ω1(zk)

λ

∣∣∣∣ eRe(iτkλ) > C1
eRe(iτkλ)

|λ|
, |λ| > R, arg λ = arg zk,

(2.137)

де C,C1 > 0, τk :=
∑

Re(ibjzk)>0 bj i R достатньо велике. Щоб завершити дове-

дення залишилось застосувати теорему 2.3 з s = 1.

Наступний результат легко отримується iз теореми 2.10 (див. [91, наслiдок

3.2]).
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Наслiдок 2.12. Нехай Q задовольняє умовам теореми 2.10, i нехай

|ω0(±z)| + |ω1(±z)| 6= 0 для деякої допустимої точки z. Тодi СВПФ за-

дачi (2.1)–(2.3) повна i мiнiмальна в L2([0, 1];Cn).

Зауваження 2.13. У зв’язку з теоремою 2.10 обговоримо фундаментальну

роботу [53] А. А. Шкалiкова, де вiн вивчав граничнi задачi для ЗДР (1.1) зi

спектральним параметром в граничних умовах. Зокрема, поняття слаб-

ко B-регулярних граничних умов може розглядатися як аналог понят-

тя нормальної граничної задачi порядку 0 iз [53], а умови теореми 2.10

пов’язанi з поняттям нормальної граничної задачi порядку 1 з [53]. До то-

го ж, в [53] доведено, що СВПФ лiнеарiзацiї нормальної граничної задачi

для ЗДР (1.1) повна в деякiй прямiй сумi просторiв Соболєва. Для деяких

матриць B = diag(b1, . . . , bn) з простим спектром цей результат корелює

з твердженнями теореми 1.2 з [91] i теореми 2.10.

Тепер ми застосуємо теорему 2.10 до випадку 2× 2. Покладемо

(
C D

)
=:

a11 a12 a13 a14

a21 a22 a23 a24

 , Jjk := det

a1j a1k

a2j a2k

 , j, k ∈ {1, . . . , 4}.

(2.138)

Пропозицiя 2.14. Нехай n = 2, arg b1 6= arg b2, i нехай функцiї q12, q21 є

неперервними у точках 0 i 1. Нехай також виконано такi умови:

|J32|+ |b1J13q12(0) + b2J42q21(1)| 6= 0, (2.139)

|J14|+ |b1J13q12(1) + b2J42q21(0)| 6= 0. (2.140)

Тодi СВПФ граничної задачi (2.1)–(2.3) повна i мiнiмальна в L2
(
[0, 1];C2

)
.

Доведення. Оскiльки arg b1 6= arg b2, то iснує z ∈ C таке, що Re(ib1z) < 0 <
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Re(ib2z). Тодi згiдно з означенням чисел Jjk i функцiй ω0(·), ω1(·) маємо

ω0(z) = J14, ω1(z) =
J24b1q21(0)− J13b1q12(1)

b1 − b2
, (2.141)

ω0(−z) = J32, ω1(−z) =
J31b2q12(0)− J42b2q21(1)

b2 − b1
. (2.142)

З умов (2.139), (2.140) випливає, що |ω0(±z)| + |ω1(±z)| 6= 0. Залишилось

застосувати наслiдок 2.12.

Зауваження 2.15. У випадку 2× 2 системи типу Дiрака (b1 < 0 < b2) цей

результат посилює теорему 5.1 з [91], де повнота була доведена при бiльш

обмежувальнiй умовi q12, q21 ∈ C1[0, 1], тодi як сформульована вона була

при умовi q12, q21 ∈ C[0, 1]. Це зумовлене тим, що точне формулювання

леми 5.4 iз [91] потребує бiльш сильного припущення Q ∈ C1([0, 1];Cn×n)

замiсть Q ∈ C([0, 1];Cn×n) (див. теорему 1.1 iз [33]).

У випадку b2b
−1
1 6∈ R пропозицiя 2.14 посилює теореми 1.4 i 1.6 iз [55], де

повнота була доведена для аналiтичних Q(·).

Наступний результат показує, що теорема 2.10 не може розглядатися як

результат про збурення, оскiльки незбурений оператор LC,D(0) може мати не

повну СВПФ.

Наслiдок 2.16. Нехай κ ∈ {1, . . . , n − 1}, Re bj < 0 при j ∈ {1, . . . , κ},

Re bj > 0 при j ∈ {κ + 1, . . . , n}, i перша гранична умова в (2.3) має вигляд

y1(0) = 0. Тодi справедливi наступнi твердження:

(i) Нехай потенцiал Q є неперервним у точках 0 i 1,

detTB(C,D) 6= 0 i
n∑

j=κ+1

detT
cj→c1
−B

b1 − bj
· q1j(0) 6= 0. (2.143)

Тодi СВПФ оператора LC,D(Q) повна i мiнiмальна в L2([0, 1];Cn).

(ii) Якщо q1j(x) = 0 при x ∈ [0, ε], j ∈ {2, . . . , n}, для деякого ε > 0, то

СВПФ оператора LC,D(Q) неповна в L2([0, 1];Cn) i має нескiнченний дефект.

Зокрема, це справедливо для оператора LC,D(0) з нульовим потенцiалом.
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Доведення. (i) Умова y1(0) = 0 означає, що c11 = 1, c1k = 0 при k ∈

{2, . . . , n}, i d1k = 0 при k ∈ {1, . . . , n}. Отже, матриця T−B(C,D) має

нульовий перший рядок. Тому ω0(i) = 0. До того ж, з огляду на вигляд

першого рядка матрицi
(
C D

)
маємо detT

dk→dj
−B = 0, j, k ∈ {1, . . . , n}, i

detT
cj→ck
−B = 0, при k > 1. Тепер з умови на Re bj, визначення ω1(·) i умо-

ви (2.143) випливає, що

ω1(i) =
n∑

j=κ+1

detT
cj→c1
−B · b1q1j(0)

b1 − bj
6= 0. (2.144)

З першої умови в (2.143) випливає, що ω0(−i) = detTB(C,D) 6= 0. Тепер

повнота i мiнiмальнiсть СВПФ випливає iз наслiдку 2.12.

(ii) Згiдно з умовами на Q(·) кожний розв’язок y = col(y1, . . . , yn) зада-

чi (2.1)–(2.3) задовольняє умовi

y′1 = ib1λy1 + ib1q11(x)y1, x ∈ [0, ε], i y1(0) = 0. (2.145)

За теоремою єдиностi Кошi y1(x) = 0 при x ∈ [0, ε]. Отже, будь-яка вектор-

функцiя f = col(f1, 0, . . . , 0) ∈ L2([0, 1];Cn) з f1 рiвним нуля на [ε, 1], ортого-

нальна СВПФ оператора LC,D(Q).

Зауваження 2.17. Нехай n = 3, κ = 1 i y1(0) = 0. Тодi умова (2.143) набуде

вигляду∣∣∣∣∣∣d22 d23

d32 d33

∣∣∣∣∣∣ 6= 0 i

∣∣∣∣∣∣d21 c23

d31 c33

∣∣∣∣∣∣ · q12(0)

b2 − b1
+

∣∣∣∣∣∣d21 c22

d31 c32

∣∣∣∣∣∣ · q13(0)

b1 − b3
6= 0. (2.146)

Отже, якщо |q12(0)|+|q13(0)| 6= 0, то у загальнiй ситуацiї СВПФ оператора

LC,D(Q) з першою граничною умовою y1(0) = 0 повна в L2([0, 1];C3).

Нарештi, ми уточнимо наслiдок 2.12 для 4×4 системи типу Дiрака зi спецi-

альними граничними умовами. Це твердження буде застосовано у роздiлi 3.2

для вивчення моделi балки Тимошенка.
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Наслiдок 2.18. Нехай n = 4, B = diag(−b1, b1,−b2, b2), де b1, b2 > 0, Q ∈

L1([0, 1];C4×4), де Q неперервна в точках 0 i 1, i матрицi C i D мають

вигляд

C =


1 1 0 0

0 0 0 0

0 0 1 1

0 0 0 0

 , D =


0 0 0 0

d1 d2 0 0

0 0 0 0

0 0 d3 d4

 . (2.147)

Припустимо, що

|d2d4|+ |d1d4q12(1)|+ |d2d3q34(1)| 6= 0, |d1d3|+ |d2d3q21(1)|+ |d1d4q43(1)| 6= 0.

(2.148)

Тодi СВПФ задачi (2.1)–(2.3) повна i мiнiмальна в L2([0, 1];C4).

Доведення. За означенням матрицi TB(C,D) маємо

TB(C,D) =


1 0 0 0

0 d2 0 0

0 0 1 0

0 0 0 d4

 . (2.149)

Отже,

ω0(−i) = detTB(C,D) = d2d4. (2.150)

Далi, в нашому випадку подвiйна сума в (2.94) для ω1(−i) включає лише

значення j = 1, 3 i k = 2, 4. Iз визначення матриць T cj→ckizB i T dk→djizB випливає,

що

detT c1→c2B = d2d4, detT d2→d1B = d1d4,

detT c1→c4B = 0, detT d4→d1B = 0,

detT c3→c2B = 0, detT d2→d3B = 0,

detT c3→c4B = d2d4, detT d4→d3B = d2d3.
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Пiдставляючи цi вирази в (2.94), отримуємо

ω1(−i) =
1

2

(
d2d4q21(0) + d1d4q12(1) + d2d4q43(0) + d2d3q34(1)

)
. (2.151)

Зрозумiло, що якщо d2 = 0, то ω1(−i) = 1
2d1d4q12(1). З iншого боку, якщо d4 =

0, то ω1(−i) = 1
2d2d3q34(1). Це дозволяє записати умову |ω0(−i)|+|ω1(−i)| 6= 0

у виглядi першого спiввiдношення в (2.148).

Аналогiчно доводиться, що умова |ω0(i)|+ |ω1(i)| 6= 0 еквiвалентна друго-

му спiввiдношенню в (2.148). Доведення завершується застосуванням наслiд-

ку 2.12.

Наступна проста лема буде корисною у роздiлi 3.2.

Лема 2.19. Умова (2.148) виконується тодi i тiльки тодi, коли виконано

наступнi умови

|d1|+ |d2| 6= 0, |d3|+ |d4| 6= 0, (2.152)

|d1|+ |d3| 6= 0, |d2|+ |d4| 6= 0, (2.153)

|d1|+ |q21(1)| 6= 0, |d2|+ |q12(1)| 6= 0, (2.154)

|d3|+ |q43(1)| 6= 0, |d4|+ |q34(1)| 6= 0. (2.155)

Доведення. Якщо d1d2d3d4 6= 0, то твердження є очевидним. Далi, припусти-

мо, що dj = 0 для деякого j ∈ {1, 2, 3, 4}. Нехай для визначеностi d1 = 0.

Тодi умови (2.152)–(2.155) еквiвалентнi таким умовам:

d2d3q21(1) 6= 0 i |d4|+ |q34(1)| 6= 0. (2.156)

Це, в свою чергу, еквiвалентно умовi (2.148) при d1 = 0, що i завершує дове-

дення.

Продемонструємо пропозицiю 2.14 на прикладi системи вектор-функцiй
 eanx sinnx

neanx(sinnx+ i cosnx)


n∈Z\{0}

, a ∈ C, (2.157)

що розглядається у просторi L2([0, π];C2).
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Наслiдок 2.20. Нехай

ia 6∈ (−∞,−1] ∩ [1,∞). (2.158)

Тодi система (2.157) повна i мiнiмальна в L2([0, π];C2).

Доведення. Оскiльки a 6= ±i, то iснує θ ∈ C \ {πn}n∈Z таке, що a = ctg θ.

Розглянемо наступну граничну задачу на [0, 1]
y′1 = eiθλy1 + y2,

y′2 = e−iθλy2,

(2.159)

y1(0) = y1(1) = 0. (2.160)

Прямi обчислення показують, що її спектр простий, складається iз власних

чисел
{

πn
sin θ

}
n∈Z\{0}, а система вiдповiдних власних векторiв має вигляд

eaπnx sin πnx

πn · e(a−i)πnx


n∈Z\{0}

. (2.161)

Легко бачити, що потенцiальна матриця оператора LC,D(Q), асоцiйованого з

граничною задачею (2.159)–(2.160) є сталою: Q(·) =

0 −e−iθ

0 0

. Зрозумiло,

що

B = diag(b1, b2) := −i diag(eiθ, e−iθ). (2.162)

До того ж, з огляду на (2.158) маємо arg b1 6= arg b2.

Iз вигляду граничних умов (2.160) легко випливає, що J13 = 1, тодi як iншi

визначники Jjk є нульовими. Зокрема, граничнi умови (2.160) не є слабко ре-

гулярними, i навiть є виродженими: ∆0(·) ≡ 0. Однак, умови (2.139)–(2.140)

набудуть вигляду q12(0)q12(1) 6= 0, i, очевидно, виконанi. Отже, за пропози-

цiєю 2.14 система власних векторiв (2.161) повна i мiнiмальна в L2([0, 1];C2).

Це еквiвалентно повнотi i мiнiмальностi в L2([0, π];C2) системи (2.157).
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Зауваження 2.21. У зв’язку iз наслiдком 2.20 розглянемо ще одну систему

функцiй Ka = {eanx sinnx}n∈Z\{0}, яка є системою власних функцiй задачi

y′′ − 2λy′ + (a2 + 1)λ2y = 0, y(0) = y(π) = 0. (2.163)

Вiдомо (див. [83, частина II, додаток A1], [32] i посилання там), що ця

система дворазово повна в L2[0, π] у сенсi М.В. Кєлдиша [17]. Це означає

повноту системи 
 eanx sinnx

neanx sinnx


n∈Z\{0}

(2.164)

в L2([0, π];C2). Таким чином, твердження наслiдку 2.20 може розглядати-

ся як аналог дворазової повноти i мiнiмальностi системи Ka. Вiдзначимо,

що дослiдження повноти i мiнiмальностi в L2[0, π] “половинної” системи

K+
a := {eanx sinnx}∞n=1 складає змiст задачi А. Г. Костюченка.

Зазначимо також, що у випадку a ∈ R задача (2.163) природним чином

виникає при дослiдженнi наступної елiптичної граничної задачi в полосi

Ω = [0, π]× R+: 
Lu := ∂2u

∂x2 − 2 ∂2u
∂x∂t + (a2 + 1)∂

2u
∂t2 = 0,

u(0, t) = u(π, t) = 0, t > 0,

u(x, 0) = u0(x), u0 ∈ L2[0, π].

(2.165)

Оскiльки рiвняння Lu = 0 є елiптичним, то задача Кошi в полосi некоре-

ктна. Застосування метода Фурьє, тобто пошук розв’язкiв задачi (2.165)

у виглядi u(x, t) = eλty(x), призводить до задачi (2.163).

Далi ми приводимо деякi необхiднi умови повноти.

Пропозицiя 2.22. Нехай граничнi умови (2.3) мають вигляд y(0) = Ay(1),

де A – невироджена n× n матриця, AB +BA = 0 i

Q(1− x) = A−1Q(x)A, x ∈ [0, ε], для деякого ε > 0. (2.166)



74

Тодi СВПФ оператора L := LC,D(Q) неповна в L2([0, 1];Cn) i має нескiнчен-

ний дефект.

Доведення. Нехай λ – власне число оператора L, а {up(·)}mp=1 – вiдповiдний

ланцюжок власних i приєднаних функцiй. Покладемо u0(x) := 0. Зрозумiло,

що функцiї up(·), p ∈ {0, 1, . . . ,m}, задовольняють граничним умовам (2.3), i

виконано наступнi тотожностi

Lup(x) = λup(x) + up−1(x), x ∈ [0, 1], p ∈ {1, . . . ,m}. (2.167)

Покладемо vp(x) := Aup(1 − x). Доведемо за iндукцiєю, що up(x) = vp(x),

x ∈ [0, ε]. При p = 0 це очевидно. Нехай p > 0. Iз (2.167) i (2.1) випливає, що

(u′p)(1− x) = iB(λ−Q(1− x))up(1− x) + iBup−1(1− x)

= iB
[
(λ−Q(1− x))A−1vp(x) + A−1vp−1(x)

]
. (2.168)

Далi, об’єднуючи спiввiдношення (2.166), (2.168) з визначенням vp, отримуємо

з огляду на припущення iндукцiї

Lvp(x) = −iB−1v′p(x) +Q(x)vp(x)

= iB−1A · (u′p)(1− x) +Q(x)vp(x)

= −iAB−1iB
[
(λ−Q(1− x))A−1vp(x) + A−1vp−1(x)

]
+Q(x)vp(x)

= λvp(x) + vp−1(x) + (Q(x)− AQ(1− x)A−1)vp(x)

= λvp(x) + up−1(x), x ∈ [0, ε]. (2.169)

Оскiльки граничнi умови (2.3) мають вигляд y(0) = Ay(1), то vp(0) =

Aup(1) = up(0). Таким чином, обидвi функцiї up i vp задовольняють неодно-

рiдному лiнiйному рiвнянню (2.167) при x ∈ [0, ε] i мають однаковi початковi

данi у точцi нуль. Отже, за теоремою єдиностi Кошi

up(x) = vp(x) = Aup(1− x), x ∈ [0, ε]. (2.170)
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Далi, нехай функцiя f ∈ L2([0, 1];Cn) така, що

f(x) = 0 при x ∈ [ε, 1− ε] i f(1− x) = −A∗f(x) при x ∈ [0, ε].

(2.171)

Тодi при p > 0 маємо∫ 1

0

〈up(x), f(x)〉dx =

∫ ε

0

〈up(x), f(x)〉dx+

∫ ε

0

〈up(1− x), f(1− x)〉dx

=

∫ ε

0

(
〈up(x), f(x)〉+ 〈A−1up(x),−A∗f(x)〉

)
dx = 0.

(2.172)

Ця рiвнiсть показує, що кожна вектор-функцiя f , що задовольняє (2.171),

ортогональна СВПФ оператора LC,D(Q), що i завершує доведення.

Зауважимо, що iснування невиродженого розв’язку матричного рiвняння

AB + BA = 0 еквiвалентно подiбностi матриць B i −B: ABA−1 = −B. Це,

в свою чергу, рiвносильно тому, що спектри σ(B) i σ(−B) спiвпадають з

урахуванням кратностi. З огляду на те, що матриця B дiагональна, це спо-

стереження дозволяє переформулювати пропозицiю 2.22 наступним чином.

Наслiдок 2.23. Нехай n = 2p i B = diag(B̃,−B̃), де

B̃ = diag(In1b1, . . . , Inrbr), n1 + . . .+ nr = p. (2.173)

Далi, нехай

A =

 0 A1

A2 0

 , Aj = diag(Aj1, . . . , Ajr), Ajk ∈ GL(nk,C), j ∈ {1, 2},

(2.174)

граничнi умови (2.3) мають вигляд y(0) = Ay(1), i нехай

Q(1− x) = A−1Q(x)A, x ∈ [0, ε], для деякого ε > 0. (2.175)

Тодi СВПФ оператора L := LC,D(Q) неповна в L2([0, 1];Cn) i має нескiнчен-

ний дефект.



76

Доведення. З огляду на блочну структуру матриць B̃, A1 i A2, маємо AB +

BA = 0. Оскiльки Ajk невироджена матриця, то detA 6= 0. Отже, залишилось

застосувати пропозицiю 2.22.

Зауваження 2.24. Зауважимо, що у випадку 2 × 2 системи Дiрака (B =

diag(−1, 1), q11 ≡ q22 ≡ 0) пропозицiя 2.22 спiвпадає з пропозицiєю 5.12

з [91]. Дiйсно, розглянемо 2 × 2 систему Дiрака з граничними умовами

y1(0) = α1y2(1), y2(0) = α2y1(1). Якщо покласти A =

 0 α1

α2 0

, то цi

умови набудуть вигляду y(0) = Ay(1). До того ж, умова (2.175) набуде

вигляду

α1q21(1− x) = α2q12(x), x ∈ [0, ε]∩ [1− ε, 1], для деякого ε > 0, (2.176)

тобто вона спiвпадає з вiдповiдною умовою з [91]. Схожий результат для

оператора Штурма-Лiувiлля з виродженими граничними умовами ранiше

було доведено в [34].

Висновки до роздiлу 2

Роздiл 2 присвячено вивченню повноти СВПФ граничних задач для за-

гальних систем ЗДР першого порядку. У пiдроздiлi 2.1 доведено загальну те-

орему про повноту. У пiдроздiлi 2.2 отриманi новi, бiльш точнi, асимптотичнi

формули для розв’язкiв системи i характеристичного визначника граничної

задачi. У пiдроздiлi 2.3 результати двох попереднiх пiдроздiлiв застосовано

для отримання нових явних достатнiх умов повноти СВПФ граничних за-

дач для загальних систем ЗДР першого порядку з не слабко регулярними

граничними умовами.

Слiд зауважити, що доведення загальної теореми про повноту у пiдроз-

дiлi 2.1 слiдує доведенню схожої теореми iз [91]. А асимптотичнi формули
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для розв’язкiв системи в пiдроздiлi 2.1 базуються на аналозi теореми Бiркго-

фа отриманiй у [91]. Асимптотична формула характеристичного визначника

граничної задачi є найбiльш технiчно сильним результатом, який довзолив

отримати новi явнi достатнi умови повноти у пiдроздiлi 2.3. Цi результати

були продемонстрованi на багатьох прикладах, зокрема на модельнiй системi

експоненцiально-тригонометричних функцiй, що є СВПФ класичного квадра-

тичного диференцiального пучка Кєлдиша. Також отримано необхiдну умову

повноти, що узагальнює вiдповiдний результат з [91].

До основних результатiв цього роздiлу належать:

– Теорема 2.3, в якiй доведено загальний результат про повноту, що вира-

жає її через поведiнку характеристичного визначника на трьох променях

комплексної площини.

– Пропозицiя 2.6, в якiй отримано новi бiльш точнi асимптотичнi фор-

мули для розв’язкiв системи. А саме, отримано явний вираз першого

члена асимптотики по спектральному параметру у спецiальних секто-

рах комплексної площини через значення потенцiалу на кiнцях вiдрiзка

при найслабкiших можливих умовах гладкостi.

– Пропозицiя 2.8, в якiй отримано нову точну асимптотичну формулу

для характеристичного визначника вiдповiдної граничної задачi. А са-

ме, отримано явний вираз першого члена асимптотики по спектральному

параметру при умовах пропозицiї 2.6.

– Теорема 2.10, в якiй отримано новi загальнi явнi достатнi умови повноти

СВПФ граничних задач для загальних систем ЗДР першого порядку з

не слабко регулярними граничними умовами. Цей результат узагальнює

вiдповiдний результат М. М. Маламуда i Л. Л. Оридороги iз [91].

– Пропозицiя 2.14, яка є простим наслiдком теореми 2.10 для 2×2 систем,
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i узагальнює вiдповiдний результат М. М. Маламуда i Л. Л. Оридороги

iз [91] для 2 × 2 систем типу Дiрака з неперервно-диференцiйованим

потенцiалом, а також результат А. В. Агiбалової [55] для загальних 2×2

систем з аналiтичним потенцiалом.

– Наслiдок 2.18, в якому отримано умови повноти СВПФ граничної задачi

для спецiальної 4×4 системи з умовами, що розпадаються. Цей результат

має застосування при вивченнi моделi балки Тимошенка.

– Наслiдок 2.20, в якому отримано аналог подвiйної повноти для систе-

ми експоненцiально-тригонометричних функцiй, що є СВПФ класичного

квадратичного диференцiального пучка Кєлдиша.

– Пропозицiя 2.22, в якiй отриманi необходнi умови повноти СВПФ грани-

чних задач для загальних систем ЗДР першого порядку, що узагальнює

вiдповiдний результат М. М. Маламуда i Л. Л. Оридороги iз [91] для

2× 2 системи Дiрака.

Основнi положення цього роздiлу викладенi у публiкацiї автора [87].
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РОЗДIЛ 3

Базиснiсть Рiса i застосування до моделi балки Тимошенка

3.1 Блочна базиснiсть Рiса для СВПФ

В цьому пiдроздiлi ми дослiджуємо властивiсть базисностi Рiса для оператора

LC,D(Q), зводячи його до оператора LC̃,D̃(Q̃), який є збуренням нормального

оператора. У зв’язку з цим, знайдемо умови на матрицi C i D, що забезпечу-

ють нормальнiсть оператора LC,D(0).

Лема 3.1. (i) Оператор L := LC,D(0) є нормальним тодi i тiльки тодi,

коли

CBC∗ = DBD∗. (3.1)

(ii) Якщо виконано умову (3.1), то граничнi умови (2.3) є регулярними,

тобто detTizB(C,D) 6= 0 для будь-якої допустимої точки z.

(iii) Якщо Q ∈ L1([0, 1];Cn×n) i виконано умову (3.1), то СВПФ операто-

ра LC,D(Q) повна i мiнiмальна в L2([0, 1];Cn).

Доведення. (i) Легко бачити, що

LL∗y = L∗Ly = −(BB∗)−1y′′, y ∈ W 2,2([0, 1];Cn). (3.2)

Отже, L є нормальним тодi i тiльки тодi, коли dom(L) = dom(L∗), що еквi-

валентно

(Lf, g) = (f, L∗g), f, g ∈ dom(L). (3.3)

Пiсля iнтегрування частинами ця рiвнiсть набуде вигляду

〈B−1f(0), g(0)〉 = 〈B−1f(1), g(1)〉, f, g ∈ dom(L). (3.4)

Покладемо B̃ := diag(B−1,−B−1) i оснастимо простiрH = Cn⊕Cn бiлiнiйною
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формою

w(u, v) := 〈B̃u, v〉 = 〈B−1u1, v1〉−〈B−1u2, v2〉, u = col(u1, u2), v = col(v1, v2).

(3.5)

Тодi умова (3.4) набуде вигляду

w(u, v) = 0, u, v ∈ H1 := ker
(
C D

)
:= {col(u1, u2) : Cu1 +Du2 = 0}.

(3.6)

З iншого боку, рiвнiсть CBC∗ = DBD∗ можна записати як

〈B−1BC∗h,BC∗k〉 = 〈B−1(−BD∗h),−BD∗k〉, h, k ∈ Cn. (3.7)

Використовуючи (3.5), ми можемо записати це у виглядi

w(u, v) = 0, u, v ∈ H2 := {col(BC∗h,−BD∗h) : h ∈ Cn}. (3.8)

Таким чином, щоб довести твердження, достатньо показати, що (3.6) еквi-

валентно (3.8). У зв’язку з цим доведемо, що H1 є правим w-ортогональним

доповненням H2, тобто

H1 = H[⊥]
2 := {u ∈ H : w(v, u) = 0, v ∈ H2}. (3.9)

Дiйсно, якщо

v = col(BC∗h,−BD∗h) ∈ H2 i u = col(u1, u2) ∈ H, (3.10)

то

w(v, u) = 〈B−1(BC∗)h, u1〉−〈B−1(−BD∗)h, u2〉 = 〈h,Cu1 +Du2〉, h ∈ Cn.

(3.11)

Звiдси випливає, що w(v, u) = 0 для кожного v ∈ H2 тодi i тiльки тодi, коли

Cu1 + Du2 = 0, тобто u ∈ H1. Далi, з умови максимальностi (2.5) випливає,

що dimH1 = dimH2 = n.
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Тепер, якщо (3.8) виконано, то H2 ⊂ H[⊥]
2 = H1. Оскiльки dimH1 =

dimH2, то H1 = H2, i (3.6) виконано. Зворотне твердження отримується

аналогiчно.

(ii) Оскiльки L = LC,D(0) – нормальний, то виконано умову (3.6). Нехай

β−1
1 , β−1

2 , . . . , β−1
2n (3.12)

– це власнi числа матрицi B̃ i нехай e1, e2, . . . , e2n – це вiдповiднi нормованi

власнi вектори. Зрозумiло, що

βk = −βn+k = bk, k ∈ {1, . . . , n}. (3.13)

Для кожної допустимої точки z, тобто для z, що задовольняє умовi

Re(izbk) 6= 0, k ∈ {1, . . . , n}, (3.14)

покладемо

Hz := span{ek : Re(izβk) > 0}. (3.15)

З огляду на (3.13) маємо, що dimHz = n для будь-якого допустимого z. Далi

зауважимо, що

TizB(C,D) =
(
C D

)∣∣∣
Hz
. (3.16)

Отже,

detTizB(C,D) 6= 0 ⇔ ker
(
C D

)
∩Hz = {0}. (3.17)

Нехай u ∈ Hz. Тодi

u =
∑

Re(izβk)>0

ckek, (3.18)

для деяких c1, . . . , cn ∈ C, i

Re(iz〈u, B̃u〉) =
∑

Re(izβk)>0

|ck|2 Re(izβ−1
k ) =

∑
Re(izβk)>0

|ck|2

|βk|2
Re(izβk). (3.19)

Тому

Re(iz〈u, B̃u〉) > 0, u ∈ Hz \ {0}. (3.20)
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З iншого боку, з огляду на (3.6) маємо

〈u, B̃u〉 = 〈B̃u, u〉 = 0, u ∈ ker
(
C D

)
. (3.21)

Об’єднуючи це з (3.20), отримуємо ker
(
C D

)
∩ Hz = {0}, що завершує

доведення.

(iii) Iз (ii) випливає, що граничнi умови (2.3) є слабко B-регулярними. Те-

пер повнота i мiнiмальнiсть СВПФ оператора LC,D(Q) випливає iз теореми 1.2

iз [91].

Зауваження 3.2. Нехай Q ∈ L2([0, 1];Cn×n). Тодi (необмежений) оператор

множення

Q : f → Q(x)f, f ∈ L2([0, 1];Cn), (3.22)

є компактним вiдносно LC,D(0). Отже, твердження (iii) випливає iз класи-

чної теореми Кєлдиша (див. теорему 4.3 в [37]), якщо накласти додаткову

умову, що спектр оператора LC,D(0) лежить на об’єднаннi променiв

{λ ∈ C : arg λ = ϕk}, k ∈ {1, . . . , n}. (3.23)

Нагадаємо наступнi визначення iз [8] i [37].

Визначення 3.3. (i) Послiдовнiсть {fk}∞k=1 векторiв в H називається ба-

зисом Рiса, якщо вона допускає представлення fk = Tek, k ∈ N, де

{ek}∞k=1 – ортонормований базис в H i T : H → H є обмеженим операто-

ром з обмеженим оберненим.

(ii) Послiдовнiсть пiдпросторiв {Hk}∞k=1 називається базисом Рiса iз

пiдпросторiв в H, якщо iснує повна послiдовнiсть попарно ортогональних

пiдпросторiв {H′k}∞k=1 i обмежений оператор T в H з обмеженим оберненим

такi, що Hk = TH′k, k ∈ N.

(iii) Послiдовнiсть {fk}∞k=1 векторiв в H називається блочним базисом

Рiса, якщо будь-яка її скiнченна пiдпослiдовнiсть є лiнiйно незалежною, i
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iснує зростаюча послiдовнiсть {nk}∞k=0 ⊂ N така, що n0 = 1, i послiдовнiсть

Hk := span{fj}nk−1
j=nk−1

є базисом Рiса iз пiдпросторiв в H. Пiдпростори Hk

називаються блоками.

Щоб сформулювати наш наступний результат нам треба таке визначення.

Визначення 3.4. Нехай {ϕk}nk=1 – це послiдовнiсть кутових значень, ϕk ∈

(−π, π], i ε > 0. Числа λ, µ ∈ C називаються ε-близькими вiдносно {ϕk}nk=1,

якщо для деякого k ∈ {1, . . . , n} виконано нерiвностi

λ, µ ∈ {z ∈ C : | arg z − ϕk| < ε} i |Re(e−iϕk(λ− µ))| < ε. (3.24)

Iншими словами, λ i µ є ε-близькими, якщо для деякого k вони лежать у

малому кутi з бiсектрисою

l+(ϕk) := {λ ∈ C : arg λ = ϕk}, (3.25)

i їх проекцiї на цей кут є близькими.

Нехай A – оператор з компактною резольвентою i нехай Ω ⊂ C – обмежена

множина. Покладемо

N(Ω, A) :=
∑

λ∈σ(A)∩Ω

ma(λ,A) =
∑

λ∈σ(A)∩Ω

dimRλ(A). (3.26)

Наше дослiдження властивостi базисностi Рiса оператора LC,D базується на

такому твердженнi, яке випливає iз [38] i [37, §I.6].

Пропозицiя 3.5. Нехай H – сепарабельний гiльбертiв простiр, i G – нор-

мальний оператор з компактною резольвентою в H, спектр якого лежить

на об’єднаннi променiв l+(ϕ1), . . . , l+(ϕn), i

sup
z∈C

N(D(z), G) <∞, D(z) := {ζ ∈ C : |ζ − z| < 1}. (3.27)

Нехай T – обмежений оператор в H i ε > 0 – як завгодно мале число.

Тодi СВПФ оператора A = G + T є блочним базисом Рiса в H, де кожний
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блок складається iз кореневих пiдпросторiв, що вiдповiдають попарно ε-

близьким вiдносно послiдовностi {ϕk}nk=1 власним числам оператора A.

Доведення. Оскiльки T є обмеженим, то вiн є компактним вiдносно G. Отже

згiдно з наслiдком 3.7 iз [37] всi власнi числа оператора A = G + T , окрiм

можливо скiнченного числа, належать об’єднанню секторiв

Ωj(ε) := {λ ∈ C : | arg λ− ϕj| < ε}, j ∈ {1, . . . , n}, (3.28)

що не перетинаються при достатньо малому ε. Зафiксуємо j ∈ {1, . . . , n}

i покладемо Gj := e−iϕjG. З умови (3.27) випливає умова (6.21) леми 6.8

iз [37], тобто виконано

sup
k∈N

N ((rk − qrpk, rk + qrpk), Gj) <∞ (3.29)

при p = 0, i для будь-якого q > 0 i зростаючої послiдовнiстi {rk}∞k=1. Нехай

{λj,k}∞k=1 – послiдовнiсть власних чисел оператора A, що лежать у Ωj(ε),

упорядкована у порядку зростання Re
(
e−iϕjλj,k

)
. Покладемо

rk := Re
(
e−iϕjλj,k

)
− ε/2, k ∈ N. (3.30)

Застосовуючи лему 6.8 iз [37] до оператораGj з p = 0, q = ‖T‖+4ε i вибраною

послiдовнiстю {rk}∞k=1, отримуємо, що iснують

xk ∈ (rk − ε/2, rk + ε/2), k ∈ N, (3.31)

такi, що послiдовнiсть {xk}∞k=1 строго зростає, i послiдовнiсть пiдпросторiв

Hj,k := span{Rλj,s(A) : xk 6 Re
(
e−iϕjλj,s

)
< xk+1}, k ∈ N, (3.32)

є базисом Рiса iз пiдпросторiв у своїй замкненiй лiнiйнiй оболонцi. Iз визна-

чення чисел rk i xk випливає, що

Re
(
e−iϕjλj,k

)
− ε < xk < Re

(
e−iϕjλj,k

)
, k ∈ N. (3.33)
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Отже кореневi пiдпростори оператора A, що вiдповiдають власним числам,

якi не є ε-близькими вiдносно {ϕk}nk=1, належать рiзним блокам. Нехай

λ′1, . . . , λ
′
m – послiдовнiсть власних чисел оператора A, що не лежать у

об’єднаннi секторiв ∪nj=1Ωj(ε). Зрозумiло, що система пiдпросторiв

{Rλ′k
}mk=1, {H1,k}∞k=1, . . . , {Hn,k}∞k=1 (3.34)

є базисом Рiса iз пiдпросторiв у своїй замкненiй лiнiйнiй оболонцi. Оскiльки

ця система пiдпросторiв охоплює систему кореневих векторiв оператора A,

то iз теореми Кєлдиша (див. теорему 4.3 iз [37]) випливає повнота цiєї си-

стеми в H. Отже, СВПФ оператора A є блочним базисом Рiса, блоки якої

задовольнять бажаним властивостям.

Тепер ми готовi довести наш головний результат про базиснiсть Рiса для

граничної задачi (2.1)–(2.3).

Теорема 3.6. Нехай Q ∈ L∞([0, 1];Cn×n), n1 + . . .+ nr = n/2 i

B = diag(Bj)
r
j=1, C = diag(Cj)

r
j=1, D = diag(Dj)

r
j=1, (3.35)

Bj =
(
bj1Inj 0

0 bj2Inj

)
, Cj =

(
Cj1 Cj2
0 0

)
, Dj =

(
0 0
Dj1 Dj2

)
, (3.36)

де bj1b−1
j2 < 0 i Cj1, Cj2, Dj1, Dj2 ∈ GL(nj,C). Тодi СВПФ оператора A :=

LC,D(Q) є блочним базисом Рiса в L2([0, 1];Cn), де кожний блок складається

iз кореневих пiдпросторiв, що вiдповiдають власним числам оператора A,

якi є попарно ε-близькими вiдносно послiдовностi

{−ϕ1, . . . ,−ϕr, π − ϕ1, . . . , π − ϕr}. (3.37)

Тут ϕj = arg(bj1 − bj2), j ∈ {1, . . . , r}, i ε > 0 – як завгодно мале число.

Доведення. Спочатку покажемо, що оператор LC,D(Q) є подiбним опера-

тору LC̃,D̃(Q̃) з тiєю ж матрицею B i матрицями C̃, D̃, що задовольня-
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ють (3.1). З цiєю метою ми будемо використовувати калiбрувальне перетво-

рення W : y → W (x)y, де W (·) задовольняє таким умовам:

W (x)B = BW (x), x ∈ [0, 1], (3.38)

W ∈ C1([0, 1];Cn×n), W−1 ∈ C([0, 1];Cn×n). (3.39)

Тодi оператор LC,D(Q) перетворюється на оператор

LC̃,D̃(Q̃) = W−1LC,D(Q)W

з тiєю ж матрицею B i матрицями C̃, D̃, Q̃(·) вигляду

C̃ := CW (0), D̃ := DW (1), Q̃(x) := W−1(x)Q(x)W (x)−iW−1(x)B−1W ′(x).

(3.40)

Оскiльки W,W ′,W−1, Q ∈ L∞([0, 1];Cn×n), то Q̃ ∈ L∞([0, 1];Cn×n).

З огляду на блочно-дiагональну структуру (3.35)–(3.36) матриць B, Cj i

Dj, можна вибрати W0,W1 ∈ GL(n,C) так, що WkB = BWk, k ∈ {0, 1}, i

CW0 = diag(C̃j)
r
j=1, C̃j :=

Inj bjInj

0 0

 , bj :=
(
−bj1b−1

j2

)1/2
, (3.41)

DW1 = diag(D̃j)
r
j=1, D̃j :=

 0 0

Inj bjInj

 , j ∈ {1, . . . , r}. (3.42)

Виберемо довiльну гiлку логарифма i покладемо W̃ := log(W−1
0 W1). Зрозумi-

ло, що матриця W̃ є корректно визначеною, оскiльки матриця W−1
0 W1 є не-

виродженою. Тому W (x) := W0e
xW̃ задовольняє (3.38), (3.39), i W (0) = W0,

W (1) = W1. Визначимо калiбрувальне перетворення W : y → W (x)y. З

огляду на (3.40), (3.41), (3.42) матрицi C̃, D̃ нового оператора LC̃,D̃(Q̃) =

W−1LC,D(Q)W мають вигляд C̃ = diag(C̃j)
r
j=1 i D̃ = diag(D̃j)

r
j=1, де C̃j i D̃j

заданi формулами (3.41) i (3.42) вiдповiдно.

Прямi обчислення показують, що

C̃jBjC̃
∗
j = D̃jBjD̃

∗
j = 0, j ∈ {1, . . . , r}. (3.43)
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Тому C̃BC̃∗ = D̃BD̃∗ = 0. За лемою 3.1, оператор G := LC̃,D̃(0) є нормаль-

ним. Його спектр спiвпадає з множиною нулiв характеристичного визначника

∆(·) = det(C̃+D̃Φ̃(1, ·)). Фундаментальна матриця Φ̃(·, λ) оператора LC̃,D̃(0)

має вигляд Φ̃(x, λ) = eiBλx. Отже, з огляду на блочно-дiагональну структуру

матриць B, C̃, D̃, отримуємо

∆(λ) =
r∏
j=1

det(C̃j + D̃je
iBjλ) =

r∏
j=1

det

 Inj bjInj

eibj1λInj bje
ibj2λInj


=

r∏
j=1

(
b
nj
j · (e

ibj2λ − eibj1λ)nj
)
. (3.44)

Тому

σ(G) =

{
2πk

bj1 − bj2
: k ∈ Z, j ∈ {1, . . . , r}

}
. (3.45)

Таким чином, σ(G) лежить на об’єднаннi променiв {l+(−ϕj)}r1 i {l+(π−ϕj)}r1,

де

ϕj = arg(bj1 − bj2), j ∈ {1, . . . , r}. (3.46)

До того ж, σ(G) – це об’єднання скiнченного числа арифметичних прогре-

сiй, i власнi числа мають обмеженi кратностi. Тому виконано умову (3.27).

Оскiльки Q̃(·) є обмеженою матрицею-функцiєю, то за пропозицiєю 3.5 СВПФ

оператора

Ã := LC̃,D̃(Q̃) = LC̃,D̃(0) + Q̃ = G+ Q̃ (3.47)

є блочним базисом Рiса в H, де кожний блок складається iз кореневих пiд-

просторiв, що вiдповiдають попарно близьким власним числам оператора A

у сенсi визначення 3.4. Оскiльки A = LC,D(Q) є подiбним до Ã, то те саме

виконується i для оператора LC,D(Q).

Як наслiдок цього результату ми отримуємо блочну базиснiсть Рiса СВПФ

оператора Дiрака з загальними граничними умовами, що розпадаються.
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Наслiдок 3.7. Нехай n = 2m, Q ∈ L∞([0, 1];Cn×n) i

B = diag(b1Im, b2Im), b1 < 0 < b2, (3.48)

C =

C1 C2

0 0

 , D =

 0 0

D1 D2

 , C1, C2, D1, D2 ∈ GL(m,C). (3.49)

Тодi СВПФ оператора LC,D(Q) є блочним базисом Рiса в L2([0, 1];Cn×n).

Аналогiчно до теореми 3.6 ми можемо отримати наступний результат.

Пропозицiя 3.8. Нехай Q ∈ L∞([0, 1];Cn×n),

B = diag(b1In1, . . . , brInr), n = n1 + . . .+ nr, (3.50)

C = diag(Cj)
r
j=1, D = diag(Dj)

r
j=1, Cj, Dj ∈ GL(nj,C), j ∈ {1, . . . , r}.

(3.51)

Тодi СВПФ оператора LC,D(Q) є блочним базисом Рiса в L2([0, 1];Cn), де

кожний блок складається iз кореневих пiдпросторiв, що вiдповiдають вла-

сним числам оператора A, якi є попарно ε-близькими вiдносно послiдовностi

{−ϕ1, . . . ,−ϕr, π − ϕ1, . . . , π − ϕr}.

Тут ϕj = arg bj, j ∈ {1, . . . , r}, i ε > 0 – як завгодно мале число.

Доведення. Доведення є аналогiчним до доведення теореми 3.6. Вибираючи

вiдповiдне калiбрувальне перетворення, ми перетворюємо оператор LC,D(Q)

на LC̃,D̃(Q̃) з C̃j = D̃j = Inj . З умов пропозицiї i леми 3.1 випливає, що

оператор G := LC̃,D̃(0) є нормальним, i його спектр має вигляд

σ(G) = {2πk/bj : k ∈ Z, j ∈ {1, . . . , r}} . (3.52)

Тому використовуючи такi ж мiркування, що i при доведеннi теореми 3.6,

отримуємо результат.

Прямим наслiдком цього результату є блочна базиснiсть Рiса СВПФ опе-

ратора Дiрака з перiодичними або антиперiодичними граничними умовами

i загальною матрицею B.
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Наслiдок 3.9. Нехай B = diag(b1, . . . , bn) ∈ GL(n,C), Q ∈ L∞([0, 1];Cn×n)

i граничнi умови мають вигляд y(1) = ±y(0) (тобто C = ∓D = In). Тодi

СВПФ оператора LC,D(Q) є блочним базисом Рiса в L2([0, 1];Cn).

Зауваження 3.10. Для системи типу Дiрака (B = B∗) ми можемо

розширити твердження теореми 3.6 i пропозицiї 3.8 на випадок Q ∈

L2([0, 1];Cn×n). Дiйсно, достатньо застосувати теорему 2 iз недавньої ро-

боти А. А. Шкалiкова [54] замiсть використаних результатiв iз [38] i [37,

§I.6]. Однак зауважимо, що в теоремi 2 iз [54] було стверджено лише ба-

зиснiсть замiсть базисностi Рiса.

У найпростiшому випадку B = In ми можемо встановити критерiй того,

що СВПФ оператора LC,D(Q) є блочним базисом Рiса.

Наслiдок 3.11. Нехай B = In i Q ∈ L1([0, 1];Cn×n). Тодi СВПФ оператора

LC,D(Q) є блочним базисом Рiса в L2([0, 1];Cn) тодi i тiльки тодi, коли

det(C ·D) 6= 0.

Доведення. Застосовуючи калiбрувальне перетворення y → W (x)y з W (·)

описаним на початку доведення пропозицiї 2.8, ми бачимо, що оператор

LC,D(Q) є подiбним до оператора LC̃,D̃(0) з C̃ = C, D̃ = DW (1) i ну-

льовою потенцiальною матрицею. Далi, оскiльки B = In, то TB(C̃, D̃) =

DW (1) i T−B(C̃, D̃) = C. Тому, det(C · D) 6= 0 тодi i тiльки тодi, коли

detTB(C̃, D̃) · detT−B(C̃, D̃) 6= 0. Тому, за пропозицiєю 4.6 iз [91], СВПФ

оператора LC̃,D̃(0) має нескiнченний дефект, якщо det(C · D) = 0. З iншого

боку, якщо det(C · D) 6= 0 то, за пропозицiєю 3.8, застосованою з r = 1 i

Q = 0, СВПФ оператора LC̃,D̃(0) є блочним базисом Рiса. Подiбнiсть опера-

торiв LC,D(Q) i LC̃,D̃(0) завершує доведення.
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3.2 Застосування для моделi балки Тимошенка

У цьому роздiлi ми застосуємо результати про повноту i базиснiсть граничних

задач для системи типу Дiрака з B = B∗ ∈ C4×4 до моделi балки Тимошен-

ка. Розглянемо наступну лiнiйну систему з двох сполучених гiперболiчних

рiвнянь при t > 0:

Iρ(x)Φtt = K(x)(Wx − Φ) + (EI(x)Φx)x − p1(x)Φt, x ∈ [0, `], (3.53)

ρ(x)Wtt = (K(x)(Wx − Φ))x − p2(x)Wt, x ∈ [0, `]. (3.54)

Вiбрацiя балки Тимошенка довжиною `, затиснутої у лiвому кiнцi, визна-

чається системою (3.53)–(3.54) з наступними граничними умовами при t >

0 [104]:

W (0, t) = Φ(0, t) = 0, (3.55)(
EI(x)Φx(x, t) + α1Φt(x, t) + β1Wt(x, t)

)∣∣
x=`

= 0, (3.56)(
K(x)(Wx(x, t)− Φ(x, t)) + α2Wt(x, t) + β2Φt(x, t)

)∣∣
x=`

= 0. (3.57)

Тут W (x, t) – бiчне перемiщення центральної осi балки у точцi x i час t,

Φ(x, t) – кут обертання нормалi вiдносно центральної осi балки у точцi x i

час t, ρ(x) – щiлнiсть балки, K(x) – зсувна жорсткiсть рiвномiрного перерiзу,

Iρ(x) – обертальна iнерцiя, EI(x) – жорсткiсть на згинання у точцi x, p1(x)

i p2(x) – локально розподiленi функцiї зворотного зв’язку, αj, βj ∈ C, j ∈

{1, 2}. Граничнi умови у правому кiнцi мiстять в окремих випадках бiльшiсть

вiдомих граничних умов, якщо α1, α2 можуть дорiвнювати нескiнченностi.

Стосовно коефiцiєнтiв, ми будемо вважати, що вони задовольняють насту-

пним загальним умовам:

ρ, Iρ, K,EI ∈ C[0, `], p1, p2 ∈ L1[0, `], (3.58)

0 < C1 6 ρ(x), Iρ(x), K(x), EI(x) 6 C2, x ∈ [0, `]. (3.59)
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Енергетичним простором, асоцiйованим з задачею (3.53)–(3.57), є

H := H̃1
0 [0, `]× L2[0, `]× H̃1

0 [0, `]× L2[0, `], (3.60)

де H̃1
0 [0, `] := {f ∈ W 1,2[0, `] : f(0) = 0}. Норма в енергетичному просторi

визначається наступним чином:

‖y‖2
H =

∫ `

0

(
EI|y′1|2 + Iρ|y2|2 +K|y′3 − y1|2 + ρ|y4|2

)
dx, y = col(y1, y2, y3, y4).

(3.61)

Задача (3.53)–(3.57) може бути переписана як

yt = iLy, y(x, t)|t=0 = y0(x), (3.62)

де y i L даються формулами

y = col
(

Φ(x, t), Φt(x, t), W (x, t), Wt(x, t)
)
, (3.63)

L


y1

y2

y3

y4

 =
1

i



y2

1
Iρ(x)

(
K(x)(y′3 − y1) +

(
EI(x)y′1

)′ − p1(x)y2

)
y4

1
ρ(x)

((
K(x)(y′3 − y1)

)′−p2(x)y4

)


(3.64)

на областi визначення

dom(L) =
{
y = col(y1, y2, y3, y4) : y1, y2, y3, y4 ∈ H̃1

0 [0, `] ,

EI · y′1 ∈ W 1,1[0, `], (EI · y′1)′ − p1y2 ∈ L2[0, `],

K · (y′3 − y1) ∈ W 1,1[0, `], (K · (y′3 − y1))
′ − p2y4 ∈ L2[0, `],(

EI · y′1
)
(`) + α1y2(`) + β1y4(`) = 0,(

K · (y′3 − y1)
)
(`) + α2y4(`) + β2y2(`) = 0

}
. (3.65)

У цьому пiдроздiлi ми отримаємо повноту i блочну базиснiсть Рiса опе-

ратора L, не аналiзуючи його спектр. Для зручностi ми накладаємо таку

додаткову алгебраїчну умову на L:

ν(x) :=
EI(x)ρ(x)

K(x)Iρ(x)
= const, x ∈ [0, `], (3.66)
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Зрозумiло, що умову (3.66) виконано, якщо Iρ(x) = Rρ(x), де R = const –

площа поперечного перерiзу балки, EI i K – сталi функцiї, а ρ(·) – будь-

яка додатна абсолютно-неперервна функцiя (див. умову (3.72)). Наш пiдхiд

до вивчення спектральних властивостей оператора L базується на зведеннi

оператора L до спецiального оператора типу Дiрака четвертого порядку.

Нехай функцiя γ(·) задана формулою√
Iρ(x)

EI(x)
= b1γ(x), де b1 > 0 i

∫ `

0

γ(x)dx = 1. (3.67)

З умов (3.58) i (3.59) випливає, що γ ∈ C[0, `] i є додатною. Далi, з огляду

на (3.66) маємо √
ρ(x)

K(x)
= b2γ(x), де b2 > 0. (3.68)

Нехай

B := diag(−b1, b1,−b2, b2), (3.69)

Θ(x) := −2i diag(Iρ(x), Iρ(x), ρ(x), ρ(x)), (3.70)

h1(x) :=
√
EI(x)Iρ(x), h2(x) :=

√
K(x)ρ(x). (3.71)

Надалi вважатимемо, що

h1, h2 ∈ W 1,1[0, `]. (3.72)

Тому, згiдно з (3.58)–(3.59) наступна матриця-функцiя є коректно визначе-

ною:

Q̂(x) := Θ−1(x)


p1 + h′1 p1 − h′1 h2 −h2

p1 + h′1 p1 − h′1 h2 −h2

−h2 −h2 p2 + h′2 p2 − h′2
h2 h2 p2 + h′2 p2 − h′2

 . (3.73)

Далi, покладемо

t(x) =

∫ x

0

γ(s)ds, x ∈ [0, `]. (3.74)
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Оскiльки γ ∈ C[0, `] i є додатною, то функцiя t(·) строго зростає на [0, `],

t(·) ∈ C1[0, `], i згiдно з (3.67) t(`) = 1. Тому обернена функцiя x(·) := t−1(·)

є коректно визначеною, строго зростає на [0, 1], i x(·) ∈ C1[0, 1]. Далi, покла-

демо

Q(t) := Q̂(x(t)) =: (qjk(t))
4
j,k=1, t ∈ [0, 1]. (3.75)

Нарештi, нехай

C =


1 1 0 0

0 0 0 0

0 0 1 1

0 0 0 0

 , D =


0 0 0 0

α1 − h1(`) α1 + h1(`) β1 β1

0 0 0 0

β2 β2 α2 − h2(`) α2 + h2(`)

 .

(3.76)

Пропозицiя 3.12. Нехай функцiї ρ, Iρ, K, EI, p1, p2, h1, h2 задовольня-

ють умовам (3.58), (3.59), (3.66) i (3.72). Тодi оператор L є подiбним до

оператора типу Дiрака четвертого порядку L := LC,D(Q) з матрицями

B,C,D,Q(·), що заданi формулами (3.69), (3.76) i (3.75).

Доведення. Введемо наступний оператор

Uy = col(EI(x)y′1, y2, K(x)(y′3 − y1), y4), y = col(y1, y2, y3, y4), (3.77)

що вiдображає гiльбертовий простiр H, заданий формулою (3.60), у простiр

L2([0, `];C4). Оскiльки d
dx iзометрично вiдображає

H̃1
0 [0, `] = {f ∈ W 1,2[0, `] : f(0) = 0} (3.78)

на L2[0, `], з умови (3.59) випливає, що оператор U є обмеженим i має

обернений оператор, що також є обмеженим. Легко перевiрити, що для
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y = col(y1, y2, y3, y4) маємо

LU−1y =
1

i
col
(
y2,

1

Iρ
(y′1 − p1y2 + y3), y4,

1

ρ
(y′3 − p2y4)

)
, (3.79)

L̃y := ULU−1y

=
1

i
col
(
EI · y′2,

1

Iρ
(y′1 − p1y2 + y3), K · (y′4 − y2),

1

ρ
(y′3 − p2y4)

)
,

(3.80)

i

dom(L̃) = U dom(L) =
{
y = col(y1, y2, y3, y4) ∈ W 1,1([0, `];C4) :

L̃y ∈ L2([0, `];C4), y2(0) = y4(0) = 0,

y1(`) + α1y2(`) + β1y4(`) = 0,

y3(`) + α2y4(`) + β2y2(`) = 0
}
. (3.81)

Отже, оператор L є подiбним до оператора L̃,

L̃y = −iB̃(x)y′ + Q̃(x)y (3.82)

iз областю визначення dom(L̃) заданою (3.81), i матрицями-функцiями B̃(·),

Q̃(·), заданими формулами

B̃(x) :=


0 EI(x) 0 0

1
Iρ(x) 0 0 0

0 0 0 K(x)

0 0 1
ρ(x) 0

 , Q̃(x) := i


0 0 0 0

0 p1(x)
Iρ(x) −

1
Iρ(x) 0

0 K(x) 0 0

0 0 0 p2(x)
ρ(x)

 .

(3.83)

Зрозумiло, що Q̃ ∈ L1([0, `];C4×4) з огляду на умови (3.58)–(3.59). Далi ми

дiагоналiзуємо матрицю B̃(·). Покладемо

Ũ(x) :=


−h1(x) h1(x) 0 0

1 1 0 0

0 0 −h2(x) h2(x)

0 0 1 1

 . (3.84)
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Тодi

Ũ−1(x) =
1

2


− 1
h1(x) 1 0 0

1
h1(x) 1 0 0

0 0 − 1
h2(x) 1

0 0 1
h2(x) 1

 . (3.85)

Пряме обчислення показує, що

Ũ−1(x)B̃(x)Ũ(x)

= diag

(
−

√
EI(x)

Iρ(x)
,

√
EI(x)

Iρ(x)
,−

√
K(x)

ρ(x)
,

√
K(x)

ρ(x)

)
=

1

γ(x)
B−1. (3.86)

Тут було використано означення (3.71) функцiй h1, h2, означення (3.67) чисел

b1, b2 i означення (3.68) функцiї γ(x). Далi зауважимо, що

Ũ ∈ W 1,1([0, `];C4×4) i Q̂ ∈ L1([0, `];C4×4) (3.87)

з огляду на (3.58), (3.59) i (3.72), де Q̂(·) має вигляд (3.73) i (3.70). Тому легко

бачити, що

Ũ−1(x)Q̃(x)Ũ(x)− iŨ−1(x)B̃(x)Ũ ′(x) = Q̂(x), x ∈ [0, `]. (3.88)

Вводячи оператор Ũ : y → Ũ(x)y в L2([0, `];C4) i враховуючи (3.86) i (3.88),

ми бачимо, що для будь-якого y ∈ W 1,1([0, `];C4), що задовольняє Ũy ∈

dom(L̃), має мiсце рiвнiсть

L̂y := Ũ−1L̃Ũy = −iγ(x)−1B−1y′ + Q̂(x)y. (3.89)

Враховуючи формулу (3.76) для C, D i формулу (3.84) для Ũ(·), ми маємо

dom(L̂) = {y ∈ W 1,1([0, `];C4) : L̂y ∈ L2([0, `];C4), Cy(0) +Dy(`) = 0}.

(3.90)

Як останнiй крок, ми застосуємо перетворення подiбностi S, що реалiзує пiд-

становку x = x(t),

S : L2([0, `];C4)→ L2([0, 1];C4), (Sf)(t) = f(x(t)), t ∈ [0, 1]. (3.91)
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Оскiльки обидвi функцiї t(·) i x(·) є строго зростаючими i неперервно-

диференцiйовними, то виконуються такi твердження:

f(·) ∈ W 1,1([0, `];C4) ⇒ f(x(·)) ∈ W 1,1([0, 1];C4), (3.92)

g(·) ∈ W 1,1([0, 1];C4) ⇒ g(t(·)) ∈ W 1,1([0, `];C4). (3.93)

Тому iз (3.90) i (2.4) випливає, що dom(L) = S dom(L̂). Далi, з (3.74) випли-

ває, що t′(x) = γ(x), x ∈ [0, `]. Тому для f ∈ dom(L) i x ∈ [0, `] маємо

(L̂S−1f)(x) = −iγ(x)−1B−1 d

dx

[
f(t(x))

]
+ Q̂(x)f(t(x))

= −iB−1f ′(t(x)) + Q̂(x)f(t(x)), (3.94)

з чого безпосередьно випливає, що L = SL̂S−1. Комбiнуючи цю тотожнiсть

з (3.80) i (3.89), маємо, що оператор L є подiбним до L = LC,D(Q).

Зауваження 3.13. Пропозицiя 3.12 залишається справедливою, якщо за-

мiнити умову (3.58) на слабкiшу умову ρ, Iρ, K,EI ∈ L∞[0, `] з додатковою

умовою, що обернена функцiя x(·) = t−1(·) є абсолютно неперервною. Без цiєї

додаткової умови твердження (3.92) порушується, тому що в загальному

випадку обернена функцiя абсолютно неперервної функцiї не обов’язково є

абсолютно неперервною. Наприклад, функцiя h(x) := x+ C(x), x ∈ [0, 1], де

C(·) це функцiя Кантора, є строго зростаючою i не є абсолютно неперерв-

ною. В той же час, обернена функцiя є абсолютно неперервною.

Але у нашому випадку похiдна γ(x) абсолютно неперервної функцiї t(x)

задовольняє умовi γ(x) > C > 0, x ∈ [0, 1]. Звiдси легко випливає, що оберне-

на функцiя x(·) = t−1(·) є лiпшицевою. Тому, насправдi, умови (3.58)–(3.59)

можна ще послабити до

ρ, Iρ, K,EI, p1, p2 ∈ L1[0, `], (3.95)

γ(x), ρ(x), Iρ(x) > C > 0, K(x), EI(x) > 0, x ∈ [0, `]. (3.96)
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Зауважимо, що без зручної умови (3.59) енергетичний простiр з нор-

мою (3.61) бiльше не буде мати простого опису (3.60). Пропозицiя 3.12,

тим не менш, залишається справедливою в цьому випадку.

Застосовуючи наслiдок 3.2 iз [91] i теорему 3.6 до оператора L, ми отри-

муємо наступний результат.

Теорема 3.14. Нехай виконано умови (3.58), (3.59), (3.66), (3.72) i нехай

(α1 + h1(`))(α2 + h2(`)) 6= β1β2 i (α1 − h1(`))(α2 − h2(`)) 6= β1β2. (3.97)

(i) Тодi СВПФ оператора L повна i мiнiмальна в H.

(ii) Припустимо додатково, що

p1, p2, h
′
1, h
′
2 ∈ L∞[0, `] i β1 = β2 = 0. (3.98)

Тодi СВПФ оператора L є блочним базисом Рiса в H.

Доведення. (i) Розглянемо оператор LC,D(Q), визначений у пропозицiї 3.12.

Комбiнуючи вирази (3.69) i (3.76) для матриць B,C, D з визначенням допо-

мiжної матрицi TA(C,D), отримуємо

detTB(C,D) = det


1 0 0 0

0 α1 + h1(`) 0 β1

0 0 1 0

0 β2 0 α2 + h2(`)


= (α1 + h1(`))(α2 + h2(`))− β1β2. (3.99)

Аналогiчно маємо

detT−B(C,D) = (α1 − h1(`))(α2 − h2(`))− β1β2. (3.100)

З умов (3.97) випливає, що detT±B(C,D) 6= 0. Тому за наслiдком 3.2 iз [91],

СВПФ оператора LC,D(Q) повна i мiнiмальна в L2([0, 1];C4). Оскiльки, за
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пропозицiєю 3.12, L є подiбним до оператора LC,D(Q), то СВПФ оператора L

повна i мiнiмальна в H.

(ii) Знову розглянемо оператор LC,D(Q), визначений у пропозицiї 3.12.

Оскiльки β1 = β2 = 0 i виконано умову (3.97), то згiдно з (3.69) i (3.76) ма-

трицi B, C, D мають блочну структуру, описану в (3.35)–(3.36), з r = 2. До

того ж, з (3.98) випливає, що Q ∈ L∞([0, 1];C4×4). Тому, комбiнуючи теоре-

му 3.6 з пропозицiєю 3.12, отримуємо бажане твердження при базиснiсть.

Застосовуючи наслiдок 2.18, ми можемо покращити теорему 3.14(i), вва-

жаючи функцiю Q̂(·) неперервною у точках 0, `. Для простоти вважаємо, що

β1 = β2 = 0.

Теорема 3.15. Нехай функцiї ρ, Iρ, K, EI, p1, p2, h1, h2 задовольняють

умовам (3.58), (3.59), (3.66) i (3.72), i функцiї p1, p2, h′1, h′2 є неперервними

у точках 0 i `. Припустимо також, що

β1 = β2 = 0, |α±1 |+ |α±2 | 6= 0 i |α±j |+ |pj(`)∓ h′j(`)| 6= 0, j ∈ {1, 2},

(3.101)

де α±j := αj ± hj(`). Тодi СВПФ оператора L повна i мiнiмальна в H.

Доведення. Розглянемо оператор LC,D(Q), визначений у пропозицiї 3.12.

Оскiльки ρ, Iρ ∈ C[0, `] i p1, p2, h′1, h′2 є неперервними у точках 0 i `, то

з (3.70)–(3.75) випливає, що матриця-функцiя Q(·) є неперервною у точках 0

i 1. Оскiльки β1 = β2 = 0, то блочно-матричнi представлення (3.69) i (3.76)

матриць B, C, D дозволяють застосувати наслiдок 2.18 i лему 2.19. Перевiри-

мо умови (2.152)–(2.155) леми 2.19. Порiвнюючи (2.147) з (3.76), отримуємо

d1 = α1 − h1(`) = α−1 , d2 = α1 + h1(`) = α+
1 , (3.102)

d3 = α2 − h2(`) = α−2 , d4 = α2 + h2(`) = α+
2 . (3.103)

Тому умову (2.152) завжди виконано, оскiльки hj(`) 6= 0, j ∈ {1, 2}. Умо-

ва (2.153) є еквiвалентною до другої умови в (3.101). Далi, з (3.73) i (3.75)
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випливає, що

q12(1) =
p1(`)− h′1(`)
−2iIρ(`)

, q21(1) =
p1(`) + h′1(`)

−2iIρ(`)
, (3.104)

q34(1) =
p2(`)− h′2(`)
−2iρ(`)

, q43(1) =
p2(`) + h′2(`)

−2iρ(`)
. (3.105)

Тому умови (2.154) i (2.155) є еквiвалентними до останньої умови в (3.101)

для j = 1 i j = 2, вiдповiдно. Тому, за лемою 2.19, умову (2.148) виконано i, за

наслiдком 2.18, СВПФ оператора LC,D(Q) повна i мiнiмальна в L2([0, 1];C4).

Тепер пропозицiя 3.12 завершує доведення.

Зауваження 3.16. Головнi результати цього пiдроздiлу залишаються

справедливими, якщо функцiя ν(·), що задана формулою (3.66), задовольняє

умовi ν(x) 6= 1 при x ∈ [0, `]. Ця умова забезпечує простоту спектра ма-

трицi B̃(x) при кожному x ∈ [0, `] i часто накладається в iнших роботах

за тематикою. Щоб охопити цей випадок у рамках нашого пiдходу, тре-

ба отримати всi результати, починаючи з узагальнення теореми Бiркгофа

для асимптотичної поведiнки розв’язкiв системи, для випадку несталої ма-

трицi B. Вiдзначимо також, що результати цього пiдроздiлу охоплюють

випадок ν(x) ≡ 1, який часто не розглядається в лiтературi.

Зауваження 3.17. (i) У зв’язку з теоремою 3.14 розглянемо роботу [99],

де оператор L був дослiджений при таких умовах на параметри моделi:

EI,K ∈ W 3,2[0, `], ρ, Iρ ∈ W 4,2[0, `], p1 = p2 = 0, β1 = β2 = 0, (3.106)

але без алгебраїчної умови (3.66). Повнота СВПФ була стверджена в [99]

при умовi (3.97) i додатковiй умовi

Iρ(x)K(x) 6= ρ(x)EI(x), x ∈ [0, `], (3.107)

що в наших позначеннях означає ν(x) 6= 1, x ∈ [0, `]. На жаль, при доведен-

нi повноти в [99] теорема Кєлдиша була застосована некоректно. А саме,
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представлення L−1 = L−1
00 (IH + T ) з [99], де T є обмеженим оператором

скiнченного рангу i L00 = L∗00, не є коректним, оскiльки воно призводить до

включення dom(L) ⊂ dom(L00), що виконується лише при L = L00.

До того ж, при умовах (3.106), (3.107) i (3.97) в [99] була ствердже-

на базиснiсть Рiса для СВПФ оператора L. Доведення було базується на

твердженнi, що при накладених умовах власнi числа оператора L є асим-

птотично простими i роздiленими. Однак, це не так. Наприклад, якщо

K ≡ EI ≡ ρ ≡ 1, Iρ ≡ 4, α1 = 5/2 i α2 = 2, то згiдно з теоремою 4.2 iз [99],

послiдовнiсть власних чисел оператора L розпадається на двi частини

λ(1)
n =

πn

2
+
i

2
ln 3 +O(n−1) i λ(2)

n = πn+
i

2
ln 3 +O(n−1), n ∈ Z \ {0}.

(3.108)

Зрозумiло, що в цьому випадку власнi числа оператора L не є асимпто-

тично простими i роздiленими. Однак зауважимо, що згiдно з теоре-

мою 3.14(ii), СВПФ оператора L завжди є блочним базисом Рiса, якщо ви-

конано умови (3.58), (3.59), (3.66), (3.72), (3.97) i (3.98).

(ii) У зв’язку з теоремою 3.14 ми також розглянемо роботу [111]. У

цiй роботi оператор L дослiджувався при наступних бiльш обмежувальних

умовах на параметри моделi:

EI,K, ρ, Iρ є сталими, p1 = p2 = 0, (3.109)

α1, α2, β1, β2 > 0, 4α1α2 > (β1 + β2)
2. (3.110)

Остання умова в (3.110) забезпечує дисипативнiсть оператора L. Повнота

СВПФ оператора L була доведена в [111] при умовах (3.110) i (3.97). Тому,

наша теорема 3.14(i) узагальнює цей результат на бiльш широкий клас

граничних умов i полiпшує його у дисипативному випадку. Зауважимо та-

кож, що при додаткових умовах, що гарантують асимптотичну простоту

i роздiленiсть власних чисел оператора L, у [111] було доведено, що СВПФ
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оператора L є базисом Рiса. До того ж, цей факт було використано, щоб

показати експоненцiальну стабiльнiсть задачi (3.53)–(3.57).

3.3 Регулярнiсть степенiв диференцiальних операторiв

Метою цього пiдроздiлу є вивчення деяких властивостей регулярних грани-

чних умов для ЗДР. Розглянемо звичайний диференцiальний оператор L у

просторi L2(0, 1), породжений диференцiальним виразом

l(y) = y(n) + pn−1(x)y(n−1) + . . .+ p0(x)y (3.111)

i нормованими граничними умовами

Uν(y) ≡ Uν0(y) + Uν1(y) = 0, ν ∈ {1, . . . , n}, де (3.112)

Uν0(y) = ανy
(kν)
0 +

kν−1∑
s=0

αν,sy
(s)
0 , (3.113)

Uν1(y) = βνy
(kν)
1 +

kν−1∑
s=0

βν,sy
(s)
1 , (3.114)

|αν|+ |βν| 6= 0, 0 6 k1 6 k2 6 . . . 6 kn 6 n− 1, kν < kν+2, (3.115)

y
(s)
0 = dsy(x)/dxs|x=0, y

(s)
1 = dsy(x)/dxs|x=1. (3.116)

Тут функцiї ps(x) є нескiнченно диференцiйовними на вiдрiзку [0, 1].

Ми вивчаємо залежнiсть мiж властивостями регулярностi оператора L i

його натуральних степенiв Ld, d ∈ N. Аналогiчне питання розглядається для

властивостi посиленої регулярностi тих самих операторiв.

Нагадаємо визначення регулярностi нормованих граничних умов згiдно

з [42, роздiл 2, §4]. Для цього введемо декiлька позначень, якi знадобляться

нам у подальшому.

Для n ∈ N i k ∈ {0, 1, 2, . . . , 2n − 1} позначимо через Sn,k сектор компле-

ксної ρ-площини, що задається нерiвнiстю kπ
n 6 arg ρ 6 (k+1)π

n .
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Нехай ωn,k,1, . . . , ωn,k,n – всi рiзнi коренi n-ого степеня iз −1, занумерованi

таким чином, що при ρ ∈ Sn,k маємо

Re(ρωn,k,1) 6 Re(ρωn,k,2) 6 . . . 6 Re(ρωn,k,n). (3.117)

Введемо також таке позначення:

aν = aν(h) =


(αν, . . . , αν︸ ︷︷ ︸

µ−1

, αν + βνh, βν, . . . , βν︸ ︷︷ ︸
µ−1

), n = 2µ− 1,

(αν, . . . , αν︸ ︷︷ ︸
µ−1

, αν + βνh, αν + βν/h, βν, . . . , βν︸ ︷︷ ︸
µ−1

), n = 2µ.

Будемо позначати p-тий елемент набору aν через aν,p, або aν,p(h), якщо треба

показати залежнiсть вiд h. Тут ν ∈ {1, . . . , n}.

Далi позначимо

δL,k(h) = det
(
aν,p(h)ωkνn,k,p

)n
ν,p=1

. (3.118)

Зрозумiло, що

δL,k(h) =


θL,0,k + θL,1,kh, n = 2µ− 1,

θL,−1,k/h+ θL,0,k + θL,1,kh, n = 2µ,

де визначники θL,j,k, j ∈ {−1, 0, 1}, не залежать вiд h, а залежать ли-

ше вiд коефiцiєнтiв αν i βν, ν ∈ {1, . . . , n}, при старших похiдних в умо-

вах (3.113), (3.114).

Визначення 3.18. Умови (3.112) називаються регулярними, якщо

(i) при непарному n числа θL,0,k i θL,1,k ненульовi;

(ii) при парному n числа θL,−1,k i θL,1,k ненульовi.

Кажуть, що умови (3.112) є посилено регулярними, якщо вони є регу-

лярними i, додатково при парних n, маємо: θ2
L,0,k 6= 4θL,1,kθL,−1,k.
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Дане визначення регулярностi спiвпадає з класичним (див. [42, гл. 2, §4,

п. 8]), але записано бiльш компактно. Як вiдомо (див. [42, гл. 2, §4, п. 8,

стр. 67]), визначення регулярностi не залежить вiд k.

Диференцiальний оператор L, що породжений виразом (3.111) i регулярни-

ми (посилено регулярними) граничними умовами (3.112), ми будемо називати

регулярним (посилено регулярним).

Основним результатом пiдроздiлу є наступна теорема.

Теорема 3.19. Нехай оператор L породжується диференцiальним вира-

зом (3.111) i граничними умовами (3.112), i d ∈ N. Тодi оператори L i Ld

є регулярними одночасно. Якщо n – парне, то оператори L i Ld є посиле-

но регулярними одночасно. Якщо n – непарне, d – парне, а оператор L є

регулярним, то оператор Ld, взагалi кажучи, не є посилено регулярним.

Решта пiдроздiлу присвячна доведенню теореми 3.19.

Зрозумiло, що оператор Ld задається диференцiальним виразом

ld(y) := l(l(. . . l(︸ ︷︷ ︸
d

y) . . .))

i граничними умовами

Uν(lj(y)) = 0, ν ∈ {1, . . . , n}, j ∈ {0, . . . , d− 1}. (3.119)

Оскiльки коефiцiєнти p0, p1, . . . , pn−1 є нескiнченно диференцiйовними на вiд-

рiзку [0, 1], то

lj(y) = y(nj) +

nj−1∑
s=0

pj,sy
(s), j ∈ {0, 1, . . . , d− 1},

де pj,s ∈ C∞[0, 1].
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Тому

Uν0(lj(y)) = αν
dkν

dxkν

(
y(nj) +

nj−1∑
s=0

pj,sy
(s)

)∣∣∣∣
x=0

+

kν−1∑
s=0

αν,s
dslj(y)

dxs

∣∣∣∣
x=0

= ανy
(nj+kν)
0 +

nj+kν−1∑
s=0

α̃ν,sy
(s)
0 , ν ∈ {1, . . . , n}, j ∈ {0, . . . , d− 1}

для деяких коефiцiєнтiв α̃ν,s.

Аналогiчно,

Uν1(lj(y)) = βνy
(nj+kν)
1 +

nj+kν−1∑
s=0

β̃ν,sy
(s)
1 , ν ∈ {1, . . . , n}, j ∈ {0, . . . , d− 1}

для деяких коефiцiєнтiв β̃ν,s. Отриманi рiвностi показують, що граничнi умо-

ви Uν(lj(y)), що занумерованi у порядку зростання j, а при фiксованому j –

у порядку зростання ν, ν ∈ {1, . . . , n}, j ∈ {0, 1, . . . , d− 1}, є нормованими.

Позначимо N = nd. Введемо, як i ранiше, таке позначення:

ãν = ãν(h) =


(αν, . . . , αν︸ ︷︷ ︸

µ̃−1

, αν + βνh, βν, . . . , βν︸ ︷︷ ︸
µ̃−1

), N = 2µ̃− 1,

(αν, . . . , αν︸ ︷︷ ︸
µ̃−1

, αν + βνh, αν + βν/h, βν, . . . , βν︸ ︷︷ ︸
µ̃−1

), N = 2µ̃.

Будемо позначати p-ий елемент набору ãν через ãν,p, або ãν,p(h), якщо треба

показати залежнiсть вiд h. Тут ν ∈ {1, . . . , n}. Зо гляду на цi позначення,

визначник δLd,0(h) набуде вигляду

δLd,0(h) = det
(
ãν,p(h)ωnj+kνN,0,p

)N
q,p=1

, (3.120)

де числа j i ν однозначно знаходяться через число q iз умов

q = nj + ν, j ∈ {0, 1, . . . , d− 1}, ν ∈ {1, . . . , n}.

Iз нерiвностi (3.117) випливає, що ωN,0,p = e
iπ(2τ̃p−1)

N , p ∈ {1, . . . , N}, де

(τ̃1, τ̃2, τ̃3, τ̃4, τ̃5, . . . , τ̃N−1, τ̃N) = (µ̃, µ̃− 1, µ̃+ 1, µ̃− 2, µ̃+ 2, . . . , 1, N) (3.121)
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при непарному N , i

(τ̃1, τ̃2, τ̃3, τ̃4, τ̃5, . . . , τ̃N−1, τ̃N) = (µ̃, µ̃+ 1, µ̃− 1, µ̃+ 2, µ̃− 2, . . . , 1, N) (3.122)

при парному N .

Формули (3.121) i (3.122) можна записати незалежно вiд парностi N таким

чином
τ̃N−2p = N − p, 0 6 p 6

N − 1

2
,

τ̃N−2p−1 = p+ 1, 0 6 p 6
N

2
− 1.

(3.123)

Iз формул (3.121) i (3.122) видно, що {τ̃1, . . . , τ̃n} = {1, . . . , N}. Зрозумiло,

що будь-яке натуральне число p вiд 1 до N = nd можна єдиним чином пред-

ставити у виглядi p = nl+s i у виглядi p = d(s−1)+l+1, де l ∈ {0, 1, . . . , d−1},

s ∈ {1, . . . , n}. Тому iснує така перестановка σ чисел вiд 1 до N , що

τ̃σp = τ̃σnl+s = d(s− 1) + l + 1, l ∈ {0, 1, . . . , d− 1}, s ∈ {1, . . . , n}. (3.124)

Тому

ωnjN,0,σp = ωnjN,0,σnl+s =
(
e
πi(2τ̃σnl+s−1)

N

)nj
=
(
e
πi(2d(s−1)+2l+1)

d

)j
=
(
e
πi(2l+1)

d

)j
. (3.125)

Переставляючи стовбцi визначника δLd,0(h) за допомогою перестановки σ i

враховуючи (3.125), отримуємо

δLd,0(h) = sign(σ) · det
(
ãν,σp ω

nj+kν
N,0,σp

)N
q,p=1

= sign(σ) · det
((

e
πi(2l+1)

d

)j
ãν,σp ω

kν
N,0,σp

)N
q,p=1︸ ︷︷ ︸

A

= sign(σ) · detA,

де p = nl+s, l ∈ {0, 1, . . . , d−1}, s ∈ {1, . . . , n} i, як i ранiше, q = nj+ν, j ∈

{0, 1, . . . , d− 1}, ν ∈ {1, . . . , n}.

Нехай

Al =
(
ãν,σnl+s ω

kν
N,0,σnl+s

)n
ν,s=1

. (3.126)
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Тодi матрицю A можна представити у блочному виглядi

A =

((
e
πi(2l+1)

d

)j
Al

)d−1

j,l=0

=

((
e
πi(2l+1)

d

)j
In

)d−1

j,l=0

· diag (A0, A1, . . . , Ad−1) ,

де In – одинична матриця порядку n. Тому

δLd,0(h) = sign(σ) · detA = sign(σ) ·W n · detA0 · detA1 · . . . detAd−1, (3.127)

де

W = det
((

e
πi(2l+1)

d

)j )d−1

j,l=0

є визначником Вандермонда.

Оскiльки всi числа e
πi(2l+1)

d , l ∈ {0, 1, . . . , d− 1}, рiзнi, то W 6= 0.

Оскiльки ωN,0,σnl+s = e
πi(2d(s−1)+2l+1)

N = e
πi(2l+1−d)

N e
πi(2s−1)

n , то

detAl =
n∏
ν=1

(
e
πi(2l+1−d)

N

)kν
·Bl, Bl := det

(
ãν,σnl+s

(
e
πi(2s−1)

n

)kν )n
ν,s=1

. (3.128)

Аналогiчно формулi (3.123) маємо ωn,0,s = e
iπ(2τs−1)

n , де

τn−2s = n− s, 0 6 s 6
n− 1

2
,

τn−2s−1 = s+ 1, 0 6 s 6
n

2
− 1.

(3.129)

З iншого боку, ωn,2n−1,s = e
iπ(2ts−1)

n , де

tn−2s = s+ 1, 0 6 s 6
n− 1

2
,

tn−2s−1 = n− s, 0 6 s 6
n

2
− 1.

(3.130)

При 0 6 l 6 d
2 − 1 переставимо стовбцi визначника Bl за допомогою пере-

становки t, а при d−1
2 6 l 6 d−1 – за допомогою перестановки τ . Враховуючи

формули для ωn,2n−1,s i ωn,0,s, отримуємо

Bl = sign(t) det
(
ãν,σnl+ts ω

kν
n,2n−1,s

)n
ν,s=1

, 0 6 l 6
d

2
− 1,

Bl = sign(τ) det
(
ãν,σnl+τs ω

kν
n,0,s

)n
ν,s=1

,
d− 1

2
6 l 6 d− 1.

(3.131)
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Позначимо
ϕl,s = σnl+ts, 0 6 l 6

d

2
− 1,

ϕl,s = σnl+τs,
d− 1

2
6 l 6 d− 1.

(3.132)

ul = 2n− 1, 0 6 l 6
d

2
− 1,

ul = 0,
d− 1

2
6 l 6 d− 1,

(3.133)

Cl = det
(
ãν,ϕl,s ω

kν
n,ul,s

)n
ν,s=1

, 0 6 l 6 d− 1. (3.134)

Пiдставляючи формули (3.128) в рiвнiсть (3.127), з огляду на визначення

визначникiв Bl, формули (3.131) i позначення (3.132), (3.133) i (3.134), отри-

муємо

δLd,0(h) = Ω · C0C1 . . . Cd−1, (3.135)

де Ω =
∏d−1

l=0

∏n
ν=0

(
e
πi(2l+1−d)

N

)kν · sign(σ) · sign(t)b
d
2c · sign(τ)d

d
2e ·W n – ненульова

константа, що залежить лише вiд n i d.

Щоб встановити зв’язок мiж визначниками Cl i визначником δL,k(h), нам

потрiбен наступний результат.

Лема 3.20. Для чисел ϕl,s виконано такi рiвностi

ϕl,s = d(s− 1) + d− 2l − 1, s = n− 2p,

0 6 p 6
n− 1

2
, 0 6 l 6

d

2
− 1;

ϕl,s = d(s− 1) + 2l + 2, s = n− 2p− 1,

0 6 p 6
n

2
− 1, 0 6 l 6

d

2
− 1;

ϕl,s = d(s− 1) + 2l + 2− d, s = n− 2p,

0 6 p 6
n− 1

2
,

d− 1

2
6 l 6 d− 1;

ϕl,s = d(s− 1) + 2d− 2l + 1, s = n− 2p− 1,

0 6 p 6
n

2
− 1,

d− 1

2
6 l 6 d− 1.

(3.136)
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Доведення. Нехай ψ – перестановка, обернена до перестановки τ̃ . Тодi iз фор-

мули (3.123) випливає, що

ψN−p = N − 2p, 0 6 p 6
N − 1

2
,

ψp+1 = N − 2p− 1, 0 6 p 6
N

2
− 1.

Або
ψq = 2q −N, N + 1

2
6 q 6 N,

ψq = N − 2q + 1, 1 6 q 6
N

2
.

(3.137)

Iз (3.124) випливає, що

σnl+s = ψd(s−1)+l+1, l ∈ {0, 1, . . . , d− 1}, s ∈ {1, . . . , n}. (3.138)

Тепер доведемо (3.136).

Нехай cпочатку 0 6 l 6 d
2 − 1. Тодi за формулами (3.132) i (3.138) маємо

φl,s = σnl+ts = ψd(ts−1)+l+1. (3.139)

Якщо s = n− 2p, де 0 6 p 6 n−1
2 , то з огляду на (3.130) маємо

ts = tn−2p = p+ 1.

Тому

d(ts − 1) + l + 1 = d · p+ l + 1 6 d · n− 1

2
+
d

2
=
N

2
.

Звiдси, з огляду на (3.139) i другу рiвнiсть в (3.137), маємо

φl,s = ψd(ts−1)+l+1 = ψd·p+l+1 = N − 2(d · p+ l + 1) + 1

= d(n− 2p− 1) + d− 2l − 1 = d(s− 1) + d− 2l − 1.

Якщо ж s = n− 2p− 1, де 0 6 p 6 n
2 − 1, то з (3.130) випливає, що

ts = tn−2p−1 = n− p.

Тому

d(ts − 1) + l + 1 = d(n− p− 1) + l + 1 > d
(
n− n

2

)
+ 1 =

N

2
+ 1.
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Звiдси, з огляду на (3.139) i першу рiвнiсть в (3.137), маємо

φl,s = ψd(ts−1)+l+1 = ψd(n−p−1)+l+1 = 2(d(n− p− 1) + l + 1)−N

= d(n− 2p− 2) + 2l + 2 = d(s− 1) + 2l + 2.

Таким чином, випадок 0 6 l 6 d
2 − 1 розiбрано.

Випадок d−1
2 6 l 6 d − 1 розбирається аналогiчно, але з перестановкою t

замiсть τ .

Iз (3.136) видно, що при фiксованому s ∈ {1, . . . , n} маємо

{ϕ0,s, ϕ1,s, . . . , ϕd−1,s} = {d(s− 1) + 1, d(s− 1) + 2, . . . , d(s− 1) + d}. (3.140)

Розглянемо окремо випадки парностi чисел n i d.

1) n, d – непарнi.

Нагадаємо, що в цьому випадку n = 2µ− 1 i N = nd = 2µ̃− 1. Позначимо

також d = 2η − 1. Звiдси, зокрема, випливає, що

µ̃ = d(µ− 1) + η. (3.141)

Нехай ν ∈ {1, . . . , n} – фiксоване число. Оскiльки N є непарним, то за

означенням набору ãν

ãν,p =


αν, 1 6 p 6 µ̃− 1,

αν + βνh, p = µ̃,

βν, µ̃+ 1 6 p 6 N.

(3.142)

З огляду на (3.140) i (3.141), при l ∈ {0, 1, . . . , d− 1} виконано нерiвностi

ϕl,s 6 d s 6 d(µ− 1) < µ̃, 1 6 s 6 µ− 1,

ϕl,s 6 d(s− 1) + 1 > d µ+ 1 > µ̃, µ+ 1 6 s 6 n.

Тому

ãν,ϕl,s = αν, 1 6 s 6 µ− 1,

ãν,ϕl,s = βν, µ+ 1 6 s 6 n.
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Таким чином, при l ∈ {0, . . . , d− 1} маємо

(ãν,ϕl,1, ãν,ϕ0,2
, . . . , ãν,ϕl,n) = (αν, . . . , αν︸ ︷︷ ︸

µ−1

, ãν,ϕl,µ, βν, . . . , βν︸ ︷︷ ︸
µ−1

). (3.143)

З огляду на (3.140) iснує така перестановка γ чисел вiд 0 до d− 1, що

(ϕγ1,µ, ϕγ2,µ, . . . , ϕγd,µ) = (d(µ− 1) + 1, d(µ− 1) + 2, . . . , d(µ− 1) + d). (3.144)

Переставляючи рядки в (3.143) за допомогою перестановки γ i враховую-

чи (3.144), отримуємо при l ∈ {1, . . . , d}, що

ãν,ϕl := (ãν,ϕγl,1, ãν,ϕγl,2, . . . , ãν,ϕγl,n) = (αν, . . . , αν︸ ︷︷ ︸
µ−1

, ãν,d(µ−1)+l, βν, . . . , βν︸ ︷︷ ︸
µ−1

).

(3.145)

З огляду на формули (3.142) i (3.141) маємо

ãν,d(µ−1)+l =


αν, 1 6 l < η,

αν + βνh, l = η,

βν, η < l 6 d.

(3.146)

Позначимо
a[0]
ν = (αν, . . . , αν︸ ︷︷ ︸

µ−1

, αν, βν, . . . , βν︸ ︷︷ ︸
µ−1

),

a[1]
ν = (αν, . . . , αν︸ ︷︷ ︸

µ−1

, βν, βν, . . . , βν︸ ︷︷ ︸
µ−1

).

Будемо позначати p-тi елементи наборiв a[0]
ν i a[1]

ν через a[0]
ν,p i a

[1]
ν,p вiдповiдно.

З огляду на новi позначення i формулу (3.146), рiвностi (3.145) набудуть

вигляду

ãν,ϕγl =


a

[0]
ν , 1 6 l < η,

aν(h), l = η,

a
[1]
ν , η < l 6 d.

(3.147)
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Iз формули (3.118) i рiвностi δL,k = θL,0,k + θL,1,kh випливає, що

θL,0,k = det
(
a[0]
ν,p ω

kν
n,k,p

)n
ν,p=1

,

θL,1,k = det
(
a[1]
ν,p ω

kν
n,k,p

)n
ν,p=1

.

(3.148)

Тепер, з огляду на формули (3.134), (3.147) i (3.148) маємо

Cγl = det
(
ãν,ϕγl,s ω

kν
n,uγl ,s

)n
ν,s=1

= det
(
a[0]
ν,s ω

kν
n,uγl ,s

)n
ν,s=1

= θL,0,uγl , 1 6 l < η,

(3.149)

Cγη = det
(
ãν,ϕγη,s ω

kν
n,uγη ,s

)n
ν,s=1

= det
(
aν,s(h)ωkνn,uγη ,s

)n
ν,s=1

= δL,uγη (h), (3.150)

Cγl = det
(
ãν,ϕγl,s ω

kν
n,uγl ,s

)n
ν,s=1

= det
(
a[1]
ν,s ω

kν
n,uγl ,s

)n
ν,s=1

= θL,1,uγl , η < l 6 d.

(3.151)

Позначимо для стислостi vl = uγl, l ∈ {1, . . . , d}. Пiдставляючи форму-

ли (3.149)–(3.151) в рiвнiсть (3.135), отримуємо

δLd,0(h) = Ω · θL,0,v1 · · · θL,0,vη−1 · δL,vη(h) · θL,1,vη+1
· · · θL,1,vd. (3.152)

Звiдки

θLd,0,0 = Ω · θL,0,v1 · · · θL,0,vη−1 · θL,0,vη · θL,1,vη+1
· · · θL,1,vd,

θLd,1,0 = Ω · θL,0,v1 · · · θL,0,vη−1 · θL,1,vη · θL,1,vη+1
· · · θL,1,vd.

(3.153)

Iз формул (3.153) безпосередньо видно, що оператори L i Ld є регулярними

одночасно.

2) n – непарне, d – парне.

В цьому випадку n = 2µ − 1 i N = nd = 2µ̃. Позначимо також d = 2η.

Звiдси, зокрема, випливає, що µ̃ = d(µ− 1) + η.

Нехай ν ∈ {1, . . . , n} – фiксоване число. Оскiльки N є парним, то за озна-
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ченням набору ãν маємо

ãν,p =



αν, 1 6 p 6 µ̃− 1,

αν + βνh, p = µ̃,

αν + βν/h, p = µ̃+ 1,

βν, µ̃+ 2 6 p 6 N.

(3.154)

Тому, аналогiчно попередньому випадку, для деякої перестановки γ чисел вiд

0 до d− 1 виконано рiвностi

Cγl =



θL,0,uγl , 1 6 l 6 η − 1,

δL,uγη (h), l = η,

δL,uγη+1

(
1
h

)
, l = η + 1,

Cγl = θL,1,uγl , η + 2 6 l 6 d.

(3.155)

Позначимо, як i ранiше, vl = uγl, l ∈ {1, . . . , d}. Пiдставляючи форму-

ли (3.155) в рiвнiсть (3.135), отримуємо

δLd,0(h) = Ω · θL,0,v1 · · · θL,0,vη−1 · δL,vη(h) · δL,vη+1

(1

h

)
· θL,1,vη+2

· · · θL,1,vd. (3.156)

Звiдки

θLd,−1,0 = Ω · θL,0,v1 · · · θL,0,vη−1 · θL,0,vη · θL,1,vη+1
· θL,1,vη+2

· · · θL,1,vd,

θLd,1,0 = Ω · θL,0,v1 · · · θL,0,vη−1 · θL,1,vη · θL,0,vη+1
· θL,1,vη+2

· · · θL,1,vd.
(3.157)

Iз формул (3.157) безпосередньо видно, що оператори L i Ld є регулярними

одночасно.

Приклад регулярних граничних умов непарного порядку, якi в деякiй

парнiй степенi не є посилено регулярними, дають умови першого порядку

y(0) = y(1). Граничнi умови для квадрата вiдповiдного оператора мають ви-

гляд y(0) = y(1), y′(0) = y′(1). Це так званi перiодичнi граничнi умови. Вони,

як вiдомо, є регулярними, але не є посилено регулярними.
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3) n – парне.

В цьому випадку n = 2µ i N = nd = 2µ̃. Доведемо, що тодi

ϕl,µ + ϕl,µ+1 = N + 1, 0 6 l 6 d− 1. (3.158)

Нехай cпочатку 0 6 l 6 d
2 − 1. Оскiльки числа µ i µ + 1 мають рiзну

парнiсть, то з огляду на (3.136) маємо

ϕl,µ + ϕl,µ+1 = d(µ− 1) + dµ+ (d− 2l − 1) + (2l + 2) = 2dµ+ 1 = N + 1.

Нехай тепер d−1
2 6 l 6 d− 1. Як i вище отримуємо

ϕl,µ + ϕl,µ+1 = d(µ− 1) + dµ+ (2l + 2− d) + (2d− 2l + 1) = 2dµ+ 1 = N + 1.

Таким чином, рiвнiсть (3.158) доведено. Зрозумiло, що

µ̃ = dµ = d(µ− 1) + µ ∈ {d(µ− 1) + 1, d(µ− 1) + 2, . . . , d(µ− 1) + d}.

Тому з огляду на (3.140), при s = µ знайдеться таке l̃ ∈ {0, 1, . . . , d− 1}, що

ϕl̃,µ = µ̃ = N/2. Але тодi з огляду на (3.158) маємо ϕl̃,µ+1 = N/2 + 1 = µ̃+ 1.

Нехай ν ∈ {1, . . . , n} – фiксоване число. ОскiлькиN є парним, то за означе-

нням вектора ãν виконано рiвностi (3.154). Тому з огляду на (3.140) i рiвностi

ϕl̃,µ = µ̃ i ϕl̃,µ+1 = µ̃+ 1, аналогiчно попереднiм випадкам, маємо

(ãν,ϕl,1, . . . , ãν,ϕl,n) =


(αν, . . . , αν︸ ︷︷ ︸

µ−1

, αν, βν, βν, . . . , βν︸ ︷︷ ︸
µ−1

), l 6= l̃,

(αν, . . . , αν︸ ︷︷ ︸
µ−1

, αν + βνh, αν + βν/h, βν, . . . , βν︸ ︷︷ ︸
µ−1

), l = l̃.

(3.159)

Враховуючи визначення визначникiв Cl, θL,−1,k i δL,k(h) i формулу (3.159),

отримуємо
Cl = θL,−1,ul, l 6= l̃,

Cl = δL,ul(h), l = l̃.
(3.160)
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Пiдставляючи формулу (3.160) в (3.135), отримуємо

δLd,0(h) = Ω ·
d−1∏
l=0
l 6=l̃

θL,−1,ul · δL,ul̃(h). (3.161)

Iз формули (3.161) безпосередньо видно, що оператори L i Ld є регулярними

одночасно i посилено регулярними одночасно.

Таким чином, доведено, що у всiх трьох випадках оператори L i Ld є регу-

лярними одночасно. Вiдносно посиленої регулярностi виконуються всi сфор-

мульованi у теоремi твердження. Тому, теорему доведено.

Висновки до роздiлу 3

Роздiл 3 присвячено вивченню базисностi СВПФ граничних задач для за-

гальних систем ЗДР першого порядку i застосуванню попереднiх результа-

тiв. У пiдроздiлi 3.1 доведено деякi результати про базиснiсть для обмежено-

го потенцiала. У пiдроздiлi 3.2 отриманi результати про повноту i базиснiсть

СВПФ динамiчного генератора моделi балки Тимошенка з послабленими умо-

вами гладкостi на параметри моделi. У пiдроздiлi 3.3 отримано зв’язок мiж

регулярнiстю диференцiального оператора високого порядку на вiдрiзку i ре-

гулярнiстю його натуральних степенiв.

Слiд зауважити, що для отримання блочної базисностi Рiса використвовує-

ться теорема Маркуса-Мацаєва (див. [38] i [37, §I.6]) про блочну базиснiсть Рi-

са збуреного нормального оператора. Для вивчення динамiчного генератора

моделi балки Тимошенка вiн зводиться до системи ЗДР четвертого порядку,

що дозволяє використати попереднi результати, i у майбутьньому дозволить

отримати асимптотику спектра.

До основних результатiв цього роздiлу належать:

– Теорема 3.6, де отримано достатнi умови блочної базисностi Рiса СВПФ

граничних задач для загальних систем ЗДР першого порядку з обмеже-
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ною потенцiальною матрицею i граничними умовами, що розпадаються.

Ранiше подiбний результат був отриманий тiльки для системи Дiрака

у [40].

– Наслiдок 3.9, де отримано достатнi умови блочної базисностi Рiса СВПФ

граничних задач для загальних систем ЗДР першого порядку з обме-

женою потенцiальною матрицею i перiодичними граничними умовами.

Ранiше граничнi задачi з такими умовами вивчалися лише для 2 × 2

системи Дiрака.

– Теорема 3.14, де отримано достатнi умови повноти i блочної базисностi

Рiса СВПФ динамiчного генератора загальної моделi балки Тимошенка

з регулярними граничними умовами при послаблених умовах гладкостi

на параметри моделi.

– Теорема 3.15, де отримано достатнi умови повноти СВПФ динамiчного

генератора загальної моделi балки Тимошенка з нерегулярними грани-

чними умовами.

Основнi положення цього роздiлу викладенi у публiкацiях автора [87], [29].
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РОЗДIЛ 4

Спектральнi властивостi диференцiальних операторiв високого

порядку на пiввiсi

4.1 Прямування до нуля розв’язкiв ЗДР другого порядку

Розглянемо диференцiальне рiвняння другого порядку

y′′ + A(t)y = 0, t ∈ [0,+∞), (4.1)

де A =: AR + iAI i AR – диференцiйовна функцiя на [0,+∞).

Метою данного роздiлу є отримання достатнiх умов на комплекснозначний

потенцiал A(t), при яких усi розв’язки рiвняння (4.1) прямують до нуля на

нескiнченностi. При цьому отримано два суттєво рiзних результати. Один з

них узагальнює результат В. Б. Лiдського, Б. В. Фєдосова iз [23]. Другий ре-

зультат використовує ВКБ-оцiнки (див. [47, II.2]). Показано, що цi результати

не випливають один з одного.

Головним результатом пiдроздiлу є наступна теорема.

Теорема 4.1. Нехай A(t) задовольняє умовам

AR – диференцiйовна функцiя i AR(0) > 0; (4.2)

A′R(t) > α(t)AR(t), де (4.3)

α(t)↘ 0 при t→∞, i
∫ ∞

0

α(t) dt =∞; (4.4)

CA′R(t) > |AI(t)|AR(t) для деякої сталої C > 0. (4.5)

Тодi всi розв’язки рiвняння (4.1) прямують до нуля при t→∞, i
∞∫

0

α(t)|y(t)|2 dt <∞ (4.6)

для будь-якого розв’язку y(t) рiвняння (4.1).
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При доведеннi цiєї теореми ми будемо слiдувати схемi доведення резуль-

тата В. Б. Лiдського, Б. В. Фєдосова iз [23]. Для цього нам потрiбнi деякi

допомiжнi результати. В усiх лемах нижче ми вважаємо виконаними умови

теореми 4.1.

Лема 4.2. Нехай диференцiйовна функцiя f : [0,+∞) → R задовольняє

умовам

f(0) > 0, (4.7)

f ′(t) > α(t)f(t), де (4.8)

α(t)↘ 0 i
∫ ∞

0

α(t) dt =∞. (4.9)

Тодi f(t)↗ +∞ при t→∞.

Доведення. Нехай iснує t0 таке, що f(t0) = 0. Оберемо мiнiмальне таке t0.

Зрозумiло, що тодi f(t) > 0 при t < t0. Тому, iз умови (4.8) випливає, що

f ′(t) > α(t)f(t) > 0 при t < t0. Але за теоремою Лагранжа знайдеться точка

ξ ∈ (0, t0) така, що f ′(ξ)(t0−0) = f(t0)−f(0) = −f(0) < 0. Маємо протирiччя.

Тому, f(t) 6= 0 при t > 0. Звiдки f(t) > 0 при t > 0. Тодi f ′(t) > α(t)f(t) >

0 при t > 0. Тому f(t) зростає на [0,∞). Далi, з огляду на додатнiсть функцiї

f(t) ми можемо подiлити на неї в нерiвностi (4.8). Проiнтегруємо отриману

нерiвнiсть вiд 0 до x ∫ x

0

f ′(t)

f(t)
dt >

∫ x

0

α(t)dt

або

ln f(x)− ln f(0) >
∫ x

0

α(t)dt.

А оскiльки
∫∞

0 α(t)dt =∞, то f(x)→∞ при x→∞.

НехайM > 1 – деяке додатне число. Ми оберемо його пiзнiше. За лемою 4.2

знайдеться t0 > 0 таке, що AR(t) > 2M при t > t0. Розглянемо при t > t0

функцiю

B(t) :=
1

AR(t)−M
. (4.10)
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Зрозумiло, що

0 <
1

AR(t)
6 B(t) 6

2

AR(t)
6

1

M
, t > t0. (4.11)

Тому B(t) є обмеженою, lim
t→∞

B(t) = 0 i B′(t) < 0.

Теорему достатньо довести для базисних розв’язкiв, тобто для y1, що за-

довольняє початковим умовам

y1(t0) = 0, y′1(t0) = 1, (4.12)

i для y2, що задовольняє початковим умовам

y2(t0) = 1, y′2(t0) = 0. (4.13)

Всi iншi розв’язки є лiнiйними комбинацiями базисних. Тому для них теорема

також буде справедливою.

Лема 4.3. Нехай y(t) – базисний розв’язок рiвняння (4.1). Тодi функцiї

B|y′|2 i ARB|y|2 є обмеженими. Крiм того, сходяться iнтеграли
∞∫
t0

B′|y|2 dt,
∞∫
t0

B′|y′|2 dt i
∞∫
t0

B′|yy′| dt.

Доведення. Помножимо (4.1) на By′ i проiнтегруємо вiд t0 до t

t∫
t0

By′y′′ ds+

t∫
t0

ABy′y ds = 0.

Iнтегруючи частинами, отримуємо

B|y′|2
∣∣∣t
t0
−

t∫
t0

By′′y′ ds−
t∫

t0

B′|y|2 ds

+ AB|y|2
∣∣∣t
t0
−

t∫
t0

AByy′ ds−
t∫

t0

(AB)′|y|2 ds = 0. (4.14)
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Враховуючи (4.1), маємо

t∫
t0

By′′y′ ds+

∫ t

t0

AByy′ ds =

∫ t

t0

By′(y′′ + Ay) ds

=

t∫
t0

By′(−Ay + Ay) ds = 2i

t∫
t0

AIByy
′ ds. (4.15)

Далi, помножимо (4.1) на y i проiнтегруємо вiд t0 до t

t∫
t0

y′′y ds+

t∫
t0

A|y|2 ds = 0.

Iнтегруючи частинами, отримуємо

y′y
∣∣∣t
t0

=

t∫
t0

(
|y′|2 − A|y|2

)
ds.

Оскiльки y(t) – базисний розв’язок, то y′(t0)y(t0) = 0. Враховуючи це, помно-

жимо отриману рiвнiсть на i i вiзьмемо дiйсну частину

Re iy′y =

t∫
t0

AI |y|2 ds. (4.16)

Пiдставляючи (4.15) в (4.14), беручи дiйсну частину в отриманiй рiвностi i

враховуючи (4.16) i той факт, що (ARB)′ = MB′, отримуємо

B|y′|2 + ARB|y|2 −
t∫

t0

B′|y′|2 ds−
t∫

t0

B′|y′|2 ds−
t∫

t0

(M − 1)B′|y|2 ds

− 2

t∫
t0

AI(s)B(s)

∫ s

t0

AI(τ)|y(τ)|2 dτ ds = const. (4.17)

Першi чотири доданки в (4.17) є додатними. Покажемо, що при вiдповiдно-

му виборi M сума двох останнiх доданкiв також додатна. Позначимо для
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зручностi N = M − 1. Маємо

−
t∫

t0

NB′|y|2 ds− 2

t∫
t0

AI(s)B(s)

s∫
t0

AI(τ)|y(τ)|2 dτ ds

= −
t∫

t0

NB′|y|2 ds− 2

t∫
t0

AI(s)|y(s)|2
t∫

s

AI(τ)B(τ) dτ ds

= −
t∫

t0

|y|2
NB′(s) + 2AI(s)

t∫
s

AI(τ)B(τ) dτ

 ds.

Достатьно показати, що вираз у дужках є вiд’ємним. З огляду на нерiвно-

стi (4.5) i (4.11) маємо∣∣∣∣∣∣2AI(s)

t∫
s

AI(τ)B(τ) dτ

∣∣∣∣∣∣ 6 2 |AI(s)|
t∫

s

|AI(τ)|B(τ) dτ

6 4C2A
′
R(s)

AR(s)

∞∫
s

A′R(τ)

A2
R(τ)

dτ = 4C2A
′
R(s)

AR(s)

(
− 1

AR

∣∣∣∣∞
s

)

= 4C2A
′
R(s)

A2
R(s)

6 4C2 A′R(s)

(AR(s)−M)2 = −4C2B′(s).

Оскiльки B′(s) < 0, то при N > 4C2 вираз у дужках є вiд’ємним.

Ми отримали в (4.17) суму п’яти додатних доданкiв, якi в сумi дають

константу. Тому, вони є обмеженими.

Розглянемо тепер iнтеграл
t∫
t0

B′|yy′| ds. Застосовуючи нерiвнiсть Кошi-

Буняковського, отримуємо

t∫
t0

|B′yy′| ds 6

√√√√√− t∫
t0

B′|y|2 ds ·

√√√√√− t∫
t0

B′|y′|2 ds.

Звiдки i випливає збiжнiсть iнтеграла в лiвiй частинi.

Iз рiвностi (4.17) випливає, що

f(t) = B|y′|2 + ARB|y|2 (4.18)
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є монотонно спаднею додатною функцiєю. Отже, iснує

lim
t→∞

f(t) = a > 0.

Ми доведемо, що a = 0.

Лема 4.4. Нехай

ϕ(t) = B|y′|2 − ARB|y|2. (4.19)

Тодi iнтеграл
∫∞

0 ϕ(t) dt сходиться.

Доведення. Помножимо (4.1) на By i проiнтегруємо вiд t0 до t:

t∫
t0

Byy′′ ds+

t∫
t0

AB|y|2 ds = 0.

Iнтегруючи перший доданок частинами i переносячи влiво частину доданкiв,

отримуємо

Byy′
∣∣∣t
t0
−

t∫
t0

B′yy′ ds =

t∫
t0

B|y′|2 ds−
t∫

t0

AB|y|2 ds. (4.20)

З огляду на лему 4.3, iнтеграл
t∫
t0

B′|yy′| ds має границю при t→∞. Далi,

2B|yy′| 6
√
ARB|y|2 +

B|y′|2√
AR

=
f(t)√
AR

→ 0, при t→∞,

оскiльки f(t)→ a, а
√
AR(t)→∞ при t→∞.

Отже, лiва частина в (4.20) має границю при t → ∞. Беручи дiйсну ча-

стину в обох частинах рiвностi (4.20), отримуємо, що iнтеграл

t∫
t0

(
B|y′|2 − ARB|y|2

)
ds =

∫ ∞
0

ϕ(t) dt

має границю при t→∞.

Тепер ми готовi довести теорему 4.1.
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Доведення теореми 4.1. Iз (4.18) i (4.19) випливає, що

B|y′|2 =
1

2
(f(t) + ϕ(t)) .

З огляду на (4.3)

−B′(t) =
A′R(t)

(AR(t)−M)2
>

α(t)

AR(t)−M
= α(t)B(t).

Таким чином,

−
∫ t

t0

B′|y′|2 ds >
∫ t

t0

α(t)B|y′|2 ds

=
1

2

∫ t

t0

α(t)f(t) ds+
1

2

∫ t

t0

α(t)ϕ(t) ds. (4.21)

Iнтеграл ∫ ∞
t0

α(t)ϕ(t) dt

сходиться за ознакою Дiрiхле. Iнтеграл

−
∫ ∞
t0

B′|y′|2 dt

сходиться за лемою 4.3. Але тодi з (4.21) випливає збiжнiсть iнтеграла∫ ∞
t0

α(t)f(t) dt.

Оскiльки f(t) монотонно спадає, то f(t) > a. Тому∫ ∞
t0

α(t)f(t) dt > a

∫ ∞
t0

α(t) dt,

що можливо тiльки при a = 0 з огляду на (4.4). Таким чином, f(t) → 0.

Iз (4.18) випливає нерiвнiсть ARB|y|2 6 f(t). Звiдки ARB|y|2 → 0. Але

ARB = AR
AR−M → 1, отже |y|2 → 0. Крiм того, з (4.18) i збiжностi iнтегра-

ла ∫ ∞
t0

α(t)f(t) dt

випливає збiжнiсть iнтеграла∫ ∞
t0

ARBα(t)|y|2 dt,
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що еквiвалентно збiжностi iнтеграла∫ ∞
t0

α(t)|y|2 dt,

оскiльки пiдiнтегральна функцiя додатна i ARB → 1. Теорему повнiстю до-

ведено.

Використовуючи ВКБ-оцiнки, у наступному результатi ми отримаємо iншi

достатнi умовi, при яких усi розв’язки рiвняння (4.1) прямують до нуля на

нескiнченностi.

Теорема 4.5. Нехай A(t) задовольняє умовам

(i) A(t) ∈ C2(0,+∞);

(ii) AR(t) > 0 при t > 0 i AI(t) не змiнює знак на (0,∞);

(iii) сходяться iнтеграли∫ +∞

0

|A′′(t)|
|A(t)|5/2

dt i
∫ +∞

0

|A′(t)|2

|A(t)|7/2
dt; (4.22)

(iv) A(t)→∞ при t→ +∞;

(v) ∫ +∞

0

|AI(t)|√
AR(t)

dt < +∞. (4.23)

Тодi всi розв’язки рiвняння (4.1) прямують до нуля на нескiнченностi.

Доведення. Щоб застосувати ВКБ-оцiнки, тобто наближенi розв’язки рiвня-

ння (4.1), необхiдно показати, що гiлка
√
−A(t) така, що Re

√
−A(t) > 0, t >

0, є функцiєю класа C2. Зрозумiло, що для цiєї гiлки

Re
√
−A =

√
1

2

(√
A2
R + A2

I − AR

)
=

|AI |√
2
(√

A2
R + A2

I + AR

) , (4.24)

Im
√
−A = SI

√
1

2

(√
A2
R + A2

I + AR

)
, (4.25)
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де число SI = 1, якщо AI(t) > 0, t > 0, i SI = −1 в iншому випадку.

Оскiльки A ∈ C2(0,∞) i AR(t) > 0, t > 0, то функцiя√√
A2
R + A2

I + AR

є додатною функцiєю класа C2 на (0,∞).

Оскiльки AI(t) не змiнює знак на (0,∞), то |AI | ∈ C2(0,∞).

Iз двох останнiх зауважень i формул (4.24), (4.25) випливає, що дана гiлка
√
−A є двiчi неперервно-диференцiйовною на пiввiсi (0,∞). У всiх подальших

формулах береться саме ця гiлка
√
−A.

Введемо позначення

α(t) =
1

8(−A)5/2

((√
−A
)′′√

−A− 5

4

((√
−A
)′)2

)
. (4.26)

ρ(t0, t) =

∫ t

t0

|α(s)| ds. (4.27)

ỹ1 = (−A(t))−1/4 exp

(∫ t

t0

√
−A(s) ds

)
. (4.28)

ỹ2 = (−A(t))−1/4 exp

(
−
∫ t

t0

√
−A(s) ds

)
. (4.29)

Тодi з [47] маємо, що якщо виконано умову

ρ(0,+∞) <∞, (4.30)

то рiвняння (4.1) має розв’язки y1 i y2 такi, що∣∣∣∣y1(t)

ỹ1(t)
− 1

∣∣∣∣ 6 2(e2ρ(0,t) − 1), (4.31)∣∣∣∣y2(t)

ỹ2(t)
− 1

∣∣∣∣ 6 2(e2ρ(t,+∞) − 1). (4.32)

Перевiримо справедливiсть умови (4.30) у нашому випадку. Перетворивши

вираз (4.26), отримуємо

α(t) =
iA′′(t)

16A5/2(t)
− 9i(A′(t))2

128A7/2(t)
. (4.33)
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Пiдставляючи цю рiвнiсть в (4.27), отримуємо

ρ(t0, t) 6
1

16

∫ t

t0

|A′′(s)|
|A(s)|5/2

ds+
9

128

∫ t

t0

|A′(s)|2

|A(s)|7/2
ds.

Використовуючи (4.22) отримуємо, що виконано (4.30).

Покажемо тепер, що ỹ1, ỹ2 → 0, при t → ∞. З огляду на (4.24) i (4.23)

маємо∣∣∣ exp

(∫ ∞
0

√
−A(t) dt

) ∣∣∣ = exp

(∫ ∞
0

Re
√
−A(t) dt

)
6 exp

(∫ ∞
0

|AI(t)|
2
√
AR(t)

dt

)
< +∞.

Далi, враховуючи (4.28) i (4.29), а також те, що A(t) → ∞, отримуємо, що

ỹ1, ỹ2 → 0 при t → ∞. Звiдси з огляду на властивостi (4.31) i (4.32) i не-

рiвнiсть (4.30), маємо, що y1, y2 → 0 при t → ∞. Цi розв’язки є базисними,

тому теорема є справедливою для всiх розв’язкiв рiвняння (4.1).

Тепер ми покажемо, що не одна з доведених теорем не є наслiдком iншої.

Вiдразу зауважимо, що якщо виконано всi умови теореми 4.1, то умо-

ву (4.23) теореми 4.5 виконано автоматично. Дiйсно,∫ ∞
0

|AI(t)|√
AR(t)

dt 6 C

∫ ∞
0

A′R(t)

AR(t)3/2
dt =

−C√
AR(t)

∣∣∣∣∣
∞

0

=
C√
AR(0)

<∞,

оскiльки AR(t) → +∞ при t → +∞. Якщо A ∈ C2(0,+∞) i AI не змiнює

знак на (0,∞), то всi умови теореми 4.5, окрiм умови (4.22) також виконано.

Тому порушуватися може тiльки умова (4.22).

Розглянемо дiйсну функцiю

A1(t) =

t∫
0

(2 + sin es) ds.

Покажемо, що A1 задовольняє всiм умовам теореми 4.1, але при цьому не

задовольняє умовi (4.22). Зрозумiло, що

A1(t)↗ +∞ при t→∞, t 6 A1(t) 6 3t, 1 6 A′1(t) 6 3. (4.34)
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Покладемо

α(t) =
1

3t
↘ 0. (4.35)

Тодi з (4.34) i (4.35) випливає, що

α(t) 6
A′1(t)

A1(t)
i

+∞∫
t0

α(t) dt = +∞.

Таким чином A1(t) дiйсно задовольняє умовам теореми 4.1. З iншого боку
+∞∫
t0

|A′′1(t)|
|A1(t)|5/2

dt >

+∞∫
t0

et |cos et|
t5/2

dt =

+∞∫
t1

|cos τ |
ln5/2 τ

dτ = +∞,

тобто умова (4.22) не виконується.

Тепер розглянемо функцiю

A2(t) = t3 + it−1/4.

Покажемо, що A2 задовольняє всiм умовам теореми 4.5, але при цьому не за-

довольняє умовi (4.5) теореми 4.1. Треба перевiрити лише умови (4.22) i (4.23).

Зрозумiло, що

|A′′2(t)|
|A2(t)|5/2

=

∣∣6t+ 5i/16 · t−9/4
∣∣∣∣t3 + it−1/4

∣∣5/2 ∼ 6t

t15/2
=

6

t13/2
при t→ +∞;

i
|A′2(t)|

2

|A2(t)|7/2
=

∣∣3t2 − i/4 · t−5/4
∣∣2∣∣t3 + it−1/4

∣∣7/2 ∼ 9t4

t21/2
=

9

t13/2
при t→ +∞.

Звiдси випливає, що iнтеграли в (4.22) сходяться.

Далi маємо AR = ReA2 = t3 i AI = ImA2 = t−1/4. Тому

|AI(t)|√
AR(t)

=
1

t5/4
,

звiдки випливає, що iнтеграл в (4.23) також сходиться. З iншого боку

AR(t)|AI(t)|
A′R(t)

=
t3/4

3
→∞ при t→∞,

тому умову (4.5) не виконано.
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Нарештi, розглянемо дiйсну функцiю

A3(t) = 1 + t+ sin t.

Оскiльки A′3(t) = 1 + cos t = 0 при t = π(2n+ 1), n ∈ N, то умови (4.3) i (4.4)

не можуть виконуватися одночасно, тому теорема 4.1 не може бути застосо-

вана в цьому випадку. З iншого боку, легко перевiрити всi умови теореми 4.5.

Зауважимо, що теорема Сансоне також не може бути застосована для такої

функцiї A(t). Дiйсно, якщо взяти tn = an, де a > 2π, то послiдовнiсть {tn}

задовольняє умовi (1.8), але будь-який вiдрiзок [tn−1, tn] буде мiстити нуль

похiдної. Тому ряд в (1.9) буде нульовим.

Ми бачимо, що теореми 4.1 i 4.5 не випливають одна з одної, а доповнюють

одна одну навiть у випадку дiйсного потенцiала. При цьому, теорема 4.5,

скорiш за все, є новою навiть у випадку A = A.

4.2 Спектральнi функцiї диференцiального оператора парного по-

рядку з нульовими коефiцiєнтами

Нехай P – мiнiмальний симетричний оператор, породжений у L2(0,∞) дифе-

ренцiальним виразом
n∑
k=0

(−1)k
(
pn−k(x)y(k)

)(k)

. (4.36)

Припустимо, що його iндекси дефекту рiвнi: n±(P) = n. Добре вiдомо [42,

теорема VI.21.2], [21, теорема II.9.1], що будь-яке його власне cамоспряжене

розширення P̃ є унiтарно еквiвалентним оператору множення Λσ у просторi

L2
σ(R), де Λσ : f(x) → xf(x), f ∈ L2

σ(R), i σ(·) – неспадна, неперервна злi-

ва, cамоспряжена n×n матриця-функцiя. Матриця-функцiя σ(·) називається

спектральною функцiєю оператора P̃ i спiвпадає зi спектральною функцiєю

характеристичної матрицi оператора P̃ , яка, в свою чергу, може бути знайде-

на за допомогою функцiї Ґрiна оператора P̃ (див. [42, VI.21.4]).
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Мета цього пiдроздiлу – знайти явний вигляд спектральної функцiї для

розширень Фрiдрiхса (так званого “жорсткого” розширення) AF i Крейна AK

(див. [1, §109] для точних означень) мiнiмального симетричного оператора A,

породженого в L2(0,∞) диференцiальним виразом

l(y) := (−1)ny(2n)(·). (4.37)

Добре вiдомо, що розширення Фрiдрiхса AF оператора A визначається

граничними умовами y(0) = y′(0) = . . . = y(n−1) = 0, i буде показано, що

розширення Крейна AK визначається граничними умовами y(n)(0) = . . . =

y(2n−1) = 0.

Для знаходження спектральної функцiї буде використано теорiю грани-

чних трiйок i вiдповiдних функцiй Вейля (див. означення 4.8 i 4.9 нижче).

Цей новий пiдхiд до теорiї розширень симетричних операторiв був розвине-

ний протягом трьох останнiх десятилiть (див. [7, 65, 11] i посилання там).

Добре вiдомо [11], що характеристична матриця самоспряженого розширен-

ня Ã оператора A спiвпадає з функцiєю Вейля вiдповiдної граничної трiйки.

Це дозволило знайти характеристичну матрицю i її спектральну функцiю

простiше, нiж класичним методом.

Сформулюємо головнi результати цього пiдроздiлу.

Теорема 4.6. Характеристична матриця (функцiя Вейля) розширення

Фрiдрiхса AF оператора A має вигляд

MF (λ) =

(
−Cj · Ck

sin((j + k + 1)α)
·
(

2n
√
−λ
)j+k+1

)n−1

j,k=0

, Imλ > 0, (4.38)

де

C0 := 1, Ck :=
k∏
p=1

ctg(pα), α =
π

2n
, k ∈ {1, . . . , n− 1}, (4.39)

i
2n
√
−λ := 2n

√
r · e

i(ϕ−π)
2n , λ = reiϕ, 0 < ϕ < π. (4.40)
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Вiдповiдна спектральна функцiя має вигляд

σF (t) =
2n

π

(
Cj · Ck

2n+ 1 + j + k
· t

2n+1+j+k
2n

)n−1

j,k=0

, t > 0, (4.41)

σF (t) = 0, t < 0. (4.42)

Теорема 4.7. Розширення Крейна AK оператора A визначається гранични-

ми умовами

y(n)(0) = y(n+1)(0) = . . . = y(2n−1) = 0. (4.43)

Його характеристична матриця має вигляд

MK(λ) =

(
−Cj · Ck

sin((j + k + 1)α)
·
(
−1

2n
√
−λ

)j+k+1
)n−1

j,k=0

, Imλ > 0. (4.44)

Вiдповiдна спектральна функцiя має вигляд

σK(t) =
2n

π

(
(−1)j+k

Cj · Ck
2n− 1− j − k

· t
2n−1−j−k

2n

)n−1

j,k=0

, t > 0, (4.45)

σK(t) = 0, t < 0. (4.46)

Введемо необхiднi означення теорiї граничних трiйок.

Нехай F (z) – n × n матриця-функцiя визначена на C+ := {λ : Imλ >

0}. Вона називається R-функцiєю (або функцiєю Неванлiнни), якщо вона

голоморфна в C+ i ImF (z) > 0, z ∈ C+.

Кожна R-функцiя допускає наступне iнтегральне представлення

F (z) = A+ zB +

∫ +∞

−∞

(
1

t− z
− t

1 + t2

)
dσ(t), z ∈ C+, (4.47)

де A,B ∈ Cn×n – самоспряженi матрицi, B > 0 i σ(t) є неспадною, неперерв-

ною злiва, самоспряженою n × n матрицею-функцiєю, для якої сходиться

матричний iнтеграл
∫ +∞
−∞

dσ(t)
1+t2 . Матриця-функцiя σ(·) називається спектраль-

ною функцiєю функцiї F (·). Зауважимо, що спектральна функцiя σ(·) фун-

кцiї F (·) може бути отримана за допомогою оберненої формули Стiлтьєса:

1

2
(σ(t+ 0) + σ(t))− 1

2
(σ(s+ 0) + σ(s)) =

1

π
lim
y↓0

∫ t

s

Im(F (x+ iy))dx, s, t ∈ R.

(4.48)
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Нехай A – замкнений симетричний оператор у гiльбертовому просторi H

з рiвними iндексами дефекту n+(A) = n−(A).

Визначення 4.8. ([7]) Трiйка Π = {H,Γ0,Γ1}, що складається з допомi-

жного гiльбертового простору H i лiнiйних вiдображень

Γj : dom(A∗) −→ H, j ∈ {0, 1}, (4.49)

називається граничною трiйкою спряженого оператора A∗, якщо виконано

наступнi двi умови:

(i) має мiсце друга формула Грiна:

(A∗f, g)− (f, A∗g) = (Γ1f,Γ0g)− (Γ0f,Γ1g), f, g ∈ dom(A∗), (4.50)

(ii) наступне вiдображення є сюр’єктивним:

Γ : dom(A∗) −→ H⊕H, Γf := {Γ0f,Γ1f}. (4.51)

Легко бачити, що для кожного cамоспряженого розширення Ã оператора

A iснує (не єдина) гранична трiйка Π = {H,Γ0,Γ1} така, що

dom(Ã) = ker(Γ0).

Будемо говорити, що така трiйка Π вiдповiдає оператору Ã.

Визначення 4.9. ([65, 11]) Нехай {H,Γ0,Γ1} – гранична трiйка оператора

A∗ i A0 := A∗ � ker(Γ0). Функцiя Вейля оператора A, що вiдповiдає грани-

чнiй трiйцi {H,Γ0,Γ1}, це єдине вiдображення M(·) : ρ(A0) −→ [H], що

задовольняє

Γ1fz = M(z)Γ0fz, fz ∈ Nz := ker(A∗ − zI), z ∈ ρ(A0). (4.52)

Вiдомо (див. [65]), що це неявне визначення функцiї Вейля є коректним, i

функцiя Вейля M(·) є R-функцiєю, що задовольняє умовi 0 ∈ ρ(Im(M(i))).
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Тому, якщо dimH < ∞, то вона допускає iнтегральне представлення (4.47),

де функцiя σM(·) може бути знайдена за допомогою (4.48).

Перейдемо до доведень основних результатiв. Для цього нам потрiбнi деякi

допомiжнi результати.

Лема 4.10. Нехай Imλ > 0 i λ = reiϕ, 0 < ϕ < π. Тодi

Nλ = span{yk(·, λ)}n−1
k=0, yk(x, λ) := eωkρx, (4.53)

де ρ := i 2n
√
λ := 2n

√
r · e

(πn+ϕ)i
2n i ωk := e

iπk
n .

Доведення. Система {yk(·, λ)}2n−1
k=0 є фундаментальною системою розв’язкiв

рiвняння (−1)ny(2n) = λy при λ 6= 0. Для k ∈ {0, 1, . . . , n− 1} маємо

Re(ωkρ) = 2n
√
r cos

(
π

2
+

ϕ

2n
+
πk

n

)
< 0. (4.54)

Тому yk(·, λ) ∈ Nλ, k ∈ {0, 1, . . . , n−1}. Оскiльки dimNλ = n i функцiї yk(·, λ)

лiнiйно незалежнi, то Nλ = span{yk(·, λ)}n−1
k=0, що завершує доведення.

Нехай x0, . . . , xn−1 ∈ C. Покладемо

Vand(x0, . . . , xn−1) := (xn−1−j
k )n−1

j,k=0 =


xn−1

0 xn−1
1 · · · xn−1

n−1

... ... · · · ...

x0 x1 · · · xn−1

1 1 · · · 1

 . (4.55)

Визначник цiєї матрицi спiвпадає з визначником Вандермонда:

det(Vand(x0, . . . , xn−1)) = det
(

(xn−1−j
k )n−1

j,k=0

)
=

∏
06j<k<n

(xj − xk). (4.56)

Далi покладемо

codiag(x0, x1, . . . , xn−1) = codiag(xj)
n−1
j=0 :=



0 0 · · · 0 x0

0 0 · · · x1 0

... ... · · · ... ...

0 xn−2 · · · 0 0

xn−1 0 · · · 0 0


.

(4.57)
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Зрозумiло, що

codiag(xj)
n−1
j=0 · (aj,k)n−1

j,k=0 = (xjan−1−j,k)
n−1
j,k=0, (4.58)

(aj,k)
n−1
j,k=0 · codiag(xk)

n−1
k=0 = (aj,n−1−kxn−1−k)

n−1
j,k=0. (4.59)

Доведення теореми 4.6. Трiйка Π = {Cn,Γ0,Γ1} з

Γ0y := col
(
y(n−1)(0), . . . , y′(0), y(0)

)
, (4.60)

Γ1y := col
(
y(n)(0),−y(n+1)(0), . . . , (−1)n−1y(2n−1)(0)

)
, (4.61)

є граничною трiйкою для спряженого оператора A∗ (див. [65]). Зрозумiло, що

вона вiдповiдає оператору AF . Тому характеристична матриця оператора AF

спiвпадає iз функцiєю Вейля MF (λ) оператора A, що вiдповiдає трiйцi Π.

Iз y(j)
k (0, λ) = (ρ · ωk)j випливає, що

N0(λ) :=
(

Γ0y0 . . . Γ0yn−1

)
=
(
(ρ · ωk)n−1−j)n−1

j,k=0
. (4.62)

N1(λ) :=
(

Γ1y0 . . . Γ1yn−1

)
=
(
(−1)j(ρ · ωk)n+j

)n−1

j,k=0
. (4.63)

Покладемо

V := (vjk)
n−1
j,k=0 := (ωn−1−j

k )n−1
j,k=0 = Vand(ω0, . . . , ωn−1). (4.64)

Оскiльки числа ω0, . . . , ωn−1 рiзнi, то iз (4.56) випливає, що V – невироджена

матриця. Покладемо V −1 =: (ṽjk)
n−1
j,k=0. Тодi за лемою 4.10, ми маємо для

функцiї Вейля MF (λ):

MF (λ) = N1(λ) ·N−1
0 (λ) =

(
(−1)j(ρ · ωp)n+j

)n−1

j,p=0
·
(
ρk+1−n · ṽpk

)n−1

p,k=0

=
(

(−1)jρj+k+1
n−1∑
p=0

ωn+j
p · ṽpk

)n−1

j,k=0
. (4.65)

Нехай Vjk – алгебраїчне доповнення елемента vjk матрицi V . Комбiнуючи

правило Крамера з розкладенням визначника по k-му рядку, отримуємо

n−1∑
p=0

ωn+j
p · ṽpk =

1

det(V )

n−1∑
p=0

ωn+j
p Vkp =

det
(
V

(k)
j

)
det(V )

, (4.66)
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де матриця V
(k)
j отримана iз матрицi V замiною рядка (ωn−1−k

p )n−1
p=0 на ря-

док (ωn+j
p )n−1

p=0 . Оскiльки ωqp = e
πipq
n = ωpq , то матриця V (k)

j є симетричною до

матрицi

Vand(ω0, . . . , ωn−k−2, ωn+j, ωn−k, . . . , ωn−1)

вiдносно косої дiагоналi. Тому

det
(
V

(k)
j

)
= det (Vand(ω0, . . . , ωn−k−2, ωn+j, ωn−k, . . . , ωn−1)) . (4.67)

Комбiнуючи (4.56) з (4.67) отримуємо

det
(
V

(k)
j

)
det(V )

=
n−1∏
p=0

p 6=n−1−k

ωn+j − ωp
ωn−1−k − ωp

.

Оскiльки ωq − ωp = 2iεp+q sin((q − p)α), де α = π
2n i ε = eiα, то

det
(
V

(k)
j

)
det(V )

= ε(j+k+1)(n−1) ·
n−1∏
p=0

p 6=n−1−k

sin((n+ j − p)α)

sin((n− 1− k − p)α)

=
ε(j+k+1)(n−1)

sin((j + k + 1)α)
·

∏n−1
p=0 cos((j − p)α)∏n−1−k

p=1 sin pα ·
∏k

p=1(− sin pα)

=
(−1)kε(j+k+1)(n−1)

sin((j + k + 1)α)
·
∏j

p=1 cos pα ·
∏n−1−j

p=1 cos pα∏k
p=1 sin pα ·

∏n−1−k
p=1 sin pα

=
(−1)kε(j+k+1)(n−1)

sin((j + k + 1)α)
·

k∏
p=1

ctg pα ·
j∏

p=1

ctg pα. (4.68)

Останнiй крок справедливий, тому що

j∏
p=1

cos pα ·
n−1−j∏
p=1

sin pα =
n−1∏
p=1

cos pα =
n−1∏
p=1

sin pα, j ∈ {0, 1, . . . , n− 1}.

(4.69)

Пiдставляючи формули (4.66), (4.68) в (4.65) i враховуючи тотожнiсть

−εn−1ρ = 2n
√
r · e

i(ϕ−π)
2n ми отримуємо бажану формулу (4.38) для MF (λ).

Тепер доведемо формули (4.41)–(4.42). ОскiлькиMF (λ) – неперервна фун-

кцiя у замкненiй верхнiй пiвплощинi, то за оберненою формулою Стiлтьє-



134

са (4.48) i за теоремою Лебега про мажоровану збiжнiсть отримуємо

σF (t) =
1

π

∫ t

0

Im

(
lim
y↓0

MF (x+ iy)

)
dx, t ∈ R. (4.70)

Якщо λ = x+ iy, де x ∈ R i y > 0, то з огляду на (4.40) маємо

lim
y↓0

2n
√
−λ =


2n
√
x · e−iα, x > 0,

2n
√
−x, x < 0.

(4.71)

Комбiнуючи (4.38) з (4.71) отримуємо

lim
y↓0

MF (x+iy) =


(
−Cj · Ck · x

j+k+1
2n · e−i(j+k+1)α

sin((j+k+1)α)

)n−1

j,k=0
, x > 0,(

−Cj · Ck · (−x)
j+k+1

2n · 1
sin((j+k+1)α)

)n−1

j,k=0
, x < 0.

(4.72)

Тому

Im

(
lim
y↓0

MF (x+ iy)

)
=


(
Cj · Ck · x

j+k+1
2n

)n−1

j,k=0
, x > 0,

0, x < 0.

(4.73)

Комбiнуючи (4.70) з (4.73) отримуємо (4.41)–(4.42).

Зауваження 4.11. Формулу (4.38) також можна довести використовую-

чи явну формулу для оберненої матрицi V −1 iз [27] i деякi допомiжнi три-

гонометричнi тотожностi iз [27]. Але цей шлях доволi громiздкий.

Приклад 4.12. При n = 1 функцiя Вейля MF (λ) i її спектральна функцiя

σF (t) вiдомi (див. [1, §132], [42]) i мають вигляд

MF (λ) = i
√
λ, σF (t) =

2

3π
t3/2, t > 0, (4.74)

що спiвпадає з формулами (4.38), (4.41) при n = 1. При n = 2 цi формули

набудуть вигляду

MF (λ) =

(i− 1)λ1/4 iλ1/2

iλ1/2 (i+ 1)λ3/4

 , σF (t) =
1

π

4
5t

5/4 2
3t

3/2

2
3t

3/2 4
7t

7/4

 , t > 0,

(4.75)



135

тодi як при n = 3 маємо

MF (λ) =


(
i−
√

3
)
λ1/6

(
−1 + i

√
3
)
λ1/3 iλ1/2(

−1 + i
√

3
)
λ1/3 3iλ1/2

(
1 + i

√
3
)
λ2/3

iλ1/2
(
1 + i

√
3
)
λ2/3

(
i+
√

3
)
λ5/6

 , (4.76)

σF (t) =
1

π


6
7t

7/6 3
√

3
4 t4/3 2

3t
3/2

3
√

3
4 t4/3 2t3/2 3

√
3

5 t5/3

2
3t

3/2 3
√

3
5 t5/3 6

11t
11/6

 , t > 0. (4.77)

Доведення теореми 4.7. За пропозицiєю 5 iз [65],

dom(AK) = ker(Γ1 −MF (0)Γ0), де MF (0) = s-limx↑0MF (x)

i Γ0, Γ1 задаються формулами (4.60)–(4.61). З огляду на (4.38),MF (0) = 0. То-

му dom(AK) = ker(Γ1), i гранична трiйка Π′ := {Cn,Γ′0,Γ
′
1} := {Cn,Γ1,−Γ0}

вiдповiдає оператору AK . За визначенням вiдображення Γ1 (див. (4.61)), опе-

ратор AK визначається граничними умовами (4.43). Також зауважимо, що

MK(λ) = −N0(λ)N−1
1 (λ) = −M−1

F (λ). (4.78)

Iз (4.62) i (4.63) випливає, що

N0(λ) = D0(λ)V, N1(λ) = D1(λ) · (ωjk)
n−1
j,k=0 ·D, (4.79)

де

D0(λ) := diag(ρn−1−j)n−1
j=0 , D1(λ) := diag((−1)jρn+j)n−1

j=0 , (4.80)

D := diag(ωnk )nk=0 = diag((−1)k)nk=0. (4.81)

Комбiнуючи (4.58) з (4.64), отримуємо

(ωjk)
n−1
j,k=0 = R · V, R = codiag(1, . . . , 1).

Тому,

N1(λ) = D1(λ) ·R · V ·D. (4.82)
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Комбiнуючи (4.65) з (4.79) i (4.82) i враховуючи, що D = D−1 i R = R−1,

отримуємо

MF (λ) = N1(λ)N−1
0 (λ) = D1(λ)R · V DV −1 ·D−1

0 (λ), (4.83)

MK(λ) = −M−1
F (λ) = −D0(λ) · V DV −1 ·RD−1

1 (λ). (4.84)

Виражаючи V DV −1 iз (4.83) i пiдставляючи цей вираз у (4.84), ми приходимо

до

MK(λ) = −D0(λ)RD−1
1 (λ) ·MF (λ) ·D0(λ)RD−1

1 (λ). (4.85)

Iз визначення матриць D0(λ) i D1(λ) (див. (4.80)) i формул (4.58)–(4.59) ви-

пливає, що

D0(λ)RD−1
1 (λ) = codiag(ρn−1−j)n−1

j=0 · diag((−1)jρ−n−j)n−1
j=0

= ρ−n codiag((−1)n−1−j)n−1
j=0 . (4.86)

Комбiнуючи (4.85), (4.86), (4.58), (4.59) i (4.38), отримуємо

MK(λ) =

(
ρ−2n(−1)n−1−j+k Cn−1−j · Cn−1−k

sin((2n− 1− j − k)α)

(
2n
√
−λ
)2n−1−j−k

)n−1

j,k=0

=

(
−λ · i

−2n

λ
· (−1)n · Cn−1−j · Cn−1−k

sin((j + k + 1)α)

(
−1

2n
√
−λ

)j+k+1
)n−1

j,k=0

.(4.87)

Iз (4.69) випливає, що Cj = Cn−1−j, j ∈ {0, 1, . . . , n − 1}. З огляду на це,

бажана формула (4.44) для MK(λ) випливає iз (4.87).

Тепер доведемо формули (4.45)–(4.46). Iз (4.44) випливає, що∣∣[MK(x+ iy)]jk
∣∣ 6 C

(
|x|−1+ 1

2n + |x|−
1
2n

)
, x ∈ R \ {0}, y > 0, (4.88)

при j, k ∈ {0, 1, . . . , n − 1} i деякого C > 0. Тому за оберненою формулою

Стiлтьєса (4.48) i за теоремою Лебега про мажоровану збiжнiсть отримуємо

σK(t) =
1

π

∫ t

0

Im

(
lim
y↓0

MK(x+ iy)

)
dx, t ∈ R. (4.89)
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Комбiнуючи (4.44) з (4.71), ми приходимо до

lim
y↓0

MK(x+ iy) =


(

(−1)j+k · Cj · Ck · x−
j+k+1

2n · ei(j+k+1)α

sin((j+k+1)α)

)n−1

j,k=0
, x > 0,(

(−1)j+k · Cj · Ck · (−x)−
j+k+1

2n · 1
sin((j+k+1)α)

)n−1

j,k=0
, x < 0.

(4.90)

Тому

Im

(
lim
y↓0

MK(x+ iy)

)
=


(

(−1)j+kCj · Ck · x−
j+k+1

2n

)n−1

j,k=0
, x > 0,

0, x < 0.

(4.91)

Комбiнуючи (4.89) з (4.91) отримуємо (4.45)–(4.46).

Зауваження 4.13. Iз формул (4.38), (4.44) i (4.78) випливає наступна цi-

кава тотожнiсть
n−1∑
p=0

(−1)p+k · Cj · C2
p · Ck

sin((j + p+ 1)α) sin((p+ k + 1)α)
= δjk, j, k ∈ {0, 1, . . . , n− 1}. (4.92)

Довести це безпосередньо здається нетривiальним.

Зауваження 4.14. Покажемо зв’язок функцiй Вейля MF (λ) i MK(λ) з то-

чними константами в нерiвностях для промiжних похiдних. Нехай An,k,

k ∈ {0, 1, . . . , n− 1}, це точна константа в наступнiй нерiвностi

|f (k)(0)| 6 An,k ·
(
‖f‖2

2 + ‖f (n)‖2
2

)1/2

, f ∈ W n,2[0,∞), (4.93)

де ‖g‖2
2 :=

∫∞
0 |g(t)|2dt. У недавнiй роботi [16] Г. А. Калябiн знайшов явнi

формули для цих констант:

A2
n,k =

1

sin
(
(2k + 1)α

) ( k∏
p=1

ctg(pα)

)2

, α =
π

2n
. (4.94)

Порiвнюючи цю формулу з формулами (4.72), (4.90) ми бачимо, що

A2
n,k = [MK(−1)]kk = − [MF (−1)]kk . (4.95)

Цей цiкавий зв’язок показує актуальнiсть дослiдження точних констант

в нерiвностях для промiжних похiдних, що буде зроблено в наступному

пiдрозiдiлi.
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4.3 Точнi константи в узагальнених нерiвностях для промiжних

похiдних

Нехай a = (a0, . . . , an) ∈ Rn+1, причому a0 > 0, an > 0 i al > 0 при

l ∈ {1, . . . , n− 1}. Розглянемо узагальнений простiр Соболєва W n
2 (R+, a), що

складається з усiх (комплекснозначних) функцiй f(x), визначених на дода-

тнiй пiввiсi x > 0, що мають абсолютно неперервну похiдну f (n−1)(x) порядку

n− 1 i мають скiнченну норму

‖f‖ = ‖f‖Wn
2 (R+,a) :=

 +∞∫
0

n∑
l=0

al|f (l)(x)|2dx

1/2

. (4.96)

Мета пiдрозiлу − обчислення точних, тобто найменших можливих, кон-

стант в узагальнених нерiвностях типу Колмогорова

|f (k)(0)| 6 An,k,a‖f‖Wn
2 (R+,a), k ∈ {0, . . . , n− 1} . (4.97)

Ранiше у рiзних роботах дослiджувався випадок a = (1, 0, . . . , 0, 1), тобто

знаходились точнi константи An,k := An,k,(1,0,...,0,1) в нерiвностях

|f (k)(0)| 6 An,k

 +∞∫
0

(
|f(x)|2 + |f (n)(x)|2

)
dx

1/2

. (4.98)

Вiдомi результати про константи в нерiвностях для промiжних похiдних

у рiзних випадках представленi, наприклад, у монографiях В. М. Тихомиро-

ва [46, §2.4] i В. Ф. Бабенка, Н. П. Корнейчука, В. А. Кофанова, С. А. Пiчуго-

ва [2]. Наприклад, для просторуW n
2 (R) точнi константи в схожих нерiвностях

знайшов Л. В. Тайков [44] (див. також [46, п. 2.4.4]). А саме, вiн отримав про-

сту явну формулу A∗n,k =
(

2n sin (2k+1)π
2n

)−1/2

, де A∗n,k− найменша константа

в нерiвностях |f (k)(0)| 6 A∗n,k‖f‖Wn
2 (R). Пiзнiше, цей результат був узагальне-

ний автором [24] на випадок W n
2 (Rm).

Випадок пiввiсi виявився значно складнiшим для дослiдження. Зокрема,

В. Н. Габушин [5] (див. також [46, п. 2.4.5]) знайшов функцiї (у виглядi лi-
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нiйних комбiнацiй спадних експонент), що є екстремальними для нерiвно-

стей (4.98). Однак числа An,k, що неявно визначаються цим результатом, не

були обчисленi ефективно.

Г. А. Калябiн дослiджував цю задачу в роботах [14], [15]. Як вже зазнача-

лось у зауваженнi 4.14, у недавнiй роботi [16] вiн знайшов явнi формули для

констант An,k,

An,k =

(
sin

π(2k + 1)

2n

)−1/2 k∏
p=1

ctg
πp

2n
. (4.99)

У цьому пiдроздiлi запропоновано iнший метод для знахождення констант

An,k, що опирається на теорему Рiса про загальний вигляд лiнiйного функцiо-

нала в гiльбертовому просторi. При цьому формула Калябiна (4.99) отримує-

ться в якостi окремого випадку загальної формули. Крiм того, вдалося знайти

явний вигляд для розглянутих констант у випадку вектора a = (1, 1, . . . , 1),

який також використовується для визначення простору Соболєва.

Перейдемо до формулювань i доведень отриманих результатiв. Зауважи-

мо, що рiвняння
∑n

l=0 alx
l = 0 має рiвно n коренiв xp, p ∈ {1, . . . , n} (з ура-

хуванням кратностi), причому, з умов на коефiцiєнти рiвняння випливає, що

xp ∈ C\[0,+∞). Тому рiвняння
∑n

l=0 al(−λ2)l = 0 має рiвно n коренiв з ура-

хуванням кратностi, що лежать у лiвiй пiвплощинi Cl = {λ ∈ C : Reλ < 0} :

λp =
√
−xp, p ∈ {1, . . . , n}, (4.100)

де береться значення квадратного кореня, що лежить в Cl.

Головним результатом пiдроздiлу є наступна теорема.

Теорема 4.15. Нехай всi λp рiзнi. Тодi матриця

D = (dp,q)
n
p,q=1 =

(
n−p∑
l=0

(−1)l+1al+pλ
2l+p
q

)n

p,q=1

(4.101)

є невиродженою, i найменша константа An,k,a в нерiвностях (4.97) задає-
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ться формулою

A2
n,k,a =

det(D(k))

det(D)
, k ∈ {0, . . . , n− 1} , (4.102)

де матриця D(k) =
(
d

(k)
p,q

)n
p,q=1

отримується iз матрицi D замiною (k + 1)-

ого рядка рядком (λk1, . . . , λ
k
n).

Доведення. Розглянемо в W n
2 (R+, a) лiнiйний функцiонал Lk(f) := f (k)(0).

Як вiдомо, цей функцiонал є обмеженим. Тому константа An,k,a дорiвнює його

нормi ‖Lk‖. Оскiльки простiр H := W n
2 (R+, a) є гiльбертовим зi скалярним

добутком

(f, g) = (f, g)Wn
2 (R+,a) :=

+∞∫
0

n∑
l=0

alf
(l)(x)g(l)(x)dx, (4.103)

то за теоремою Рiса про загальний вигляд лiнiйного функцiонала у гiльбер-

товому просторi iснує єдина функцiя gk ∈ H така, що

Lk(f) = (f, gk), f ∈ H, (4.104)

при цьому, ‖Lk‖ = ‖gk‖. Використовуючи рiвнiсть (4.104), отримуємо

A2
n,k,a = ‖Lk‖2 = ‖gk‖2 = (gk, gk) = Lk(gk) = g

(k)
k (0). (4.105)

Згiдно з (4.104) i (4.103), маємо

Lk(f) = f (k)(0) =

+∞∫
0

n∑
l=0

alf
(l)(x)g

(l)
k (x)dx, f ∈ H. (4.106)

Iнтегруючи частинами iнтеграл у правiй частинi (4.106), змiнюючи порядок

пiдсумовування i враховуючи, що для m ∈ N функцiї iзWm
2 (R+, a) зникають

на нескiнченностi разом зi своїми похiдними до порядку m − 1, отримуємо

для f ∈ W 2n
2 (R+, a):

f (k)(0) =

+∞∫
0

gk(x)
n∑
l=0

al(−1)lf (2l)(x)dx+
n∑
p=1

g
(p−1)
k (0)

n−p∑
l=0

(−1)l+1al+pf
(2l+p)(0).

(4.107)
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Пiдставимо f(x) = fq(x) = eλqx в (4.107), де числа λq визначаються рiвнi-

стю (4.100). Оскiльки λq ∈ Cl, то fq ∈ W 2n
2 (R+, a). Крiм того, iз рiвностi∑n

l=0 al(−λ2
q)
l = 0 випливає, що

∑n
l=0 al(−1)lf

(2l)
q (x) = 0. Тому iнтеграл у

правiй частинi (4.107) дорiвнює нуля, а отже

f (k)
q (0) = λkq =

n∑
p=1

g
(p−1)
k (0)

n−p∑
l=0

(−1)l+1al+pλ
2l+p
q , q, k + 1 ∈ {1, . . . , n}.

В матричнiй формi цi спiввiдношення запишуться у виглядi

V = GD, де V :=
(
λr−1
q

)n
r,q=1

, G :=
(
g

(p−1)
r−1 (0)

)n
r,p=1

,

а матриця D визначається рiвнiстю (4.101).

Оскiльки числа λq рiзнi, то V − невироджена матриця типу Вандермонда.

Тому D− невироджена i G = V D−1. Нехай D−1 =:
(
d̃p,q

)n
p,q=1

. За формулами

Крамера

A2
n,k,a = g

(k)
k (0) = g

(k)
k (0) =

n∑
p=1

λkpd̃p,k+1 =
1

det(D)

n∑
p=0

λkpDk+1,p, (4.108)

де Dq,p− алгебраїчне доповнення елемента dp,q матрицi D. Розкладаючи ви-

значник матрицi D(k) за (k + 1)-им рядком, отримуємо

det(D(k)) =
n∑
p=0

λkpDk+1,p.

Тому A2
n,k,a = det(D(k))/ det(D). Отже, теорему 4.15 доведено.

Доповнимо теорему 4.15 формулою для функцiї gk(x), що реалiзує фун-

кцiонал Lk.

Лема 4.16. Функцiя gk, що реалiзує функцiонал Lk за теоремою Рiса, може

бути знайдена явно за формулою

gk(x) =
n∑
p=1

cpe
λpx,
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де вектор c = col(c1, . . . , cn) є розв’язком системи

D · c = b, b = col(δp,k+1)
n
p=1, (4.109)

де δp,j − символ Кронекера.

Доведення. Припустимо cпочатку, що gk ∈ W 2n
2 (R+, a). Аналогiчно рiвно-

стi (4.107) отримуємо

f (k)(0) =

+∞∫
0

f(x)
n∑
l=0

al(−1)lg
(2l)
k (x)dx+

n∑
p=1

f (p−1)(0)

n−p∑
l=0

(−1)l+1al+p g
(2l+p)
k (0).

(4.110)

Рiвнiсть (4.110) виконується для всiх функцiй f ∈ W n
2 (R+, a) тодi i тiльки

тодi, коли функцiя gk − розв’язок задачi
n∑
l=0

al(−1)lg
(2l)
k = 0, gk ∈ W 2n

2 (R+, a), (4.111)

n−p∑
l=0

(−1)l+1al+p g
(2l+p)
k (0) = δp,k+1, p ∈ {1, . . . , n}. (4.112)

Загальний розв’язок рiвняння (4.111), що зникає на нескiнченностi має вигляд

gk(x) =
n−1∑
p=0

cpe
λpx. (4.113)

Iз (4.112) i (4.113) отримуємо (4.109).

Сформулюємо деякi наслiдки iз теореми 4.15.

Наслiдок 4.17. Для кожного k ∈ {0, . . . , n− 1}

A2
n,k =

1

sin((2k + 1)α)

k∏
p=1

ctg pα
n−k−1∏
p=1

ctg pα, α =
π

2n
. (4.114)

До того ж, цi константи мають властивiсть симетрiї:

An,k = An,n−1−k, k ∈ {0, . . . , n− 1}.
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Доведення. При a = (1, 0, . . . , 0, 1) числа λq мають простий вигляд λq =

εq+
n−1
2 , де εr := eiπ

r
n . Звiдки

D =
(
(−1)n−p+1λ2n−p

q

)n
p,q=1

=
(
εp

n−1
2 (ε−p)q−1

)n
p,q=1

.

Тому

| det(D)| =

∣∣∣∣∣det(C)
n∏
p=1

εp
n−1
2

∣∣∣∣∣ = | det(C)|,

де C =
(
(ε−p)q−1

)n
p,q=1

. Оскiльки λkq = εk(n+1)/2(εk)q−1, то аналогiчно отриму-

ємо, що | det(D(k))| = | det(C(k))|, де матриця C(k) отримується iз матрицi C

замiною (k + 1)-ого рядка рядком (1, εk, . . . , (εk)n−1). Зрозумiло, що матрицi

C i C(k) є матрицями типу Вандермонда. Тому, використовуючи формулу для

визначника Вандермонда, det
(
xm−1
s

)n
s,m=1

=
∏

16p<s6n
(xs − xp), отримуємо

A2
n,k =

∣∣A2
n,k

∣∣ =
| det(D(k))|
| det(D)|

=
| det(C(k))|
| det(C)|

=
n∏
p=1
p 6=k+1

∣∣εk − ε−p∣∣
|ε−k−1 − ε−p|

.

З огляду на тотожнiсть |εq − ε−p| = 2| sin((p+ q)α)|, отримуємо

A2
n,k =

n∏
p=1
p 6=k+1

| sin((p+ k)α)|
| sin((p− k − 1)α)|

=
1

sin((2k + 1)α)

∏k+n
p=k+1 sin pα∏k

p=1 sin pα
∏n−k−1

p=1 sin pα

=
1

sin((2k + 1)α)

k∏
p=1

ctg pα
n−k−1∏
p=1

ctg pα.

Таким чином, формулу (4.114) доведено. Оскiльки

sin((2k + 1)α) = sin((2n− 2k − 1)α), α =
π

2n
,

то iз формули (4.114) випливає симетрiя констант.

Оскiльки ctg((n− p)α) ctg(pα) = 1, то iз формули (4.114) легко випливає

формула Г. А. Калябiна (4.99). Вiдзначимо також, що в недавнiй роботi [27]

автор дав iнше доведення формули (4.99). Воно також використовує теорему

Рiса, але є бiльш громiздким.

Далi, позначимо Ãn,k := An,k,(1,1,...,1).
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Наслiдок 4.18. Для кожного k ∈ {1, . . . , n}

Ã2
n,k−1 =

ctg φ
2

n+ 1
· sin2 kφ

sin2 kφ− sin2 φ
2

, φ =
π

n+ 1
. (4.115)

До того ж, цi константи мають властивiсть симетрiї:

Ãn,k = Ãn,n−1−k, k ∈ {0, . . . , n− 1}.

Доведення. При a = (1, 1, . . . , 1) числа λq мають вигляд λq = εq+
n+1
2 , де εr :=

eiφr. Звiдси для елементiв матрицi D отримуємо спiввiдношення

dp,q =

n−p∑
l=0

(−1)l+1λ2l+p
q =

n−p∑
l=0

(−1)l+1ε(q+n+1
2 )(2l+p) = −ε(q+n+1

2 )p

n−p∑
l=0

(
−ε2q+n+1

)l
= −ipεqp

n−p∑
l=0

(
ε2q
)l

= −ipεqpε
2q(n+1−p) − 1

ε2q − 1
= −ipεqp1− ε−2pq

ε2q − 1

= −ipεqpε
−pq(εpq − ε−pq)
εq(εq − ε−q)

=
ipε−q

sin qφ
sin pqφ.

Аналогiчно, для елементiв k-ого рядка матрицi D(k−1) маємо

d
(k−1)
k,q = λk−1

q = ε(q+n+1
2 )(k−1) = ik−1εqk−q

= ik(−i)(cos qkφ+ i sin qkφ)ε−q = ikε−q(sin qkφ− i cos qkφ).

Тому за теоремою 4.15

Ã2
n,k−1 =

det(D(k−1))

det(D)
=

det(C(k−1))− i det(B(k−1))

det(C)
,

де C = (sin pqφ)np,q=1, матриця C
(k−1) отримується iз матрицi C замiною k-ого

рядка рядком (sin qφ sin qkφ)nq=1, а матриця B(k−1) отримується iз матрицi C

замiною k-ого рядка рядком (sin qφ cos qkφ)nq=1 .

Оскiльки C − дiйсна матриця, то det(C) ∈ R. Крiм того, Ã2
n,k−1 ∈ R. Тому

det(B(k−1)) = 0. Оскiльки
n∑
q=1

sin pqφ sin rqφ =
n+ 1

2
δp,r, p, r ∈ {1, . . . , n},
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то C · C = n+1
2 In, де In− одинична матриця порядку n. Звiдси

Ã2
n,k−1 =

det(C(k−1))

det(C)
=

det(C(k−1) · C)

det(C · C)
=

det(B)

det(n+1
2 In)

,

де матриця B = C(k−1) · C. Зрозумiло, що B отримується iз n+1
2 In замiною

k-ого рядка рядком
(∑n

q=1 sin qφ sin kqφ sin qpφ
)n
p=1

. Тому

det(B) =

(
n+ 1

2

)n−1 n∑
q=1

sin qφ sin2 kqφ.

А отже,

Ã2
n,k−1 =

2

n+ 1

n∑
q=1

sin qφ sin2 kqφ. (4.116)

Використовуючи формулу 2i sin z = eiz−e−iz, а також формулу для суми гео-

метричної прогресiї, рiвнiсть (4.116) переходить у формулу (4.115). Оскiльки

sin2(k + 1)φ = sin2(n − k)φ при φ = π
n+1 , то iз формули (4.115) випливає

симетрiя констант, що i завершує доведення.

Iз формули (4.115) видно, що послiдовнiсть {Ãn,k}n−1
k=0 опукла вниз. Цiка-

во вiдзначити, що послiдовнiсть {An,k}n−1
k=0 опукла вгору (див. [16]). Далi ми

покажемо, що асимптотичнi поведiнки констант Ãn,k i An,k суттєво вiдрiзня-

ються.

Наслiдок 4.19. При кожному фiксованому k ∈ N

Ã2
n,k−1 →

2

π
· 4k2

4k2 − 1
, при n→∞. (4.117)

Доведення. Згiдно з наслiдком 4.18

lim
n→∞

Ã2
n,k−1 = lim

n→∞
Ã2
n−1,k−1 = lim

n→∞

1

n
ctg

π

2n
· 1

1−
(
sin π

2n/ sin kπ
n

)2

=
2

π
lim
n→∞

1

1−
(
π
2n ·

n
kπ

)2 =
2

π
· 4k2

4k2 − 1
.

Наслiдок 4.20. Нехай k →∞ i (n− k)→∞. Тодi Ã2
n,k → 2

π .



146

Доведення. Для зручностi будемо розглядати Ãn−1,k−1, де k ∈ {1, . . . , n− 1}.

З огляду на симетрiю констант Ãn−1,k−1 можна вважати, що k < n/2. За

наслiдком 4.18 маємо

A2
n−1,k−1 =

1

n
ctg

π

2n
·

1−

(
sin π

2n

sin kπ
n

)2
−1

.

Зрозумiло, що 1
n ctg π

2n →
2
π , при n→∞. Тому достатньо довести, що

sin π
2n

sin kπ
n

→ 0, при k →∞ i n > 2k.

Це випливає iз оцiнки

sin π
2n

sin kπ
n

6
π
2n

kπ
n −

1
6

(
kπ
n

)3 =
1

2k − k3

3

(
π
n

)2 <
1

2k − k3

3

(
π
2k

)2 =
1

k
· 1

2− π2

12

.

Тут було використано нерiвнiсть x− x3/6 6 sinx 6 x.

Таким чином, ми бачимо, що послiдовнiсть Ãn,k веде себе асимптотично

як константа. В той ж час, An,k прямує до нескiнченностi (див. [16]).

Висновки до роздiлу 4

Роздiл 4 присвячено вивченню ЗДР високого порядку на пiввiсi. У пiдроз-

дiлi 4.1 отримано новi умови на комплекснозначний потенцiал ЗДР друго-

го порядку, якi забезпечують прямування усiх розв’язкiв до нуля на нескiн-

ченностi. У пiдроздiлi 4.2 отримано явну формулу для спектральних фун-

кцiй розширень Фрiдрiхса i Крейна мiнiмального диференцiального операто-

ра парного порядку з нульовими коефiцiєнтами на пiввiсi.

Результати про прямування розв’язкiв ЗДР другого порядку до нуля на

нескiнченностi грають важливу роль при вивченнi стабiльностi вiдповiдних

фiзичних моделей. Слiд зауважити, що для отримання одного з результатiв

про прямування розв’язкiв ЗДР другого порядку до нуля на нескiнченностi
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використовуються ВКБ-оцiнки (див. [47, II.2]). Цей результат є новим навiть

у випадку дiйсного потенцiалу.

Для знаходження спектральних функцiй диференцiального оператора

парного порядку з нульовими коефiцiєнтами на пiввiсi використовується тео-

рiя граничних трiйок, розвинена в [65]. Отримана формула вiдiграє важливу

роль при вивченнi спектральних функцiй загальних самоспряжених росши-

рень диференцiальних операторiв.

До основних результатiв цього роздiлу належать:

– Теорема 4.1, в якiй отримано новi достатнi умови на комплекснозна-

чний потенцiал ЗДР другого порядку, якi забезпечують прямування усiх

розв’язкiв до нуля на нескiнченностi. Цей результат узагальнює вiдпо-

вiдний результат В. Б. Лiдського, Б. В. Федосова стосовно дiйсного по-

тенцiала.

– Теорема 4.5, в якiй отримано альтернативнi достатнi умови на компле-

кснозначний потенцiал ЗДР другого порядку, якi забезпечують пряму-

вання усiх розв’язкiв до нуля на нескiнченностi. Цей результат є новим

навiть у випадку дiйсного потенцiалу.

– Теорема 4.6, в якiй отримано явну формулу для спектральної функцiї

розширення Фрiдрiхса мiнiмального диференцiального оператора пар-

ного порядку з нульовими коефiцiєнтами на пiввiсi.

– Теорема 4.7, в якiй отримано явну формулу для спектральної функцiї

розширення Крейна мiнiмального диференцiального оператора парного

порядку з нульовими коефiцiєнтами на пiввiсi.

Основнi положення цього роздiлу викладенi у публiкацiях автора [31],

[86], [26].
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ВИСНОВКИ

Дисертацiйна робота присвячена повнотi та блочнiй базисностi Рiса СВПФ

граничних задач для загальних систем ЗДР першого порядку i застосуван-

ню цих результатiв для динамiчного генератора моделi балки Тимошенка.

Також дослiджуються деякi спектральнi властивостi ЗДР високого порядку

на пiввiсi. Значно розвинена схема доведення повноти для слабко регуляр-

них граничних умов iз [91]. Отриманi результати узагальнюють результати

iз [39] i [91]. Для отримання блочної базисностi Рiса використвовується теоре-

ма Маркуса-Мацаєва [38] про блочну базиснiсть Рiса, що дозволило отримати

першi результати про базиснiсть Рiса для загальних систем порядку n > 2.

У дисертацiї отримано такi новi результати:

– Достатнi умови повноти СВПФ граничних задач для загальних систем

ЗДР першого порядку з граничними умовами, якi не є слабко регуляр-

ними.

– Достатнi умови блочної базисностi Рiса СВПФ граничних задач для за-

гальних систем ЗДР першого порядку з обмеженою потенцiальною ма-

трицею i для широкого класу регулярних граничних умов. Ранiше по-

дiбний результат був отриманий тiльки для задачi Дiрiхле для системи

Дiрака.

– Достатнi умови повноти i блочної базисностi Рiса СВПФ динамiчного

генератора загальної моделi балки Тимошенка при послаблених умовах

гладкостi на параметри моделi, якi не покривалися результами попере-

днiх робiт.

– Умови на комплекснозначний потенцiал ЗДР другого порядку, якi за-

безпечують прямування усiх розв’язкiв до нуля на нескiнченностi. Одна
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з умов є новою навiть для дiйсного потенцiалу.

– Явна формула спектральних функцiй розширень мiнiмального диферен-

цiального оператора парного порядку з нульовими коефiцiєнтами на пiв-

вiсi.

Робота має теоретичний характер. Але отриманi результати стосовно ба-

зисностi Рiса моделi балки Тимошенка дають наступнi важливi властивостi

багатьох типiв балок: стабiльнiсть вiбрацiй згiдно спектру задачi, генерацiя

C0-напiвгрупи, явний вираз розв’язкiв через власнi вектори. До того ж, вла-

стивостi повноти i базисностi, отриманi для граничних задач для загальних

систем ЗДР першого порядку, мають застосування для системи Дiрака. Ре-

зультати про прямування розв’язкiв ЗДР другого порядку до нуля на не-

скiнченностi вiдiграють важливу роль при вивченнi стабiльностi вiдповiдних

фiзичних моделей.
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