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ÀÍÎÒÀÖIß

Õåéôåöü Î. ß. Óíiòàðíi ñèñòåìè ðîçñiþâàííÿ òà çàäà÷i iíòåðïîëÿöi¨. -

Êâàëiôiêàöiéíà íàóêîâà ïðàöÿ íà ïðàâàõ ðóêîïèñó.

Äèñåðòàöiÿ íà çäîáóòòÿ íàóêîâîãî ñòóïåíÿ äîêòîðà ôiçèêî-ìàòåìàòè÷íèõ

íàóê çà ñïåöiàëüíiñòþ 01.01.01 - ìàòåìàòè÷íèé àíàëiç. - Óíiâåðñèòåò Ìàñ-

ñà÷óñåòñó ó Ëîóåëëi, ÑØÀ. Ôiçèêî-òåõíi÷íèé iíñòèòóò íèçüêèõ òåìïåðàòóð

iì. Á. I. Â¹ðêiíà Íàöiîíàëüíî¨ àêàäåìi¨ íàóê Óêðà¨íè. Õàðêiâ, 2019 ð.

Ó äèñåðòàöi¨ çàïðîïîíîâàíî i ðîçâèíåíî ìåòîäè ðîçâ'ÿçàííÿ iíòåðïîëÿ-

öiéíèõ çàäà÷ àíàëiçó, îñíîâàíi íà âèêîðèñòàííi óíiòàðíèõ ñèñòåì ðîçñiþ-

âàííÿ, ÿêi ïðèðîäíî ïîâ'ÿçàíi ç äàíèìè çàäà÷i òà ¨¨ ðîçâ'ÿçêàìè. Òàêîæ

âèðiøóþòüñÿ âiäïîâiäíi çâîðîòíi çàäà÷i.

Ó ðîáîòi âèâ÷àþòüñÿ çàäà÷à ïðî ëiôòèíã êîìóòàíòó, êðàòíèé àíàëîã

óìîâè Æþëià-Êàðàòåîäîði ïðî êóòîâó ìåæîâó ïîõiäíó òà ïîâ'ÿçàíà ç íåþ

ìåæîâà iíòåðïîëÿöiéíà çàäà÷à ó êëàñi Øóðà, ðîçøèðåíèé êëàñ Êðåéíà-

Ëàíãåðà òà çàäà÷à Íåâàíëiííè-Ïiêà â íüîìó. Äëÿ çàäà÷i ïðî ëiôòèíã êîìó-

òàíòó îòðèìàíî ïàðàìåòðèçàöiþ óñiõ ñèìâîëiâ çàäàíîãî ñòèñíåííÿ ó ñàìîìó

çàãàëüíîìó âèïàäêó à òàêîæ îòðèìàíî ïîâíó õàðàêòåðiçàöiþ êîåôiöi¹íòiâ

öi¹¨ ïàðàìåòðèçóþ÷î¨ ôîðìóëè. Äëÿ àíàëîãó óìîâèÆþëià-Êàðàòåîäîði îò-

ðèìàíî íèçêó åêâiâàëåíòíèõ óìîâ, çîêðåìà, îäíà ç öèõ óìîâ ôîðìóëþ¹òüñÿ

ó òåðìiíàõ ïåâíî¨ ñèìåòði¨ ìåæîâèõ ïîõiäíèõ. ßê çàñòîñóâàííÿ öèõ ìåòîäiâ

òà ðåçóëüòàòiâ, ó ðîáîòi ðîçâ'ÿçàíi äâi ïðîáëåìè Ä. Ñàðàñîíà ïðî ðåãóëÿðíi

òà ñèíãóëÿðíi γ-òâiðíi ïàðè.

Ó Ðîçäiëi 2 ìiñòÿòüñÿ ïîïåðåäíi âiäîìîñòi ÿêi âèêîðèñòîâóþòüñÿ ó äè-

ñåðòàöi¨. Íàâåäåíi óñi íåîáõiäíi âèçíà÷åííÿ ùî ñòîñóþòüñÿ óíiòàðíèõ ñèñòåì

ðîçñiþâàííÿ. Äåòàëüíî îïèñàíî ïðîñòið ìið Õåëëiíãåðà, ùî âiäïîâiäà¹ çà-

äàíié îïåðàòîðíié ìiði, òà äåÿêi éîãî âëàñòèâîñòi. Ïîêàçàíî ÿê óíiòàðíi

ñèñòåìè ðîçñiþâàííÿ ðåàëiçóþòüñÿ ó ïðîñòîði Õåëëiíãåðà. Âèêëàäåíî êîí-

ñòðóêöiþ Øóðiâñüêèõ äîäàòêiâ ìið òà âiäïîâiäíîãî îðòîãîíàëüíîãî ðîçêëà-

äó ïðîñòîðó Õåëëiíãåðà. Îïèñàíà ïàðàìåòðèçàöiÿ óíiòàðíèõ ðîçøèðåíü içî-

ìåòðié, ¨õ ðåçîëüâåíò. Âèêëàäåíî ÷èñëåííÿ ç'¹äíàíü çi çâîðîòíèì çâ'ÿçêîì

òà îá÷èñëåíà äèíàìiêà ç'¹äíàíî¨ ñèñòåìè. Îá÷èñëåíî ôóíêöi¨ ðîçñiþâàííÿ
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ç'¹äíàíî¨ ñèñòåìè âiäíîñíî çàäàíîãî ìàñøòàáó òà ìàñøòàáó ç'¹äíàííÿ.

Ó Ðîçäiëi 3 ðîçðîáëþ¹òüñÿ óçàãàëüíåííÿ ñõåìè Àáñòðàêòíî¨ Çàäà÷i Ií-

òåðïîëÿöi¨, çàïðîïîíîâàíî¨ ðàíiøå Â. Êàöíåëüñîíîì, Î. Õåéôåöåì i Ï.

Þäèöüêèì. Öÿ ñõåìà äîáðå ïiäõîäèòü äëÿ çàäà÷ iíòåðïîëÿöi¨ â êëàñàõ

àíàëiòè÷íèõ ôóíêöié (òàêèõ ÿê çàäà÷à Íåâàíëiííè-Ïiêà, çàäà÷à Ñàðàñîíà,

Ïðîáëåìà Ìîìåíòiâ). Ñõåìà âèÿâèëàñÿ ïðîñòîþ, çðó÷íîþ òà íàáóëà ïîïó-

ëÿðíîñòi ñåðåä ìàòåìàòèêiâ ùî ïðàöþþòü ó öié ãàëóçi. Ó 90-òi i 00-i ðîêè

ç'ÿâèëèñÿ ðiçíi óçàãàëüíåííÿ ñõåìè Àáñòðàêòíî¨ Çàäà÷i Iíòåðïîëÿöi¨ íà âè-

ïàäîê áàãàòüîõ çìiííèõ (ïîëiäèñê, êóëÿ, íåêîìóòîâíi çìiííi i ò.ä.). Àëå ó

çàäà÷i Íåõàði i â áiëüø çàãàëüíié çàäà÷i ïðî ëiôòèíã êîìóòàíòó ðîçâ'ÿçêè

(ñèìâîëè) íå ¹ àíàëiòè÷íèìè. Òàêi ôóíêöi¨ ìîæíà òðàêòóâàòè ÿê ôóíêöi¨

ðîçñiþâàííÿ ñèñòåì áiëüø çàãàëüíèõ íiæ âóçëè. Ó äèñåðòàöi¨ ðîçðîáëåíî

óçàãàëüíåííÿ ñõåìè Àáñòðàêòíî¨ Çàäà÷i Iíòåðïîëÿöi¨, ÿêå äîçâîëÿ¹ âèði-

øóâàòè ïðîáëåìè òàêîãî òèïó.

Ó Ðîçäiëi 4 äèñåðòàöi¨ ðîçãëÿäà¹òüñÿ çàãàëüíà ïðîáëåìà ïðî ëiôòèíã

êîìóòàíòó: ïîêàçàíî ùî âîíà âêëàäà¹òüñÿ â ñõåìó Àáñòðàêòíî¨ Çàäà÷i Ií-

òåðïîëÿöi¨, ðîçãëÿíóòó â Ðîçäiëi 3, âèâ÷åíî ñïåöèôiêó äàíèõ çàäà÷i ïðî

ëiôòèíã i îòðèìàíî îïèñ âñiõ ëiôòèíãiâ çàäàíîãî ñòèñíåííÿ â òåðìiíàõ ¨õ

ñèìâîëiâ. Ïîíÿòòÿ ñèìâîëó ëiôòèíãó òàêîæ ââåäåíî â öié ðîáîòi i óçàãàëü-

íþ¹ êëàñè÷íå ïîíÿòòÿ ñèìâîëó Ãàíêåëåâà îïåðàòîðà. Ó öüîìó áiëüø çà-

ãàëüíîìó âèïàäêó ñèìâîëàìè ¹ ìiðè, à íå ôóíêöi¨.

Â öüîìó æ ðîçäiëi âèðiøó¹òüñÿ âiäïîâiäíà çâîðîòíà çàäà÷à, ÿêà

ïîëÿãà¹ â õàðàêòåðèçàöi¨ ðåçîëüâåíòíèõ ìàòðèöü ùî âèíèêàþòü ïðè

ðîçâ'ÿçàííi ïðÿìî¨ çàäà÷i. Çâîðîòíi çàäà÷i òàêîãî òèïó iíòåíñèâíî ðîçãëÿ-

äàëèñÿ â ðîáîòàõ Â. Ï. Ïîòàïîâà äëÿ çðiçàíèõ çàäà÷ Íåâàíëiííè - Ïiêà,

Êàðàòåîäîði-Ôåé¹ðà, Ïðîáëåìè Ìîìåíòiâ. Äëÿ íåñêií÷åííî¨ ñêàëÿðíî¨ çà-

äà÷i Íåâàíëiííè-Ïiêà ÿâíi íåîáõiäíi óìîâè íà êîåôiöi¹íòè áóëè îòðèìàíi

â ðîáîòi Íåâàíëiííè, à äëÿ çàäà÷i Íåõàði ó êëàñè÷íèõ ðîáîòàõ Àäàìÿíà,

Àðîâà i Êðåéíà. Ó äèñåðòàöi¨ îòðèìàíi íåîáõiäíi i äîñòàòíi óìîâè íà êîå-

ôiöi¹íòè ïàðàìåòðèçóþ÷î¨ ôîðìóëè çàãàëüíî¨ çàäà÷i ïðî ëiôòèíã êîìóòàí-

òó â òåðìiíàõ ôóíêöiîíàëüíèõ ìîäåëåé. Áiëüø òîãî, ó ðîáîòi ðîçãëÿíóòî
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çàãàëüíèé (à íå òiëüêè öiëêîì íåâèçíà÷åíèé) âèïàäîê. I â öüîìó âèïàäêó

äîâåäåíî åêñòðåìàëüíi âëàñòèâîñòi êîåôiöi¹íòiâ, ÿêi òóò ìàþòü âèãëÿä ìàê-

ñèìàëüíèõ ôàêòîðiçàöiéííèõ íåðiâíîñòåé (íà âiäìiíó âiä ðiâíîñòåé öiëêîì

íåâèçíà÷åíîãî âèïàäêó).

Ó Ðîçäiëi 5 ðåçóëüòàòè ïî çàãàëüíié Çàäà÷i ïðî Ëiôòèíã çàñòîñîâóþòüñÿ

äî ñêàëÿðíî¨ íåâèçíà÷åíî¨ çàäà÷i Íåõàði. Ãîëîâíèì ÷èíîì çàñòîñîâó¹òüñÿ

ðåçóëüòàò ïî çâîðîòíié çàäà÷i. Öå äîçâîëÿ¹ äîïîâíèòè êëàñè÷íi ðåçóëüòàòè

Àäàìÿíà, Àðîâà i Êðåéíà íîâîþ õàðàêòåðèçàöi¹þ ðåçîëüâåíòíèõ ìàòðèöü

çàäà÷i Íåõàði, åêâiâàëåíòíî: ðåãóëÿðíèõ γ - òâiðíèõ ïàð ôóíêöié. Äàëi,

âèêîðèñòîâóþ÷è îòðèìàíèé êðèòåðié, â ðîáîòi âèðiøóþòüñÿ äâi ïðîáëåìè,

ïîñòàâëåíi Ä. Ñàðàñîíîì: ïðîáëåìà ðåãóëÿðèçàöi¨ äîâiëüíî¨ γ -òâiðíî¨ ïà-

ðè - âiäïîâiäü ïîçèòèâíà, ðåãóëÿðèçàöiÿ çàâæäè ìîæëèâà; i ïðîáëåìà ïðî

äîñòàòíiñòü àáñîëþòíî¨ íåïåðåðâíîñòi ìið ïîâ'ÿçàíèõ ç γ -òâiðíîþ ïàðîþ -

âiäïîâiäü íåãàòèâíà: óìîâà íå ¹ äîñòàòíüîþ. Â ðîáîòi íàâåäåíî êëàñ êîíòð-

ïðèêëàäiâ, çàñíîâàíèõ íà ìåæîâié iíòåðïîëÿöiéíié çàäà÷i, ùî ðîçãëÿíóòî

ó öüîìó ðîçäiëi, à òàêîæ ó Ðîçäiëi 6.

Ó Ðîçäiëi 6 îòðèìàíî óçàãàëüíåííÿ êëàñè÷íî¨ òåîðåìè Æþëià-

Êàðàòåîäîði ïðî êóòîâó ìåæîâó ïîõiäíó íà âèïàäîê ïîõiäíèõ âèùîãî ïî-

ðÿäêó. Îòðèìàíî ðiçíîìàíiòíi åêâiâàëåíòíi ôîðìè óìîâè Æþëià - Êà-

ðàòåîäîði. Ðîçãëÿäè iñòîòíî âèêîðèñòîâóþòü ôóíêöiîíàëüíi ìîäåëi Ë. äå

Áðàíæà- Ä. Ðîâíÿêà i ¨õ âiäòâîðþþ÷i ÿäðà, çîêðåìà âiäòâîðþþ÷i ÿäðà ùî

âiäïîâiäàþòü ìåæîâié òî÷öi. Ó öüîìó ðîçäiëi òàêîæ ïîêàçàíî ùî êðàòíèé

àíàëîã óìîâè Æþëià-Êàðàòåîäîði ¹ åêâiâàëåíòíèì ïåâíié ñèìåòði¨ ìåæî-

âèõ ïîõiäíèõ, ùî áóëà ðàíiøå îòðèìàíà I.Â. Êîâàëiøèíîþ.

Â Ðîçäiëi 7 âèâ÷à¹òüñÿ ðîçøèðåíèé êëàñ Êðåéíà - Ëàíãåðà i iíòåðïî-

ëÿöiÿ â íüîìó. Êðåéí i Ëàíãåð ââåëè êëàñ ìåðîìîðôíèõ ôóíêöié â êðóçi

òàêèõ ùî äëÿ áóäü-ÿêîãî ñêií÷åííîãî íàáîðó òî÷îê êðóãó âiä'¹ìíèé iíäåêñ

iíåðöi¨ ìàòðèöi Ïiêà íå ïåðåâèùó¹ κ, a äëÿ äåÿêèõ íàáîðiâ òî÷îê âií äîðiâ-

íþ¹ κ. Îäíàê íà âiäìiíó âiä âèïàäêó κ = 0 (êîëè íåâiä'¹ìíiñòü ìàòðèöü

Ïiêà òÿãíå àíàëiòè÷íiñòü), ó âèïàäêó κ > 0 ôóíêöiÿ, âñi ìàòðèöi Ïiêà ÿêî¨

ìàþòü öþ âëàñòèâiñòü, íå îáîâ'ÿçêîâî ¹ ìåðîìîðôíîþ, âîíà ìîæå ìàòè
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ñêií÷åííi ñòðèáêè. Â ðîáîòi ðîçãëÿäà¹òüñÿ öåé ðîçøèðåíèé êëàñ Êðåéíà

- Ëàíãåðà (ÿêèé ïîçíà÷åíî ÿê Sκ) i äîâîäèòüñÿ íèçêà òåîðåì ïðî ôóíêöi¨

öüîãî êëàñó. Çîêðåìà, òåîðåìà ïðî ïðîäîâæåííÿ âñÿêî¨ ôóíêöi¨ êëàñó Sκ
äî ñòàíäàðòíî¨. Â öüîìó ðîçäiëi òàêîæ îá÷èñëåíèé iíäåêñ κ äëÿ ôóíêöié ç

çàäàíèì ÷èñëîì ñòðèáêiâ i ïîëþñiâ.

Ó çàêëþ÷íîìó ïàðàãðàôi öüîãî æ ðîçäiëó âèâ÷à¹òüñÿ iíòåðïîëÿöiéíà

çàäà÷à Íåâàíëiííè - Ïiêà â êëàñi Sκ. Äàéêñìà i Ëàíãåð âèðiøóâàëè öþ çà-

äà÷ó îáìåæóþ÷èñü ëèøå ìåðîìîðôíèìè ôóíêöiÿìè. Ìíîæèíà ðîçâ'ÿçêiâ

îïèñóâàëàñÿ òðàäèöiéíèì äëÿ öüîãî êðóãó çàäà÷ ÷èíîì ó âèãëÿäi äðîáî-

âî - ëiíiéíîãî ïåðåòâîðåííÿ. Îäíàê àâòîðàìè áóëî âèÿâëåíî ùî äåÿêèì

ïàðàìåòðàì âiäïîâiäàëè ñòîðîííi ðîçâ'ÿçêè. À ñàìå, ïðè äåÿêèõ çíà÷åí-

íÿõ ïàðàìåòðiâ âiäïîâiäíà ôóíêöiÿ âèÿâëÿëàñÿ â êëàñi Sκ′, κ′ < κ, â òîé

æå ÷àñ iíòåðïîëÿöiéíi óìîâè ïîðóøóâàëèñÿ â äåÿêèõ âóçëàõ iíòåðïîëÿöi¨.

Ó öié äèñåðòàöi¨ äîâåäåíî ùî ñòîðîííiõ ðîçâ'ÿçêiâ íåìà¹ ÿêùî äîçâîëèòè

ðîçâ'ÿçêè çi ñòðèáêàìè, à íå òiëüêè ìåðîìîðôíi.

Çàãàëîì, ó äèñåðòàöi¨ çàïðîïîíîâàíèé i ñèñòåìàòè÷íî ðîçâèíóòèé ïiä-

õiä, ÿêèé âèêîðèñòîâó¹ óíiòàðíi ñèñòåìè ðîçñiþâàííÿ äëÿ äîñëiäæåííÿ

iíòåðïîëÿöiéíèõ çàäà÷ àíàëiçó. Öåé ïiäõiä äîçâîëÿ¹ îòðèìóâàòè òîíêi

àíàëiòè÷íi ðåçóëüòàòè âèõîäÿ÷è ç âíóòðiøíüî¨ ñòðóêòóðè ñèñòåì ðîçñiþ-

âàííÿ ùî âiäïîâiäàþòü äàíèì çàäà÷i iíòåðïîëÿöi¨.

Óñi îñíîâíi ðåçóëüòàòè íàâåäåíî ç ïîâíèìè äîâåäåííÿìè. Îòðèìàíi ðå-
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ABSTRACT
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Massachusetts Lowell, USA; B. I. Verkin Institute for Low Temperature Physics

and Engineering, National Academy of Sciences of Ukraine, Kharkiv, 2019.

The thesis proposes and develops methods for solving interpolation

problems of analysis, based on the use of unitary scattering systems, which

are naturally associated to the data of the problem and its solutions. The

corresponding inverse problems are also solved.

The thesis studies the Commutant Lifting problem, a higher order analogue

of the Carath�eodory - Julia theorem on an angular boundary derivative and

the related boundary interpolation problem in the Schur class, the extended

Krein-Langer class, and the Nevanlinna-Pick problem in it. For the Commutant

Lifting problem, a parametrization of all symbols of the given contraction is

obtained for the most general case and a complete characterization of the

coe�cients of this parametrizating formula was obtained. For the analogue

of the Carath�eodory - Julia condition, a number of equivalent conditions are

obtained, in particular, one of these conditions is formulated in terms of certain

symmetry of boundary derivatives. As the application of these methods and

results, two problems of D. Sarason on regular and singular γ -generating pairs

are solved in the thesis.

Chapter 2 contains the preliminary information used in the thesis. All the

necessary de�nitions concerning unitary scattering systems are given. A detailed

description of the Hellinger measure space, corresponding to the given operator

measure, and some of its properties. Hellinger space realizations of the unitary

scattering systems is described. The construction of the Schur complements

of measures and the corresponding orthogonal decomposition of the Hellinger

space is presented. The parametrization of unitary extensions of isometries and

their resolvents is given. The calculuis of the feedback connections and the
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corresponding dynamics is computed. The scattering functions of the connected

system relative to the given scale and scale of the connection are computed.

In Chapter 3 a generalization of the Abstract Interpolation Problem

scheme, previously proposed by V. Katznelson, O. Kheifets and P. Yuditskii, is

elaborated. This scheme is well suited for interpolation problems in classes of

analytic functions (such as the Nevanlinna-Pick problem, the Sarason problem,

the Problem of moments). The scheme was simple, convenient and popular

among mathematicians working in this �eld. In the 90s and 00s, various

generalizations of the Abstract Interpolation Problem scheme appeared in the

case of several variables (polycircles, balls, non-commuting variables, etc.). But

in the Nehari problem and in the more general Commutant Lifting problem

solutions (symbols) are not analytic. Such functions can be interpreted as

the scattering functions of the systems more general than colligations. In the

thesis the generalization of the scheme of the Abstract Interpolation Problem

is developed, which allows solving problems of this type.

Chapter 4 of the thesis deals with the general Commutant Lifting problem:

it is shown that it is embedded in the scheme of the Abstract Interpolation

Problem, discussed in Chapter 3, the speci�city of the data of the lifting problem

is studied and a description of all liftings is obtained in terms of their symbols.

The concept of lifting symbol is also introduced in this thesis and generalizes

the classical concept of the symbol of the Hankel operator. In this more general

case, the symbols are the measures, not the functions.

In the same Chapter the corresponding inverse problem is solved, which

consists in the characterization of resolvent matrices arising when solving

a direct problem. Inverse problems of this type were intensively studied in

the works of V. P. Potapov for truncated Nevanlinna-Pick, Carath�eodory-

Fej�er problems, for the truncated Moment Problem. For the in�nite scalar

Nevanlinna-Pick problem, necessary conditions for the coe�cients were

obtained in the work of Nevanlinna, and for the problem of Nehari in the

classical works of Adamyan, Arov, and Kerin. In the thesis the necessary and

su�cient conditions on the coe�cients of the parametrizating formula of the
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general Commutant Lifting problem in terms of functional models are obtained.

Moreover, the thesis deals with the general (not just completely indeterminate)

case. And in this case, the extremal properties of the coe�cients, which here are

the form of maximum factorization inequalities (as opposed to the equalities of

the completely indeterminate case), are proved.

In Chapter 5 the results of the general Lifting problem are applied to the

scalar indeterminate Nehari problem. Mostly the result on the inverse problem

is applied. This allows to complete the classic results by Adamyan, Arov, and

Krein with a new characterization of the resolvent matrices of the Nehari

problem, equivalently, he regular γ-generating pairs of functions. Further, using

the obtained criterion, the author of the thesis solves two problems posed

by D. Sarason: the problem of regularizing an arbitrary γ -generating pair -

the solution is positive, regularization is always possible; and the problem of

the su�ciency of the absolute continuity of measures associated to the γ -

generating pair is negative: the condition is not su�cient. The thesis presents a

class of counterexamples based on the boundary interpolation problem, which

is discussed in this chapter and also in Chapter 6.

In Chapter 6 a generalization is obtained of the classical Carath�eodory -

Julia theorem on the angular boundary derivative in the case of higher order

derivatives. Various equivalent forms of the Carath�eodory - Julia condition have

been obtained. The considerations essentially use the functional models of de

Branges - Rovnyak and their reproducing kernels, in particular, the reproducing

kernels corresponding to the boundary point. It is also shown in this section that

the higher order analogue of the Carath�eodory - Julia condition to the certain

symmetry of the boundary derivatives, obtained earlier by I.V. Kovalishina.

In Chapter 7 the extended Krein-Langer class and interpolated in it

are studied. The Krein-Langer class arises in the study of unitary operators

(colligations) in the Pontryagin spaces (spaces with inde�nite inner product).

This class is characterized by the following: meromorphic functions in the unit

dsk such that for every �nite set of points of the disk the negative index of

inertia of the corresponding Pick matrix does not exceed κ,and for some sets
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of points it is equal to κ. However, as simple examples show, unlike the case

κ = 0 (when the nonegativity of the Pick matrices implies analyticity), in

the case of κ > 0 a function whose Pick matrices have this property is not

necessarily meromorphic, it may have �nite jumps. This extended Krein-Langer

class (denoted as Sκ) isstudied in the thesis. A number of theorems is proved

about the functions of this class. In particular, the theorem on the extension

of any function of the class Sκ to the standard one. In this section the index κ

for functions with a given number of jumps and poles is also computed.

In the last section of this Chapter Nevanlinna-Pick interpolation problem

is studied in the class Sκ. Dijksma and Langer solved this problem in the

class of meromorphic functions in Sκ. The solution set was described in the

traditional for problems of this type way in the form of a fractional-linear

transformation. However, the authors observed that some parameters produced

extraneous solutions, namely, the functions that are in the class Sκ′, κ′ < κ. At

the same time, the interpolation conditions were violated in some interpolation

nodes. In this thesis, it is proved that there are no extraneous solutions if they

are allowed to have jumps, not only poles.

In general, the thesis proposed and systematically developed an approach

that uses unitary scattering systems to investigate the interpolation problems

of analysis. This approach allows you to obtain subtle analytical results based

on the internal structure of the corresponding scattering systems, which in turn

re�ect the structure of the interpolation problem data.

All main results are given with full proofs. The results obtained are of

a theoretical nature. The proposed methods can be used to study and solve

various interpolation problems of analysis.

Key words: unitary scattering system, spectral function, functional space

of de Branges - Ronyak, functional space of Hellinger, abstract interpolation

problem, direct and inverse Commutant Lifting problem, Nehari problem,

symbols of the intertwiner, Arov-regular and Arov-singular γ-generating

functions, Carathe�eodory - Julia theorem, boundary interpolation, Krein-

Langer class.
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ÂÑÒÓÏ

Îá ðóíòóâàííÿ âèáîðó òåìè äîñëiäæåííÿ. Â êiíöi XIX ñòîëiòòÿ

Ñòiëüòü¹ñ ðîçãëÿíóâ ñòåïåíåâó ïðîáëåìó ìîìåíòiâ i çàñòîñóâàâ äî ¨¨ äîñëiä-

æåííþ ðîçðîáëåíó íèì òåîðiþ ëàíöþãîâèõ äðîáiâ. Íà ïî÷àòêó XX ñòîëiòòÿ

Êàðàòåîäîði, Ôåéåð, Ô. Ðiñ, Øóð, Ïiê, Íåâàíëiííà ðîçãëÿäàëè êîíêðåòíi

iíòåðïîëÿöiéíi çàäà÷i, ïðè îïèñi ðîçâ'ÿçêiâ ÿêèõ ïðîãëÿäàëàñÿ ïåâíà ñïiëü-

íiñòü: ìíîæèíà ðîçâ'ÿçêiâ îïèñóâàëàñü ó âèãëÿäi äðîáîâî-ëiíiéíîãî ïåðå-

òâîðåííÿ (êîåôiöi¹íòè ÿêîãî âèçíà÷àþòüñÿ äàíèìè çàäà÷i) íàä äîâiëüíîþ

ôóíêöi¹þ äåÿêîãî êëàñó (íàïðèêëàä, àíàëiòè÷íî¨ â îäèíè÷íîìó êðóçi ùî

ïî ìîäóëþ íå ïåðåâèùó¹ 1). Âåëè÷åçíó ðîëü â äîñëiäæåííi öèõ çàäà÷ çiãðà-

ëè ðîáîòè Ñåãüî. Îäèí ç ïiäõîäiâ áóâ çàñíîâàíèé íà òåîði¨ îðòîãîíàëüíèõ

ìíîãî÷ëåíiâ. Çâ'ÿçîê öüîãî êîëà çàäà÷ ç ðîçøèðåííÿìè åðìiòîâèõ îïåðà-

òîðiâ ìàáóòü áóëà âèÿâëåíà Ãàìáóðãåðîì i íåçàëåæíî Ì.Ñ. Ëiâøèöåì íà

ïî÷àòêó 40-õ ðîêiâ. Öåé ïiäõiä îòðèìàâ ïîòóæíèé ðîçâèòîê â ðîáîòàõ Àäà-

ìÿíà, Àðîâà i Êðåéíà êiíöÿ 60-õ ðîêiâ, ÿêi âèêîðèñòîâóâàëè ðîçâèíåíó

ðàíiøå Ì.Ã. Êðåéíîì i À.Â. Øòðàóñîì òåîðiþ óçàãàëüíåíèõ ðåçîëüâåíò åð-

ìiòîâèõ îïåðàòîðiâ. Àëüòåðíàòèâíèé ïiäõiä áóâ ðîçðîáëåíèé â 60-òi - 70-òi

ðîêè Â.Ï. Ïîòàïîâèì. Â îñíîâó öüîãî ïiäõîäó áóëà ïîêëàäåíà Ëåìà Øâàð-

öà òà ¨¨ äàëåêîñÿæíi óçàãàëüíåííÿ, ÿêi Â.Ï. Ïîòàïîâ íàçâàâ Îñíîâíîþ

Ìàòðè÷íîþ Íåðiâíiñòþ çàäà÷i. Çíà÷íó ðîëü â ñòàíîâëåííi öüîãî ïiäõîäó

çiãðàëè ðîáîòè I.Â. Êîâàëiøèíî¨ i Â.Å. Êàöíåëüñîíà. Íàïðèêiíöi 80-õ ðî-

êiâ ïiäõîäè Àäàìÿíà-Àðîâà-Êðåéíà i Ïîòàïîâà âäàëèì i çðó÷íèì ÷èíîì

ïî¹äíàëèñÿ â Ñõåìi Àáñòðàêòíî¨ Çàäà÷i iíòåðïîëÿöi¨ ðîçðîáëåíî¨ Â.Å. Êàö-

íåëüñîíîì, Ï.Ì. Þäèöüêèì i àâòîðîì öi¹¨ äèñåðòàöi¨ (ùî ñêëàëî îñíîâíèé

çìiñò éîãî êàíäèäàòñüêî¨ äèñåðòàöi¨). Öÿ ñõåìà øâèäêî íàáóëà ïîïóëÿðíî-

ñòi i ñòàëà øèðîêî çàñòîñîâóâàòèñÿ. Îäíàê âîíà ïðàöþâàëà òiëüêè â òèõ

çàäà÷àõ, ðîçâ'ÿçêè ÿêèõ áóëè àíàëiòè÷íèìè ôóíêöiÿìè. Ó çàäà÷i Íåõàði

ðîçâ'ÿçêè (ñèìâîëè) íåàíàëiòè÷íi. Òîìó íåîáõiäíî áóëî ìîäèôiêóâàòè ñõå-

ìó Àáñòðàêòíî¨ Çàäà÷i iíòåðïîëÿöi¨ òàê ùîá âîíà ïiäõîäèëà i äëÿ çàäà÷

òèïó Íåõàði. Êðiì òîãî, êëàñè÷íi ðåçóëüòàòè ç ìàòðè÷íî¨ çàäà÷i Íåõàði

âiäíîñÿòüñÿ òiëüêè äî öiëêîì íåâèçíà÷åíîãî âèïàäêó i íàâiòü â ñêàëÿðíié
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çàäà÷i áóëà âiäñóòíÿ ïîâíà õàðàêòåðèçàöèÿ êîåôiöi¹íòiâ ôîðìóëè ùî ïàðà-

ìåòðèçó¹ ðîçâ'ÿçêè çàäà÷i. Íåîáõiäíiñòü äîïîâíèòè öi êëàñè÷íi ðåçóëüòàòè

¹ îäíi¹þ ç íàéáiëüø àêòóàëüíèõ çàäà÷ â öié ãàëóçi àíàëiçó.

Íàïðèêiíöi 80-õ ðîêiâ Ä. Ñàðàñîí, îäèí ç ïðîâiäíèõ ñâiòîâèõ åêñïåð-

òiâ â îáëàñòi êîìïëåêñíîãî àíàëiçó òà òåîði¨ îïåðàòîðiâ, ñôîðìóëþâàâ äâi

çàäà÷i òiñíî ïîâ'ÿçàíi ç õàðàêòåðèçàöi¹þ êîåôiöi¹íòiâ ôîðìóëè, ùî ïàðà-

ìåòðèçó¹ ðîçâ'ÿçêè íåâèçíà÷åíî¨ ñêàëÿðíî¨ çàäà÷i Íåõàði. Îäíà ç íèõ çàïè-

òó¹ ÷è ìîæëèâà ðåãóëÿðèçàöiÿ äîâiëüíî¨ γ-òâiðíî¨ ïàðè, äðóãà çàïèòó¹ ÷è

¹ âëàñòèâiñòü àáñîëþòíî¨ íåïåðåðâíîñòi ìið, ïîâ'ÿçàíèõ ç γ-òâiðíîþ ïàðîþ,

äîñòàòíüîþ äëÿ ¨¨ ðåãóëÿðíîñòi. Ó öié äèñåðòàöi¨ äàíî ðîçâ'ÿçîê îáîõ öèõ

çàäà÷: ïåðøî¨ â ïîçèòèâíîìó ñåíñi, äðóãî¨ â íåãàòèâíîìó.

Êëàñ Êðåéíà-Ëàíãåðà áóâ ââåäåíèé öèìè àâòîðàìè â 70-i ðîêè â çâ'ÿçêó

çi ñïåêòðàëüíîþ òåîði¹þ ñàìîñïðÿæåíèõ i óíiòàðíèõ îïåðàòîðiâ â ïðîñòî-

ðàõ Ïîíòðÿãiíà. Ïiçíiøå Ëàíãåð, Äàéêñìà i iíøi àâòîðè ðîçãëÿäàëè iíòåð-

ïîëÿöiéíi çàäà÷i òèïó Íåâàíëiííè-Ïiêà â öüîìó êëàñi. Õî÷à îïèñ ðîçâ'ÿçêiâ

íàäà¹òüñÿ ó òðàäèöiéíîìó äëÿ öüîãî òèïó çàäà÷ âèãëÿäi äðîáîâî-ëiíiéíîãî

ïåðåòâîðåííÿ, ñïîñòåðiãàâñÿ åôåêò ñòîðîííiõ ðîçâ'ÿçêiâ: ïðè äåÿêèõ ïàðà-

ìåòðàõ ôîðìóëà äàâàëà ôóíêöi¨, ÿêi âèïàäàëè ç íåîáõiäíîãî êëàñó, i ÿêi

íå ïðèéìàëè íåîáõiäíi çíà÷åííÿ â äåÿêèõ âóçëàõ iíòåðïîëÿöi¨. Ïîÿñíåííÿ

öüîãî ôåíîìåíà ñòàíîâèëî iíòåðåñ.

Ìåòà i çàäà÷i äîñëiäæåííÿ. Îñíîâíîþ ìåòîþ äîñëiäæåííÿ ¹ ðîç-

ðîáêà ñõåìè Àáñòðàêòíî¨ Çàäà÷i Iíòåðïîëÿöi¨, ÿêà äîçâîëÿëà á âèðiøóâàòè

êîíêðåòíi iíòåðïîëÿöiéíi çàäà÷i íå òiëüêè â êëàñàõ àíàëiòè÷íèõ îïåðàòîð-

ôóíêöié, àëå i â êëàñi äîäàòíèõ ãàðìîíiéíèõ îïåðàòîð-ôóíêöié, i íà îñíîâi

öüîãî îòðèìàííÿ íîâèõ òîíêèõ ðåçóëüòàòiâ ïî çàäà÷i Íåõàði i çàäà÷i ïðî

ëiôòèíã êîìóòàíòà â íàéçàãàëüíiøîìó (à íå òiëüêè â öiëêîì íåâèçíà÷åíî-

ìó) âèïàäêó.

Îá'¹êòàìè äîñëiäæåííÿ ¹ iíòåðïîëÿöiéíi çàäà÷i àíàëiçó, ïîâ'ÿçàíi ç íè-

ìè óíiòàðíi ñèñòåìè ðîçñiþâàííÿ òà âiäïîâiäíi ìîäåëüíi ïðîñòîðè ôóíêöié

àáî ìið.

Ïðåäìåòîì äîñëiäæåííÿ ¹ ñòðóêòóðè óíiòàðíèõ ñèñòåì ðîçñiþâàííÿ,
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ïîâ'ÿçàíèõ ç çàäà÷àìè àíàëiçó, òà âiäïîâiäíèõ ìîäåëüíèõ ïðîñòîðiâ, ÿêi

äîçâîëÿþòü îòðèìóâàòè òîíêi àíàëiòè÷íi âëàñòèâîñòi êîåôiöi¹íòiâ ôîðìóë

ùî ïàðàìåòðiçóþòü ðîçâ'ÿçêè çàäà÷i.

Çàäà÷i äîñëiäæåííÿ:

• Ðîçøèðèòè ñõåìó Àáñòðàêòíî¨ Çàäà÷i Iíòåðïîëÿöi¨ íà âèïàäîê, êîëè

ðîçâ'ÿçêàìè ¹ íå òiëüêè àíàëiòè÷íi, à é äîäàòíi ãàðìîíi÷íi ôóíêöi¨ (àáî

âiäïîâiäíi ¨ì ìiðè).

• Íà îñíîâi öüîãî ïiäõîäó îòðèìàòè ïîâíèé ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i ïðî ëiô-

òèíã êîìóòàíòó ó ñàìîìó çàãàëüíîìó âèïàäêó (ïîïåðåäíi ðåçóëüòàòè

ñòîñóâàëèñÿ öiëêîì íåâèçíà÷åíîãî âèïàäêó).

• Îòðèìàòè ïîâíó õàðàêòåðèçàöiþ êîåôiöi¹íòiâ ôîðìóëè, ùî ïàðàìåò-

ðèçó¹ âñi ðîçâ'ÿçêè çàäà÷i ïðî ëiôòèíã êîìóòàíòó (ñèìâîëè ëiôòèíãó).

• Âèêîðèñòîâóþ÷è çãàäàíó õàðàêòåðèçàöiþ, âèðiøèòè çàäà÷ó Ä.Ñàðàñîíà
ïðî ðåãóëÿðèçàöiþ γ-òâiðíèõ ïàð.

• Îòðèìàòè êðàòíèé àíàëîã òåîðåìè Æþëià � Êàðàòåîäîði ïðî êóòîâó

ìåæîâó ïîõiäíó òà ðîçãëÿíóòè âiäïîâiäíó ìåæîâó iíòåðïîëÿöiéíó çà-

äà÷ó.

• Âèêîðèñòàòè íåñêií÷åííó ìåæîâà iíòåðïîëÿöiéíó çàäà÷ó äëÿ ïîáóäîâè
êëàñó ñèíãóëÿðíèõ γ-òâiðíèõ ïàð, ÿêi ìàþòü âëàñòèâiñòü àáñîëþòíî¨

íåïåðåðâíîñòi. Òèì ñàìèì áóäå íàâåäåíî êëàñ êîíòðïðèêëàäiâ äî ãiïî-

òåçè Ä. Ñàðàñîíà, ÿêà ñòâåðäæóâàëà ùî âëàñòèâiñòü àáñîëþòíî¨ íåïå-

ðåðâíîñòi õàðàêòåðèçó¹ ðåãóëÿðíi γ-òâiðíi ïàðè.

• Âèâ÷èòè ðîçøèðåíèé êëàñ Êðåéíà � Ëàíãåðà, ÿêèé ìiñòèòü êðiì ôóíê-

öié ç ïîëþñàìè ùå é ôóíêöi¨ çi ñòðèáêàìè, òà â öüîìó êëàñi âèðiøèòè

iíòåðïîëÿöiéíó çàäà÷ó Íåâàíëiííè � Ïiêà. Äîâåñòè ùî ïðè òàêîìó ïiä-

õîäi çàéâèõ ðîçâ'ÿçêiâ íå áóäå.

Ìåòîäè äîñëiäæåííÿ. Ó ðîáîòi âèêîðèñòîâóþòüñÿ ìåòîäè òåîði¨

àíàëiòè÷íèõ òà ãàðìîíiéíèõ ôóíêöié, òåîði¨ ìiðè, çîêðåìà �iëüáåðòîâi ïðî-
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ñòîðè àíàëiòè÷íèõ òà ãàðìîíiéíèõ ôóíêöié, ìåòîäè òåîði¨ îïåðàòîðiâ òà

ëiíiéíèõ óíiòàðíèõ ñèñòåì.

Íàóêîâà íîâèçíà îòðèìàíèõ ðåçóëüòàòiâ. Ó äèñåðòàöiéíié ðîáîòi

îòðèìàíî òàêi íîâi íàóêîâi ðåçóëüòàòè ÿêi âèíîñÿòüñÿ íà çàõèñò:

• Ðîçøèðåíî ñõåìó Àáñòðàêòíî¨ Çàäà÷i Iíòåðïîëÿöi¨ íà âèïàäîê, êîëè

ðîçâ'ÿçêàìè ¹ íå òiëüêè àíàëiòè÷íi, à é äîäàòíi ãàðìîíi÷íi ôóíêöi¨ (àáî

âiäïîâiäíi ¨ì ìiðè).

• Íà îñíîâi öüîãî ïiäõîäó îòðèìàíî ïîâíèé ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i ïðî ëiô-

òèíã êîìóòàíòó ó ñàìîìó çàãàëüíîìó âèïàäêó (ïîïåðåäíi ðåçóëüòàòè

ñòîñóâàëèñÿ öiëêîì íåâèçíà÷åíîãî âèïàäêó).

• Îòðèìàíî ïîâíó õàðàêòåðèçàöiþ êîåôiöi¹íòiâ ôîðìóëè, ùî ïàðàìåò-

ðèçó¹ âñi ðîçâ'ÿçêè çàäà÷i ïðî ëiôòèíã êîìóòàíòó (ñèìâîëè ëiôòèíãó).

• Âèêîðèñòîâóþ÷è öþ õàðàêòåðèçàöiþ, ïîçèòèâíî ðîçâ'ÿçàíî çàäà÷ó

Ä.Ñàðàñîíà ïðî ðåãóëÿðèçàöiþ γ-òâiðíèõ ïàð.

• Îòðèìàíî êðàòíèé àíàëîã òåîðåìè Æþëià � Êàðàòåîäîði ïðî êóòîâó

ìåæîâó ïîõiäíó òà ðîçãëÿíóòî âiäïîâiäíó ìåæîâó iíòåðïîëÿöiéíó çà-

äà÷ó.

• Íà îñíîâi íåñêií÷åííî¨ ìåæîâî¨ iíòåðïîëÿöiéíî¨ çàäà÷i ïîáóäîâàíî êëàñ
ñèíãóëÿðíèõ γ-òâiðíèõ ïàð, ÿêi ìàþòü âëàñòèâiñòü àáñîëþòíî¨ íåïå-

ðåðâíîñòi. Òèì ñàìèì íàâåäåíî êëàñ êîíòðïðèêëàäiâ äî ãiïîòåçè Ä.

Ñàðàñîíà, ÿêà ñòâåðäæóâàëà ùî âëàñòèâiñòü àáñîëþòíî¨ íåïåðåðâíîñòi

õàðàêòåðèçó¹ ðåãóëÿðíi γ-òâiðíi ïàðè.

• Âèâ÷åíî ðîçøèðåíèé êëàñ Êðåéíà � Ëàíãåðà, ÿêèé ìiñòèòü êðiì ôóíê-

öié ç ïîëþñàìè ùå é ôóíêöi¨ çi ñòðèáêàìè, òà â öüîìó êëàñi ðîçâ'ÿçàíî

iíòåðïîëÿöiéíó çàäà÷ó Íåâàíëiííè � Ïiêà. Äîâåäåíî ùî ïðè òàêîìó

ïiäõîäi çàéâèõ ðîçâ'ÿçêiâ íåìà¹.

Ïðàêòè÷íå çíà÷åííÿ îòðèìàíèõ ðåçóëüòàòiâ. Ðîáîòà ìà¹ òåîðå-

òè÷íèé õàðàêòåð. Ó äèñåðòàöi¨ ïðîâåäåíî ôóíäàìåíòàëüíi äîñëiäæåííÿ, ÿêi
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ïîãëèáëþþòü íàøi çíàííÿ ïðî iíòåðïîëÿöiéíi çàäà÷i àíàëiçó, ïðî âëàñòèâî-

ñòi êîåôiöi¹íòiâ ôîðìóë, ùî ïàðàìåòðèçóþòü ðîçâ'ÿçêè çàäà÷, ïðî ñòðóêòó-

ðó âiäïîâiäíèõ ìîäåëüíèõ ïðîñòîðiâ ôóíêöié àáî ìið. Îòðèìàíi ðåçóëüòàòè

ìîæóòü áóòè âèêîðèñòàíi â òåîði¨ ôóíêöié, çîêðåìà â òåîði¨ �iëüáåðòîâèõ òà

Áàíàõîâèõ ïðîñòîðiâ àíàëiòè÷íèõ àáî ãàðìîíiéíèõ ôóíêöié, â òåîði¨ îïåðà-

òîðiâ, çîêðåìà ïðè ïîáóäîâi ôóíêöiîíàëüíèõ ìîäåëåé îïåðàòîðiâ òà áiëüø

çàãàëüíèõ ëiíiéíèõ ñèñòåì, â iíøèõ ðîçäiëàõ ôóíêöiîíàëüíîãî àíàëiçó òà

ìàòåìàòèêè âçàãàëi.

Îñîáèñòèé âíåñîê çäîáóâà÷à. Óñi îñíîâíi ðåçóëüòàòè äèñåðòàöi¨, ùî

âèíîñÿòüñÿ íà çàõèñò, îäåðæàíî çäîáóâà÷åì îñîáèñòî i ñàìîñòiéíî. Ç ðå-

çóëüòàòiâ ïðàöü, ÿêi âèêîíàíî ó ñïiâàâòîðñòâi, íà çàõèñò âèíîñÿòüñÿ ëèøå

ïîëîæåííÿ, ùî îäåðæàíi àâòîðîì äèñåðòàöi¨. Äàëi íóìåðàöiÿ ðîáiò íàäà¹òü-

ñÿ çãiäíî Äîäàòêó À.

Â ðîáîòàõ [5, 7, 22, 23] çäîáóâà÷ó íàëåæèòü âèçíà÷åííÿ óíiòàðíî¨ ñè-

ñòåìè ðîçñiþâàííÿ, ÿêå óçàãàëüíþ¹ âèçíà÷åííÿ ñèñòåìè ðîçñiþâàííÿ Ëàê-

ñà - Ôiëëiïñà, âèçíà÷åííÿ òà äîâåäåííÿ âëàñòèâîñòåé Øóðiâñüêèõ äîïîâ-

íåíü ìið, çîêðåìà, çàñòîñóâàííÿ öèõ äîïîâíåíü äî îðòîãîíàëüíèõ ðîçêëà-

äiâ ïðîñòîðiâ Õåëëiíãåðà, iäåÿ âèêîðèñòàííÿ âåêòîðíî¨ Òåîðåìè Ðàäîíà -

Íiêîäèìà äëÿ ñïðîùåííÿ öèõ çàãàëüíèõ ðåçóëüòàòiâ â êîíòåêñòi çàäà÷i ïðî

äîïîâíåííÿ, îòðèìàííÿ ÿâíî¨ ôîðìóëè äëÿ ðîçâ'ÿçêó çàäà÷i äîïîâíåííÿ. Â

öèõ ðîáîòàõ òàêîæ âèêëàäåíî ïîïåðåäíi ðåçóëüòàòè çäîáóâà÷à ïî ïðîñòîðó

Õåëëiíãåðà òà ìîäåëÿì óíiòàðíèõ îïåðàòîðiâ â íüîìó. Â ðîáîòàõ [20, 21] çäî-

áóâà÷ó íàëåæèòü âèçíà÷åííÿ ñèìâîëó ëiôòèíãó (ìiðè), ïàðàìåòðèçàöiÿ âñiõ

ñèìâîëiâ ùî âiäïîâiäàþòü çàäàíîìó ñòèñíåííþ, õàðàêòåðèçàöiÿ êîåôiöi¹í-

òiâ ïàðàìåòðèçóþ÷î¨ ôîðìóëè òà äîâåäåííÿ åêñòðåìàëüíèõ âëàñòèâîñòåé

öèõ êîåôiöi¹íòiâ, çàñòîñóâàííÿ öèõ çàãàëüíèõ ðåçóëüòàòiâ äëÿ äîïîâíåííÿ

êëàñè÷íî¨ òåîðåìè Àäàìÿíà-Àðîâà-Êðåéíà. Â ðîáîòi [16] çäîáóâà÷ó íàëå-

æèòü äîâåäåííÿ âëàñòèâîñòåé ìåæîâèõ âiäòâîðþþ÷èõ ÿäåð òà äîâåäåííÿ

îñíîâíî¨ òåîðåìè ùî óçàãàëüíþ¹ êëàñè÷íó òåîðåìó Æþëià - Êàðàòåîäîði,

ó ðîáîòi [18] çäîáóâà÷ó íàëåæàòü àíàëîãi÷íi ðåçóëüòàòè äëÿ âèïàäêó îïå-

ðàòîðíî - çíà÷íèõ ôóíêöié. Â ðîáîòi [17] çäîáóâà÷ó íàëåæèòü âêëàäåííÿ
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ìåæîâî¨ iíòåðïîëÿöiéíî¨ çàäà÷i â ñõåìó Àáñòðàêòíî¨ iíòåðïîëÿöi¨, îòðèìàí-

íÿ ïàðàìåòðèçàöi¨ ðîçâ'ÿçêiâ òà äîâåäåííÿ âëàñòèâîñòåé êîåôiöi¹íòiâ ïàðà-

ìåòðèçóþ÷î¨ ôîðìóëè. Ó ðîáîòi [19] çäîáóâà÷ó íàëåæèòü äîâåäåííÿ òîãî

ùî çáiã àñèìïòîòèê âiäïîâiäíîãî ïîðÿäêó çñåðåäèíè i ççîâíi ¹ åêâiâàëåíò-

íèì êðàòíié óìîâi Æþëià - Êàðàòåîäîði. Â ðîáîòi [14] çäîáóâà÷ó íàëåæèòü

äîâåäåííÿ äîñòàòíîñòi ó Òåîðåìi 1.1, Ëåìè 3.3, Òåîðåì 3.4, 6.1 òà 6.4. Â ðî-

áîòi [9] çäîáóâà÷ó íàëåæèòü âèçíà÷åííÿ ðîçøèðåíîãî êëàñó Êðåéíà - Ëàí-

ãåðà òà ñòàíäàðòíèõ ôóíêöié â íüîìó, äîâåäåííÿ iñíóâàííÿ ïðîäîâæåííÿ

äîâiëüíî¨ ôóíêöi¨ öüîãî êëàñó äî ñòàíäàðòíî¨, îá÷èñëåííÿ âiä'¹ìíîãî ií-

äåêñó ñòàíäàðòíî¨ ôóíêöi¨. Â ðîáîòàõ [10], [12], [13], âñi îñíîâíi ðåçóëüòàòè

íàëåæàòü àâòîðàì â ðiâíié ìiði. Â ðîáîòi [11] çäîáóâà÷ó íàëåæèòü ôîðìó-

ëþâàííÿ òà äîâåäåííÿ òåîðåìè ùî îïèñó¹ âñi ñòàíäàðòíi ðîçâ'ÿçêè çàäà÷i

Íåâàíëiííè - Ïiêà ó êëàñi ç âiä'¹ìíèìè êâàäðàòàìè, òåîðåìè ïðî ïðîäîâ-

æåííÿ òà ïîáóäîâà ïðèêëàäó äî íå¨.

Àïðîáàöiÿ ðåçóëüòàòiâ äèñåðòàöi¨. Îñíîâíi ðåçóëüòàòè äèñåðòàöi¨

äîïîâiäàëèñü òà îáãîâîðþâàëèñü íà íàñòóïíèõ ñåìiíàðàõ òà ìiæíàðîäíèõ

íàóêîâèõ êîíôåðåíöiÿõ:

Ñåìiíàð âiääiëó Òåîði¨ Ôóíêöié, ÔÒIÍÒ, Õàðêiâ 1993

Operator Theory seminar, The Weizmann Institute of Science, Rehovot,

Içðà¨ëü, 1993-1995

9-th International Workshop on Operator Theory and Applications

(IWOTA), Bloomington, ÑØÀ, 1996

Mathematical Theory of Networks and Systems (MTNS), Saint Louis,

ÑØÀ, 1996

International Conference in Honor of M. Livsits 80's Anniversary, Beer-

Sheva, Içðà¨ëü, 1997

International Conference in Memory of M. G. Krein, Îäåñà 1997

Ñåìiíàð ç Òåîði¨ Îïåðàòîðiâ, Õàðêiâñüêèé Íàöiîíàëüíèé óíiâåðñèòåò,

Õàðêiâ 1997
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Analysis seminar, Simon Bolivar University, Caracas, Âåíåñóåëà, 1998

10-th International Workshop on Operator Theory and Applications

(IWOTA), Groningen, Ãîëàíäiÿ, 1998

Mathematical Theory of Networks and Systems (MTNS), Padova, Iòàëiÿ,

1998

Ñåìiíàð ç Àíàëiçó, Õàðêiâñüêèé Íàöiîíàëüíèé óíiâåðñèòåò, Õàðêiâ 1998

Conference in Honor of H. Dym 60's Anniversary, the Weizmann Institute

of Science, Rehovot, Içðà¨ëü, 1999

13-th International Workshop on Operator Theory and Applications

(IWOTA), Bordeaux, Ôðàíöiÿ, 2000

Israel Mathematical Union (IMU), Haifa, Içðà¨ëü, 2000

Seminar Department of Mathematics, Tel-Aviv University, Tel-Aviv, Iç-

ðà¨ëü, 2000

Theory of Functions and Mathematical Physics, International Akhiezer

Centenary Conference, Õàðêiâ 2001

13-th International Workshop on Operator Theory and Applications

(IWOTA), Blacksburg, ÑØÀ, 2002

Mathematical Theory of Networks and Systems (MTNS), South Bend,

ÑØÀ, 2002

International Linear Algebra Society (ILAS), Auburn, ÑØÀ, 2002

Great Plains Operator Theory Symposium (GPOTS), Charlotte, ÑØÀ,

2002

Department of Mathematics colloquium, University of Massachusetts

Lowell, Lowell, ÑØÀ, 2003

Analysis Seminar, Brown University, Providence, ÑØÀ, 2003

Southeastern Analysis Meeting (SEAM), Knoxville, ÑØÀ, 2003
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15-th International Workshop on Operator Theory and Applications

(IWOTA), Newcastle, Àíãëiÿ, 2004

Operator Theory Seminar, University of Connecticut, Storrs, ÑØÀ, 2004

16-th International Workshop on Operator Theory and Applications

(IWOTA), Storrs, ÑØÀ, 2005

Entire and Subharmonic Functions and Related Topics (B. Ya. Levin

Centennial Conference), Õàðêiâ, 2006

16-th Summer St.-Petersburg Meeting in Mathematical Analysis, St.-

Petersburg, Ðîñiÿ, 2007

Characteristic Functions and Transfer Functions in Operator Theory and

System Theory, Conference in Memory of M.S. Livsits, Beer-Sheva, Içðà¨ëü,

2007

International Conference Analysis and Mathematical Physics, Õàðêiâ, 2013

Ñåìiíàð ç Àíàëiçó, Äîíåöüêèé Íàöiîíàëüíèé óíiâåðñèòåò, Äîíåöüê 2013

Ïóáëiêàöi¨. Ðåçóëüòàòè äèñåðòàöi¨, ùî âèíåñåíî íà çàõèñò, îïóáëiêî-

âàíî ó 23 íàóêîâèõ ñòàòòÿõ [1] - [23] i ó 14 òåçàõ äîïîâiäåé íà íàóêîâèõ

êîíôåðåíöiÿõ [24] - [37] (äèâ. Äîäàòîê À).

Ñòðóêòóðà òà îáñÿã äèñåðòàöi¨. Äèñåðòàöiÿ ñêëàäà¹òüñÿ çi âñòóïó,

ñåìè ðîçäiëiâ, âèñíîâêiâ i ñïèñêó âèêîðèñòàíèõ äæåðåë òà 1 äîäàòêó. Îáñÿã

çàãàëüíîãî òåêñòó äèñåðòàöi¨ ñêëàäà¹ 328 ñòîðiíîê, ç íèõ îñíîâíîãî òåêñòó

297 ñòîðiíêè.
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ÐÎÇÄIË 1

ÎÃËßÄ ËIÒÅÐÀÒÓÐÈ I ÊÎÐÎÒÊÈÉ ÇÌIÑÒ ÄÈÑÅÐÒÀÖI�

1.1 Àáñòðàêòíà Çàäà÷à Iíòåðïîëÿöi¨

Ðÿä çàäà÷, ÿêèé íàçèâàþòü "êëàñè÷íèìè çàäà÷àìè àíàëiçó"1, ìîæíà

ïîäiëèòè íà äâi ãðóïè. Äëÿ ïåðøî¨ ãðóïè çàäà÷à ïîëÿãà¹ â òîìó ùîá çíàé-

òè àíàëiòè÷íi â äàíié îáëàñòi ôóíêöi¨, ÿêi íàëåæàòü äî ïåâíîãî êëàñó i ÿêi

çàäîâîëüíÿþòü ïåâíèì iíòåðïîëÿöiéíèì óìîâàì (àáî çâîäèòüñÿ äî öüîãî).

Òèïîâèìè ïðèêëàäàìè òàêèõ çàäà÷ ¹ çàäà÷à Íåâàíëiííè-Ïiêà, çàäà÷à Ñàðà-

ñîíà, Ïðîáëåìà Ìîìåíòiâ. Äî äðóãî¨ ãðóïè âiäíîñÿòüñÿ çàäà÷i, ðîçâ'ÿçêàìè

ÿêèõ ¹ íåàíàëiòè÷íi ôóíêöi¨ íà ìåæi îáëàñòi (àáî ãàðìîíiéíi â îáëàñòi).

Ïðèêëàäàìè òàêèõ çàäà÷ ¹ çàäà÷à Íåõàði (îïèñ ñèìâîëiâ Ãàíêåëåâà îïåðà-

òîðà) i áiëüø çàãàëüíà çàäà÷à ïðî Ëiôòèíã Êîìóòàíòó.

Ñõåìà Àáñòðàêòíî¨ Çàäà÷i Iíòåðïîëÿöi¨, çàïðîïîíîâàíà ðàíiøå â ðîáîòi

Â. Ý. Êàöíåëüñîíà, Ï. Ì. Þäèöüêîãî òà ìî¨é [61], i ÿêà ëÿãëà â îñíîâó

ìî¹¨ êàíäèäàòñüêî¨ äèñåðòàöi¨, äîáðå ïiäõîäèòü äëÿ çàäà÷ ïåðøîãî òèïó,

òàêèõ ÿê çàäà÷à Íåâàíëiííè-Ïiêà, iíòåðïîëÿöiÿ â ìåæîâèõ òî÷êàõ îáëàñòi

àíàëiòè÷íîñòi (íàïðèêëàä, ñòåïåíåâà ïðîáëåìà ìîìåíòiâ), îñêiëüêè õàðàê-

òåðèñòè÷íà ôóíêöiÿ âóçëà çàâæäè àíàëiòè÷íà. Ñõåìà âèÿâèëàñü äîñèòü

ïðîñòîþ, çðó÷íîþ i íàäáàëà ïîïóëÿðíîñòi ñåðåä ìàòåìàòèêiâ ùî ïðàöþ-

þòü â öié ãàëóçi àíàëiçó. Â 90-i è 00-i ðîêè ç'ÿâèëèñü ðiçíîìàíiòíi óçàãàëü-

íåííÿ ñõåìè Àáñòðàêòíî¨ Çàäà÷i Iíòåðïîëÿöi¨ íà âèïàäîê áàãàòüîõ çìiííèõ

(ïîëiäèñê, êóëÿ, íåêîìóòîâíi çìiííi, òîùî [22, 23, 24]), à òàêîæ íà çàäà÷i

iíòåðïîëÿöi¨ â óçàãàëüíåíèõ êëàñàõ Øóðà i Íåâàíëiííè [46].

Ñõåìà Àáñòðàêòíî¨ Çàäà÷i Iíòåðïîëÿöi¨ áóëà íå ïåðøîþ â äàíîìó êîëi

çàäà÷. Îñíîâíà âiäìiííiñòü íàøî¨ ñõåìè âiä ïîïåðåäíiõ ïîëÿãàëà â âèêî-

ðèñòàííi óíiòàðíèõ âóçëiâ çàìiñòü içîìåòðè÷íèõ îïåðàòîðiâ i ñòèñíåíü. Öÿ
1Íàçâà ìîòèâîâàíà êíèãîþ Í. I. Àõi¹çåðà "Êëàññè÷åñêàÿ Ïðîáëåìà Ìîìåíòîâ è Ñâÿçàííûå ñ íåþ

Çàäà÷è Àíàëèçà"
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ìîâà âèÿâèâñÿ áiëüø çðó÷íîþ â äàíîìó êîëi ïèòàíü. Iíøîþ âiäìiííiñòþ áó-

ëî iíòåíñèâíå âèêîðèñòàííÿ ôóíêöiîíàëüíèõ ìîäåëåé (äå Áðàíæà - Ðîâíÿ-

êà i Õåëëiíãåðà). Âèêîðèñòîâóþ÷è ç'¹äíàííÿ óíiòàðíèõ âóçëiâ, ìíîþ áóëî

îòðèìàíî óçàãàëüíåííÿ òåîðåìè Íåâàíëiííè-Àäàìÿíà-Àðîâà-Êðåéíà ïðî

óíiòàðíiñòü ìåæîâèõ çíà÷åíü ìàòðèöü êîåôiöi¹íòiâ äåÿêèõ çàäà÷, ÿêå áóëî

âèêëàäåíî â ìî¨é êàíäèäàòñüêié äèñåðòàöi¨.

Àëå â çàäà÷i Íåõàði i â áiëüø çàãàëüíié çàäà÷i ïðî Ëiôòèíã Êîìóòàí-

òó ðîçâ'ÿçêè (ñèìâîëè) íå ý àíàëiòè÷íèìè ôóíêöiÿìè. Òàêi ôóíêöi¨ ìîæíà

òðàêòóâàòè ÿê ôóíêöi¨ ðîçñiþâàííÿ ñèñòåì áiëüø çàãàëüíèõ íiæ âóçëè. Â

ñòàòòi [71] ìíîþ ðîçðîáëåíî ïîøèðåííÿ ñõåìè Àáñòðàêòíî¨ Çàäà÷i Iíòåðïî-

ëÿöi¨, ÿêå äîçâîëÿ¹ âèðiøóâàòè çàäà÷i òàêîãî òèïó. Âèêëàäó öüîãî óçàãàëü-

íåííÿ ïðèñâÿ÷åíèé Ðîçäië 3 äàíî¨ äèñåðòàöi¨.

Íàãàäà¹ìî ñïî÷àòêó ïîñòàíîâêó Àáñòðàêòíî¨ Çàäà÷i Iíòåðïîëÿöi¨, ÿê

âîíà áóëà ñôîðìóëüîâàíà â ðîáîòi Â. Ý. Êàöíåëüñîíà, Ï. Ì. Þäèöüêîãî òà

ìî¨é [61] (äèâ. òàêîæ [62], [63], [64] , [72] è [69]).

Àáñòðàêòíà Çàäà÷à Iíòåðïîëÿöi¨. Äàíi çàäà÷i: ëiíiéíèé ïðîñòið X,

ïîçèòèâíî íåâiä'¹ìíà ïiâòîðà-ëiíiéíà ôîðìà D(x, y) íà X × X, ëiíiéíi

îïåðàòîðè T1 i T2 ùî äiþòü â X, ëiíiéíi âiäîáðàæåííÿ M1 : X → E1 i

M2 : X → E2 ç ïðîñòîðó X â �iëüáåðòîâi ïðîñòîðè E1 i E2, âiäïîâiäíî. Öi

äàíi ïîâ'ÿçàíi íàñòóïíîþ òîòîæíiñòþ

D(T1x, T1y)+ < M1x,M1y >E1
= D(T2x, T2y)+ < M2x,M2y > . (1.1.1)

Ìè ãîâîðèìî ùî àíàëiòè÷íà â îäèíè÷íîìó êðóçi D ñòèñêóþ÷à îïåðàòîðíî-

çíà÷íà ôóíêöiÿ w(ζ) : E1 → E2, ζ ∈ D, ¹ ðîçâ'ÿçêîì Àáñòðàêòíî¨ Çàäà÷i

Iíòåðïîëÿöi¨ ÿêùî iñíó¹ ëiíiéíå âiäîáðàæåííÿ

F : X → Hw (1.1.2)

òàêå ùî

(i) t((FT1x)(t) +

[
w(t)

1

]
M1x) = (FT2x)(t) + t

[
1

w(t)∗

]
M2x,

(1.1.3)
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äëÿ ìàéæå óñiõ t íà îäèíè÷íîìó êîëi T = {t ∈ C : |t| = 1};

(ii) ‖Fx‖2
Hw ≤ D(x, x). (1.1.4)

Òóò

Lw =

[
1 w

w∗ 1

]1/2 [
L2(E2)

L2(E1)

]
, (1.1.5)

íàäiëåíå íîðìîþ îáðàçà, i

Hw = Lw ∩

[
H2

+(E2)

H2
−(E1)

]
, (1.1.6)

ç íîðìîþ iíäóêîâàíîþ ç Lw; L2 ïðîñòið êâàäðàòè÷íî iíòåãðîâíèõ âiäíîñíî

ìiðè Ëåáåãà âåêòîð-ôóíêöié íà îäèíè÷íîìó êîëi T; H2
+(E2) è H2

−(E1)

âåêòîðíi ïðîñòîðè Õàðäi, çi çíà÷åííÿìè â E2 è E1, âiäïîâiäíî.

Ôîðìà D íàäiëÿ¹ ïðîñòið X ñòðóêòóðîþ �iëüáåðòîâîãî ïðîñòîðó. Ïî-

çíà÷èìî éîãî ÿê H0. Òîäi òîòîæíiñòü (1.1.1) çàäà¹ içîìåòðè÷íèé îïåðàòîð

V : E1 ⊕H0 → H0 ⊕ E2,

ç îáëàñòþ âèçíà÷åííÿ

dV = Clos{M1x⊕ T1x, x ∈ X} ⊆ E1 ⊕H0

i îáëàñòþ çíà÷åíü

∆V = Clos{T2x⊕M2x, x ∈ X} ⊆ H0 ⊕ E2.

Çàóâàæèìî ùî ïðîñòið Lw, âèçíà÷åíèé â (1.1.5), äîïóñêà¹ íàñòóïíèé

ðîçêëàä

Lw =

[
w

1

]
H2

+(E1)⊕Hw ⊕

[
1

w∗

]
H2
−(E2). (1.1.7)

Öå äîçâîëÿ¹ ïðèðîäíèì ÷èíîì âêëàñòè E1 i E2 â Lw

F : E1 → Lw, F : E2 → Lw,

ÿêùî ìè âèçíà÷èìî

Fe1 =

[
w

1

]
e1, Fe2 = t̄

[
1

w∗

]
e2. (1.1.8)
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Çàóâàæèìî ùî â ñèëó (1.1.7), F (E1), F (H0), F (E2) ¹ âçà¹ìíî îðòîãîíàëü-

íèìè â Lw, òà

F : E1 ⊕H0 →

[
w

1

]
E1 ⊕Hw,

F : H0 ⊕ E2 → Hw ⊕ t̄

[
1

w∗

]
E2. (1.1.9)

Â öèõ ïîçíà÷åííÿõ (1.1.3) ìîæëèâî ïåðåïèñàòè ÿê

FV dV = t̄F dV . (1.1.10)

Äëÿ òîãî ùîá ïåðåéòè äî áiëüø çàãàëüíî¨ ïîñòàíîâêè, â äèñåðòàöi¨ ïåðå-

ôîðìóëüîâàíî (Ðîçäië 3.2, îïóáëiêîâàíî â [71]) âèêëàäåíó âèùå ïîñòàíîâêó

â òåðìiíàõ óíiòàðíèõ ñèñòåì ðîçñiþâàííÿ. Öå ïîíÿòòÿ óçàãàëüíþ¹ ïîíÿòòÿ

óíiòàðíîãî âóçëà. Ïî-ïåðøå, ïåðåòâîðþþòüñÿ äàíi çàäà÷i. Ïîçíà÷èìî ÿê X̃

ïðîñòið âåêòîðiâ âèäó

x̃ = (· · · e(1)
1 , e

(0)
2 , x, e

(−1)
2 , e

(−2)
2 , · · · ) (1.1.11)

äå

x ∈ X, e(k)
1 ∈ E1, k ≥ 0

∞∑
k=0

‖e(k)
1 ‖2 <∞,

e
(k)
2 ∈ E2, k ≤ −1

−1∑
k=−∞

‖e(k)
2 ‖2 <∞.

Âèçíà÷èìî

D̃(x̃, x̃) =
∞∑
k=0

‖e(k)
1 ‖2 +D(x, x) +

−1∑
k=−∞

‖e(k)
2 ‖2, (1.1.12)

T̃1x̃ = (· · · , e(1)
1 , e

(0)
1 ,M1x, T1x, e

(−1)
2 , e

(−2)
2 , e

(−3)
2 , · · · ), (1.1.13)

i

T̃2x̃ = (· · · , e(2)
1 , e

(1)
1 , e

(0)
1 , T2x,M2x , e

(−1)
2 , e

(−2)
2 , · · · ). (1.1.14)

Äî äàíèõ çàäà÷i äîäàìî ùå îäíå

ρ0 :

[
tE2

E1

]
→ X̃, (1.1.15)
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ùî âèçíà÷à¹òüñÿ íàñòóïíèì ÷èíîì

ρ0 : E1 → E
(0)
1 ; ρ0 : tE2 → E

(−1)
2 .

Ïîçíà÷èìî ÿê

E =

[
tE2

E1

]
ç íîðìîþ

‖

[
te2

e1

]
‖2 = ‖e2‖2 + ‖e1‖2.

Âiäîáðàæåííÿ F : X → Hw (1.1.2) (äèâ. òàêîæ (1.1.9)), ùî áåðóòü

ó÷àñòü ó ïîñòàíîâöi çàäà÷i, ìîæíà ïðîäîâæèòè äî

F̃ : X̃ → Lw (1.1.16)

íàñòóïíèì ÷èíîì

(F̃ x̃)(t) =


w(t)

1

 ∞∑
k=0

tke
(k)
1 + Fx+


1

w(t)∗

 −1∑
k=−∞

t̄|k|e
(k)
2 , (1.1.17)

|t| = 1, äå çáiæíiñòü ðîçóìi¹òüñÿ â L2 ñåíñi. Çàóâàæèìî ùî ïðè öüîìó

F̃ ρ0

[
te2

e1

]
=


1 w(t)

w(t)∗ 1


[
te2

e1

]
⊂ Lw. (1.1.18)

Òåïåð Àáñòðàêòíó Çàäà÷ó Iíòåðïîëÿöi¨ (ÀÇI) ìîæå áóòè ñôîðìóëüîâàíî

åêâiâàëåíòíèì ÷èíîì

Àáñòðàêòíà Çàäà÷à Iíòåðïîëÿöi¨� (ÀÇI� ). Äàíi çàäà÷i: âåêòîðíèé

ïðîñòið X̃, ïîçèòîâíî íåâiä'¹ìíà ïiâòîðà-ëiíiéíà ôîðìà D̃ íà X̃, ëiíiéíi

îïåðàòîðè T̃1i T̃2 äiþ÷i â X̃; öi äàíi ïîâ'ÿçàíi íàñòóïíîþ òîòîæíiñòþ

D̃(T̃1x̃, T̃1ỹ) = D̃(T̃2x̃, T̃2ỹ) (1.1.19)

äëÿ óñiõ x̃, ỹ ∈ X̃. Êðiì òîãî çàäàíå âiäîáðàæåííÿ (ìàñøòàá) ç �iëüáåðòîâà

ïðîñòîðó E â X̃

ρ0 : E → X̃. (1.1.20)
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Ãàðìîíiéíà â êðóçi D, íåâiä'¹ìíà îïåðàòîð-ôóíêöiÿ σ(ζ) : E → E (àáî âiä-

ïîâiäíà îïåðàòîðíî-çíà÷íà ìiðà σ(dt) íà îäèíè÷íîìó êîëi T) íàçèâà¹òüñÿ
ðîçâ'ÿçêîì ÀÇI� ÿêùî iñíó¹ ëiíiéíå âiäîáðàæåííÿ

F̃ : X̃ → Lσ, (1.1.21)

(òóò ÿê Lσ âèçíà÷åíî ïðîñòið Õåëëiíãåðà àñîöiéîâàíèé ç σ, äèâ. [62, 63, 64,

69], Ðîçäië 2.2 öi¹¨ äèñåðòàöi¨) òàêå ùî

(i) F̃ T̃2x̃ = t̄F̃ T̃1x̃

(ii) ‖F̃ x̃‖2
Lσ ≤ D̃(x̃, x̃)

(iii) F̃ ρ0e = σ(dt)e, ∀e ∈ E.

(1.1.22)

ßêùî äàíi ÀÇI� îòðèìàíi ç äàíèõ ÀÇI ÿê îïèñàíî âèùå, òî öi äâi çàäà÷i ¹

åêâiâàëåíòíèìè, ÿêùî ìè âiäìîâèìîñÿ âiä öi¹¨ ñïåöiàëüíî¨ ñòðóêòóðè äàíèõ

ÀÇI� , òî îòðèìà¹ìî áiëüø çàãàëüíó ïîñòàíîâêó çàäà÷i.

Òàê ÿê i â ïîïåðåäíié ïîñòàíîâöi, D̃ çàäà¹ �iëüáåðòîâó ñòðóêòóðó íà

ïðîñòîði X̃. Â ðåçóëüòàòi ïðèõîäèìî ê ïðîñòîðó H̃0. Äàëi âèçíà÷à¹ìî içî-

ìåòðiþ Ṽ :

Ṽ : [T̃1x̃]→ [T̃2x̃] (1.1.23)

ç îáëàñòþ âèçíà÷åííÿ

dṼ = Clos{[T̃1x̃], x̃ ∈ X̃} ⊆ H̃0, (1.1.24)

è îáëàñòþ çíà÷åíü

∆Ṽ = Clos{[T̃2x̃], x̃ ∈ X̃} ⊆ H̃0. (1.1.25)

Â ñèëó íåðiâíîñòi

‖F̃ x̃‖2
Lw ≤ D̃(x̃, x̃), (1.1.26)

âiäîáðàæåííÿ F̃ ìîæå ðîçãëÿäàòèñÿ ÿê âiäîáðàæåííÿ ç H̃0,

F̃ : H̃0 → Lw.

Íåðiâíiñòü (1.1.26) ïðè öüîìó íàáèðà¹ âèãëÿä

‖F̃ h̃0‖2
Lw ≤ ‖h̃0‖2

H̃0
. (1.1.27)
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À âëàñòèâiñòü (i) ç (1.1.22) îçíà÷à¹ ùî

F̃ Ṽ dṼ = t̄F̃ dṼ . (1.1.28)

Îïèñ ðîçâ'ÿçêiâ i â öüîìó âèïàäêó ïîâ'ÿçàíî ç óíiòàðíèìè ðîçøèðåííÿ-

ìè Ṽ , îäíàê òåïåð îá÷èñëþâàòè òðåáà íå õàðàêòåðèñòè÷íó ôóíêöiþ ðîçøè-

ðåííÿ, à éîãî ñïåêòðàëüíó ôóíêöiþ âiäíîñíî ìàñøòàáó ρ0. Ñ öüîãî ìîìåíòó

áóäåìî îïóñêàòè ñèìâîë � â ïîçíà÷åííi îá'¹êòiâ Àáñòðàêòíî¨ Çàäà÷i Iíòåð-

ïîëÿöi¨� .

Áóäåìî ïîâ'ÿçóâàòè ç äàíèìè ÀÇI� , íàñòóïíi îá'¹êòè: �iëüáåðòiâ ïðî-

ñòið H0, içîìåòðè÷íèé îïåðàòîð V ç îáëàñòþ âèçíà÷åííÿ dV òà îáëàñòþ

çíà÷åíü ∆V . Ïîçíà÷èìî ÿê NdV i N∆V
îðòîãîíàëüíi äîïîâíåííÿ dV i ∆V ,

âiäïîâiäíî. Ïiäïðîñòîðè NdV i N∆V
íàçèâàþòüñÿ äåôåêòíèìè ïiäïðîñòîðà-

ìè.

Äëÿ ôîðìóëþâàííÿ îñíîâíî¨ òåîðåìè íàì çíàäîáèòüñÿ êiëüêà âèçíà-

÷åíü (äåòàëi ìiñòÿòüñÿ â Ðîçäiëi 2.3, òà â ìîiõ ïóáëiêàöiÿõ [27, 71]). Íåõàé

U öå óíiòàðíèé ëiíiéíèé îïåðàòîð â �iëüáåðòîâîìó ïðîñòîði L. Íåõàé E öå

äîäàòêîâèé �iëüáåðòiâ ïðîñòið i ρ : E → L öå îáìåæåíèé ëiíiéíèé îïåðà-

òîð, çâàíèé ìàñøòàáîì. Òðiéêó (L,U, ρ) áóäåìî íàçèâàòè óíiòàðíîþ ñèñòå-

ìîþ ðîçñiþâàííÿ. Ãàðìîíiéíà â D íåâiä'¹ìíà îïåðàòîðíî-çíà÷íà (E → E)

ôóíêöiÿ σ(ζ)

σ(ζ) = ρ∗PU(ζ)ρ

íàçèâà¹òüñÿ ñïåêòðàëüíîþ ôóíêöi¹þ U âiäíîñíî ìàñøòàáà ρ. ×åðåç PU(ζ)

âèçíà÷à¹ìî ÿäðî Ïóàñîíà îïåðàòîðà U :

PU(ζ) = (1− ζU)−1 + (1− ζ̄U ∗)−1 − 1 =

= (1− |ζ|2)(1− ζU)−1(1− ζ̄U ∗)−1.

Òåîðåìà 1.1. (Õåéôåöü, [71], Ðîçäië 3.3 äàíî¨ äèñåðòàöi¨). Ìíîæèíà

ðîçâ'ÿçêiâ ÀÇI� çáiãà¹òüñÿ ç ìíîæèíîþ ñïåêòðàëüíèõ ôóíêöié σ(ζ) óíiòàð-

íèõ ðîçøèðåíü U içîìåòði¨ V âiäíîñíî ìàñøòàáó ρ = ρ0. (Ïiä óíiòàðíèì

ðîçøèðåííÿì ìè ðîçóìi¹ìî óíiòàðíèé îïåðàòîð U : L → L, òàêèé ùî

L ⊇ H0 i U dV = V ).
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ßâíà ïàðàìåòðèçàöiÿ ðîçâ'ÿçêiâ (ñïåêòðàëüíèõ ôóíêöié îïåðàòîðiâ U

âiäíîñíî ìàñøòàáó ρ = ρ0) äàíà â ìî¨é ñòàòòi [71], òà â Ðîçäiëi 3.3 äàíî¨

äèñåðòàöi¨. Âîíà ïîâ'ÿçàíà ç àíàëiçîì ñòðóêòóðè ðîçøèðåíü içîìåòði¨ V .

À ñàìå, êîæíå ðîçøèðåííÿ ¹ ç'¹äíàííÿì çi çâîðîòíèì çâ'ÿçêîì íàñòóïíèõ

äâîõ óíiòàðíèõ âóçëiâ (i êîæíå òàêå ç'¹äíàííÿ äà¹ ðîçøèðåííÿ içîìåòði¨

V ): ïåðøèé âóçîë áóäó¹òüñÿ òiëüêè ïî äàíèì çàäà÷i (ïî içîìåòði¨ V )

A0 : N2 ⊕H0 → H0 ⊕N1,

äå N1 i N2 ¹ êîïiÿìè NdV i N∆V
âiäïîâiäíî, òà

A0 dV = V,

A0 âiäîáðàæà¹ òîòîæíî NdV íà N1 i N2 íà N∆V
; äðóãèé ¹ äîâiëüíèì óíiòàð-

íèì âóçëîì iç çîâíiøíiìè ïðîñòîðàìè N1 i N2 (òèìè ñàìèìè ùî i âèùå)

A1 : N1 ⊕H1 → H1 ⊕N2,

òîáòî, öå ¹ âiëüíèé ïàðàìåòð. Ïðîöåäóðà ç'¹äíàííÿ çi çâîðîòíèì çâ'ÿçêîì

äîêëàäíî îïèñàíà â Ðîçäiëi 3.3.

Â ïðîöåñi ç'¹äíàííÿ âèíèêà¹ ùå îäèí (äîïîìiæíèé) îïåðàòîð

i = i : N1 ⊕N2 → H0 ⊕H1, (1.1.29)

ÿêèé áóäåìî íàçèâàòè äåôåêòíûì ìàñøòàáîì öüîãî ç'¹äíàííÿ. Âií âiäiãðà¹

âàæëèâó ðîëü ïðè îá÷èñëåííi ñïåêòðàëüíî¨ ôóíêöi¨ U âiäíîñíî ìàñøòàáó

ρ = ρ0.

Ïîçíà÷èìî ÿê U0 óíiòàðíó äèëàòàöiþ âóçëà A0, äiþ÷ó â ïðîñòîði

L0 = · · · ⊕N (1)
2 ⊕N

(0)
2 ⊕H0 ⊕N (−1)

1 ⊕N (−2)
1 ⊕ · · · , (1.1.30)

äå

N
(0)
2 = N2, N

(−1)
1 = N1, (1.1.31)

à iíøi êîìïîíåíòè â (1.1.30) ¹ êîïiÿìè N1 i N2 âiäïîâiäíî, ùî ñóìóþòüñÿ

îðòîãîíàëüíî; U0 äi¹ íà N
(0)
2 ⊕H0 òàê ñàìî ÿê i A0

U0 = A0 : N
(0)
2 ⊕H0 → H0 ⊕N (0)

1 (1.1.32)
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i U0 äi¹ ÿê çñóâ íà "õâîñòàõ":

U0 : N
(k)
1 → N

(k−1)
1 , k ≤ −1,

U0 : N
(k)
2 → N

(k−1)
2 , k ≥ 1;

(1.1.33)

U0 íàçèâà¹òñÿ öåíòðàëüíèì ðîçøèðåííÿì V . Äåôåêòíèé ìàñøòàá äëÿ öåí-

òðàëüíîãî ðîçøèðåííÿ ìà¹ íàñòóïíèé âèãëÿä:

i0 : N1 ⊕N2 → L0

i
(2)
0 : N2 → N

(0)
2 ,

i
(1)
0 : N1 → U ∗0N

(−1)
1

def
== N

(0)
1 ⊆ H0.

Ñïåêòðàëüíà ôóíêöiÿ U0 âiäíîñíî ìàñøòàáó i0 + ρ0 ìà¹ âèãëÿä

Σ0 =


1N1

s r1

s∗ 1N2
r∗2

r∗1 r2 σ0

 : N1 ⊕N2 ⊕ E → N1 ⊕N2 ⊕ E, (1.1.34)

ôóíêöi¨ s(ζ), r1(ζ) è r2(ζ) àíàëiòè÷íi â D, s(0) = 0.

Òåîðåìà 1.2. (Õåéôåöü, [71], Ðîçäië 3.3 äàíî¨ äèñåðòàöi¨). çàãàëüíèé

ðîçâ'ÿçîê Àáñòðàêòíî¨ Çàäà÷i Iíòåðïîëÿöi¨� ìà¹ âèãëÿä (|ζ| < 1)

σρ = σ0 + r2ω(1− sω)−1r1 + r∗1(1− ω∗s∗)−1ω∗r∗2, (1.1.35)

äå ω äîâiëüíà ñòèñêóþ÷à àíàëiòè÷íà îïåðàòîð-ôóíêöiÿ

ω(ζ) : N1 → N2.

Çàóâàæåííÿ. Äëÿ ïîïåðåäíüî¨ ïîñòàíîâêè Àáñòðàêòíî¨ Çàäà÷i Iíòåðïî-

ëÿöi¨, E = E1⊕E2, ρ0(E1) òà ρ0(E2) ¹ áëóêàþ÷èìè ïiäïðîñòîðàìè äëÿ U0 (ç

îðòîãîíàëüíèìè íàïiâêàíàëàìè). Âíàñëiäîê öüîãî σ0 íàáóâà¹ ñïåöiàëüíîãî

âèãëÿäó

σ0 =

[
1 s∗0

s0 1

]
,

äå s0 àíàëiòè÷íà ñòèñêóþ÷à îïåðàòîð-ôóíêöiÿ, à ôóíêöi¨ r1 i r2

r2 =

[
0

s2

]
, r1 =

[
s1 0

]
.
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Òîäi σρ òàêîæ íàáóâà¹ âèãëÿäó [
1 w∗

w 1

]
,

äå w òàêîæ àíàëiòè÷íà i

w = s0 + s2ω(1− sω)−1s1.

Öÿ ôîðìóëà é îïèñó¹ ðîçâ'ÿçêè Àáñòðàêòíî¨ Çàäà÷i Iíòåðïîëÿöi¨ â ïîïå-

ðåäíié ïîñòàíîâöi.

1.2 Ïðÿìà òà çâîðîòíà Çàäà÷à ïðî Ëiôòèíã

Â Ðîçäiëi 4 âèâ÷à¹òüñÿ çàäà÷à ïðî Ëiôòèíã (îïóáëiêîâàíî â ìîiõ ñòàòòÿõ

[20, 21]): ïîêàçàíî ùî âîíà âêëàäà¹òüñÿ â ñõåìó Àáñòðàêòíî¨ Çàäà÷i Iíòåð-

ïîëÿöi¨ ðîçãëÿíóòó âèùå, âñòàíîâëåíî ñïåöèôiêó äàíèõ çàäà÷i ïðî Ëiôòèíã

òà ðîçâ'ÿçàíî âiäïîâiäíó çâîðîòíó çàäà÷ó. Çàâäÿêè ñïåöèôiöi äàíèõ, â äî-

ñëiäæåííi öi¹¨ çàäà÷i âäà¹òüñÿ ïðîñóíóòèñÿ íàáàãàòî äàëi íiæ â çàãàëüíîìó

âèïàäêó.

Òåîðåìà Íàäÿ è Ôîéàøà ïðî Ëiôòèíã Êîìóòàíòó (ñêîðî÷åíî Òåîðåìà

ïðî Ëiôòèíã) ôîðìóëþ¹òüñÿ íàñòóïíèì ÷èíîì: çàäàíi ñòèñêóþ÷i îïåðàòî-

ðè T ′, T ′′ â �iëüáåðòîâèõ ïðîñòîðàõ H′, H′′ âiäïîâiäíî, òà ¨õ içîìåòðè÷íi
äèëàòàöi¨ V ′ i V ′′ â �iëüáåðòîâèõ ïðîñòîðàõ K′ ⊃ H′ i K′′ ⊃ H′′ âiäïî-
âiäíî, çàäàíèé ñòèñêóþ÷èé îïåðàòîð X : H′ → H′′ ñïëiòàþ÷èé T ′ i T ′′

( XT ′ = T ′′X), òîäi iñíó¹ òàêîæ ñòèñêóþ÷èé îïåðàòîð Y : K′ → K′′

ñïëiòàþ÷èé V ′ i V ′′ (Y V ′ = V ′′Y ) i ÿêèé ¹ ëiôòèíãîì X

XPH′ = PH′′Y, (1.2.1)

äå PH′ è PH′′ ¹ îðòîãîíàëüíi ïðîåêöi¨ K′ íà H′ òà K′′ íà H′′ âiäïîâiäíî.
Âàæëèâèé îêðåìèé âèïàäîê Òåîðåìè ïðî Ëiôòèíã áóâ äîâåäåíèé ðàíi-

øå Ç. Íåõàði. Â öüîìó âèïàäêó

K′ = L2(E1), K′′ = L2(E2), H′ = H2(E1), H′′ = H2
−(E2),

U ′ i U ′′ îïåðàòîðè ìíîæåííÿ íà íåçàëåæíó çìiííó t.
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Âiäîìî ùî çàãàëüíèé âèïàäîê Òåîðåìè ïðî Ëiôòèíã çâîäèòüñÿ äî âè-

ïàäêó êîëè T ′ = U ′+ ¹ içîìåòði¹þ â �iëüáåðòîâîìó ïðîñòîði K′+ ç óíiòàðíîþ

äèëàòàöi¹þ U ′ â ïðîñòîði K′ ⊃ K′+ à T ′′ ¹ êî-içîìåòði¹þ â ïðîñòîði K′′−
ç óíiòàðíîþ äèëàòàöi¹þ U ′′ â K′′ ⊃ K′′−. Ñôîðìóëþ¹ìî òåïåð Çàäà÷ó ïðî

Ëiôòèíã Êîìóòàíòà äëÿ öüîãî âèïàäêó:

Çàäà÷à 1.3 (Çàäà÷à ïðî Ëiôòèíã). Çàäàíi äâà óíiòàðíèõ îïåðàòîðè

U ′ i U ′′ â �iëüáåðòîâèõ ïðîñòîðàõ K′ i K′′, âiäïîâiäíî; çàäàíi ïiäïðîñòîðè
K′+ ⊂ K′ i K′′− ⊂ K′′, ÿêi ¹ ∗-öèêëi÷íèìè äëÿ U ′ i U ′′ âiäïîâiäíî (òîáòî,

íàéìåíøèé ïiäïðîñòið ùî ïðèâîäèòü U ′ òà ìiñòèòü K′+ öå óâåñü ïðîñòið K′,
àíàëîãi÷íî äëÿ U ′′ i K′′−) i òàêi ùî

U ′K′+ ⊂ K′+, U ′′∗K′′− ⊂ K′′−; (1.2.2)

çàäàíèé ñòèñêóþ÷èé îïåðàòîð X : K′+ → K′′−, ñïëiòàþ÷èé íàñòóïíi îïåðà-

òîðè

XU ′|K′+ = PK′′−U
′′X. (1.2.3)

Ïîòðiáíî îïèñàòè âñi ñòèñêóþ÷i îïåðàòîðè Y : K′ → K′′, ÿêi ñïëiòàþòü U ′ i
U ′′, Y U ′ = U ′′Y i òàêi ùî ¹ ëiôòèíãàìè X

PK′′−Y |K′+ = X. (1.2.4)

Äëÿ çàäà÷i Íåõàði, îêðåìîãî âèïàäêó Çàäà÷i ïðî Ëiôòèíã,

K′ = L2(E1), K′′ = L2(E2), K′+ = H2(E1), K′′− = H2
−(E2),

U ′ è U ′′ îïåðàòîðè ìíîæåííÿ íà íåçàëåæíó çìiííó t.
Ç äàíèìè Çàäà÷i ïðî Ëiôòèíã çâ'ÿæåìî Àáñòðàêòíó Çàäà÷ó Iíòåðïîëÿ-

öi¨ (äèâ. Ðîçäië 4.3, îïóáëiêîâàíî â ìî¨õ ñòàòòÿõ [20, 21]): ëiíiéíèé ïðîñòið[
K′′−
K′+

]
; ôîðìó D íà íüîìó, ùî çàäàíà ìàòðèöåþ

[
I X

X∗ I

]
; îïåðàòîðè T1 i

T2

T1 =

[
I 0

0 U ′

]
, T2 =

[
U ′′∗ 0

0 I

]
.
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Ñïiââiäíîøåííÿ ìiæ îïåðàòîðàìè U ′, U ′′ i X (äàíi Çàäà÷i ïðî Ëiôòèíã)

òÿãíóòü âèêîíàííÿ òîòîæíîñòi

D(T1x, T1y) = D(T2x, T2y). (1.2.5)

Òàêèì ÷èíîì îòðèìó¹ìî �iëüáåðòiâ ïðîñòið H0

H0 = clos

[
K′′−
K′+

]
(1.2.6)

iç ñêàëÿðíèì äîáóòêîì〈[
k′′−

k′+

]
,

[
`′′−

`′+

]〉
H0

=

〈[
I X

X∗ I

][
k′′−

k′+

]
,

[
`′′−

`′+

]〉
K′′−⊕K′+

. (1.2.7)

Içîìåòðè÷íèé îïåðàòîð V , ùî âiäïîâiäà¹ òîòîæíîñòi (1.2.5), çàäà¹òüñÿ ÿê

V =

[
U ′′∗ 0

0 U ′∗

]
:

[
k′′−

U ′k′+

]
7→

[
U ′′∗k′′−
k′+

]
. (1.2.8)

Îáëàñòü âèçíà÷åííÿ i îáëàñòü çíà÷åíü V ìàþòü âèãëÿä (V : D → D∗)

D := clos

[
K′′−
U ′K′+

]
⊂ H0, D∗ := clos

[
U ′′∗K′′−
K′+

]
⊂ H0. (1.2.9)

Çàëèøà¹òüñÿ çàäàòè ìàñøòàá ρ0. Çàóâàæèìî ùî öå ìîæíà çðîáèòè ðiçíèìè

ñïîñîáàìè. ßê E1 i E2 ìîæíà âèáðàòè áóäü-ÿêi ∗-öèêëi÷íi ïiäïðîñòîðè U ′

i U ′′, ùî ìiñòÿòüñÿ â K′+ i K′′−, âiäïîâiäíî. Íåõàé E2 ⊕ E1 ¹ ôîðìàëüíà

îðòîãîíàëüíà ñóìà. Òåïåð çàäàìî

ρ0 : E2 ⊕ E1 →

[
K′′−
K′+

]
,

ρ0 òîòîæíî íà E1 i íà E2, âiäïîâiäíî.

Ðîçâ'ÿçêè Àáñòðàêòíî¨ Çàäà÷i Iíòåðïîëÿöi¨ ç öèìè äàíèìè, â ñèëó ñïå-

öèôiêè îñòàííiõ, ìàþòü âèãëÿä

σ =

[
σ′′ w

w∗ σ′

]
≥ 0, (1.2.10)

äå σ′ i σ′′ öå ñïåêòðàëüíi ôóíêöi¨ U ′ i U ′′ âiäíîñíî ìàñøòàáiâ E1 i E2, âiä-

ïîâiäíî. Äëÿ çàäà÷i Íåõàði (íàãàäà¹ìî, K′ = L2(E1), K′′ = L2(E2), K′+ =
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H2(E1), K′′− = H2
−(E2), U ′ è U ′′ îïåðàòîðè ìíîæåííÿ íà íåçàëåæíó çìií-

íó t) öi ñàìi E1 i E2 ìîæóòü áóòè îáðàíi â ÿêîñòi ìàñøòàáíèõ ïiäïðîñòîðiâ.

Çâ'ÿçîê ìiæ ðîçâ'ÿçêàìè Çàäà÷i ïðî Ëiôòèíã Y i ðîçâ'ÿçêàìè âiäïîâiä-

íî¨ Àáñòðàêòíî¨ Çàäà÷i Iíòåðïîëÿöi¨ w ìàáóòü ïðîñòiøå âñüîãî ïîÿñíèòè çà

äîïîìîãîþ ôóíêöiîíàëüíèõ ìîäåëåé : ÿêùî Lσ
′
i Lσ

′′
ïðîñòîðè Õåëiíãåðà

ùî âiäïîâiäàþòü ìiðàì σ′ i σ′′, òî íà ùiëüíié â Lσ
′
ìíîæèíi σ′p, äå p öå

ïîëiíîìè âiä t i t, Y çàäà¹òüñÿ íàñòóïíèì ÷èíîì

Y (σ′p) = wp.

Ñòèñëèâiñòü öüîãî îïåðàòîðà åêâiâàëåíòíà íåðiâíîñòi (1.2.10). Äëÿ çàäà-

÷i Íåõàði öå ñïiââiäíîøåííÿ íàáóâà¹ îñîáëèâî ïðîñòèé âèãëÿä: ïðè âèáîði

ìàñøòàáiâ ÿê çàçíà÷åíî âèùå, ìiðè σ′ i σ′′ çáiãàþòüñÿ ç ìiðîþ Ëåáåãà, îò-

æå, ìiðà w àáñîëþòíî íåïåðåðâíà âiäíîñíî ìiðè Ëåáåãà i äiÿ îïåðàòîðà Y

çâîäèòüñÿ äî ìíîæåííÿ íà ôóíêöiþ w̃

w̃ : L2(E1)→ L2(E2).

Ó çàãàëüíîìó âèïàäêó âiäïîâiäíiñòü ìiæ Y i w âçà¹ìíî îäíîçíà÷íà. Ìiðà

w íàçèâà¹òüñÿ ñèìâîëîì ñòèñíåííÿ X ùî âiäïîâiäà¹ ëiôòèíãó Y .

Òàêèì ÷èíîì îïèñ ðîçâ'ÿçêiâ Çàäà÷i ïðî Ëiôòèíã Y çâîäèòüñÿ äî îïèñó

ñèìâîëiâ w, òîáòî äî îïèñó ðîçâ'ÿçêiâ âiäïîâiäíî¨ Àáñòðàêòíî¨ Çàäà÷i Ií-

òåðïîëÿöi¨. Ñïåêòðàëüíà ôóíêöiÿ óíiâåðñàëüíîãî ðîçøèðåííÿ, â ñèëó ñïå-

öèôiêè äàíèõ, ìà¹ âèãëÿä

Σ0 =


mIN1

s 0 s1

s∗ mIN2
s∗2 0

0 s2 σ′′ s0

s∗1 0 s∗0 σ′

 : N1 ⊕N2 ⊕ E2 ⊕ E1 → N1 ⊕N2 ⊕ E2 ⊕ E1,

(1.2.11)

äå m ìiðà Ëåáåãà. Ïðè öüîìó s, s2 i s1 àáñîëþòíî íåïåðåðâíi âiäíîñíî

ìiðè Ëåáåãà è àíàëiòè÷íi, s̃(0) = 0. Â öüîìó âèïàäêó çàãàëüíà ôîðìóëà

îïèñó ðîçâ'ÿçêiâ Àáñòðàêòíî¨ Çàäà÷i Iíòåðïîëÿöi¨ çâîäèòüñÿ äî ôîðìóëè

ùî îïèñó¹ ñèìâîëè ëiôòèíãiâ (òî÷íèé çìiñò öi¹¨ ôîðìóëè ïîÿñíþ¹òüñÿ â
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Ðîçäiëi 4.5)

w = s0 + s2(I − ωs)−1ωs1. (1.2.12)

Çâîðîòíà Çàäà÷à ïðî Ëiôòèíã ïîëÿãà¹ â õàðàêòåðèçàöi¨ òèõ ÷åòâiðîê

s, s2, s1 i s0, ùî âèíèêàþòü â ôîðìóëàõ (1.2.12), ùî îïèñóþòü ìíîæèíè

ðîçâ'ÿçêiâ Çàäà÷ ïðî Ëiôòèíã. Òàêîãî òèïó çâîðîòíi çàäà÷i iíòåíñèâíî ðîç-

ãëÿäàëèñü â ðîáîòàõ Â. Ï. Ïîòàïîâà äëÿ çðiçàíèõ çàäà÷ Íåâàíëiííè�Ïiêà,

Êàðàòåîäîði-Ôåéåðà, Ïðîáëåìè Ìîìåíòiâ. Äëÿ íåñêií÷åííî¨ ñêàëÿðíî¨ çà-

äà÷i Íåâàíëiííè-Ïiêà ÿâíi íåîáõiäíi óìîâè íà ÷åòâiðêó ìiñòÿòüñÿ â ðîáîòi

Íåâàíëiííè [80]. Íåîáõiäíi óìîâè äëÿ çàäà÷i Íåõàði áóëè îòðèìàíi â êëà-

ñè÷íèõ ðîáîòàõ Àäàìÿíà, Àðîâà i Êðåéíà â êiíöi 60-õ ðîêiâ. Ïiçíiøå Àðîâ

ââiâ ïîíÿòòÿ ðåãóëÿðíèõ i ñèíãóëÿðíèõ γ-òâiðíèõ ïàð òà â öiõ òåðìiíàõ îõà-

ðàêòåðèçóâàâ ïàðè ùî âèíèêàþòü ïðè îïèñi ðîçâ'ÿçêiâ çàäà÷ Íåõàði. Â öié

äèñåðòàöi¨ îòðèìàíà õàðàêòåðèçàöiÿ (ïîâíèé íàáið óìîâ ùî ¹ íåîáõiäíèìè

i äîñòàòíiìè) ðåãóëÿðíèõ ïàð âiäìiííà âiä òi¹¨ ùî áóëà îòðèìàíà Àðîâèì.

Òåîðåìà 1.4. (äèâ. Ðîçäiëè 4.7, 4.8, îïóáëiêîâàíà â ìî¨õ ñòàòòÿõ [20, 21])

Ôîðìóëà (1.2.12) îïèñó¹ âñi ðîçâ'ÿçêè (ñèìâîëè) äåÿêî¨ Çàäà÷i ïðî Ëiôòèíã

òîäi é òiëüêè òîäi êîëè âèêîíóþòüñÿ íàñòóïíi óìîâè

1. s, s2 i s1 àíàëiòè÷íi, s(0) = 0

2. [
mIN1

s

s ∗ mIN2

]
=

[
0 s1

s ∗2 0

][
σ′′ s0

s ∗0 σ′

][−1] [
0 s2

s ∗1 0

]
(1.2.13)

Òóò m öå ìiðà Ëåáåãó.

3.

Σ0


N1

0

0

0

 = clos Σ0


0

0

p−

p+

	 clos Σ0


0

0

p−

tp+

 ,
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t Σ0


0

N2

0

0

 = clos Σ0


0

0

p−

p+

	 clos Σ0


0

0

tp−

p+

 , (1.2.14)

äå p+ i p− ïîëiíîìè ùî íàëåæàòü H2(E1) i H2
−(E2), âiäïîâiäíî.

Çàóâàæèìî ùî äðóãà óìîâà ¹ óçàãàëüíåííÿì óìîâè Íåâàíëiííè- Àäà-

ìÿíà - Àðîâà - Êðåéíà.

Ó íàñòóïíié òåîðåìi ôîðìóëþþòüñÿ âàæëèâi äîäàòêîâi âëàñòèâîñòi êî-

åôiöi¹íòiâ ôîðìóëè (1.2.12).

Òåîðåìà 1.5. (ñì. Ðîçäië 4.8, îïóáëiêîâàíà â ìî¨õ ñòàòòÿõ [70, 20, 21])

Êîåôiöi¹íòè ôîðìóëè (1.2.12) ìàþòü íàñòóïíi åêñòðåìàëüíi âëàñòèâîñòi:

1. Âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü

σ′ − s∗0σ′′[−1]s0 ≥ s∗1
1

m
s1. (1.2.15)

Áiëüø òîãî, s∗1 ¹ åêñòðåìàëüíîþ â íàñòóïíîìó ñåíñi: ÿêùî r∗1 ñèëüíà

L(E1,N )-çíà÷íà àíòèàíàëiòè÷íà ìiðà òàêà ùî

σ′ − s∗0σ′′[−1]s0 ≥ r∗1
1

m
r1, (1.2.16)

òî iñíó¹ ñòèñêóþ÷à ñèëüíà àíòèàíàëiòè÷íà L(N , N1)-çíà÷íà ôóíêöiÿ

θ∗1 òàêà ùî

r∗1 = s∗1θ
∗
1 (1.2.17)

(ðiâíiñòü ìiæ ìiðàìè ðîçóìi¹òüñÿ â ñèëüíîìó ñåíñi).

2. Âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü

σ′′ − s0σ
′[−1]s∗0 ≥ s2

1

m
s∗2. (1.2.18)

Áiëüø òîãî, s2 ¹ åêñòðåìàëüíîþ â íàñòóïíîìó ñåíñi: ÿêùî r2 ñèëüíà

L(N∗, E2)-çíà÷íà àíàëiòè÷íà ìiðà òàêà ùî

σ′′ − s0σ
′[−1]s∗0 ≥ r2

1

m
r∗2, (1.2.19)
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òî iñíó¹ ñòèñêóþ÷à ñèëüíà àíàëiòè÷íà L(N∗, N2)-çíà÷íà ôóíêöiÿ θ2 òà-

êà ùî

r2 = s2θ2. (1.2.20)

Òàêèì ÷èíîì, çàäàíà s0 òàêà ùî
[
σ′′ s0

s∗0 σ′

]
≥ 0, îäíîçíà÷íî âèçíà÷à¹ s1 i s2 ÿê

åêñòðåìàëüíi ôóíêöi¨ â íåðiâíîñòÿõ (1.2.15) (1.2.18), âiäïîâiäíî. Íàãàäà¹ìî,

ùî òîäi i s âèçíà÷åíà îäíîçíà÷íî çà ôîðìóëîþ (1.2.13).

1.3 Çàäà÷à Íåõàði, Àðîâ-ðåãóëÿðíiñòü, äâi ïðîáëåìè

Ä.Ñàðàñîíà

Â Ðîçäiëi 4.9 ÿê äîäàòîê ðîçãëÿíóòî ñêàëÿðíó çàäà÷ó Íåõàði. Äåÿêi

ïèòàíÿ ïîâ'ÿçàíi ç öi¹þ çàäà÷åþ ðîçãëÿíóòi òàêîæ â Ðîçäiëi 5. Íåõàé E1 =

E2 = C,
K′ = L2, K′′ = L2, K′+ = H2, K′′− = H2

−.

Â öüîìó âèïàäêó dimE1 = dimE2 = 1 i ðîçâ'ÿçêè (ñèìâîëè) w i s0 ¹

ñêàëÿðíèìè ôóíêöiÿìè. Âiäîìî ùî ïðè öüîìó àáî

dimN1 = dimN2 = 1, àáî dimN1 = dimN2 = 0.

Òàêîæ âiäîìî ùî â ïåðøîìó âèïàäêó ðîçâ'ÿçêiâ íåñêií÷åííî áàãàòî (çà-

äà÷à íàçèâà¹òüñÿ íåâèçíà÷åíîþ), à ó äðóãîìó âèïàäêó çàäà÷à ìà¹ ¹äèíèé

ðîçâ'ÿçîê (çàäà÷à íàçèâà¹òüñÿ âèçíà÷åíîþ). Êðiì òîãî, â ïåðøîìó âèïàäêó

âèêîíó¹òüñÿ óìîâà Ñåãüî

log(1− |s0|2) ∈ L1,

à ó äðóãîìó âîíà íå âèêîíó¹òüñÿ

log(1− |s0|2) /∈ L1.

Ó ïåðøîìó âèïàäêó íåðiâíîñòi (1.2.15) i (1.2.18) ïåðåòâîðþþòüñÿ â ðiâ-

íîñòi

1− |s0|2 = |s1|2 (1.3.1)
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i

1− |s0|2 = |s2|2, (1.3.2)

s1, s2 i s òàêîæ ¹ ñêàëÿðíèìè ôóíêöiÿìè, à ôóíêöi¨ s1 i s2, â ñèëó ¨õ åêñ-

òðåìàëüíîñòi (Òåîðåìà 1.5)), ¹ çîâíiøíiìè ïî Áüîðëiíãó. Àëå òîäi ìîæíà

ââàæàòè ùî âîíè ðiâíi

s1 = s2 = a.

Ó äðóãîìó âèïàäêó s1, s2 i s íåìèíó÷å äîðiâíþþòü íóëþ, îñêiëüêè

dimN1 = dimN2 = 0,

i ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i ¹äèíèé.

Äàëi, â ïåðøîìó âèïàäêó, ðiâíiñòü (1.2.13) çâîäèòüñÿ äî

s = −a
a
s0 =: b (1.3.3)

ìàéæå óñþäè íà T. Çàóâàæèìî, ùî |b|2 = |s0|2 = 1− |a|2 i, îòæå,

|a|2 + |b|2 = 1

ìàéæå âñþäè íà T.
I íàðåøòi, óìîâè (1.2.14) çâîäÿòüñÿ äî óìîâè[

1

0

]
∈ clos

{[
ah

P+s0h

]
: h ∈ H2

+

}
Ñêàçàíå âèùå ìîæíà ïiäñóìóâàòè ó âèãëÿäi íàñòóïíèõ äâîõ òåîðåì.

Òåîðåìà 1.6. (Àäàìÿí-Àðîâ-Êðåéí) Ìíîæèíà ðîçâ'ÿçêiâ áóäü-ÿêî¨

íåâèçíà÷åíî¨ çàäà÷i Íåõàði îïèñó¹òüñÿ ôîðìóëîþ (ìàéæå âñþäè íà T)

w = −a
a
b+

ωa2

1− ωb
=
a

a

ω − b
1− ωb

, (1.3.4)

äå ω äîâiëüíà àíàëiòè÷íà â êðóçi ôóíêöiÿ, |ω| ≤ 1 (áóäåìî íàçèâàòè òàêi

ôóíêöi¨ ôóíêöiÿìè êëàñó Øóðà), ôóíêöi¨ a i b âèçíà÷àþòüñÿ äàíèìè çàäà÷i

i ìàþòü âëàñòèâîñòi

1. a, b ∈ H∞,

2. a çîâíiøíÿ, a(0) > 0, b(0) = 0,
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3. |a|2 + |b|2 = 1 èàéæå âñþäó íà T.

Òåîðåìà 1.7. (Õåéôåöü, äèâ. [66, 68] à òàêîæ [20, 21]). Íà äîäàòîê äî

âëàñòèâîñòåé 1.-3. ïàðà (a, b), ïîáóäîâàíà çà äàíèìè íåâèçíà÷åíî¨ çàäà÷i

Íåõàði ÿê îïèñàíî âèùå, ìà¹ âëàñòèâiñòü

4. [
1

0

]
∈ clos

{[
ah

P+s0h

]
: h ∈ H2

+

}
(1.3.5)

äå s0 := −a
ab.

Áiëüø òîãî, âëàñòèâîñòi 1. − 4. ¹ íåîáõiäíèìè i äîñòàòíiìè äëÿ òîãî ùîá

ôîðìóëà (1.3.4) îïèñóâàëà ìíîæèíó âñiõ ðîçâ'ÿçêiâ äåÿêî¨ íåâèçíà÷åíî¨ çà-

äà÷i Íåõàði, êîëè ω ïðîáiãà¹ âåñü êëàñ Øóðà.

Áóäåìî íàçèâàòè ïàðè (a, b), ùî ìàþòü âëàñòèâîñòi (1) − (4), ÀÀÊ-

ïàðàìè (Â. Ì. Àäàìÿíà, Ä. Ç. Àðîâà i Ì. Ã. Êðåéíà), à ïàðè (a, b), ùî

ìàþòü ëèøå âëàñòèâîñòi (1) − (3), äîòðèìóþ÷èñü òåðìiíîëîãi¨ çàïðîïîíî-

âàíî¨ Ä. Ç. Àðîâèì, áóäåìî íàçèâàòè γ-òâiðíèìè.

ßêùî (a, b) äîâiëüíà γ-òâiðíà ïàðà, à ω äîâiëüíà ôóíêöiÿ êëàñó Øóðà,

òî ôóíêöiÿ ωa2

1−ωb íàëåæèòü äî H
2 i, îòæå, äëÿ áóäü-ÿêî¨ γ-òâiðíî¨ ïàðè (a, b)

ôîðìóëà (1.3.4) äà¹ (êîëè ω ïðîáiãà¹ âåñü êëàñ Øóðà) ôóíêöi¨ w ç îäíi¹þ

i òi¹þ æ ïðîåêöi¹þ íà H2
−, òîáòî, âîíè âñi ¹ ñèìâîëàìè îäíîãî i òîãî æ

Ãàíêåëåâà îïåðàòîðà

X = P−w|H2
+.

Îäíàê, ÿêùî óìîâà (4) íå âèêîíó¹òüñÿ, òî ôîðìóëà (1.3.4) äà¹ íå âñi ñèì-

âîëè Ãàíêåëåâà îïåðàòîðà X, à òiëüêè äåÿêi ç íèõ.

Óìîâè (2) i (3) ïîêàçóþòü ùî b âèçíà÷à¹ a îäíîçíà÷íî, â òîé ÷àñ ÿê

a âèçíà÷à¹ b ç òî÷íiñòþ äî âíóòðiøíüîãî ìíîæíèêà. Òîìó äëÿ ñòèñëîñòi

çàìiñòü γ-òâiðíèõ ïàð (a, b) ìè ìîæåìî ãîâîðèòè ïðî γ-òâiðíi ôóíêöi¨ b,

ìàþ÷è íà óâàçi ùî b âèçíà÷à¹ a îäíîçíà÷íî.

Âiäîìî ùî íàñòóïíà âëàñòèâiñòü a ¹ äîñòàòíüîþ äëÿ âèêîíàííÿ (4) ïðè

áóäü-ÿêîìó äîïóñòèìîìó b:
1

a
∈ H2.



45

Äiéñíî, ââàæàþ÷è h = 1
a , áà÷èìî ùî â öüîìó âèïàäêó (4) âèêîíó¹òüñÿ

íàâiòü áåç çàìèêàííÿ â ñèëó òîãî ùî

s0

a
= − b

a
∈ H2

−.

Áiëüø òîíêó äîñòàòíþ óìîâó äëÿ âèêîíàííÿ (4) â òåðìiíàõ a áóëî îòðèìàíî

â ðîáîòi À. Âîëüáåðãà i Ï. Þäèöüêîãî [92]. Ä. Ñàðàñîíîì áóëî ïîñòàâëåíî

ïèòàííÿ: ÷è íàêëàäà¹ óìîâà (4) áóäü-ÿêi îáìåæåííÿ íà a? Âiäïîâiäü íà öå

ïèòàííÿ äà¹òüñÿ íàñòóïíîþ òåîðåìîþ

Òåîðåìà 1.8. (Õåéôåöü, äèâ. [66] i Ðîçäië 5.1 äàíî¨ äèñåðòàöi¨). Õî÷ áè

ÿêèìè áóëè a, b, ùî çàäîâîëüíÿþòü (1) - (3), çíàéäåòüñÿ âíóòðiøíÿ ôóíêöiÿ

θ òàêà ùî ïàðà (a, θb) çàäîâîëüíÿ¹ (4), òîáòî,[
1

0

]
∈ clos

{[
ah

P+s0θh

]
: h ∈ H2

+

}
. (1.3.6)

Íàñòóïíà âëàñòèâiñòü ÀÀÊ ïàð áóëà äîâåäåíà Â. Ì. Àäàìÿíîì,

Ä. Ç. Àðîâèì i Ì. Ã. Êðåéíîì:

4′. ÿêùî (a, b) ÀÀÊ-ïàðà, òî ìiðà, ùî âiäïîâiäà¹ ôóíêöi¨

1 + ωb

1− ωb
¹ àáñîëþòíî íåïåðåðâíîþ äëÿ áóäü-ÿêî¨ ω êëàñó Øóðà.

Íèìè æ áóëî ñôîðìóëüîâàíå ïèòàííÿ: ÷è íå ¹ öÿ âëàñòèâiñòü ðàçîì ç âëà-

ñòèâîñòÿìè (1) - (3) äîñòàòíüîþ äëÿ òîãî ùîá ïàðà (a, b) áóëà ÀÀÊ ïàðîþ.

Ïiçíiøå Ä. Ñàðàñîí âèñëîâèâ öå ÿê ãiïîòåçó.

Ó ìî¨õ ñòàòòÿõ [65, 67], âèêîðèñòîâóþ÷è ïiäõiä Àáñòðàêòíî¨ Çàäà÷i Ií-

òåðïîëÿöi¨, áóëî ïîêàçàíî ùî öÿ ãiïîòåçà íåâiðíà. Áiëüø êîíêðåòíî, áó-

ëî ïîêàçàíî ùî ïàðè (a, b), ÿêi ïàðàìåòðèçóþòü ðîçâ'ÿçêè íåâèçíà÷åíèõ

ïðîáëåì ìîìåíòiâ Ãàìáóðãåðà, ìàþòü âëàñòèâîñòi (1)-(3) i (4′), àëå íå ¹

ÀÀÊ-ïàðàìè. Âèêëàäåííþ öèõ ðåçóëüòàòiâ ïðèñâÿ÷åíèé Ðîçäië 5.2 äàíî¨

äèñåðòàöi¨.

Öiêàâî âiäçíà÷èòè, ùî â îáîõ âèïàäêàõ (Çàäà÷i Íåõàði i Ïðîáëåìà Ìî-

ìåíòiâ Ãàìáóðãåðà) âëàñòèâiñòü (4′) âèïëèâà¹ ç ðiâíîñòi Ïàðñåâàëÿ äëÿ ïå-
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ðåòâîðåííÿ Ôóð'¹ ïîâ'ÿçàíîãî ç ðîçâ'ÿçêàìè âiäïîâiäíî¨ Àáñòðàêòíî¨ Çàäà-

÷i Iíòåðïîëÿöi¨ (äèâ. Ðîçäiëè 5.2.7, 5.2.8).

Ðîçäië 5.2 îðãàíiçîâàíî íàñòóïíèì ÷èíîì: Â Ðîçäiëi 5.2.2 âèâ÷à¹òüñÿ

ñòðóêòóðà äàíèõ ïðîáëåìè ìîìåíòiâ, íà áàçi öüîãî â Ðîçäiëi 5.2.3 ç íèìè

çâ'ÿçó¹òüñÿ Àáñòðàêòíà Çàäà÷à Iíòåðïîëÿöi¨. ßâíà ôîðìóëà äëÿ ïåðåòâî-

ðåííÿ Ôóð'¹ i äåÿêi ¨¨ íàñëiäêè îòðèìàíi â Ðîçäiëi 5.2.4. Â Ðîçäiëi 5.2.7

äîâåäåíî ðiâíiñòü Ïàðñåâàëÿ äëÿ öüîãî ïåðåòâîðåííÿ Ôóð'¹. Â Ðîçäiëi 5.2.8

ïîêàçàíî ÿê âëàñòèâiñòü (4′) ïàð ïîâ'ÿçàíèõ ç ïðîáëåìîþ ìîìåíòiâ âèïëè-

âà¹ ç ðiâíîñòi Ïàðñåâàëÿ. Â Ðîçäiëi 5.2.9 äîêàçàíî Àðîâ-ñèíãóëÿðíiñòü ïàð

ùî âiäïîâiäàþòü ïðîáëåìi ìîìåíòiâ i, îòæå, âîíè íå ¹ ÀÀÊ-ïàðàìè.

1.4 Êðàòíèé àíàëîã òåîðåìè Æþëià - Êàðàòåîäîði

òà âiäïîâiäíà ìåæîâà çàäà÷à iíòåðïîëÿöi¨.

ßê i ðàíiøå áóäåìî ïîçíà÷àòè ÷åðåç S êëàñØóðà, àíàëiòè÷íèõ ôóíêöié

ùî âiäîáðàæàþòü îäèíè÷íèé êðóã D â ñâî¹ çàìèêàííÿ. Ìè ïèñàòèìåìî

z→̂t0 ÿêùî z íàáëèæà¹òüñÿ äî ãðàíè÷íî¨ òî÷êè t0 ∈ T íåäîòè÷íèì ÷èíîì i

z → t0 ÿêùî z íàáëèæà¹òüñÿ äî t0 áåç âñÿêèõ îáìåæåíü ïåðåáóâàþ÷è â D.
Äëÿ ïî÷àòêó ñôîðìóëþ¹ìî êëàñè÷íó òåîðåìó Æþëià - Êàðàòåîäîði ([43],

[58] à òàêîæ [90, Ãëàâà 4] i [86, Ãëàâà 6]).

Òåîðåìà 1.9. (Æþëià-Êàðàòåîäîði) Äëÿ w ∈ S i t0, òàêi âëàñòèâîñòi ¹

åêâiâàëåíòíèìè:

(1) d1 := lim inf
z→t0

1− |w(z)|2

1− |z|2
<∞.

(2) d2 := lim
z→̂t0

1− |w(z)|2

1− |z|2
<∞.

(3) Ãðàíèöi w0 := lim
z→̂t0

w(z) i d3 := lim
z→̂t0

1− w(z)w0

1− zt̄0
iñíóþòü i ìàþòü âëàñòèâîñòi |w0| = 1 i d3 ≥ 0.

(4) Ãðàíèöi w0 := lim
z→̂t0

w(z) i w1 := lim
z→̂t0

w′(z)

iñíóþòü i ìàþòü âëàñòèâîñòi |w0| = 1 i t0w1w0 ≥ 0.
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Áiëüø òîãî, ÿêùî öi óìîâè âèêîíóþòüñÿ, òî d1 = d2 = d3 = t0w1w0.

Äåòàëüíèé âèêëàä öi¹¨ òåîðåìè ìîæíà çíàéòè â [84], [86], [90]. Â ìî¨é

ñòàòòi [33] äîâåäåíèé êðàòíèé àíàëîã òåîðåìè Æþëià - Êàðàòåîäîði. Âè-

êëàäó öüîãî ïðèñâÿ÷åíèé Ðîçäië 6.1 äàíî¨ äèñåðòàöi¨. Ââåäåìî äåÿêi ïîçíà-

÷åííÿ. Âiäîìà òàêà âëàñòèâiñòü ôóíêöié êëàñó Øóðà w:

Pw
n (z) :=

[
1

i!j!

∂i+j

∂zi∂z̄j
1− |w(z)|2

1− |z|2

]n
i,j=0

≥ 0 (1.4.1)

äëÿ áóäü-ÿêîãî n ≥ 0 i z ∈ D. Ìè áóäåìî íàçèâàòè öþ ìàòðèöþ ìàòðèöåþ

Øâàðöà - Ïiêà. Äëÿ çàäàíî¨ òî÷êè t0 ∈ T, ìåæîâó ìàòðèöþ Øâàðöà -

Ïiêà âèçíà÷èìî ÿê

Pw
n (t0) = lim

z→̂t0
Pw
n (z) ≥ 0, (1.4.2)

çà óìîâè ùî ãðàíèöÿ â (1.4.2) iñíó¹.

Ïðèïóñòèìî òåïåð, ùî w ∈ S i ùî iñíóþòü òàêi íåäîòè÷íi ìåæîâi ãðà-

íèöi

wj(t0) := lim
z→̂t0

w(j)(z)

j!
çà j = 0, . . . , 2n+ 1, (1.4.3)

äå w(j) ïîçíà÷à¹ ïîõiäíó ïîðÿäêó j. Ïîêëàäåìî

Pwn (t0) :=


w1(t0) · · · wn+1(t0)

... ...

wn+1(t0) · · · w2n+1(t0)

Ψn(t0)


w0(t0) . . . wn(t0)

. . . ...

0 w0(t0)

 ,
(1.4.4)

äå Ψn(t0) = [Ψj`]
n
j,`=0 öå âåðõíüî òðèêóòíà ìàòðèöÿ ç åëåìåíòàìè

Ψj` =


0, if j > `

(−1)`

(
`

j

)
t`+j+1
0 , if j ≤ `.

(1.4.5)

Âiäçíà÷èìî, ùî ìàòðèöÿ (1.4.4) âïåðøå ç'ÿâèëàñÿ â ðîáîòi I. Â. Êîâàëèøè-

íî¨ [73] â êîíòåêñòi iíòåðïîëÿöi¨ íà ìåæi îáëàñòi â êëàñi Øóðà.

Ïîçíà÷èìî ïðàâèé íèæíié åëåìåíò ìàòðèöi Øâàðöà - Ïiêà Pw
n (z) ÿê

dw,n(z) :=
1

(n!)2

∂2n

∂zn∂z̄n
1− |w(z)|2

1− |z|2
(1.4.6)

i ñôîðìóëþ¹ìî êðàòíèé àíàëîã Òåîðåìè 1.9.
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Òåîðåìà 1.10. (Õåéôåöü, Áîëîòíèêîâ, [33], Ðîçäië 6.1) Äëÿ w ∈ S, t0 ∈ T
i n ∈ Z+, òàêi óìîâè åêâiâàëåíòíi:

(1) lim inf
z→t0

dw,n(z) <∞. (1.4.7)

(2) lim
z→̂t0

dw,n(z) <∞. (1.4.8)

(3) Ìåæîâà ìàòðèöÿ Øâàðöà�Ïiêà Pw
n (t0) iñíó¹.

(4) Íåäîòè÷íi ìåæîâi ãðàíèöi (1.4.3) iñíóþòü

i ìàþòü âëàñòèâîñòi

|w0(t0)| = 1 i Pwn (t0) ≥ 0, (1.4.9)

äå Pwn (t0) öå ìàòðèöÿ âèçíà÷åíà â (1.4.4).

Áiëüø òîãî, ÿêùî öi óìîâè âèêîíóþòüñÿ, òî ãðàíèöi (1.4.7) i (1.4.8) çáiãà-

þòüñÿ, i

Pw
n (t0) = Pwn (t0). (1.4.10)

Ðiâíiñòü (1.4.10) áóëî âñòàíîâëåíî I. Â. Êîâàëiøèíîþ â [73], îäíàê

ïðè ïðèïóùåííÿõ âiäìiííèõ âiä íàøèõ (ìè îáãîâîðèìî öå â Ðîçäiëi 6.2.1,

Çàóâàæåííÿ 6.26). Ðiâíiñòü (1.4.10) äîçâîëÿ¹ îá÷èñëèòè ìåæîâó ìàòðèöþ

Øâàðöà- Ïiêà â òåðìiíàõ ìåæîâèõ çíà÷åíü w i ¨ ¨ ïîõiäíèõ, ùî â äåÿêèõ

âèïàäêàõ (íàïðèêëàä, ÿêùî w ¹ ðàöiîíàëüíîþ ôóíêöi¹þ) íàáàãàòî ïðîñòi-

øå íiæ ðîáèòè öå âèêîðèñòîâóþ÷è íàøå âèçíà÷åííÿ (1.4.2) ìàòðèöi Pw
n (t0).

Äîâåäåííÿ Òåîðåìè 1.4.10 çàñíîâàíå íà àíàëiçi âiäòâîðþþ÷èõ ÿäåð äëÿ ìå-

æîâèõ òî÷îê ó âiäïîâiäíîìó ïðîñòîði äå Áðàíæà - Ðîâíÿêà. Öüîìó àíàëiçó

ïðèñâÿ÷åíèé Ðîçäië 6.1.3.

Âèÿâëÿ¹òüñÿ ùî âëàñòèâiñòü (3) Òåîðåìè 1.10 âèëèâà¹ íàâiòü ç òàêèõ,

áiëüø ñëàáêèõ ïðèïóùåíü (i íå òiëüêè äëÿ ôóíêöié êëàñó Øóðà)

|w0(t0)| = 1 i Pwn (t0) = Pwn (t0)
∗. (1.4.11)

Íàñòóïíó òåîðåìó äîâåäåíî â ìî¨é ðîáîòi [36], äèâ. Ðîçäië 6.2.3 äàíî¨ äè-

ñåðòàöi¨.
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Òåîðåìà 1.11. Ïðèïóñòèìî ùî ôóíêöiÿ w àíàëiòè÷íà â îêîëi Ut0 òî÷êè
t0 ∈ T, ïðèïóñòèìî ùî iñíóþòü íåäîòè÷íi ìåæîâi çíà÷åííÿ wj(t0) ïðè j =

0, . . . , 2n+ 1. Òîäi òàêi âëàñòèâîñòi åêâiâàëåíòíi:

1. Ìàþòü ìiñöå ñïiââiäíîøåííÿ (1.4.11).

2. Íåäîòè÷íi ìåæîâi ãðàíèöi (1.4.3) iñíóþòü i ïîñëiäîâíiñòü

{w0(t0), . . . , w2n+1(t0)}

¹ t0-içîìåòðè÷íîþ, òîáòî,

U(w0, . . . , w2n+1)Ψ2n+1(t0)U(w0, . . . , w2n+1) = Ψ2n+1(t0).

3. Iñíó¹ ðàöiîíàëüíà óíiìîäóëÿðíà íà êîëi T ôóíêöiÿ f (âiäíîøåííÿ äâîõ

ñêií÷åííèõ äîáóòêiâ Áëÿøêå) òàêà ùî

w(z) = f(z) + o((z − t0)2n+1) ïðè z→̂t0 (1.4.12)

çñåðåäèíè êðóãó.

4. Àñèìïòîòèêà

w(z) =
2n+1∑
j=0

wj(t0)(z − t0)j + o((z − t0)2n+1) (1.4.13)

ìà¹ ìiñöå êîëè z ïðÿìó¹ äî t0 íåäîòè÷íèì ÷èíîì çñåðåäèíè i (!) ççîâíi

îäèíè÷íîãî êðóãó D, äå ïðè |z| > 1 ìè âèçíà÷à¹ìî

w(z) :=
1

w(1/z̄)
. (1.4.14)

Êðiì òîãî, ïðè âèêîíàííi öèõ óìîâ ìåæîâà ìàòðèöÿ Øâàðöà-Ïiêà Pw
n (t0)

iñíó¹ i äîðiâíþ¹ Pwn (t0).

Çàóâàæåííÿ 1.12. Ïðîäîâæåííÿ (1.4.14) íàçèâà¹òüñÿ ïðîäîâæåííÿì ïî

ñèìåòði¨ i íiÿê íå ïîâ'ÿçàíå ç àíàëiòè÷íèì ïðîäîâæåííÿì çà âèíÿòêîì òîãî

âèïàäêó êîëè ôóíêöiÿ w óíiìîäóëÿðíà íà äåÿêié äóçi êîëà T . Iñíóâàí-

íÿ íåäîòè÷íîi àñèìïòîòèêè (1.4.13) äëÿ ôóíêöi¨ w(z) çñåðåäèíè êðóãó D
ç w(t0) 6= 0 òÿãíå iñíóâàííÿ àñèìïòîòèêè òîãî æ ïîðÿäêó ççîâíi êðóãó
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(äëÿ ïðîäîâæåííÿ ôóíêöi¨ w ïî ñèìåòði¨). Îäíàê, â çàãàëüíîìó âèïàäêó,

êîåôiöi¹íòè àñèìïòîòèê çñåðåäèíè i ççîâíi âiäðiçíÿþòüñÿ îäíi âiä îäíèõ.

Òàêèì ÷èíîì, çáiã äâîõ àñèìïòîòèê ¹ ñïåöiàëüíîþ âëàñòèâiñòþ ôóíêöi¨ w.

Òåîðåìà 1.11 çîêðåìà ñòâåðäæó¹ ùî öåé çáiã òÿãíå (1.4.8), à Òåîðåìà 1.10

ïîêàçó¹ ùî äëÿ ôóíêöié êëàñóØóðà çáiã àñèìïòîòèê âèïëèâà¹ ç (1.4.8). ßê

ïîêàçàíî â ïàðàãðàôi 6.2.4, â çàãàëüíîìó âèïàäêó (1.4.8) íå òÿãíå çáiã âíóò-

ðiøíüî¨ i çîâíiøíüî¨ àñèìïòîòèê. Çáiã âíóòðiøíüî¨ i çîâíiøíüî¨ àñèìïòîòèê

áóëî ïîêëàäåíî I. Â. Êîâàëiøèíîþ â îñíîâó ¨¨ âèâ÷åííÿ ãðàíè÷íî¨ çàäà÷i

iíòåðïîëÿöi¨ â ðîáîòi [73]. Íà âiäìiíó âiä öüîãî, íàøi ïîáóäîâè çàñíîâàíi íà

(1.4.8).

1.5 Ðîçøèðåíèé êëàñ Êðåéíà�Ëàíãåðà i çàäà÷à

Íåâàíëiííè�Ïiêà â íüîìó

Âiäîìî ùî ôóíêöiÿ çàäàíà â âiäêðèòîìó îäèíè÷íîìó êðóçi íàëåæèòü

êëàñó Øóðà òîäi i òiëüêè òîäi êîëè ìàòðèöi Øâàðöà - Ïiêà íåâiä'¹ìíi äëÿ

áóäü-ÿêîãî ñêií÷åííîãî íàáîðó òî÷îê (ÿê äîâiâ Õiíäìàðø [55], íàâiòü äî-

ñèòü íåâiä'¹ìíîñòi âñiõ 3 × 3 ìàòðèöü Ïiêà). Òàêi ôóíêöi¨ âèíèêàþòü ÿê

õàðàêòåðèñòè÷íi ôóíêöi¨ óíiòàðíèõ âóçëiâ.

Êðåéíîì i Ëàíãåðîì [74, 75] áóëî ðîçãëÿíóòî êëàñ ôóíêöié
s

b
, äå s ôóíê-

öi¨ êëàñó Øóðà, à b ñêií÷åííèé äîáóòîê Áëÿøêå (ñòóïåíÿ κ). Êëàñ Êðåéíà

- Ëàíãåðà âèíèêà¹ ïðè âèâ÷åííi óíiòàðíèõ îïåðàòîðiâ (âóçëiâ) â ïðîñòî-

ðàõ Ïîíòðÿãiíà (ïðîñòîðè ç iíäåôiíiòíèì ñêàëÿðíèì äîáóòêîì). Öåé êëàñ

õàðàêòåðèçó¹òüñÿ íàñòóïíèì ÷èíîì: ìåðîìîðôíi ôóíêöi¨ â êðóçi òàêi ùî

äëÿ áóäü-ÿêîãî ñêií÷åííîãî íàáîðó òî÷îê êðóãó âiä'¹ìíèé iíäåêñ iíåðöi¨

âiäïîâiäíî¨ ìàòðèöi Ïiêà íå ïåðåâèùó¹ κ, à äëÿ äåÿêèõ íàáîðiâ òî÷îê âií

äîðiâíþ¹ κ.

Îäíàê, ÿê ïîêàçóþòü ïðîñòi ïðèêëàäè, íà âiäìiíó âiä âèïàäêó κ = 0

(êîëè íåâiä'¹ìíiñòü ìàòðèöü Ïiêà òÿãíå àíàëiòè÷íiñòü), ïðè κ > 0 ôóíê-

öiÿ, ìàòðèöi Ïiêà ÿêî¨ ìàþòü öþ âëàñòèâiñòü, íå îáîâ'ÿçêîâî ìåðîìîðôíà,

âîíà ìîæå ìàòè ñêií÷åííi ñòðèáêè. Âèâ÷åííþ öüîãî ðîçøèðåíîãî êëàñó
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Êðåéíà-Ëàíãåðà ïðèñâÿ÷åíèé öåé ðîçäië. Ðåçóëüòàòè îïóáëiêîâàíi â ðîáî-

òàõ äèñåðòàíòà [38], [39], [40], [42].

Â ðîáîòi [38] äàíî òàêå

Âèçíà÷åííÿ 1.13. ×åðåç Sκ ìè áóäåìî ïîçíà÷àòè êëàñ ôóíêöié (íå

îáîâ'ÿçêîâî ìåðîìîðôíèõ), ùî çàäàíi âñþäè â îäèíè÷íîìó êðóçi, çà âè-

íÿòêîì ìîæëèâî ñêií÷åííîãî íàáîðó òî÷îê, i ùî ìàþòü íàñòóïíó âëà-

ñòèâiñòü: äëÿ áóäü-ÿêîãî ñêií÷åííîãî íàáîðó òî÷îê ç îáëàñòi âèçíà÷åííÿ

âiä'¹ìíèé iíäåêñ iíåðöi¨ âiäïîâiäíî¨ ìàòðèöi Ïiêà íå ïåðåâèùó¹ κ, à äëÿ

äåÿêèõ íàáîðiâ òî÷îê âií äîðiâíþ¹ κ.

Òàêèì ÷èíîì êëàñ Êðåéíà - Ëàíãåðà ¹ ïiäêëàñîì êëàñó Sκ (â íàøèõ

ïîçíà÷åííÿõ). Â ðàáîòi [38] òàêîæ äàíî âèçíà÷åííÿ ñòàíäàðòíî¨ ôóíêöi¨

êëàñó Sκ. Ôîðìàëüíå âèçíà÷åííÿ íàâîäèòüñÿ â Ðîçäiëi 7.1.1, Âèçíà÷åííÿ

7.4. Òóò äàìî íåôîðìàëüíå âèçíà÷åííÿ öüîãî êëàñó. Ñòàíäàðòíi ôóíêöi¨

êëàñó Sκ ìîæíà îïèñàòè òàêèì ÷èíîì: ðîçãëÿíåìî ìåðîìîðôíó ôóíêöiþ

òèïó Êðåéíà-Ëàíãåðà
s

b
, ïîòiì â äåÿêèõ ðåãóëÿðíèõ òî÷êàõ çìiíèìî çíà-

÷åííÿ (òàê ùî ó íîâî¨ ôóíêöi¨ áóäóòü ñòðèáêè â öèõ òî÷êàõ) i â äåÿêèõ

ïîëþñàõ âèçíà÷èìî ñêií÷åííi çíà÷åííÿ (ìîæíà ñêàçàòè ùî ó íîâî¨ ôóíêöi¨

â öèõ òî÷êàõ áóäóòü íåñêií÷åííi ñòðèáêè). Îòðèìàíi òàêèì ÷èíîì ôóíêöi¨

áóäåìî íàçèâàòè ñòàíäàðòíèìè.

Íàñòóïíà òåîðåìà ([38], Òåîðåìà 7.5 â Ðîçäiëi 7.1.1 öi¹¨ äèñåðòàöi¨) äà¹

êiëüêà åêâiâàëåíòíèõ îïèñiâ êëàñó Sκ i, çîêðåìà, ïîêàçó¹ ùî áóäü ÿêà ôóíê-

öiÿ êëàñó Sκ äîïóñêà¹ ¹äèíå ïðîäîâæåííÿ äî ñòàíäàðòíî¨ ôóíêöi¨ öüîãî æ

êëàñó.

Òåîðåìà 1.14. Ïðèïóñòèìî ùî ôóíêöiÿ f âèçíà÷åíà â D \ Λ, äå Λ ¹ äèñ-

êðåòíà ìíîæèíà. Íåõàé κ ¹ íåâiä'¹ìíå öiëå ÷èñëî. Íàñòóïíi âëàñòèâîñòi

åêâiâàëåíòíi:

1. f íàëåæèòü äî Sκ.

2. f äîïóñêà¹ ïðîäîâæåííÿ äî ñòàíäàðòíî¨ ôóíêöi¨ iç ` ñòðèáêàìè, 0 ≤
` ≤ κ, i κ − ` ïîëþñàìè. Âñi ñòðèáêè ïðîäîâæåííÿ ìiñòÿòüñÿ â D \ Λ.

Òàêå ïðîäîâæåííÿ ¹äèíå.
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3. Iñíó¹ n ≥ 0 òàêå ùî

kn(f) = kn+3(f) = κ, (1.5.1)

äå kn(f) ìàêñèìàëüíå ÷èñëî âiä'¹ìíèõ êâàäðàòiâ ìàòðèöü Ïiêà ôóíêöi¨

f ðîçìiðó n× n. 2

Äàëi ðîçãëÿäà¹òüñÿ ïèòàííÿ ÿêèì ïîâèíåí áóòè ìiíiìàëüíèé ðîçìið

ìàòðèöi Ïiêà ôóíêöi¨ f ùîá öÿ ìàòðèöÿ ìîãëà ìàòè κ âiä'¹ìíèõ êâàä-

ðàòiâ. Ó Òåîðåìi 7.6 Ðîçäiëó 7.1.1 ïîêàçàíî ùî öåé ðîçìið ìiñòèòüñÿ ìiæ

q+ ` i q+ 2`. ßê ïîêàçóþòü ïðîñòi ïðèêëàäè, öi îöiíêè òî÷íi. Äàëi ïîêàçà-

íî ÿê ìîæíà âèáðàòè q + 2` òî÷îê ùîá ìàòðèöÿ Ïiêà ìàëà q + ` âiä'¹ìíèõ

êâàäðàòiâ: ïîáëèçó êîæíîãî ïîëþñà ñòiëüêè òî÷îê ÿêà éîãî êðàòíiñòü, ïëþñ

êîæíà òî÷êà ñòðèáêà i ÿêàñü òî÷êà áëèçüêà äî íå¨.

Íàñòóïíà òåîðåìà óòî÷íþ¹ òâåðäæåííÿ (1.5.1) Òåîðåìè 1.14.

Òåîðåìà 1.15. (Òåîðåìà 7.9 Ðîçäiëó 7.1.1). Ïðèïóñòèìî ùî ôóíêöiÿ f

âèçíà÷åíà â D \ Λ, äå Λ äèñêðåòíà ìíîæèíà. Íåõàé κ ¹ íåâiä'¹ìíå öiëå

÷èñëî. Òîäi:

1. ÿêùî k2κ(f) = k2κ+3(f) = κ, òî f ∈ Sκ.

2. ÿêùî f ∈ Sκ, òî k2κ(f) = κ.

Ïðèêëàä 7.7 (ç |a| ≤ 1) Ðîçäiëó 7.1.1 ïîêàçó¹ ùî ïðè κ = 1 iíäåêñ 2κ â

öié òåîðåìi íå ìîæå áóòè çìåíøåíèé.

Ðîçäië 7.2 ïðèñâÿ÷åíèé âèâ÷åííþ iíòåðïîëÿöiéíî¨ çàäà÷i Íåâàíëiííè

- Ïiêà â êëàñi Sκ. Ó ñòàòòi Äàéêñìè i Ëàíãåðà [47] âèðiøóâàëàñÿ çàäà÷à

Íåâàíëiííè - Ïiêà â êëàñi Êðåéíà - Ëàíãåðà (òîáòî, â êëàñi ìåðîìîðôíèõ

ôóíêöié ç Sκ). Ìíîæèíà ðîçâ'ÿçêiâ îïèñóâàëàñÿ òðàäèöiéíèì äëÿ öüîãî

êîëà çàäà÷ ÷èíîì ó âèãëÿäi äðîáîâî - ëiíiéíîãî ïåðåòâîðåííÿ. Îäíàê àâòî-

ðàìè áóëî âèÿâëåíî íàñòóïíèé ôåíîìåí: äåÿêèì ïàðàìåòðàìè âiäïîâiäàëè

"ñòîðîííi" ðîçâ'ÿçêè. À ñàìå, ïðè äåÿêèõ çíà÷åííÿõ ïàðàìåòðiâ âiäïîâiäíà

ôóíêöiÿ âèÿâëÿëàñÿ â êëàñi Sκ′, κ′ < κ, â òîé æå ÷àñ iíòåðïîëÿöiéíi óìîâè
2Öå òâåðäæåííÿ ¹ óçàãàëüíåííÿì òåîðåìè Õiíäìàðøà [55]. Òåîðåìà Õiíäìàðøà ñòâåðäæó¹ ùî ÿêùî

k3(f) = 0, òî f íàëåæèòü êëàñó Øóðà, òîáòî, S0.
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ïîðóøóâàëèñÿ â äåÿêèõ âóçëàõ iíòåðïîëÿöi¨. Àíàëiç ñèòóàöi¨ ïîêàçàâ ùî

"ñòîðîííié"ðîçâ'ÿçîê âèíèêà¹, íàïðèêëàä, ó òàêèé ñïîñiá (ìîæóòü áóòè i

áiëüø ñêëàäíi âèïàäêè). Ó ôóíêöié êëàñó Êðåéíà-Ëàíãåðà îáîâ'ÿçêîâî ¹

ïîëþñè, à òàêîæ ìîæóòü áóòè íóëi. Ïðè ðîçâ'ÿçàííi iíòåðïîëÿöiéíî¨ çà-

äà÷i, ïîëþñ ðîçâ'ÿçêó ïîâèíåí íå ïîòðàïëÿòè â âóçîë iíòåðïîëÿöi¨. Îäíàê

ìîæå âèÿâèòèñÿ, ùî äëÿ äåÿêèõ ïàðàìåòðiâ "ïîëþñ" ðîçâ'ÿçêó ïîòðàïëÿ¹ â

îäèí ç âóçëiâ iíòåðïîëÿöi¨, ïðè öüîìó òóäè æ ïîòðàïëÿ¹ i "íóëü" ðîçâ'ÿçêó.

Òàêèì ÷èíîì ó ôóíêöi¨ óòâîðþ¹òüñÿ óñóâíà îñîáëèâiñòü â öüîìó âóçëi ií-

òåðïîëÿöi¨. ßêùî öþ îñîáëèâiñòü óñóíóòè (òîáòî ïðîäîâæèòè ôóíêöiþ â öþ

òî÷êó àíàëiòè÷íî), òî âiäáóäåòüñÿ âòðàòà âiä'¹ìíîãî iíäåêñó iíåðöi¨ κ′ < κ i

âòðàòà iíòåðïîëÿöiéíîãî çíà÷åííÿ. ßêùî æ çàìiñòü òîãî ùîá óñóâàòè îñîá-

ëèâiñòü, çáåðåãòè â öié òî÷öi iíòåðïîëÿöiéíå çíà÷åííÿ, òî âèéäå ôóíêöiÿ

çi ñòðèáêîì, àëå â êëàñi Sκ. Òàêèì ÷èíîì íå âòðà÷àþòüñÿ íi âiä'¹ìíèé ií-

äåêñ iíåðöi¨ àíi iíòåðïîëÿöiéíå çíà÷åííÿ. Ïðè öüîìó "ñòîðîííiõ" ðîçâ'ÿçêiâ

íå áóäå, âñiì ïàðàìåòðàì âiäïîâiäàþòü ðîçâ'ÿçêè â êëàñi Sκ. Äîêàçó öüîãî

ïðèñâÿ÷åíèé Ðîçäië 7.2, ðåçóëüòàòè îïóáëiêîâàíi â [41].
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ÐÎÇÄIË 2

ÏÎÏÅÐÅÄÍI ÂIÄÎÌÎÑÒI

2.1 Óíiòàðíi ñèñòåìè ðîçñiþâàííÿ

Äîòðèìóþ÷èñü ðîáiò [27], [28], [20] ìè âèçíà÷à¹ìî óíiòàðíó ñèñòåìó

ðîçñiþâàííÿ ÿê ñóêóïíiñòü îá'¹êòiâ S òàêîãî âèãëÿäó

S = (U , ρ;K, E) (2.1.1)

äå K ( ïðîñòið ñòàíiâ) i E ( ïðîñòið êîåôiöi¹íòiâ) �iëüáåðòîâi ïðîñòîðè,

U óíiòàðíèé îïåðàòîð ùî äi¹ â K (ìè áóäåìî íàçèâàòè éîãî îïåðàòîðîì

åâîëþöi¨), îïåðàòîð ρ (ÿêèé ìè áóäåìî íàçèâàòè ìàñøòàáîì) ùî äi¹ ç

E â K. Ç êîæíî¨ óíiòàðíîþ ñèñòåìîþ ðîçñiþâàííÿ S (2.1.1) çâ'ÿçó¹òüñÿ

ñïåêòðàëüíà ôóíêöiÿ σS(ζ), ÿêà âèçíà÷åíà íàñòóïíèì ÷èíîì

σS(ζ) =
∞∑
n=1

ρ∗Unρζn +
∞∑
n=0

ρ∗U∗nρζn

= ρ∗
[
(I − ζU)−1 + (I − ζU∗)−1 − I

]
ρ

= (1− |ζ|2)ρ∗(I − ζU)−1(I − ζU∗)−1ρ. (2.1.2)

Ç âèçíà÷åííÿ (2.1.2) ìè áà÷èìî ùî σS(ζ) ¹ ïîçèòèâíîþ ãàðìîíiéíîþ

îïåðàòîðíî-çíà÷íîþ ôóíêöi¹þ (çíà÷åííÿìè ÿêî¨ ¹ îáìåæåíi îïåðàòîðè â

ïðîñòîði E)

σS(ζ) ≥ 0,
∂2

∂ζ∂ζ
σS(ζ) = 0, ζ ∈ D. (2.1.3)

Ââåäåìî íàñòóïíå ïîçíà÷åííÿ

ζ [n] =

ζn ïðè n ≥ 0,

ζ
−n

ïðè n < 0.

Òîäi ïåðøà ôîðìóëà â (2.1.2) ìîæå áóòè ïåðåïèñàíà â áiëüø êîìïàêòíîìó

âèãëÿäi

σS(ζ) =
∞∑

n=−∞
(ρ∗U∗nρ)ζ [n].
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Êîåôiöi¹íòè Ôóð'¹ ñïåêòðàëüíî¨ ôóíêöi¨ {σS,n}n∈Z ùî âèçíà÷àþòüñÿ ÿê

σS,n := ρ∗U∗nρ (2.1.4)

ìè áóäåìî íàçèâàòè ìîìåíòàìè ñïåêòðàëüíî¨ ôóíêöi¨.

Íåõàé EU(·) öå ñïåêòðàëüíà ìiðà (äèâ., íàïðèêëàä, [76]) óíiòàðíîãî îïå-
ðàòîðà U ; âèçíà÷èìî ñïåêòðàëüíó ìiðó σS óíiòàðíî¨ ñèñòåìè ðîçñiþâàííÿ

S ÿê ïðîåêöiþ ñïåêòðàëüíî¨ ìiðè îïåðàòîðà U â íàñòóïíîìó ñåíñi

σS(dt) = ρ∗EU(dt)ρ. (2.1.5)

Òàêèì ÷èíîì ìiðà EU ¹ ñèëüíîþ áîðåëiâñüêîþ ìiðîþ íà îäèíè÷íîìó

êîëi T, çíà÷åííÿ ÿêî¨ ¹ îðòîãîíàëüíèìè ïðîåêòîðàìè â ïðîñòîði K, à ìiðà
σS ¹ ñèëüíîþ áîðåëiâñüêîþ ìiðîþ íà îäèíè÷íîìó êîëi T, çíà÷åííÿ ÿêî¨

íåâiä'¹ìíi îïåðàòîðè â ïðîñòîði E . Çàóâàæèìî ùî ôóíêöiÿ σS(ζ) (2.1.2)

âèðàæà¹òüñÿ ÷åðåç ìiðó σS(dt) çà äîïîìîãîþ iíòåãðàëà Ïóàññîíà:

σS(ζ) = ρ∗
[∫

T
((1− ζt)−1 + (1− ζt)−1 − 1) EU(dt)

]
ρ

=

∫
T

1− |ζ|2

|1− ζt|2
σS(dt). (2.1.6)

Iíòåãðàë Ëåáåãà çáiãà¹òüñÿ â ñåíñi ñèëüíî¨ îïåðàòîðíî¨ òîïîëîãi¨.

Ìè ãîâîðèìî ùî äâi óíiòàðíi ñèñòåìè ðîçñiþâàííÿ (U , ρ;K, E) i

(U ′, ρ′;K′, E) (ç òèì æå ñàìèì ïðîñòîðîì êîåôiöi¹íòiâ E) ¹ óíiòàðíî åêâi-
âàëåíòíèìè ÿêùî iñíó¹ óíiòàðíå âiäîáðàæåííÿ τ : K → K′ òàêå ùî

τU = U ′τ, τρ = ρ′. (2.1.7)

Ìè ãîâîðèìî ùî óíiòàðíà ñèñòåìà ðîçñiþâàííÿ S = (U , ρ;K, E) ìiíiìàëü-

íà ÿêùî ëiíiéíèé ìíîãîâèä ρ(E) ⊂ K ¹ ∗-öèêëi÷íèì äëÿ îïåðàòîðà U ,
òîáòî, íàéìåíøèì ïiäïðîñòîðîì ùî ìiñòèòü ρ(E) i iíâàðiàíòíèì ùîäî U i

U∗ ¹ âåñü ïðîñòið K. Ñïåêòðàëüíà ôóíêöiÿ ¹ ïîâíèì iíâàðiàíòîì êëàñiâ

óíiòàðíî åêâiâàëåíòíèõ ìiíiìàëüíèõ óíiòàðíèõ ñèñòåì ðîçñiþâàííÿ â

íàñòóïíîìó ñåíñi

Òâåðäæåííÿ 2.1. Äâi óíiòàðíî åêâiâàëåíòíi óíiòàðíi ñèñòåìè ðîçñiþâàííÿ

S = (U , ρ;K, E) i S′ = (U ′, ρ′;K′, E)
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ìàþòü îäíó i òó æ ñïåêòðàëüíó ôóíêöiþ (σS(ζ) = σS′(ζ) äëÿ âñiõ ζ ∈ D).
Çâîðîòíî, ÿêùî S = (U , ρ;K, E) i S′ = (U ′, ρ′;K′, E) äâi ìiíiìàëüíi

óíiòàðíi ñèñòåìè ðîçñiþâàííÿ ìàþòü îäíó i òó æ ñïåêòðàëüíó ôóíêöiþ, òî

S i S′ óíiòàðíî åêâiâàëåíòíi.

Äîâåäåííÿ. Öå Òåîðåìà 4.1′ [27]. Íåõàé τ : K → K′ çàäîâîëüíÿ¹ óìîâàì

ñïëåòiííÿ (2.1.7), òîäi

σS′(ζ) = ρ′∗
[
(I − ζU ′)−1 + (I − ζU ′∗)−1 − I

]
ρ′

= ρ∗τ ∗
[
(I − ζU ′)−1 + (I − ζU ′∗)−1 − I

]
τρ

= ρ∗
[
(I − ζU)−1 + (I − ζU∗)−1 − I

]
ρ

= σS(ζ).

Çâîðîòíî, ïðèïóñòèìî ùî S i S′ ìiíiìàëüíi óíiòàðíi ñèñòåìè ðîçñiþâàííÿ

ç òèì æå ñàìèì ïðîñòîðîì êîåôiöi¹íòiâ E , ñïåêòðàëüíi ôóíêöi¨ ÿêèõ äîðiâ-
íþþòü îäíà îäíié σS(ζ) = σS′(ζ) äëÿ âñiõ ζ ∈ D. Çáiã ãàðìîíiéíèõ ôóíêöié
σS(ζ) = σS′(ζ) òÿãíå çáiã âiäïîâiäíèõ êîåôiöi¹íòiâ Ôóð'¹

ρ∗Unρ = ρ′∗U ′nρ′ ïðèn = 0,±1,±2, . . . .

Çàóâàæèìî ùî

〈Unρe,Umρẽ〉 = 〈ρ∗Un−mρe, ẽ〉 = 〈ρ′∗U ′n−mρ′e, ẽ〉 = 〈U ′nρ′e,U ′mρ′ẽ〉

äëÿ âñiõ n,m = 0,±1,±2, . . . i e, ẽ ∈ E , i, îòæå, ôîðìóëà

τ : Unρe 7→ U ′nρ′e (2.1.8)

ïîøèðþ¹òüñÿ ïî ëiíiéíîñòi i íåïåðåðâíîñòi äî içîìåòðè÷íîãî âiäîáðàæåííÿ

D = span{Unρe : n ∈ Z, e ∈ E}

íà

R := span{U ′nρ′e : n ∈ Z, e ∈ E}.

Â ñèëó ìiíiìàëüíîñòi S i S′, D = K i R = K′. Îòæå, τ ¹ óíiòàðíèì âiäî-

áðàæåííÿì K íà K′. Ôîðìóëà (2.1.8) ïðè n = 0 îçíà÷à¹ ùî τρ = ρ′, à ïðè

äîâiëüíîìó n ùî τUk = U ′τk äëÿ âåêòîðiâ k ∈ K âèäó k = Unρ∗e, n ∈ Z
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i e ∈ E . Â ñèëó ìiíiìàëüíîñòi S, ëiíiéíà îáîëîíêà òàêèõ âåêòîðiâ ùiëüíà

â K, i, îòæå, ðiâíiñòü τUk = U ′τk ¹ ñïðàâåäëèâîþ äëÿ äîâiëüíîãî k ç K.
Òâåðäæåííÿ 2.1 äîâåäåíî.

2.2 Ïðîñòið Õåëëiíãåðà

Òóò ìè â îñíîâíîìó äîòðèìó¹ìîñÿ âèçíà÷åíü i ïîçíà÷åíü ðîáîòè [27].

Áiëüø ðàííi âèêëàäè ìiñòÿòüñÿ â ðîáîòàõ [61], [62], [63], [64], [72]. Êëàñè÷-

íèìè ïîñèëàííÿìè ïî iíòåãðàëó Õåëëiíãåðà ¹ [53], [87], [89], [88]; â ðîáîòi

[83] ðîçãëÿäàþòüñÿ çàñòîñóâàííÿ iíòåãðàëà Õåëëiíãåðà äî ñòîõàñòè÷åñêèõ

äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü.

Íåõàé E öå �iëüáåðòiâ ïðîñòið i σ öå íåâiä'¹ìíà L(E) - çíà÷íà áîðåëiâñü-

êà ìiðà íà T. Âèçíà÷èìî ïðîñòið Lσ ÿê ìíîæèíó âñiõ E - çíà÷íèõ âåêòîðíèõ
ìið ν äëÿ ÿêèõ iñíó¹ ñêàëÿðíà ìiðà µ íà T òàêà ùî îïåðàòîð[

µ(∆) ν(∆)∗

ν(∆) σ(∆)

]
∈ L(C⊕ E) (2.2.1)

¹ íåâiä'¹ìíèì äëÿ áóäü-ÿêî¨ áîðåëiâñüêî¨ ïiäìíîæèíè ∆ ⊆ T. Ç

íåâiä'¹ìíîñòi (2.2.1) âèïëèâà¹ ùî äëÿ áóäü-ÿêîãî ν ∈ Lσ i áóäü-ÿêî¨ áî-

ðåëiâñüêî¨ ∆ ⊆ T, ν(∆) ∈ imσ(∆)1/2 i ùî íàéìåíøîþ êîíñòàíòîþ Cν(∆),

ÿêó ìîæíà ïiäñòàâèòè çàìiñòü µ(∆) â (2.2.1) íå âòðà÷àþ÷è íåâiä'¹ìíîñòi, ¹

Cν(∆) = |σ(∆)[−1/2]ν(∆) |2 (2.2.2)

äå âèðàç σ(∆)[−1/2]ν(∆) ïîçíà÷à¹ ¹äèíèé ïðîîáðàç ν(∆) ùîäî îïåðàòîðà

σ(∆)1/2, îðòîãîíàëüíèé ÿäðó îñòàííüîãî (âií æå ¹äèíèé ïðîîáðàç ìiíiìàëü-

íî¨ íîðìè).

Äàëi ìîæíà ïîêàçàòè ([62], [63], [64], [27]) ùî ñåðåä âñiõ ìið µ òàêèõ, ùî

(2.2.1) ¹ íåâiä'¹ìíèì, iñíó¹ ¹äèíà ìiíiìàëüíà µν, â òîìó ñåíñi ùî

µ(∆) ≥ µν(∆) äëÿ âñiõ áîðåëiâñüêèõ∆ ⊆ T

Öþ ¹äèíó ìiðó µν íàçèâàòèìåìî(ñêàëÿðíîþ) ìiðîþ Õåëëiíãåðà âåêòîðíî¨

ìiðè ν âiäíîñíî σ.
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Ôóíêöiÿ ∆ 7→ Cν(∆), âçàãàëi êàæó÷è, íå ¹ àäèòèâíîþ ôóíêöi¹þ ìíîæè-

íè ∆, à ëèøå íàïiâàäèòèâíîþ, òîáòî, ÿêùî ∆1,∆2 áîðåëiâñüêi ïiäìíîæèíè

T ùî íå ïåðåòèíàþòüñÿ, òî ìîæíà ãàðàíòóâàòè ëèøå íåðiâíiñòü

Cν(∆1 ∪∆2) ≤ Cν(∆1) + Cν(∆2).

Òîäi ìiðà Õåëëiíãåðà µν ìîæå áóòè âèçíà÷åíà ÿê ìiíiìàëüíà ìiðà ùî äîìi-

íó¹ íàïiâàäèòèâíó ôóíêöiþ Cν, à ñàìå ÿê

µν(∆) = sup{
n∑
k=1

|σ(∆k)
[−1/2]ν(∆k) |2E : ∆1, . . . ,∆n

óòâîðþþòü ñêií÷åííå äèç'þíêòèâíå ïîêðèòòÿ∆}

= lim
∆=∪̇nk=1∆k

n∑
k=1

|σ(∆k)
[−1/2]ν(∆k) |2E . (2.2.3)

Òóò ãðàíèöÿ áåðåòüñÿ âçäîâæ ñïðÿìîâàíîñòi ñêií÷åííèõ ðîçáèòòiâ ∆, ÷àñò-

êîâî âïîðÿäêîâàíî¨ ïî ïîäðiáíåííþ. Äàëi âèçíà÷èìî íîðìó | · |Lσ ÿê

|ν |Lσ = µν(T)1/2. (2.2.4)

ßê áóëî ïîêàçàíî â [62], [63], [64], [27], öÿ íîðìà çàäà¹ ñòðóêòóðó �iëüáåð-

òîâîãî ïðîñòîðó íà Lσ. Ôîðìóëà äëÿ ñêàëÿðíîãî äîáóòêó â Lσ ìîæå áóòè
îòðèìàíà ïîëÿðèçàöi¹þ ôîðìóëè (2.2.3) i ìà¹ âèãëÿä

〈ν1, ν2〉Lσ = lim
T=∪̇nk=1∆k

n∑
k=1

〈
σ(∆k)

[−1/2]ν1(∆k), σ(∆k)
[−1/2]ν2(∆k)

〉
E
. (2.2.5)

Äàëi ìè ôîðìóëþ¹ìî äâà òâåðäæåííÿ ç [27], ÿêi áóäóòü âèêîðèñòîâóâà-

òèñÿ â ïîäàëüøîìó. Îáèäâà ñïî÷àòêó ïåðåâiðÿþòüñÿ äëÿ ïðîñòèõ ôóíêöié

ç âèêîðèñòàííÿì ôîðìóë (2.2.3) i (2.2.5), ïîòiì äëÿ âèìiðíèõ ôóíêöié çà

äîïîìîãîþ ãðàíè÷íîãî ïåðåõîäó.

Òâåðäæåííÿ 2.2. Íåõàé ν ∈ Lσ ç àñîöiéîâàíîþ ìiðîþ Õåëëiíãåðà µν i f

¹ âèìiðíà ñêàëÿðíà ôóíêöiÿ íà T äëÿ ÿêî¨
∫
T
|f(t)|2µν(dt) < ∞, òîäi ìiðà

ν · f ùî âèçíà÷åíà çà ôîðìóëîþ

(ν · f)(∆) =

∫
∆

ν(dt)f(t)
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òåæ íàëåæèòü äî Lσ i àñîöiéîâàíà ìiðà Õåëëiíãåðà µν·f îá÷èñëþ¹òüñÿ çà

ôîðìóëîþ µν · |f |2, òîáòî,

µν·f(∆) = (µν · |f |2)(∆) =

∫
∆

µν(dt)|f(t)|2.

Òâåðäæåííÿ 2.3. Íåõàé f öå äîâiëüíà E - çíà÷íà âèìiðíà ôóíêöiÿ íà T
òàêà ùî ∫

T

〈σ(dt)f(t), f(t)〉 <∞,

òîäi âåêòîðíà ìiðà σ · f ùî âèçíà÷à¹òüñÿ ôîðìóëîþ

(σ · f)(∆) =

∫
∆

dσ(t)f(t)

íàëåæèòü äî Lσ i µσ·f = f ∗ ·σ ·f , äå f ∗ ·σ ·f ñêàëÿðíà ìiðà ùî îá÷èñëþ¹òüñÿ
çà ôîðìóëîþ

(F ∗ · σ · f)(∆) =

∫
∆

〈σ(dt)f(t), f(t)〉E . (2.2.6)

Áiëüø òîãî, äëÿ áóäü-ÿêî¨ òàêî¨ f ñêàëÿðíèé äîáóòîê σ · f ç äîâiëüíîþ

ν ∈ Lσ îá÷èñëþ¹òüñÿ çà ôîðìóëîþ

〈ν σ · f〉Lσ =

∫
T

〈ν(dt), f(t)〉E . (2.2.7)

Íàì çíàäîáèòüñÿ íàñòóïíèé ôàêò ¹äèíîñòi.

Ëåìà 2.4. ßêùî σ i σ̃ äâi íåâiä'¹ìíi L(E) - çíà÷íi ìiðè òàêi ùî Lσ = Lσ̃ ç
ðiâíiñòþ íîðì, òî σ = σ̃.

Äîâåäåííÿ. Ïðèïóñòèìî ùî Lσ = Lσ̃ ç

‖ν‖2
Lσ = ‖ν‖2

Lσ̃ äëÿ âñiõ ν ∈ L
σ = Lσ̃.

Òîäi öå ìà¹ ìiñöå i äëÿ χ
∆
ν ç áóäü-ÿêîþ áîðåëiâñüêîþ ∆. Îòæå, µν = µ̃ν, äå

µν i µ̃ν öå ìiðè Õåëëiíãåðà ν âiäíîñíî σ i σ̃ âiäïîâiäíî. Ïîêëàäåìî ν = σe,

òîäi, â ñèëó (2.2.3), µσe = e∗σe, îòæå, µ̃σe = µσe = e∗σe. çâiäñè âèïëèâà¹ ùî[
e∗σe e∗σ

σe σ̃

]
≥ 0.
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Îòæå, [
e∗σe e∗σe

e∗σe e∗σ̃e

]
≥ 0.

Îñòàííÿ íåðiâíiñòü òÿãíå e∗σ̃e ≥ e∗σe. Òîáòî, σ̃ ≥ σ. Ïðîòèëåæíà íåðiâ-

íiñòü ìîæå áóòè îòðèìàíà àíàëîãi÷íî (σ i σ̃ îáìiíþþòüñÿ ðîëÿìè).

Ïðîñòið Lσ äîïóñêà¹ i iíøó ðåàëiçàöiþ, à ñàìå ÿê ïðîñòið ãàðìîíiéíèõ

âåêòîð ôóíêöié â êðóçi D = {ζ : |ζ| < 1}. Áóäü-ÿêà âåêòîðíà ìiðà ν íà T
ìà¹ ãàðìîíiéíå ïðîäîâæåííÿ â D çà äîïîìîãîþ iíòåãðàëà Ïóàññîíà:

ν(ζ)
def
=

∫
T

1− |ζ|2

|t− ζ|2
ν(dt). (2.2.8)

Íåõàé ν ∈ Lσ i µ äîìiíóþ÷à ìiðà â ñåíñi (2.2.1). Ðîçãëÿíåìî iíòåãðàë Ïóàñ-
ñîíà 

µ(ζ) ν(ζ)∗

ν(ζ) σ(ζ)

 =

∫
T

1− |ζ|2

|t− ζ|2


µ(dt) ν(dt)∗

ν(dt) σ(dt)

 . (2.2.9)

Òàêèì ÷èíîì iñíó¹ ñêàëÿðíà ãàðìîíiéíà ôóíêöiÿ µ(ζ) äîìiíóþ÷à âåêòîðíó

ãàðìîíiéíó ôóíêöiþ ν(ζ) â íàñòóïíîìó ñåíñi
µ(ζ) ν(ζ)∗

ν(ζ) σ(ζ)

 ≥ 0. (2.2.10)

Çâîðîòíî, ÿêùî µ(ζ) ¹ ãàðìîíiéíîþ ìàæîðàíòîþ â D ãàðìîíiéíî¨ âåêòîð-

ôóíêöi¨ ν(ζ) â ñåíñi (2.2.10), òî ëiâà ÷àñòèíà (2.2.10) äîïóñêà¹ iíòåãðàëüíå

ïðåäñòàâëåííÿ (2.2.9). Îòæå, ν(ζ) ¹ iíòåãðàëîì Ïóàññîíà ìiðè ç Lσ. Ìiðà

ν(dt) ìîæå ðîçãëÿäàòèñÿ ÿê ìåæîâå çíà÷åííÿ ôóíêöi¨ ν(ζ) â ñëàáêîìó ñåíñi.

Òàêèì ÷èíîì ìîæíà ñôîðìóëþâàòè íàñòóïíó òåîðåìó:

Òåîðåìà 2.5. Iíòåãðàë Ïóàññîíà (2.2.9) çäiéñíþ¹ âçà¹ìíî-îäíîçíà÷íó âiä-

ïîâiäíiñòü ìiæ âåêòîðíèìè ìiðàìè íà T, ùî äîïóñêàþòü ìàæîðóþ÷ó ìi-

ðó â ñåíñi (2.2.1) i ãàðìîíiéíèìè âåêòîð-ôóíêöiÿìè â D, ùî äîïóñêàþòü

ãàðìîíiéíó ìàæîðàíòó â ñåíñi (2.2.10). Ïðè öüîìó òàêîæ çäiéñíþ¹òüñÿ



61

âçà¹ìíî-îäíîçíà÷íà âiäïîâiäíiñòü ìiæ µ(dt), ùî ìàæîðóþòü ìiðè ν(dt), i

ãàðìîíiéíèìè ìàæîðàíòàìè µ(ζ) äëÿ ν(ζ), âiäïîâiäíî. Çîêðåìà, íàéêðà-

ùà ãàðìîíiéíà ìàæîðàíòà (ÿêó ìè áóäåìî ïîçíà÷àòè µν(ζ)) âiäïîâiäà¹ ìiði

Õåëëiíãåðà µν(dt).

Ìàþòü ìiñöå òàêîæ íàñòóïíi ôàêòè

Òåîðåìà 2.6. Íîðìà â ïðîñòîði Lσ (âèçíà÷åííÿ (2.2.4)) ìîæå áóòè îá÷èñ-
ëåíà ÿê çíà÷åííÿ íàéêðàùî¨ ãàðìîíiéíî¨ ìàæîðàíòè µν(ζ) â íóëi

‖ν‖2
Lσ = µν(0). (2.2.11)

Öÿ íîðìà òàêîæ ìîæå áóòè îá÷èñëåíà ÿê

‖ν‖2
Lσ = lim

r↗1

∫
T

‖σ(rt)[−1/2]ν(Rt)‖2
Em(dt), (2.2.12)

äå m(dt) íîðìîâàíà ìiðà Ëåáåãà íà T. Âèêîðèñòîâóþ÷è Ïðîïîçèöiþ 2.2 ç

f = χ∆, ìîæíà îòðèìàòè ôîðìóëó

µν(∆) = ‖νχ∆‖2
Lσ = lim

r↗1

∫
T

‖σ(rt)[−1/2](νχ∆)(Rt)‖2
Em(dt), (2.2.13)

äëÿ áóäü-ÿêî¨ áîðåëiâñüêî¨ ∆ ⊆ T, äå (νχ∆)(ζ) iíòåãðàë Ïóàññîíà ìiðè νχ∆.

2.3 Ìîäåëü Õåëëiíãåðà óíiòàðíèõ ñèñòåì ðîçñiþâàí-

íÿ

Óíiòàðíi ñèñòåìè ðîçñiþâàííÿ (2.1.1) i ïðîñòîðè âåêòîðíèõ ìið Lσ (äèâ.
(2.2.1)) ïîâ'ÿçàíi íàñòóïíèì ÷èíîì. Ç Ïðîïîçèöi¨ 2.2 âèïëèâà¹ ùî ν · t ∈ Lσ

ÿêùî ν ∈ Lσ, ïðè öüîìó íîðìè äîðiâíþþòü îäíà îäíié |ν · t |Lσ = |ν |Lσ
(òóò t ïîçíà÷à¹ ôóíêöiþ f(t) = t íà T); îñêiëüêè òå æ ñàìå âiðíî i äëÿ

ν · t−1 = ν · t, òî îïåðàòîð
Uσ : ν 7→ ν · t

¹ óíiòàðíèì â Lσ, éîãî ñïåêòðàëüíà ìiðà EUσ îá÷èñëþ¹òüñÿ çà ôîðìóëîþ

EUσ(∆): ν 7→ ν · χ∆, äëÿ áóäü-ÿêîãî ν ∈ Lσ.
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Â ñèëó âèçíà÷åííÿ ïðîñòîðó Õåëëiíãåðà i ìiðè Õåëëiíãåðà, σe ∈ Lσ i

µσe(∆) = 〈σ(∆)e, e〉. Çîêðåìà,

‖σe‖2
Lσ = 〈σ(T)e, e〉E ≤ ‖σ(T)‖ · ‖e‖2.

Îòæå, îïåðàòîð ρσ
ρσ : e 7→ σ · e

îáìåæåíèé ÿê îïåðàòîð ç E â Lσ. Òàêèì ÷èíîì, ñóêóïíiñòü

Sσ = (Uσ, ρσ;Lσ, E) (2.3.1)

¹ óíiòàðíîþ ñèñòåìîþ ðîçñiþâàííÿ äëÿ áóäü-ÿêî¨ íåâiä'¹ìíî¨ L(E) - çíà÷íî¨

ìiðè σ. Áiëüø òîãî, ïðîñòå îá÷èñëåííÿ

〈ρ∗σEUσ(∆)ρσe, e〉Lσ = 〈EUσ(∆)σe, σe〉Lσ

= 〈σ · χ∆e, σe〉Lσ

= 〈σ(∆)e, e〉E çà ôîðìóëîþ (2.2.5)

ïîêàçó¹ ùî ìiðà σ ¹ ñïåêòðàëüíîþ ìiðîþ ρ∗σEUσ(·)ρσ óíiòàðíî¨ ñèñòåìè ðîç-
ñiþâàííÿ Sσ. Çîêðåìà, äëÿ áóäü-ÿêî¨ íåâiä'¹ìíî¨ L(E) - çíà÷íî¨ áîðåëiâñü-

êî¨ ìiðè σ, iñíó¹ óíiòàðíà ñèñòåìà ðîçñiþâàííÿ Sσ, ñïåêòðàëüíà ìiðà

ÿêî¨ äîðiâíþ¹ σ. Íàñòóïíà òåîðåìà ñòâåðäæó¹ ùî ïî ñóòi áóäü-ÿêà óíiòàð-

íà ñèñòåìà ðîçñiþâàííÿ åêâiâàëåíòíà ìîäåëüíié (Òåîðåìà 4.1 â [27]).

Òåîðåìà 2.7. Ðîçãëÿíåìî óíiòàðíó ñèñòåìó ðîçñiþâàííÿ S = (U , ρ;K, E)

(2.1.1). Íåõàé σ öå ¨¨ ñïåêòðàëüíà ìiðà.

σ(dt) = ρ∗EU(dt)ρ.

Çàäàìî ïðåäñòàâëåííÿ Ôóð'¹ ñèñòåìè S íàñòóïíèì ÷èíîì:

F : k 7→ νk, (2.3.2)

äå k ∈ K i

νk(dt) = ρ∗EU(dt)k.

Îïåðàòîð F ¹ êîiçîìåòðè÷íèì ùî äi¹ ç K íà Lσ. Âií çàäîâîëüíÿ¹ íàñòóïíèì
ñïëiòàþ÷èì ñïiââiäíîøåííÿì

FU = UσF , Fρ = ρσ.
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F ¹ içîìåòðè÷íèì íà ìiíiìàëüíîìó ïiäïðîñòîði, ùî ïðèâîäèòü U i ìiñòèòü

im ρ, íà îðòîãîíàëüíîìó äîïîâíåííi äî öüîãî ïiäïðîñòîðó F äîðiâíþ¹ íóëþ.

Çîêðåìà, ÿêùî ñèñòåìà S ¹ ìiíiìàëüíîþ, òî îïåðàòîð F : K → Lσ ¹ óíiòàð-
íèì i çäiéñíþ¹ óíiòàðíó åêâiâàëåíòíiñòü óíiòàðíèõ ñèñòåì ðîçñiþâàííÿ S

(2.1.1) i Sσ (2.3.1).

Çàóâàæåííÿ 2.8. Çà äîïîìîãîþ iíòåãðàëà Ïóàññîíà ìîæíà çiñòàâè-

òè âñiì âåêòîðíèì ìiðàì íà êîëi T, ùî íàëåæèòü äî ïðîñòîðó Lσ,
âåêòîðíî-çíà÷íi ãàðìîíiéíi ôóíêöi¨ â êðóçi D (äèâ. Ðîçäië 2.2, ôîðìóëà

(2.2.8), Òåîðåìà 2.5). Ó ãàðìîíiéíî¨ ðåàëiçàöi¨ âiäïîâiäíi îá'¹êòè âèçíà÷à-

þòüñÿ íàñòóïíèì ÷èíîì

σ(ζ) =

∫
T

1− |ζ|2

|t− ζ|2
σ(dt) = ρ∗PU(ζ)ρ, (2.3.3)

νk(ζ) =

∫
T

1− |ζ|2

|t− ζ|2
νk(dt) = ρ∗PU(ζ)k, (2.3.4)

äå PU(ζ) öå ÿäðî Ïóàññîíà îïåðàòîðà U :

PU(ζ) = (1− ζU)−1 + (1− ζ̄U∗)−1 − 1 =

= (1− |ζ|2)(1− ζU)−1(1− ζ̄U∗)−1.

Ïðåäñòàâëåííÿ Ôóð'¹ (2.3.2) ìè ÷àñòî áóäåìî ðîçóìiòè ÿê âiäîáðàæåííÿ

â ïðîñòið ãàðìîíiéíèõ âåêòîð-ôóíêöié.

F : k 7→ νk, (2.3.5)

äå νk âèçíà÷à¹òüñÿ ôîðìóëîþ (2.3.4). Äåòàëüíiøå öå âèêëàäåíî â ðîáîòàõ

[26, 27, 61, 62, 63, 64].

Âiäçíà÷èìî òàêîæ ùî â ðîáîòi [25] ïðåäñòàâëåíi óçàãàëüíåííÿ âèêëà-

äåíî¨ âèùå ìîäåëi íà âèïàäîê ñèñòåìè êîìóòîâíèõ óíiòàðíèõ îïåðàòîðiâ

(U1, . . . ,Ud) àáî ñèñòåìè îïåðàòîðiâ, äëÿ ÿêèõ áëîêîâèé îïåðàòîð-ðÿäîê[
U1 · · · Ud

]
¹ óíiòàðíèì (ïðåäñòàâëåííÿ àëãåáðè Êóíöà). Â öèõ ìîäåëÿõ

çàìiñòü ïðîñòîðó Õåëëiíãåðà âèêîðèñòîâóþòüñÿ ôîðìàëüíi �iëüáåðòîâi

ïðîñòîðè ç âiäòâîðþþ÷èìè ÿäðàìè.
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2.4 Øóðiâñüêi äîïîâíåííÿ ìið òà îðòîãîíàëüíi ðîç-

áèòòÿ ïðîñòîðó Õåëëiíãåðà

Íàì çíàäîáèòüñÿ íàñòóïíèé ðåçóëüòàò ùî ñòîñó¹òüñÿ îðòîãîíàëüíèõ

ðîçêëàäiâ ïðîñòîðiâ Õåëëiíãåðà Lσ ÿêèé â îñíîâíîìó ìiñòèòüñÿ â Òåîðå-

ìi 2.8 â [27].

Òåîðåìà 2.9. Íåõàé σ öå L(E) - çíà÷íà íåâiä'¹ìíà ìiðà. Ïðèïóñòèìî ùî

�iëüáåðòiâ ïðîñòið êîåôiöi¹íòiâ E ðîçáèòî â îðòîãîíàëüíó ñóìó äâîõ ïiäïðî-
ñòîðiâ E = E1⊕E2. Ïðåäñòàâèìî ìiðó σ â áëîêîâîìó âèãëÿäi ùî âiäïîâiäà¹

öüîìó ðîçáèòòþ

σ =

[
σ11 σ12

σ21 σ22

]
,

äå äëÿ áóäü-ÿêî¨ áîðåëiâñüêî¨ ìíîæèíè ∆, σij(∆) ∈ L(Ej, Ei), i, j = 1, 2.

Âèçíà÷èìî ïiäïðîñòîðè Lσ1 i Lσ2 ïðîñòîðó Lσ íàñòóïíèì ÷èíîì

Lσ1 =

{
ν =

[
ν1

ν2

]
∈ Lσ : ‖ν‖Lσ = ‖ν1‖Lσ11

}
,

Lσ2 =

{
ν =

[
ν1

ν2

]
∈ Lσ : ν1 = 0

}
.

Òîäi:

1. Lσ1 = Ñlos

{
σ

[
I

0

]
p : p ∈ E1[t, t

−1]

}
, äå E1[t, t

−1] ïîçíà÷à¹ ïðîñòið òðè-

ãîíîìåòðè÷íèõ ïîëiíîìiâ ç êîåôiöi¹íòàìè â E1, i

2. Lσ2 = Lσ	Lσ1 =

{[
0

q

]
: q ∈ Lσ⊥11

}
, äå σ⊥11 = σ22−σ21σ

[−1]
11 σ12 öåØóðiâñü-

êå äîïîâíåííÿ σ11 â σ â ñåíñi [27, Ïàðàãðàô 2]. Çîêðåìà,

Lσ1 = Lσ òîäi i òiëüêè òîäi êîëè σ⊥11 = 0. (2.4.1)

Äîâåäåííÿ. Äîâåäåìî òâåðäæåííÿ (1), âîíî íåÿâíî ìiñòèòüñÿ â Òåîðåìi 2.8

[27].
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Íåõàé p ∈ E1[t, t
−1], íàñòóïíå îá÷èñëåííÿ〈

σ

[
I

0

]
p, σ

[
I

0

]
p

〉
Lσ

=

∫
T
p(t)∗

[
I 0

]
σ(dt)

[
I

0

]
p(t)

=

∫
T
p(t)∗σ11(dt)p11(t)

= 〈σ11p, σ11p〉Lσ11

ïîêàçó¹ ùî âiäîáðàæåííÿ

σ11p 7→

[
σ11

σ21

]
p, p ∈ E1[t, t

−1]

¹ içîìåòðè÷íèì âêëàäà¹ ùiëüíó â ïðîñòîði Lσ11 ìíîæèíó â ïðîñòið Lσ1 . Òîé
ôàêò ùî îáðàç öi¹¨ ìíîæèíè ùiëüíèé â Lσ1 âèïëèâà¹ ç âèçíà÷åííÿ Lσ1 i ç òîãî
ùî {σ11p : p ∈ E1[t, t

−1]} ùiëüíî â Lσ11. Òâåðäæåííÿ (2) öiëêîì äîâåäåíî â

òåîðåìi 2.8 [27].

2.5 Óçàãàëüíåíi ðåçîëüâåíòè içîìåòðè÷íèõ îïåðà-

òîðiâ

Íåõàé H0 öå �iëüáåðòiâ ïðîñòið i V öå içîìåòðè÷íèé îïåðàòîð â H0

ç îáëàñòþ âèçíà÷åííÿ dV i îáëàñòþ çíà÷åíü ∆V . Ïîçíà÷èìî ÷åðåç NdV i

N∆V
îðòîãîíàëüíi äîïîâíåííÿ dV i ∆V âiäïîâiäíî. Ïiäïðîñòîðè NdV i N∆V

íàçèâàþòüñÿ äåôåêòíèìè ïiäïðîñòîðàìè V . Íåõàé E öå iíøèé �iëüáåðòiâ

ïðîñòið (ïðîñòið êîåôiöi¹íòiâ) i ρ : E → H0 îáìåæåíèé ëiíiéíèé îïåðàòîð

(ìàñøòàá). Íåõàé U öå óíiòàðíèé îïåðàòîð â �iëüáåðòîâîìó ïðîñòîði K,
ÿêèé ¹ ðîçøèðåííÿì V . Òèì ñàìèì ìè ìà¹ìî óíiòàðíó ñèñòåìó ðîçñiþâàííÿ

S = (U , ρ;K, E), äèâ. Ðîçäië 2.1.

Ðîçãëÿíåìî ñïåêòðàëüíó ôóíêöiþ öi¹¨ ñèñòåìè ðîçñiþâàííÿ 1

σU ,ρ(ζ) = ρ∗PU(ζ)ρ,
1Äëÿ ñïðîùåííÿ ïîçíà÷åíü òóò i äàëi ìè âêàçó¹ìî òiëüêè îïåðàòîð åâîëþöi¨ ñèñòåìè i ìàñøòàá i

îïóñêà¹ìî âiäïîâiäíi ïðîñòîðè.
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äå PU(ζ) öå ÿäðî Ïóàññîíà îïåðàòîðà U :

PU(ζ) = (1− ζU)−1 + (1− ζ̄U∗)−1 − 1 =

= (1− |ζ|2)(1− ζU)−1(1− ζ̄U∗)−1.

E -çíà÷íà îïåðàòîð-ôóíêöiÿ σ(ζ) ¹ íåâiä'¹ìíîþ i ãàðìîíiéíîþ â êðóçi D.
Íàøà ìåòà òóò: îòðèìàòè ÿâíó ïàðàìåòðèçàöiþ ôóíêöié σ(ζ),

ïîâ'ÿçàíèõ iç çàäàíîþ içîìåòði¹þ V i ìàñøòàáîì ρ ÿê îïèñàíî âèùå. Äëÿ

öüîãî íàì çíàäîáèòüñÿ áiëüø äåòàëüíà iíôîðìàöiÿ ïðî ñòðóêòóðó óíiòàð-

íèõ ðîçøèðåíü U içîìåòði¨ V . Âèçíà÷èìî óíiòàðíèé âóçîë

A0 : N2 ⊕H0 → H0 ⊕N1,

äå N1 i N2 öå êîïi¨ ïðîñòîðiâ NdV i N∆V
âiäïîâiäíî,

A0 dV = V,

A0 âiäîáðàæà¹ òîòîæíî NdV íà N1 i N2 íà N∆V
. Óíiòàðíi ðîçøèðåííÿ U

içîìåòði¨ V ¹ ç'¹äíàííÿìè çi çâîðîòíèì çâ'ÿçêîì óíiòàðíîãî âóçëà A0 i

óíiòàðíèõ âóçëiâ A1 íàñòóïíîãî âèäó:

A1 : N1 ⊕H1 → H1 ⊕N2,

äå N1 i N2 òi æ ïiäïðîñòîðè ùî i âèùå. Ç'¹äíàííÿ çi çâîðîòíèì çâ'ÿçêîì U
âóçëà A0 i âóçëà A1 ¹ óíiòàðíèì îïåðàòîðîì ùî äi¹ â ïðîñòîði K = H0⊕H1.

Îïåðàòîð U âèçíà÷à¹òüñÿ ðàçîì ç äîïîìiæíèì îïåðàòîðîì Γ : H0 ⊕H1 →
N1 ⊕N2 ÿê

U

[
h0

h1

]
def
==

[
h′0

h′1

]
,

Γ

[
h0

h1

]
def
==

[
n1

n2

]
, (2.5.1)

äå h′0, h
′
1, n1, n2 ¹ ¹äèíèìè ðîçâ'ÿçêàìè íàñòóïíî¨ ñèñòåìè ëiíiéíèõ ðiâíÿíü

A0(n2 ⊕ h0) = h′0 ⊕ n1,

A1(n1 ⊕ h1) = h′1 ⊕ n2. (2.5.2)
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Iñíóâàííÿ i ¹äíiñòü ðîçâ'ÿçêó ñèñòåìè (2.5.2) ñëiäóþòü ç íàñòóïíî¨ âëàñòè-

âîñòi âóçëà A0

A0 : N2 → H0. (2.5.3)

Âèçíà÷èìî âiäîáðàæåííÿ i ÿê

i = Γ∗ : N1 ⊕N2 → H0 ⊕H1, (2.5.4)

i áóäåìî íàçèâàòè éîãî äåôåêòíèì ìàñøòàáîì, âiäïîâiäíèì ç'¹äíàííþ U .
Ðîçãëÿíåìî òàêîæ ìàñøòàá

[i, ρ] : N1 ⊕N2 ⊕ E → K, (2.5.5)

äå i äi¹ íà N1 ⊕ N2 i ρ äi¹ íà E , i âiäïîâiäíó ñèñòåìó ðîçñiþâàííÿ

(U , [i, ρ];K, N1 ⊕ N2 ⊕ E). ñïåêòðàëüíó ôóíêöiþ öi¹¨ ñèñòåìè ðîçñiþâàííÿ

ïîçíà÷èìî ÷åðåç ΣU ,[i,ρ](ζ) i çàïèøåìî ¨¨ â áëîêîâîìó âèãëÿäi

ΣU ,[i,ρ](ζ) =

[
i∗

ρ∗

]
PU(ζ)[I, ρ] =

[
σU ,i σU ,iρ

σ∗U ,iρ σU ,ρ

]
. (2.5.6)

Òàêèì ÷èíîì σU ,i öå ñïåêòðàëüíà ôóíêöiÿ ñèñòåìè ðîçñiþâàííÿ

(U , i;K, N1 ⊕N2), à σU ,ρ ñïåêòðàëüíà ôóíêöiÿ ñèñòåìè (U , ρ;K, E).

ßê áóëî îãîëîøåíî âèùå, íàñ öiêàâèòü ôóíêöiÿ σU ,ρ, ïðîòå ìè îá÷èñ-

ëèìî âñi áëîêè ìàòðèöi (2.5.6). Òåõíi÷íî ïðîñòiøå îá÷èñëþ¹òüñÿ σU ,i, ïîòiì

âîíà âèêîðèñòîâó¹òüñÿ äëÿ îá÷èñëåííÿ σU ,ρ.

Ñïî÷àòêó ìè îá÷èñëèìî ôóíêöi¨ ïîâ'ÿçàíi ç A0 i ç A1 îêðåìî, à ïîòiì

îá÷èñëèìî ôóíêöi¨ ïîâ'ÿçàíi çi ç'¹äíàííÿì. Ðîçãëÿíåìî óíiòàðíó äèëàòàöiþ

âóçëà A0:

K0 = · · · ⊕N (1)
2 ⊕N

(0)
2 ⊕H0 ⊕N (−1)

1 ⊕N (−2)
1 ⊕ · · · , (2.5.7)

äå ïðîñòîðè N (k)
1 i N (k)

2 öå êîïi¨ ïðîñòîðiâ N1 i N2 âiäïîâiäíî. Îïåðàòîð U0

äi¹ íà N (0)
2 ⊕H0 òàêîæ ÿê A0

U0 : N
(0)
2 ⊕H0 → H0 ⊕N (0)

1 , (2.5.8)

U0 äi¹ ÿê çñóâ íà "õâîñòàõ"

U0 : N
(k)
1 → N

(k−1)
1 , k ≤ −1,
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U0 : N
(k)
2 → N

(k−1)
2 , k ≥ 1. (2.5.9)

Âèçíà÷èìî ìàñøòàá i0 : N1⊕N2 → K0 çà äîïîìîãîþ íàñòóïíèõ îòîòîæíåíü:

i
(2)
0 : N2 → N

(0)
2 ,

i
(1)
0 : N1 → U∗0N

(−1)
1

def
== N

(0)
1 ⊆ H0. (2.5.10)

Ñïåêòðàëüíà ôóíêöiÿ ñèñòåìè ðîçñiþâàííÿ (U0, i0;K0, N1 ⊕N2) äîðiâíþ¹

σU0,i0(ζ) =


1N1

s(ζ)

s(ζ)∗ 1N2

 N1 ⊕N2 → N1 ⊕N2, (2.5.11)

äå s(ζ) õàðàêòåðèñòè÷íà ôóíêöiÿ âóçëà A0. Ôóíêöiÿ s(ζ) : N2 → N1 ¹

îïåðàòîðíî-çíà÷íîþ ôóíêöi¹þ êëàñó Øóðà i

s(0) = 0. (2.5.12)

Îñòàííÿ ðiâíiñòü âèïëèâà¹ ç âëàñòèâîñòi (2.5.3) âóçëà A0. Ôóíêöi¨ ç ïðî-

ñòîðó LσU0,i0 òåæ áóäåìî çàïèñóâàòè ó âèãëÿäi ïàð

ν(ζ) =

[
ν1(ζ)

ν2(ζ)

]
. (2.5.13)

Äëÿ íèõ (2.2.10) ç óðàõóâàííÿì (2.5.11) i (2.5.13) ïðèéìà¹ âèä
µν(ζ) ν1(ζ)∗ ν2(ζ)∗

ν1(ζ) 1N1
s(ζ)

ν2(ζ) s(ζ)∗ 1N2

 ≥ 0. (2.5.14)

Ç (2.5.14) çîêðåìà ñëiä ùî

‖ν1(ζ)‖2
N1
≤ µν(ζ),

‖ν2(ζ)‖2
N2
≤ µν(ζ). (2.5.15)

Ïðåäñòàâëåííÿ Ôóð'¹ ñèñòåìè (U0, i0;K0, N1 ⊕N2)

FU0,i0 =


FU0,i

(1)
0

FU0,i
(2)
0

 =


i
(1)∗

0

i
(2)∗

0

PU0
(ζ) (2.5.16)
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âiäîáðàæà¹ K0 íà LσU0,i0 . Çi ñïåöèôiêè ñòðóêòóðè ïðîñòîðó K0 i ìàñøòàáó

i0 ñëiä ùî äëÿ áóäü-ÿêîãî h0 ∈ H0, FU0,i
(1)
0
h0 àíàëiòè÷íà â D, a FU0,i

(2)
0
h0 àí-

òèàíàëiòè÷íà â D i äîðiâíþ¹ íóëþ â íóëi. Öÿ îáñòàâèíà, â ñèëó íåðiâíîñòåé

(2.5.15), òÿãíå ùî äëÿ áóäü-ÿêîãî h0 ∈ H0

FU0,i
(1)
0
h0 ∈ H2

+(N1),

FU0,i
(2)
0
h0 ∈ H2

−(N2). (2.5.17)

Ðîçãëÿíåìî òàêîæ óíiòàðíó ñèñòåìó ðîçñiþâàííÿ

(U0, [i0, ρ];K0, N1 ⊕N2 ⊕ E).

Ïîçíà÷èìî ¨¨ ñïåêòðàëüíó ôóíêöiþ ÷åðåç ΣU0,[i0,ρ](ζ):

ΣU0,[i0,ρ] =


1N1

s r1

s∗ 1N2
r∗2

r∗1 r2 σ0

 : N1 ⊕N2 ⊕ E → N1 ⊕N2 ⊕ E . (2.5.18)

Îñêiëüêè ρ : E → H0, òî r1(ζ) àíàëiòè÷íà â D, à r2(ζ)∗ àíòèàíàëiòè÷íà â

D, i r2(0)∗ = 0. Êðiì òîãî, òàê ÿê Σ0(ζ) ≥ 0, òî

‖r1(ζ)e‖2
N1
≤ < σ0(ζ)e, e >,

‖r2(ζ)∗e‖2
N2
≤ < σ0(ζ)e, e > . (2.5.19)

Îñêiëüêè σ0(ζ) ãàðìîíiéíà, òî (2.5.19) òÿãíå ùî r1 ¹ ñèëüíîþ H2
+ îïåðàòîð-

ôóíêöi¹þ, à r∗2 ¹ ñèëüíîþ H2
− îïåðàòîð-ôóíêöi¹þ ([91]).

Àíàëîãi÷íî çâ'ÿæåìî óíiòàðíó ñèñòåìó ðîçñiþâàííÿ (U1, i1;K1, N1⊕N2)

ç óíiòàðíîþ âóçëîì

A1 : N1 ⊕H1 → H1 ⊕N2

íàñòóïíèì ÷èíîì

K1 = · · · ⊕N (1)
1 ⊕N

(0)
1 ⊕H1 ⊕N (−1)

2 ⊕N (−2)
2 ⊕ · · ·

U1 : N
(0)
1 ⊕H1 → H1 ⊕N (−1)

2 ÿê A1,
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U1 äi¹ ÿê çñóâ íà õâîñòàõ ,

i
(1)
1 : N1 → N

(0)
1 , i

(2)
1 : N2 → U∗1N

(−1)
2 . (2.5.20)

Ñïåêòðàëüíà ôóíêöiÿ ñèñòåìè (U1, i1;K1, N1 ⊕N2) äîðiâíþ¹

σU1,i1(ζ) =


1N1

ω∗

ω 1N2

 , (2.5.21)

äå ω õàðàêòåðèñòè÷íà ôóíêöiÿ âóçëà A1. Ó íàøîìó êîíòåêñòi ôóíêöiÿ ω(ζ)

ìîæå áóòè äîâiëüíîþ îïåðàòîðíî-çíà÷íîþ ôóíêöi¹þ êëàñó Øóðà â êðóçi

D, ω(ζ) : N1 → N2.

Òàêîæ ÿê i âèùå ôóíêöi¨ ç ïðîñòîðó LσU1,i1 ìîæóòü áóòè çàïèñàíi ó

âèãëÿäi ïàð

ν(ζ) =

[
ν1(ζ)

ν2(ζ)

]
. (2.5.22)

Äëÿ íèõ (2.2.10) ç óðàõóâàííÿì (2.5.21) i (2.5.22) ïðèéìà¹ âèä
µν(ζ) ν1(ζ)∗ ν2(ζ)∗

ν1(ζ) 1N1
ω(ζ)∗

ν2(ζ) ω(ζ) 1N2

 ≥ 0. (2.5.23)

Ç (2.5.23) òàêîæ ÿê i ðàíiøå âèïëèâà¹ iñíóâàííÿ ãàðìîíiéíèõ ìàæîðàíò

‖ν1(ζ)‖2
N1
≤ µ(ζ),

‖ν2(ζ)‖2
N2
≤ µ(ζ). (2.5.24)

Ïðåäñòàâëåííÿ Ôóð'¹ ñèñòåìè (U1, i1;K1, N1 ⊕N2)

FU1,i1 =


FU1,i

(1)
1

FU1,i
(2)
1

 =


i
(1)∗

1

i
(2)∗

1

PU1
(ζ) (2.5.25)

âiäîáðàæà¹ K1 íà LσU1,i1 . Çi ñïåöèôiêè ñòðóêòóðè ïðîñòîðó K1 i ìàñøòàáó

i1 âèïëèâà¹ ùî äëÿ áóäü-ÿêîãî h1 ∈ H1, FU1,i
(2)
1
h0 àíàëiòè÷íà â D, a FU1,i

(1)
1
h0
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àíòèàíàëiòè÷íà â D i íàáëèæà¹òüñÿ äî íóëÿ â íóëi. Öÿ îáñòàâèíà, â ñèëó

íåðiâíîñòåé (2.5.24), òÿãíå ùî äëÿ áóäü-ÿêîãî h1 ∈ H1

FU1,i
(1)
1
h1 ∈ H2

−(N1),

FU1,i
(2)
1
h1 ∈ H2

+(N2). (2.5.26)

Çàðàç ïî÷íåìî îá÷èñëåííÿ.

Ëåìà 2.10.

PU(ζ) =


PU0

(ζ) 0

0 PU1
(ζ)


+


P−U0

(ζ)∗ 0

0 P−U1
(ζ)∗



−i(1)

0 i
(2)
0

i
(1)
1 −i(2)

1

 i∗P+
U (ζ)

+


P+
U0

(ζ)∗ 0

0 P+
U1

(ζ)∗



i
(1)
0 −i(2)

0

−i(1)
1 i

(2)
1

 i∗P−U (ζ). (2.5.27)

Äîâåäåííÿ. Çãiäíî ç âèçíà÷åííÿìè (2.5.1), (2.5.2), (2.5.4) îïåðàòîðà U i ìàñ-

øòàáó i, (2.5.10) ìàñøòàáó i0, i (2.5.20) ìàñøòàáó i1 çàïèøåìî íàñòóïíi ðiâ-

íîñòi 
U0(i

(2)
0 i(2)∗ + PH0

)
(
h0

h1

)
= PH0

U
(
h0

h1

)
+ U0i

(1)
0 i(1)∗

(
h0

h1

)
U1(i

(1)
1 i(1)∗ + PH1

)
(
h0

h1

)
= PH1

U
(
h0

h1

)
+ U1i

(2)
1 i(2)∗

(
h0

h1

)
.

(2.5.28)

Ïiäñòàâèìî â (2.5.28) P+
U (ζ)

(
h0

h1

)
çàìiñòü

(
h0

h1

)
. Îñêiëüêè

UP+
U (ζ) =

P+
U (ζ)− 1

ζ
(2.5.29)

òî
U0(i

(2)
0 i(2)∗P+

U (ζ) + PH0
P+
U (ζ)) = PH0

P+
U (ζ)−1
ζ + U0i

(1)
0 i(1)∗P+

U (ζ)

U1(i
(1)
1 i(1)∗P+

U (ζ) + PH1
P+
U (ζ)) = PH1

P+
U (ζ)−1
ζ + U1i

(2)
1 i(2)∗P+

U (ζ)

(2.5.30)
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ùî ìîæå áóòè ïåðåïèñàíî íàñòóïíèì ÷èíîì:
(1− ζU0)PH0

P+
U (ζ) = PH0

+ ζU0(i
(2)
0 i(2)∗ − i(1)

0 i(1)∗)P+
U (ζ)

(1− ζU1)PH1
P+
U (ζ) = PH1

+ ζU1(i
(1)
1 i(1)∗ − i(2)

1 i(2)∗)P+
U (ζ).

(2.5.31)

Òîáòî,
PH0
P+
U (ζ) = P+

U0
(ζ)PH0

+ P−U0
(ζ)∗[−i(1)

0 , i
(2)
0 ]i∗P+

U (ζ)

PH1
P+
U (ζ) = P+

U1
(ζ)PH1

+ P−U1
(ζ)∗[i

(1)
1 ,−i(2)

1 ]i∗P+
U (ζ).

(2.5.32)

îñòàòî÷íî îòðèìó¹ìî

P+
U (ζ) =


P+
U0

(ζ) 0

0 P+
U1

(ζ)


+


P−U0

(ζ)∗ 0

0 P−U1
(ζ)∗



−i(1)

0 i
(2)
0

i
(1)
1 −i(2)

1

 i∗P+
U (ζ). (2.5.33)

Àíàëîãi÷íî, ïiäñòàâëÿþ÷è P−U (ζ)
(
h0

h1

)
â (2.5.28) çàìiñòü

(
h0

h1

)
, i âèêîðèñòîâó-

þ÷è

UP−U (ζ) = ζ̄(P−U (ζ) + 1), (2.5.34)

îòðèìà¹ìî
U0(i

(2)
0 i(2)∗P−U (ζ) + PH0

P−U (ζ)) = ζ̄PH0
(P−U (ζ) + 1) + U0i

(1)
0 i(1)∗P−U (ζ),

U1(i
(1)
1 i(1)∗P−U + PH1

P−U (ζ)) = ζ̄PH1
(P−U (ζ) + 1) + U1i

(2)
1 i(2)∗P−U (ζ).

(2.5.35)

Ïîìíîæèâøè ïåðøó ðiâíiñòü íà U∗0 i äðóãó íà U∗1 îòðèìà¹ìî
(1− ζ̄U∗0 )PH0

P−U (ζ) = ζ̄U∗0PH0
+
[
i
(1)
0 −i(2)

0

]
i∗P−U (ζ)

(1− ζ̄U∗1 )PH1
P−U (ζ) = ζ̄U∗1PH1

+
[
−i(1)

1 i
(2)
1

]
i∗P−U (ζ)

(2.5.36)
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ùî âåäå äî

P−U (ζ) =


P−U0

(ζ) 0

0 P−U1
(ζ)

+


P+
U0

(ζ)∗ 0

0 P+
U1

(ζ)∗



i
(1)
0 −i(2)

0

−i(1)
1 i

(2)
1

 i∗P−U (ζ).

(2.5.37)

Çàïèñóþ÷è ðàçîì (2.5.33) i (2.5.37) îòðèìà¹ìî (2.5.27). Ëåìó äîâåäåíî.

Ëåìà 2.11.

(FU ,i


h0

h1

)(ζ) =

1−


0 s(ζ)

ω(ζ) 0



−1 

(FU0,i
(1)
0
h0)(ζ)

(FU1,i
(2)
1
h1)(ζ)

+

+

1−


0 ω(ζ)∗

s(ζ)∗ 0



−1 

(FU1,i
(1)
1
h1)(ζ)

(FU0,i
(2)
0
h0)(ζ)

 . (2.5.38)
Äîâåäåííÿ. Íàãàäà¹ìî ùî â ñèëó (2.5.17) i (2.5.26), âåêòîð-ôóíêöi¨ FU0,i

(1)
0
h0

i FU1,i
(2)
1
h1 íàëåæàòü äî H2

+, à âåêòîð-ôóíêöi¨ FU1,i
(1)
1
h1 i FU0,i

(2)
0
h0 íàëåæàòü

äî H2
−. Îòæå, âîíè ìàþòü ìåæîâi çíà÷åííÿ íà êîëi ìàéæå âñþäè. Ïîäi¹ìî

FU0,i
(1)
0
íà ïåðøó êîìïîíåíòó (2.5.33) i âèêîðèñòîâó¹ìî íàñòóïíó âëàñòèâiñòü

(FU0,i0P+
U0

(ζ)h0)(t) =
(FU0,i0h0)(t)

1− t̄ζ

(FU0,i0P−U0
(ζ)h0)(t) =

(FU0,i0h0)(t)

1− tζ̄
tζ̄, ì.â. , |t| = 1. (2.5.39)

òîäi (
FU0,i

(1)
0
PH0
P+
U0

(ζ)
(
h0

h1

))
(t) =

(F
U0,i

(1)
0

h0)(t)

1−t̄ζ + t̄ζ
1−t̄ζFU0,i

(1)
0

(
[
−i(1)

0 i
(2)
0

]
)(t) · i∗P+

U (ζ)

[
h0

h1

]
=

t(F
U0,i

(1)
0

h0)(t)

t−ζ + ζ
t−ζ

[
−1 s(t)

]
· i∗P+

U (ζ)

[
h0

h1

]
. (2.5.40)
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Îñòàííÿ ðiâíiñòü âèïëèâà¹ ç (2.5.11). Çãiäíî (2.5.17), ëiâà ÷àñòèíà ðiâíîñòi

(2.5.40) íàëåæèòü äî H2
+(N1), ùî òÿãíå

(FU0,i
(1)
0
h0)(ζ) +

[
−1 s(ζ)

]
· i∗P+

U (ζ)

[
h0

h1

]
= 0. (2.5.41)

Àíàëîãi÷íî, çàñòîñîâóþ÷è FU1,i
(2)
1
äî äðóãî¨ êîìïîíåíòi (2.5.33) îòðèìà¹ìî

(FU1,i
(2)
1
h1)(ζ) +

[
ω(ζ) −1

]
· i∗P+

U (ζ)

[
h0

h1

]
= 0. (2.5.42)

(2.5.41) i (2.5.42) ðàçîì äàþòü
1 −s(ζ)

−ω(ζ) 1

 i∗P+
U (ζ)


h0

h1

 =


(FU0,i

(1)
0
h0)(ζ)

(FU1,i
(2)
1
h1)(ζ)

 , (2.5.43)

ùî ïðèâîäèòü äî ïåðøîãî äîäàíêó â (2.5.38). Äðóãèé äîäàíîê îòðèìó¹ìî ç

(2.5.37) àíàëîãi÷íèì ÷èíîì. Ëåìó äîâåäåíî.

Òåîðåìà 2.12. Ìàþòü ìiñöå íàñòóïíi ôîðìóëè (|ζ| < 1)

σU ,i =
1

2


1 +

[
0 s

ω 0

]

1−

[
0 s

ω 0

] +

1 +

[
0 ω∗

s∗ 0

]

1−

[
0 ω∗

s∗ 0

]
 , (2.5.44)

σU ,iρ =

1−


0 s

ω 0



−1 

r1

0

+

1−


0 ω∗

s∗ 0



−1 

0

r∗2

 (2.5.45)

σU ,ρ = σ0 + r2ω(1− sω)−1r1 + r∗1(1− ω∗s∗)−1ω∗r∗2 (2.5.46)

äå σU ,i, σU ,iρ, σU ,ρ âèçíà÷åíi ÿê áëîêè â (2.5.6), s, r1, r2, σ0 âèçíà÷åíi â (2.5.11),

(2.5.18), ω â (2.5.21).

Äîâåäåííÿ. Ùîá îòðèìàòè (2.5.44) i (2.5.45) äîñèòü ïiäñòàâèòè[
h0

h1

]
= i

[
n1

n2

]
i

[
h0

h1

]
= ρe
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â (2.5.38) âiäïîâiäíî. Ïiäñòàâèìî ñïî÷àòêó[
h0

h1

]
= ρe. (2.5.47)

Îñêiëüêè ρ : E → H0, òî

h0 = ρe, h1 = 0

â (2.5.47). Òîäi, çãiäíî ç âèçíà÷åííÿì (2.5.18),

(FU0,i
(1)
0
ρe)(ζ) = i

(1)∗

0 PU0
(ζ)ρe = r1(ζ)e

(FU0,i
(2)
0
ρe)(ζ) = i

(2)∗

0 PU0
(ζ)ρ0e = r∗2(ζ)e. (2.5.48)

Ïiäñòàâëÿþ÷è (2.5.48) â (2.5.38) îòðèìó¹ìî (2.5.45). Ùîá îá÷èñëèòè (2.5.44)

íàì çíàäîáèòüñÿ iíøå ïðåäñòàâëåííÿ äëÿ i. Ââàæàþ÷è ζ = 0 â (2.5.38)

ìà¹ìî

i∗

[
h0

h1

]
=

[
1 0

ω(0) 1

] [
i
(1)∗

0 h0

i
(2)∗

1 h1

]
. (2.5.49)

òîäi,

i

[
n1

n2

]
=

[
i
(1)
0 0

0 PH1
i
(2)
1

] [
1 ω(0)∗

0 1

] [
n1

n2

]
. (2.5.50)

Â ñèëó âèçíà÷åííÿ (2.5.20)

i
(2)
1 N2 = U∗1N

(−1)
2 .

îòæå,

i
(2)
1 N2 ∈ N (0)

1 ⊕H1.

òîäi

PH1
i
(2)
1 = i

(2)
1 − PN (0)

1
i
(2)
1 .

Çíîâó â ñèëó âèçíà÷åííÿ (2.5.20),

P
N

(0)
1

= i
(1)
1 i

(1)∗

1 .

Òàêèì ÷èíîì

PH1
i
(2)
1 = i

(2)
1 − i

(1)
1 i

(1)∗

1 i
(2)
1 .

Â ñèëó (2.5.21),

i
(1)∗

1 i
(2)
1 = ω(0)∗.
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Îòæå,

PH1
i
(2)
1 = i

(2)
1 − i

(1)
1 ω(0)∗.

Òåïåð (2.5.50) ïðèéìà¹ âèãëÿä

i∗

[
n1

n2

]
=


i
(1)
0 (n1 + ω(0)∗n2)

i
(2)
1 n2 − i(1)

1 ω(0)∗n2

 . (2.5.51)

Ïiäñòàâèìî îñòàííié âèðàç â (2.5.38). Íàãàäà¹ìî ùî

FU0,i
(1)
0
i
(1)
0 = 1N1

FU0,i
(2)
0
i
(1)
0 = s∗

FU1,i
(1)
1

(i
(2)
1 − i

(1)
1 ω(0)∗) = ω∗ − ω(0)∗

FU1,i
(2)
1

(i
(2)
1 − i

(1)
1 ω(0)∗) = 1− ωω(0)∗. (2.5.52)

Òîäi (2.5.38) ïåðåòâîðþ¹òüñÿ â

σU ,i(ζ)

[
n1

n2

]
=

=

1−


0 s(ζ)

ω(ζ) 0



−1 

n1 + ω(0)∗n2

(1− ω(ζ)ω(0)∗)n2



+

1−


0 ω(ζ)∗

s(ζ)∗ 0



−1 

ω(ζ)∗ − ω(0)∗)n2

s(ζ)∗(n1 + ω(0)∗n2)

 . (2.5.53)

Òîáòî,

σU ,i(ζ) =

1−


0 s(ζ)

ω(ζ) 0



−1 

1 ω(0)∗

0 1− ω(ζ)ω(0)∗


+

1−


0 ω(ζ)∗

s(ζ)∗ 0



−1 

0 ω(ζ)∗ − ω(0)∗)

s(ζ)∗ s(ζ)∗ω(0)∗
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=

1−


0 s(ζ)

ω(ζ) 0



−1

+

1−


0 ω(ζ)∗

s(ζ)∗ 0



−1 

0 ω(ζ)∗

s(ζ)∗ 0


+

1−


0 s(ζ)

ω(ζ) 0



−1 

0 ω(0)∗

0 −ω(ζ)ω(0)∗


−

1−


0 ω(ζ)∗

s(ζ)∗ 0



−1 

0 ω(0)∗

0 −s(ζ)∗ω(0)∗

 . (2.5.54)

Òðåòié (ç ÷îòèðüîõ) äîäàíîê ïiñëÿ îñòàííüîãî çíàêà ðiâíîñòi ñïðîùó¹òüñÿ

òàêèì ÷èíîì1−


0 s(ζ)

ω(ζ) 0



−11−


0 s(ζ)

ω(ζ) 0





0 ω(0)∗

0 0


=


0 ω(0)∗

0 0

 . (2.5.55)

Àíàëîãi÷íî îñòàííié äîäàíîê â (2.5.54) äîðiâíþ¹ (çi çíàêîì ìiíóñ)1−


0 ω(ζ)∗

s(ζ)∗ 0



−11−


0 ω(ζ)∗

s(ζ)∗ 0





0 ω(0)∗

0 0


=


0 ω(0)∗

0 0

 . (2.5.56)

Òàêèì ÷èíîì, îñòàííi äâà äîäàíêè â (2.5.54) ñêîðî÷óþòüñÿ. Òîäi (2.5.54)

ïåðåòâîðþ¹òüñÿ äî íåîáõiäíîãî âèäó (2.5.44) øëÿõîì âèðàõóâàííÿ 1
21 ç ïåð-

øîãî äîäàíêó i äîäàâàííÿ öi¹¨ âåëè÷èíè äî äðóãîãî.

Ïåðåéäåìî òåïåð äî âèâîäó ôîðìóëè (2.5.46). Çãiäíî (2.5.47)), íàì ïî-
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òðiáíî îá÷èñëèòè

σU ,ρ(ζ) = ρ∗PU(ζ)ρ =
[
ρ∗ 0

]
PU(ζ)

[
ρ

0

]
. (2.5.57)

Â ñèëó (2.5.27) i (2.5.45)

ρ∗PU(ζ)ρ = ρ∗PU0
(ζ)ρ

+ ρ∗0P−U0
(ζ)∗

[
−i(1)

0 i
(2)
0

]
i∗P+

U (ζ)

[
ρ

0

]

+ ρ∗P+
U0

(ζ)∗
[
i
(1)
0 −i(2)

0

]
i∗P−U (ζ)

[
ρ

0

]

= σ0(ζ) +
[
0 r2(ζ)

] [ 1 −s(ζ)

−ω(ζ) 1

]−1 [
r1(ζ)

0

]

+
[
r1(ζ)∗ 0

] [ 1 −ω(ζ)∗

−s(ζ)∗ 1

]−1 [
0

r2(ζ)∗

]

= σ0(ζ) + r2(ζ)ω(ζ)(1− s(ζ)ω(ζ))−1r1(ζ)

+ r1(ζ)∗(1− ω(ζ)∗s(ζ)∗)−1ω(ζ)∗r2(ζ)∗.

Â îñòàííüîìó ïåðåòâîðåííi âèêîðèñòîâó¹òüñÿ ôîðìóëà
1 −s

−ω 1


−1

=


(1− sω)−1 s(1− ωs)−1

ω(1− sω)−1 (1− ωs)−1

 . (2.5.58)

Iñíóâàííÿ çâîðîòíèõ ìàòðèöü ïðè âñiõ |ζ| < 1 ãàðàíòóþòüñÿ òèì ùî s(0) =

0 (äèâ. (2.5.12)).

Çàóâàæåííÿ 2.13. Íà çàêií÷åííÿ öüîãî ðîçäiëó çàóâàæèìî ùî ñèñòåìà

ðîçñiþâàííÿ (U0, [i0, ρ];K0, N1⊕N2⊕E) çáiãà¹òüñÿ ç ñèñòåìîþ ðîçñiþâàííÿ,

ÿêà âèõîäèòü îïèñàíèì âèùå ÷èíîì ïðè ç'¹äíàííi çi çâîðîòíèì çâ'ÿçêîì

âóçëà A0 i âóçëà A1, òàêîãî ùî õàðàêòåðèñòè÷íà ôóíêöiÿ îñòàííüîãî äîðiâ-

íþ¹ íóëþ ω(ζ) ≡ 0.
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2.6 Ç'¹äíàííÿ çi çâîðîòíèì çâ'ÿçêîì òà âiäïîâiäíà

äèíàìiêà

Ïðèïóñòèìî ùî çàäàíi ëiíiéíi ïðîñòîðè X0, X̃0,X1, X̃1,F ,F∗ i ëiíiéíi
îïåðàòîðè, çàïèñàíi â áëîêîâîìó âèãëÿäi

U0 =

[
A0 B0

C0 D0

]
:

[
X0

F

]
→

[
X̃0

F∗

]
,

U1 =

[
A1 B1

C1 D1

]
:

[
X1

F∗

]
→

[
X̃1

F

]
. (2.6.1)

Âèçíà÷èìî ç'¹äíàííÿ çi çâîðîòíèì çâ'ÿçêîì

U := F`(U0, U1) :

[
X0

X1

]
→

[
X̃0

X̃1

]
íàñòóïíèì ÷èíîì

F`(U0, U1)

[
x0

x1

]
=

[
x̃0

x̃1

]
,

äå [
A0 B0

C0 D0

][
x0

f

]
=

[
x̃0

f∗

]
è

[
A1 B1

C1 D1

][
x1

f∗

]
=

[
x̃1

f

]
, (2.6.2)

â ïðèïóùåííi ùî ïðè áóäü-ÿêèõ x0 i x1 iñíóþòü i ¹äèíi x̃0, x̃1, f ∈ F i

f∗ ∈ F∗ ùî çàäîâîëüíÿþòü (2.6.2). Âèçíà÷èìî òàêîæ äîïîìiæíèé îïåðàòîð

Γ`(U0, U1)

Γ`(U0, U1) :

[
x0

x1

]
7→

[
f

f∗

]
. (2.6.3)

Ó íàñòóïíié òåîðåìi ïîêàçàíî ùî öå âèçíà÷åííÿ êîðåêòíî òîäi i òiëüêè

òîäi êîëè îïåðàòîð I −D1D0 ¹ çâîðîòíiì â ïðîñòîði F .

Òåîðåìà 2.14. Ïðèïóñòèìî ùî çàäàíi áëîêîâi îïåðàòîðè U0 i U1 ÿê â

(2.6.1). Ïðèïóñòèìî ùî (I −D1D0)
−1, i îòæå òàêîæ (I −D0D1)

−1, iñíóþòü

ÿê îïåðàòîðè â F è F∗, âiäïîâiäíî. Òîäi ç'¹äíàííÿ çi çâîðîòíèì çâ'ÿçêîì

(2.6.2) êîðåêòíî âèçíà÷åíî. Òîáòî, äëÿ áóäü-ÿêèõ [ x0
x1 ] ∈ X0 ⊕ X1 iñíó-

þòü i ¹äèíi
[
x̃0

x̃1

]
∈ X̃0 ⊕ X̃1, f ∈ F , f∗ ∈ F∗, ÿêi çàäîâîëüíÿþòü (2.6.2).
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Îïåðàòîð ç'¹äíàííÿ çi çâîðîòíèì çâ'ÿçêîì òîäi ìîæå áóòè âèçíà÷åíèé ÿê

F`(U0, U1) : [ x0
x1 ] 7→

[
x̃0

x̃1

]
. Ìàþòü ìiñöå òàêi ÿâíi ôîðìóëè äëÿ F`(U0, U1)

F`(U0, U1) =

[
A0 +B0(I −D1D0)

−1D1C0 B0(I −D1D0)
−1C1

B1(I −D0D1)
−1C0 A1 +B1(I −D0D1)

−1D0C1

]
.

(2.6.4)

i äëÿ äîïîìiæíîãî îïåðàòîðà (2.6.3)

Γ`(U0, U1) =

[
(I −D1D0)

−1D1C0 (I −D1D0)
−1C1

(I −D0D1)
−1C0 (I −D0D1)

−1D0C1

]
:

[
x0

x1

]
7→

[
f

f∗

]
.

(2.6.5)

Äîâåäåííÿ. Ç äðóãîãî ðiâíÿííÿ ïåðøî¨ ñèñòåìè â (2.6.2) ìà¹ìî

f∗ = C0x0 +D0f.

Ïiäñòàâèìî öþ ôîðìóëó ó äðóãå ðiâíÿííÿ äðóãî¨ ñèñòåìè, îòðèìà¹ìî

f = C1x1 +D1f∗ = C1x1 +D1(C0x0 +D0f)

= D1C0x0 + C1x1 +D1D0f.

Çà óìîâè ùî I −D1D0 ìà¹ çâîðîòíié, ìîæåìî âèñëîâèòè f êàê

f = (I −D1D0)
−1D1C0x0 + (I −D1D0)

−1C1x1.

Ïiäñòàâèìî öåé âèñëiâ â ôîðìóëó äëÿ f∗ (äèâ. âèùå)

f∗ = C0x0 +D0f

= C0x0 +D0(I −D1D0)
−1D1C0x0 +D0(I −D1D0)

−1C0x1

= (I −D0D1)
−1C0x0 + (I −D0D1)

−1D0C1x1.

Ôîðìóëó (2.6.5) äëÿ äîïîìiæíîãî îïåðàòîðà f Γ`(U0, U1) îòðèìàíî.

Òåïåð çàëèøà¹òüñÿ ïiäñòàâèòè öi âèðàçè äëÿ f, f∗ â òåðìiíàõ x0, x1

â ïåðøi ðiâíÿííÿ îáîõ ñèñòåì â (2.6.2) ùîá îòðèìàòè ôîðìóëó (2.6.4) äëÿ

F`(U0, U1).

Õî÷à ôîðìóëà (2.6.4) äà¹ ÿâíèé âèðàç äëÿ F`(U0, U1) ÷åðåç U0 è U1,

îá÷èñëåííÿ ñòóïåíiâ Un (n = 2, 3, . . . ) çà öi¹þ ôîðìóëîþ óÿâëÿ¹òüñÿ ãðî-

ìiçäêèì. Äàëi ïðîïîíó¹òüñÿ áiëüø åôåêòèâíèé ïiäõiä äî îá÷èñëåííÿ öèõ
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ñòóïåíiâ, ÿêèé òåæ âèêîðèñòîâó¹ ç'¹äíàííÿ çi çâîðîòíèì çâ'ÿçêîì, àëå íà

ðiâíi òðà¹êòîðié äèíàìi÷íî¨ ñèñòåìè. Ââåäåìî äåÿêi ïîçíà÷åííÿ.

Äëÿ áóäü-ÿêîãî âåêòîðíîãî ïðîñòîðó G ïîçíà÷èìî ÷åðåç `G(Z) (â ëi-

òåðàòóði òàêîæ âèêîðèñòîâó¹òüñÿ ïîçíà÷åííÿ GZ) ïðîñòið âñiõ G-çíà÷íèõ
ôóíêöié íà ìíîæèíi âñiõ öiëèõ ÷èñåë Z. Àíàëîãi÷íî `G(Z+) ïîçíà÷àòè-

ìå ïðîñòið âñiõ G-çíà÷íèõ ôóíêöié íà ìíîæèíi íåâiä'¹ìíèõ öiëèõ ÷èñåë

Z+; Ïðîñòið `G(Z+) ìîæíà îòîòîæíèòè ç ïiäïðîñòîðîì ïðîñòîðó `G(Z), ÿêå

ñêëàäà¹òüñÿ ç ôóíêöié ùî äîðiâíþþòü íóëþ â âiä'¹ìíèõ òî÷êàõ. Àíàëî-

ãi÷íî âèçíà÷à¹òüñÿ `G(Z−) ÿê ïðîñòið âñiõ G-çíà÷íèõ ôóíêöié íà ìíîæèíi

âiä'¹ìíèõ öiëèõ Z−; âîíî òàêîæ îòîòîæíþ¹òüñÿ ç ïiäïðîñòîðîì `G(Z), ùî

ñêëàäà¹òüñÿ ç óñiõ G-çíà÷íèõ ôóíêöié íà Z ùî äîðiâíþþòü íóëþ íà Z+. ×å-

ðåç P+ è P− áóäåìî ïîçíà÷àòè ïðèðîäíi ïðîåêöi¨ `G(Z) íà `G(Z+) i `G(Z−),

âiäïîâiäíî. Iíîäi áóäåìî âèêîðèñòîâóâàòè ïîçíà÷åííÿ

~g+ = P+~g, ~g− = P−~g. (2.6.6)

×åðåç J ïîçíà÷èìî äâîñòîðîííié çñóâ J : ~g 7→ ~g ′, äå ~g ′(n) = ~g(n− 1).

Ç óíiòàðíèì âóçëîì U

U =

[
A B

C D

]
:

[
X
E

]
→

[
X
E∗

]
(2.6.7)

ìîæíà ïîâ'ÿçàòè ëiíiéíó äèíàìi÷íó ñèñòåìó[
x(n+ 1)

e∗(n)

]
= U

[
x(n)

e(n)

]
=

[
Ax(n) +Be(n)

Cx(n) +De(n)

]
. (2.6.8)

ßêùî çàäàòè ïî÷àòêîâèé ñòàí ñèñòåìè x(0) = x0 i ïîñëiäîâíiñòü âõîäiâ

~e ∈ `E(Z+), òî ðiâíÿííÿ (2.6.8) îäíîçíà÷íî âèçíà÷àòü ïîñëiäîâíiñòü ñòàíiâ

~x ∈ `X (Z+) i ïîñëiäîâíiñòü âèõîäiâ ~e∗ ∈ `E∗(Z+); ìà¹ìî

x(n) = Anx0 +
n−1∑
k=0

An−1−kBe(k),

e∗(n) = CAnx0 +
n−1∑
k=0

CAn−1−kBe(k) +De(n) for n = 0, 1, 2, . . . . (2.6.9)
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ßêùî ïðåäñòàâèòè åëåìåíòè ïðîñòîðiâ `X (Z+), `E(Z+) i `E∗(Z+) ó âèãëÿäi

âåêòîðiâ-ñòîâïöiâ, òî ðiâíÿííÿ (2.6.9) ìîæíà çàïèñàòè ó âèãëÿäi[
~x

~e∗

]
=

[
W+

0 W+
2

W+
1 W+

][
x(0)

~e

]
äå áëîêè îïåðàòîðà

W+ :=

[
W+

0 W+
2

W+
1 W+

]
:

[
X

`E(Z+)

]
→

[
`X (Z+)

`E∗(Z+)

]
(2.6.10)

çàäàíi ôîðìóëàìè

W+
0 =



IX

A
...

An−1

...


, W+

2 =



0 0 0 . . .

B 0 0 . . .

AB B 0 . . .
... ... ...

An−1B An−2B An−3B . . . B 0 . . .
. . . . . . . . . . . . . . .


,

W+
1 =



C

CA

CA2

...

CAn−1

...


, W+ =



D 0 0

CB D 0

CAB CB D
... ... . . .

CAn−1B CAn−2B CAn−3B . . . D
. . . . . . . . . . . .


.

(2.6.11)

Â òåîði¨ óïðàâëiííÿ îïåðàòîð W+
0 íàçèâà¹òüñÿ âiäîáðàæåííÿì ïî÷àòêîâî-

ãî ñòàíó - òðà¹êòîði¨ ñèñòåìè (ó äîäàòíîìó íàïðÿìêó ÷àñó), îïåðàòîð

W+
2 íàçèâà¹òüñÿ âiäîáðàæåííÿì âõîäó - òðà¹êòîði¨ ñèñòåìè, îïåðàòîð

W+
1 íàçèâà¹òüñÿ îïåðàòîðîì ñïîñòåðåæåííÿ i îïåðàòîð W+ íàçèâà¹òüñÿ

âiäîáðàæåííÿì âõîäó-âèõîäó. Âiäçíà÷èìî ùî ÿêùî çàñòîñóâàòè ïåðåòâî-

ðåííÿ Ôóð'¹
~f 7→

∑
n∈Z+

~f(n)zn
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äî ïîñëiäîâíîñòåé âõîäiâ i âèõîäiâ ~e è ~e∗, òî îïåðàòîð âõîäó - âèõîäó W+

ïåðåéäå â îïåðàòîð ìíîæåííÿ íà

Ŵ+(z) = D + zC(I − zA)−1B.

Îñòàííié âèðàç ¹ õàðàêòåðèñòè÷íîþ ôóíêöi¹þ âóçëà U (¨¨ òàêîæ íàçèâà-

þòü ïåðåäàâàëüíîþ ôóíêöi¹þ ëiíiéíî¨ ñèñòåìè (2.6.8)). Âåñü îïåðàòîð W+

íàçèâàòèìåìî ðîçøèðåíèì âiäîáðàæåííÿì âõîäó-âèõîäó (ó äîäàòíîìó íà-

ïðÿìêó ÷àñó), ïîâ'ÿçàíèì ç âóçëîì U .

ßêùî ìàòðèöÿ âóçëà U (2.6.7) îáîðîòíà, òî ìîæíà çàïóñòèòè ñèñòåìó

íàçàä ïî ÷àñó:[
x(n)

e(n)

]
= U−1

[
x(n+ 1)

e∗(n)

]
=

[
αx(n+ 1) + βe∗(n)

γx(n+ 1) + δe∗(n)

]
(2.6.12)

äå ìè ïîçíà÷èëè U−1 =
[
α β
γ δ

]
: X⊕E∗ → X⊕E . Òåïåð çíà÷åííÿ ïî÷àòêîâîãî

ñòàíó ñèñòåìè x(0) i âèõiäíîãî ñèãíàëó ó âiä'¹ìíi ìîìåíòè ÷àñó ~e∗ ∈ `E∗(Z−)

îäíîçíà÷íî âèçíà÷àþòü òðà¹êòîðiþ ñèñòåìè ~x− ∈ `X (Z−) i âõiäíèé ñèãíàë

~e− ∈ `E(Z−) ó âiä'¹ìíi ìîìåíòè ÷àñó:

x(−n) = αnx(0) +
n∑
k=1

αn−kβe∗(−k),

e(−n) = γαn−1x(0) +
n−1∑
k=1

γαn−1−kβe∗(−k) + δe∗(−n) for n = 1, 2, . . . .

(2.6.13)

ßêùî ïðåäñòàâèòè åëåìåíòè ~x = {x(n)}n∈Z− ïðîñòîðó `X (Z−) ÿê âåêòîðè-

ñòîâïöi

~x =



...

x(−3)

x(−2)

x(−1)


,

òî ðiâíÿííÿ (2.6.13) ìîæóòü áóòè âèðàæåíi ó âèãëÿäi[
~x−

~e−

]
=

[
W−

0 W−
1

W−
2 W−

][
x(0)

~e∗−

]
, (2.6.14)
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äå îïåðàòîð

W− :=

[
W−

0 W−
1

W−
2 W−

]
:

[
X

`E∗(Z−)

]
→

[
`X (Z−)

`E(Z−)

]
çàäàíèé ôîðìóëàìè

W−
0 =



...

αn

...

α2

α


, W−

1 =



. . . . . . . . . . . .

β . . . αn−3β αn−2β αn−1β
. . . ... ... ...

β αβ α2β

β αβ

β


,

W−
2 =



...

γαn

...

γα2

γα


, W− =



. . . . . . . . . . . .

δ . . . γαn−3β γαn−2β γαn−1β
... ... ...

δ γβ γαβ

δ γβ

δ


.

(2.6.15)

ÎïåðàòîðèW−
0 ,W

−
1 ,W

−
2 èW− ìîæíà iíòåðïðåòóâàòè ÿê âåðñi¨ â çâîðîòíî-

ìó íàïðÿìêó ÷àñó îïåðàòîðiâ ïî÷àòêîâîãî ñòàíó - òðà¹êòîði¨ ñèñòåìè,

âõîäó - òðà¹êòîði¨ ñèñòåìè, ñïîñòåðåæåííÿ i âõîäó-âèõîäó, âiäïîâiäíî.

Áóäåìî íàçèâàòè îïåðàòîð W− ðîçøèðåíèì âiäîáðàæåííÿ âõîäó-âèõîäó â

çâîðîòíîìó íàïðÿìêó ÷àñó.

Ïðèïóñòèìî ùî U0 è U1 äâà âóçëà

U0 =

[
A0 B0

C0 D0

]
:

[
X0

D

]
→

[
X0

D∗

]
, (2.6.16)

U1 =

[
A1 B1

C1 D1

]
:

[
X1

D∗

]
→

[
X1

D

]
(2.6.17)

òàêi ùî I − D1D0 i, îòæå, I − D0D1 îáîðîòíi â D è â D∗ âiäïîâiäíî. Òîäi
ç'¹äíàííÿ çi çâîðîòíèì çâ'ÿçêîì U = F`(U0, U1) ¹ êîðåêòíî âèçíà÷åíèì
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îïåðàòîðîì â X0 ⊕ X1, ÿê ïîêàçàíî â Òåîðåìi 2.14. Ðîçãëÿíåìî âiäïîâiäíi

ðîçøèðåíi âiäîáðàæåííÿ âõîäó-âèõîäó äëÿ U0 è U1

W(U0)
+ =

[
W (U0)

+
0 W (U0)

+
2

W (U0)
+
1 W (U0)

+

]
:

[
X0

`D(Z+)

]
→

[
`X0

(Z+)

`D∗(Z+)

]

W(U1)
+ =

[
W (U1)

+
0 W (U1)

+
2

W (U1)
+
1 W (U1)

+

]
:

[
X1

`D∗(Z+)

]
→

[
`X1

(Z+)

`D(Z+)

]
. (2.6.18)

ßêùî

I`D(Z+) −W (U1)
+W (U0)

+ (2.6.19)

¹ îáîðîòíèì â `D(Z+), òî âèçíà÷åíî ç'¹äíàííÿ çi çâîðîòíèì çâ'ÿçêîì

F`(W(U0)
+,W(U1)

+). Íàñòóïíà ëåìà ïîêàçó¹ ùî ÿêùî F`(U0, U1) êîðåêòíî

âèçíà÷åíî, òî i F`(W(U0)
+,W(U1)

+) êîðåêòíî âèçíà÷åíî.

Ëåìà 2.15. Íåõàé U0 è U1 âèçíà÷åíi ÿê â (2.6.16) è (2.6.17). Ïðèïóñòèìî

ùî I − D1D0 ¹ îáîðîòíèì â D. Òîäi i I −W (U1)
+W (U0)

+ ¹ îáîðîòíèì â

`D(Z+).

Äîâåäåííÿ. Ç ôîðìóëè (2.6.11), ùî âèçíà÷à¹ W+, âèäíî ùî ìàòðèöi

W (U1)
+ i W (U0)

+ ¹ Òüîïëiöåâèìè íèæíüî òðèêóòíèìè, äiàãîíàëüíi áëî-

êè ÿêèõ äîðiâíþþòü D1 i D0, âiäïîâiäíî. Îòæå, I −W (U1)
+W (U0)

+ òåæ

íèæíüî òðèêóòíà Òüîïëiöåâà ç äiàãîíàëüíèìè áëîêàìè ðiâíèìè I −D1D0.

Çâiäñè âèïëèâà¹ îáîðîòíiñòü I −W (U1)
+W (U0)

+ â `D(Z+).

Íàñòóïíà òåîðåìà ìiñòèòü îñíîâíèé ðåçóëüòàò öüîãî ðîçäiëó, à ñàìå îá-

÷èñëåííÿ ñòóïåíiâ F`(U0, U1) çà äîïîìîãîþ F`(W(U0),W(U1)). Íàì çíàäî-

áèòüñÿ ùå îäíå ïîçíà÷åííÿ. íåõàé U öå îïåðàòîð â �iëüáåðòîâîìó ïðîñòîði

K. Íåõàé G öå äîïîìiæíèé �iëüáåðòiâ ïðîñòið i iG : G → K içîìåòðè÷íå

âêëàäåííÿ G â K. Âèçíà÷èìî ïåðåòâîðåííÿ ΛG,+(U) : K → `G(Z+) (ÿêå áó-

äåìî íàçèâàòè ïðåäñòàâëåííÿì Ôóð'¹ îïåðàòîðà U) ÿê

ΛG,+(U) : k → {i∗GUnk}n∈Z+
. (2.6.20)

Âiäçíà÷èìî ùî ÿêùî G = K è iG òîòîæíå âiäîáðàæåííÿ, òî

ΛK,+(U) : k → {Unk}n∈Z+
.
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Òåîðåìà 2.16. Ïðèïóñòèìî ùî çàäàíi äâà âóçëà (2.6.16), (2.6.17) òàêi ùî

I −D1D0 ¹ îáîðîòíèì â D i U = F`(U0, U1) ∈ L(X0 ⊕ X1). Òîäi ç'¹äíàííÿ

çi çâîðîòíèì çâ'ÿçêîì íà ðiâíi òðà¹êòîðié ñèñòåìè F`(W(U0)
+,W(U1)

+)

îá÷èñëþ¹ ñòóïåíi U = F`(U0, U1):

ΛX0⊕X1,+(U) = F`(W(U0)
+,W(U1)

+) : X0 ⊕X1 → `X0⊕X1
(Z+). (2.6.21)

Ïiñëÿ ïðèðîäíîãî îòîòîæíåííÿ ïðîñòîðiâ `X0⊕X1
(Z+) i `X0

(Z+) ⊕ `X1
(Z+)

ìîæíà çàïèñàòè ΛX0⊕X1,+(U) â áëîêîâîìó âèãëÿäi

ΛX0⊕X1,+(U) =

[
ΛX0⊕X1,+(U)11 ΛX0⊕X1,+(U)12

ΛX0⊕X1,+(U)21 ΛX0⊕X1,+(U)22

]
:

[
X0

X1

]
→

[
`X0

(Z+)

`X1
(Z+)

]
äå

ΛX0⊕X1,+(U)11 = W (U0)
+
0 +W (U0)

+
2 (I −W (U1)

+W (U0)
+)−1W (U1)

+W (U0)
+
1 ,

ΛX0⊕X1,+(U)12 = W (U0)
+
2 (I −W (U1)

+W (U0)
+)−1W (U1)

+
1 ,

ΛX0⊕X1,+(U)21 = W (U1)
+
2 (I −W (U0)

+W (U1)
+)−1W (U0)

+
1 ,

ΛX0⊕X1,+(U)22 = W (U1)
+
0 +W (U1)

+
2 (I −W (U0)

+W (U1)
+)−1W (U0)

+W (U1)
+
1 .

(2.6.22)

Äîâåäåííÿ. Ëåìà 2.15 ãàðàíòó¹ ùî ç'¹äíàííÿ çi çâîðîòíèì çâ'ÿçêîì íà ðiâíi

òðà¹êòîðié F`(W(U0)
+,W(U1)

+) êîðåêòíî âèçíà÷åíî. Çà âèçíà÷åííÿì

F`(W(U0)
+,W(U1)

+)

[
x0

x1

]
=

[
{x0(n)}n∈Z+

{x1(n)}n∈Z+

]
(2.6.23)

îçíà÷à¹ ùî ìàþòü ìiñöå ðiâíîñòi[
x0(n+ 1)

d∗(n)

]
=

[
A0 B0

C0 D0

][
x0(n)

d(n)

]
,[

x1(n+ 1)

d(n)

]
=

[
A1 B1

C1 D1

][
x1(n)

d∗(n)

]
(2.6.24)

ç äåÿêèìè îäíîçíà÷íî âèçíà÷åíèìè {d(n)}n∈Z+
∈ `D(Z+) i {d∗(n)}n∈Z+

∈
`D∗(Z+). Îñêiëüêè U = F`(U0, U1), òî ïðè n = 0 ðiâíÿííÿ (2.6.24) äàþòü[

x0(1)

x1(1)

]
= U

[
x0(0)

x1(0)

]
.
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Â ñèëó (2.6.24) [
x0(n+ 1)

x1(n+ 1)

]
= U

[
x0(n)

x1(n)

]
.

Òîäi èíäóêòèâíî îòðèìà¹ìî ùî[
x0(n)

x1(n)

]
= Un

[
x0(0)

x1(0)

]
(2.6.25)

âèêîíó¹òüñÿ ïðè âñiõ n = 0, 1, 2, . . . . Íàðåøòi âiäçíà÷èìî ùî (2.6.25) â ïî¹ä-

íàííi ç (2.6.23) òÿãíå (2.6.21). À ôîðìóëè (2.6.22) ñëiäóþòü ç (2.6.4) ïðè

çàìiíi U0, U1 íà W(U0)
+, W(U1)

+.

ßêùî U0 i U1 îáîðîòíi

U−1
0 =

[
α0 β0

γ0 δ0

]
:

[
X0

D∗

]
→

[
X0

D

]
, U−1

1 =

[
α1 β1

γ1 δ1

]
:

[
X1

D

]
→

[
X1

D∗

]
(2.6.26)

i ID∗ − δ1δ0 îáîðîòíèé, òî àíàëîãi÷íèì ÷èíîì ìîæíà îá÷èñëèòè âiä'¹ìíi

ñòóïåíi U = F(U0, U1). Ðîçãëÿíåìî âiäîáðàæåííÿ ΛG,− : K → `G(Z−) (ïîðÿä

ç (2.6.20) òàêîæ çâàíå ïðåäñòàâëåííÿì Ôóð'¹ îïåðàòîðà U)

ΛG,−(U) : k 7→ {i∗GUnk}n∈Z−.

Â îêðåìîìó âèïàäêó

ΛK,−(U)k : 7→ {Unk}n∈Z−.

Òîäi ìà¹ ìiñöå íàñòóïíèé àíàëîã Òåîðåìè 2.16 äëÿ âiä'¹ìíèõ ìîìåíòiâ ÷àñó.

Ç îãëÿäó íà ïîâíó àíàëîãi÷íiñòü, äîêàç îïóñòèìî.

Òåîðåìà 2.17. Ïðèïóñòèìî ùî çàäàíi äâà âóçëà U0 è U1 ÿê â (2.6.16),

(2.6.17), ÿêi îáîðîòíi òà äëÿ ¨õ çâîðîòíèõ (2.6.26) âèêîíàíà óìîâà îáîðîò-

íîñòi I−δ1δ0 â D∗. Íåõàé U = F`(U0, U1) ∈ L(X0⊕X1). Òîäi âiä'¹ìíi ñòóïåíi

U = F`(U0, U1) îá÷èñëþþòüñÿ â òåðìiíàõ ç'¹äíàííÿ çi çâîðîòíèì çâ'ÿçêîì

íà ðiâíi òðà¹êòîðié ñèñòåìè F`(W(U0)
−,W(U1)

−):

ΛX0⊕X1,−(U) = F`(W(U0)
−,W(U1)

−) : X0 ⊕X1 → `X0⊕X1
(Z−). (2.6.27)
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Ïiñëÿ ïðèðîäíîãî îòîòîæíåííÿ ïðîñòîðiâ `X0⊕X1
(Z−) i `X0

(Z−) ⊕ `X1
(Z−)

îòðèìó¹ìî

ΛX0⊕X1,−(U) =

[
ΛX0⊕X1,−(U)11 ΛX0⊕X1,−(U)12

ΛX0⊕X1,−(U)21 ΛX0⊕X1,−(U)22

]
:

[
X0

X1

]
→

[
`X0

(Z−)

`X1
(Z−)

]
äå

ΛX0⊕X1,−(U)11 = W (U0)
−
0 +W (U0)

−
1 (I −W (U1)

−W (U0)
−)−1W (U1)

−W (U0)
−
2 ,

ΛX0⊕X1,−(U)12 = W (U0)
−
1 (I −W (U1)

−W (U0)
−)−1W (U1)

−
2 ,

ΛX0⊕X1,−(U)21 = W (U0)
−
1 (I −W (U0)

−W (U1)
−)−1W (U0)

−
2 ,

ΛX0⊕X1,+(U)22 = W (U1)
−
0 +W (U1)

−
1 (I −W (U0)

−W (U1)
−)−1W (U0)

−W (U1)
−
2 .

(2.6.28)

Âèñíîâêè äî ðîçäiëó 2

Â Ðîçäiëi 2 âèêëàäåíî ïîïåðåäíi âiäîìîñòi ÿêi âèêîðèñòîâóþòüñÿ ó äè-

ñåðòàöi¨. Íàâåäåíi óñi íåîáõiäíi âèçíà÷åííÿ ùî ñòîñóþòüñÿ óíiòàðíèõ ñèñòåì

ðîçñiþâàííÿ. Äåòàëüíî îïèñàíî ïðîñòið ìið Õåëëiíãåðà, ùî âiäïîâiäà¹ çà-

äàíié îïåðàòîðíié ìiði, òà äåÿêi éîãî âëàñòèâîñòi. Ïîêàçàíî ÿê óíiòàðíi

ñèñòåìè ðîçñiþâàííÿ ðåàëiçóþòüñÿ ó ïðîñòîði Õåëëiíãåðà. Âèêëàäåíî êîí-

ñòðóêöiþ Øóðiâñüêèõ äîäàòêiâ ìið òà âiäïîâiäíîãî îðòîãîíàëüíîãî ðîçêëà-

äó ïðîñòîðó Õåëëiíãåðà. Îïèñàíà ïàðàìåòðèçàöiÿ óíiòàðíèõ ðîçøèðåíü içî-

ìåòðié, ¨õ ðåçîëüâåíò. Âèêëàäåíî ÷èñëåííÿ ç'¹äíàíü çi çâîðîòíèì çâ'ÿçêîì

òà îá÷èñëåíà äèíàìiêà ç'¹äíàíî¨ ñèñòåìè. Îá÷èñëåíî ôóíêöi¨ ðîçñiþâàííÿ

ç'¹äíàíî¨ ñèñòåìè âiäíîñíî çàäàíîãî ìàñøòàáó òà ìàñøòàáó ç'¹äíàííÿ.

Ðåçóëüòàòè ðîçäiëó îïóáëiêîâàíî â ðîáîòàõ [26, 27, 28, 29, 20].
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ÐÎÇÄIË 3

ÀÁÑÒÐÀÊÒÍÀ ÇÀÄÀ×À IÍÒÅÐÏÎËßÖI�

3.1 Îðòîãîíàëüíà çàäà÷à

Íàñòóïíà Àáñòðàêòíà Çàäà÷à Iíòåðïîëÿöi¨ (ÀÇI) áóëà ââåäåíà i âèâ÷åíà

â ðîáîòàõ [61] (òàêîæ [62], [63], [64], [72] è [69]) . Äàíi çàäà÷i ìàþòü íàñòóïíó

ñòðóêòóðó: X ëiíiéíèé ïðîñòið, D(x, y) íåâiä'¹ìíà ïiâòîðà-ëiíiéíà ôîðìà

íà X, T1 i T2 ëiíiéíi îïåðàòîðè â ïðîñòîði X, M1 : X → E1, M2 : X → E2

ëiíiéíi âiäîáðàæåííÿ ç ïðîñòîðó X â çàäàíi �iëüáåðòîâi ïðîñòîðè E1 i E2

âiäïîâiäíî. Öi îá'¹êòè ïîâ'ÿçàíi òîòîæíiñòþ

D(T1x, T1y)+ < M1x,M1y >E1
= D(T2x, T2y)+ < M2x,M2y > . (3.1.1)

Ìè áóäåìî âèêîðèñòîâóâàòè òàêi ïîçíà÷åííÿ

Lw =

[
1 w

w∗ 1

]1/2 [
L2(E2)

L2(E1)

]
, (3.1.2)

íàäiëåíà íîðìîþ îáðàçó;

Hw = Lw ∩

[
H2

+(E2)

H2
−(E1)

]
, (3.1.3)

ç íîðìîþ iíäóêîâàíî¨ ç Lw. Òóò L2 öå ïðîñòið êâàäðàòè÷íî iíòåãðîâíèõ

âiäíîñíî ìiðè Ëåáåãà âåêòîð-ôóíêöié íà îäèíè÷íîìó êîëi T; H2
+, H

2
− âiä-

ïîâiäíi ïðîñòîðè Õàðäi.

Àíàëiòè÷íà â îäèíè÷íîìó êðóçi D = {ζ ∈ C : |ζ| < 1} ñòèñêóþ÷à

îïåðàòîð-ôóíêöiÿ w(ζ) : E1 → E2 íàçèâà¹òüñÿ ðîçâ'ÿçêîì çàäà÷i ÿêùî

iñíó¹ ëiíiéíå âiäîáðàæåííÿ

F : X → Hw

òàêå ùî

(i) t̄((FT1x)(t) +

[
w(t)

1

]
M1x) = (FT2x)(t) + t̄

[
1

w(t)∗

]
M2X, (3.1.4)
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äëÿ ìàéæå âñiõ t íà îäèíè÷íîìó êîëi T = {t ∈ C : |t| = 1};

(ii) ‖Fx‖2
Hw ≤ D(x, x). (3.1.5)

Â îñíîâi îïèñó ìíîæèíè ðîçâ'ÿçêiâ ïîëÿãà¹ íàñòóïíà êîíñòðóêöiÿ.

Íåâiä'¹ìíà ôîðìà D çàäà¹ â ïðîñòîði X ñòðóêòóðó �iëüáåðòîâîãî ïðîñòî-

ðó (ïiñëÿ ôàêòîðèçàöi¨ i ïîïîâíåííÿ). Öåé �iëüáåðòiâ ïðîñòið áóäåìî ïî-

çíà÷àòè ÷åðåç H0. Òîäi ðiâíiñòü (3.1.1) îçíà÷à¹ içîìåòðè÷íiñòü íàñòóïíîãî

îïåðàòîðà

V : E1 ⊕H0 → H0 ⊕ E2, (3.1.6)

ç îáëàñòþ âèçíà÷åííÿ

dV = Clos{M1x⊕ [T1x], x ∈ X} ⊆ E1 ⊕H0 (3.1.7)

i îáëàñòþ çíà÷åíü

∆V = Clos{[T2x]⊕M2x, x ∈ X} ⊆ H0 ⊕ E2, (3.1.8)

äå [T1x] è [T2x] ïîçíà÷àþòü âiäïîâiäíi êëàñè åêâiâàëåíòíîñòi.

Â ñèëó íåðiâíîñòi (3.1.5) Fx çàëåæèòü âiä êëàñó åêâiâàëåíòíîñòi [x], à

íå âiä x i, îòæå, âiäîáðàæåííÿ F ìîæå áóòè ïðîäîâæåíî ïî íåïåðåðâíîñòi

íà H0 çi çáåðåæåííÿì íåðiâíîñòi

‖Fh0‖2
Hw ≤ ‖h0‖2

H0
. (3.1.9)

Ïðîñòið Lw âèçíà÷åíèé â (3.1.2) ðîçêëàäà¹òüñÿ â íàñòóïíó îðòîãîíàëüíóþ

ñóìó

Lw =

[
w

1

]
H2

+(E1)⊕Hw ⊕

[
1

w∗

]
H2
−(E2). (3.1.10)

Âèçíà÷èìî

F : E1 → Lw, F : E2 → Lw

íàñòóïíèì ÷èíîì

Fe1 =

[
w

1

]
e1, Fe2 = t̄

[
1

w∗

]
e2. (3.1.11)
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Çàóâàæèìî ùî, çãiäíî ç (3.1.10), F (E1), F (H0), F (E2) âçà¹ìíî îðòîãîíàëü-

íi â Lw, i

F : E1 ⊕H0 →

[
w

1

]
E1 ⊕Hw,

F : H0 ⊕ E2 → Hw ⊕ t̄

[
1

w∗

]
E2. (3.1.12)

Ó öèõ ïîçíà÷åííÿõ (3.1.4) íàáèðà¹ âèãëÿä

FV dV = t̄F dV . (3.1.13)

Ïîêëàäåìî

NdV = (E1 ⊕H0)	 dV i N∆V
= (H0 ⊕ E2)	∆V . (3.1.14)

i âèçíà÷èìî óíiòàðíèé âóçîë

A0 : N2 ⊕ E1 ⊕H0 → N1 ⊕ E2 ⊕H0 (3.1.15)

äå N1 i N2 êîïi¨ NdV è N∆V
âiäïîâiäíî, ÿê

A0 dV = V,

A0 : NdV → N1 îòîòîæíåííÿ,

A0 : N2 → N∆V
îòîòîæíåííÿ. (3.1.16)

Ïîçíà÷èìî ÷åðåç S(ζ) õàðàêòåðèñòè÷íó ôóíêöiþ A0:

S(ζ) = PN1⊕E2
A0(1− ζPH0

A)−1
N2⊕E1

,

S(ζ) =

[
s(ζ) s1(ζ)

s2(ζ) s0(ζ)

]
:

[
N2

E1

]
→

[
N1

E2

]
. (3.1.17)

Íåõàé A1 : N1 ⊕ H1 → H1 ⊕ N2 öå äîâiëüíèé óíiòàðíèé âóçîë ç ïðîñòî-

ðîì âõîäó N1 i ïðîñòîðîì âèõîäó N2. Íåõàé ω(ζ) öå éîãî õàðàêòåðèñòè÷íà

ôóíêöiÿ, ω(ζ) : N1 → N2. Ç'¹äíàííÿ A0 i A1 (îñòàííié ñëóæèòü â ÿêîñòi

çâîðîòíîãî çâ'ÿçêó) äà¹ óíiòàðíèé âóçîë A, ÿêèé ðîçøèðþ¹ içîìåòðiþ V

A : E1 ⊕H → H ⊕ E1,
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äå H = H0 ⊕H1. A ¹ ìiíiìàëüíèì ðîçøèðåííÿì V òîäi i òiëüêè òîäi êîëè

âóçîë A1 ¹ ïðîñòèì. Õàðàêòåðèñòè÷íi ôóíêöi¨ öèõ ðîçøèðåíü A ñêëàäà-

þòü â òî÷íîñòi ìíîæèíó âñiõ ðîçâ'ÿçêiâ ÀÇI. Çâiäñè âèõîäèòü ôîðìóëà ùî

îïèñó¹ âñi ðîçâ'ÿçêè çàäà÷i

w = s0 + s2ω(1− sω)−1s1. (3.1.18)

Ç áóäü-ÿêèì óíiòàðíîþ âóçëîì A : E1⊕H → H⊕E1 ïîâ'ÿçàíå ïåðåòâî-

ðåííÿ Ôóð'¹ FA, ùî âiäîáðàæà¹ ïðîñòið H íà ïðîñòið äå Áðàíæà - Ðîâíÿêà

Hw, äå w öå õàðàêòåðèñòè÷íà ôóíêöiÿ âóçëà A

(FAh)(ζ) =


(F+

Ah)(ζ)

(F−Ah)(ζ)

 =


PE2

A(1H⊕E1
− ζPHA)−1h

ζPE1
A∗(1H⊕E2

− ζPHA∗)−1h

 .
Öå âiäîáðàæåííÿ â çàãàëüíîìó âèïàäêó ¹ ÷àñòêîâîþ içîìåòði¹þ. Âîíî

óíiòàðíî òîäi i òiëüêè òîäi êîëè âóçîë A ïðîñòèé (òîáòî, â ïðîñòîði H

íåìà¹ ïiäïðîñòîðó, ÿêèé ïðèâîäèòü A).

Äëÿ âóçëà A, ùî ¹ ç'¹äíàííÿì âóçëiâ A0 i A1 ÿê îïèñàíî âèùå, ìà¹ ìiñöå

íàñòóïíà ôîðìóëà äëÿ ïðåäñòàâëåííÿ Ôóð'¹

FA


h0

h1

 =


ψω 1E2

0 0

0 0 ϕ∗ω∗ 1E1

FA0
h0 +


ψ 0

0 ϕ∗

FA1
h1 , (3.1.19)

äå

ϕ(ζ) = (1N1
− s(ζ)ω(ζ))−1s1(ζ)

i

ψ(ζ) = s2(ζ)(1N2
− ω(ζ)s(ζ))−1.

Âiäîáðàæåííÿ F : X → Hw, ÿêå áåðå ó÷àñòü â ïîñòàíîâöi çàäà÷i, ïðè öüîìó

äîðiâíþ¹

Fx = FA[x] =


ψω 1E2

0 0

0 0 ϕ∗ω∗ 1E1

FA0
[x] . (3.1.20)
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Ïðèïóñòèìî ùî âóçëè A0 i A1 ¹ ïðîñòèìè (òîáòî âiäîáðàæåííÿ FA0
i FA1

¹ óíiòàðíèìè). �õ ç'¹äíàííÿ - âóçîë A - ïðîòå ìîæå íå áóòè ïðîñòèì. Äàëi

íàâîäÿòüñÿ äâi òåîðåìè ÿêi äàþòü êðèòåði¨ ïðîñòîòè öüîãî âóçëà A.

Òåîðåìà 3.1. ([64, 62, 69, 72]). Ïðèïóñòèìî ùî âóçîë A îòðèìàíî ÿê ðå-

çóëüòàò ç'¹äíàííÿ ïðîñòèõ âóçëiâ A0 i A1 îïèñàíèì âèùå ÷èíîì. Òîäi âóçîë

A ïðîñòèé òîäi i òiëüêè òîäi êîëè ìà¹ ìiñöå ðiâíiñòü
1N2

+ ω(ζ)s(ζ)

1N2
− ω(ζ)s(ζ)

2ω(ζ)(1N1
− s(ζ)ω(ζ))−1

2s(ζ)(1N2
− ω(ζ)s(ζ))−1 1N1

+ s(ζ)ω(ζ)

1N1
− s(ζ)ω(ζ)

 =

[
0 ω(0)

−ω(0)∗ 0

]

(3.1.21)

+

∫
T

t+ ζ

t− ζ

[
ψ∗ ωϕ

ω∗ψ∗ ϕ

][
1E1

w

w∗ 1E2

][−1] [
ψ ψω

ϕ∗ω∗ ϕ∗

]
m(dt),

äå ω(ζ) : N1 → N2 õàðàêòåðèñòè÷íà ôóíêöiÿ âóçëà A1, S õàðàêòåðèñòè÷-

íà ôóíêöiÿ (3.1.17) âóçëà A0, ϕ è ψ âèçíà÷åíi âèùå. Çâîðîòíà ìàòðèöÿ

ðîçóìi¹òüñÿ â ñåíñi Ìóðà-Ïåíðîóçà.

Çàóâàæåííÿ 3.2. Çàóâàæèìî ùî ëiâà ÷àñòèíà (3.1.21) çàïèñàíà ÿê

aω(ζ) ≡
IN2⊕N1

+

[
0 ω

s 0

]

IN2⊕N1
−

[
0 ω

s 0

] , (3.1.21)

äå I öå îäèíè÷íà ìàòðèöÿ. Âiäçíà÷èìî òàêîæ ùî ìàòðèöÿ-ôóíêöiÿ aω(ζ)

ìà¹ íåâiä'¹ìíó äiéñíó ÷àñòèíó.

ßê çàçíà÷àëîñÿ âèùå, âóçîë A ïðîñòèé òîäi i òiëüêè òîäi êîëè âiäîáðà-

æåííÿ FA ¹ óíiòàðíèì. Âèÿâëÿ¹òüñÿ, ùî

Òåîðåìà 3.3. ([64, 62]). Âóçîë A ïðîñòèé òîäi i òiëüêè òîäi êîëè îáìåæåííÿ

FA íà H0 óíiòàðíî. Òèì ñàìèì, âóçîë A ïðîñòèé òîäi i òiëüêè òîäi êîëè
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äëÿ âiäîáðàæåííÿ F ìà¹ ìiñöå ðiâíiñòü

‖Fx‖2
Hw = D(x, x), ïðè âñiõ x ∈ X ,

çàìiñòü íåðiâíîñòi (3.1.5).

3.2 Âiä îðòîãîíàëüíî¨ çàäà÷i äî íåîðòîãîíàëüíî¨

Ìè ñïî÷àòêó ïåðåôîðìóëþ¹ìî ïîñòàíîâêó ÀÇI à ïîòiì óçàãàëüíèìî ¨¨.

Ïåðåôîðìóëþâàííÿ áóäå â òåðìiíàõ ñèñòåì ðîçñiþâàííÿ çàìiñòü óíiòàðíèõ

âóçëiâ. Íåõàé X̃ öå ïðîñòið âåêòîðiâ x̃ âèäó

x̃ = (· · · e(1)
1 , e

(0)
2 , x, e

(−1)
2 , e

(−2)
2 , · · · ) (3.2.1)

òàêèõ ùî

x ∈ X, e(k)
1 ∈ E1, k ≥ 0 i

∞∑
k=0

‖e(k)
1 ‖2 <∞,

e
(k)
2 ∈ E2, k ≤ −1 i

−1∑
k=−∞

‖e(k)
2 ‖2 <∞.

Âèçíà÷èìî

D̃(x̃, x̃) =
∞∑
k=0

‖e(k)
1 ‖2 +D(x, x) +

−1∑
k=−∞

‖e(k)
2 ‖2, (3.2.2)

T̃1x̃ = (· · · , e(1)
1 , e

(0)
1 ,M1x, T1x, e

(−1)
2 , e

(−2)
2 , e

(−3)
2 , · · · ) (3.2.3)

i

T̃2x̃ = (· · · , e(2)
1 , e

(1)
1 , e

(0)
1 , T2x,M2x , e

(−1)
2 , e

(−2)
2 , · · · ). (3.2.4)

Òîäi (3.1.1) ìîæíà çàïèñàòè ÿê

D̃(T̃1x̃, T̃1ỹ) = D̃(T̃2x̃, T̃2ỹ). (3.2.5)

D̃ íàäiëÿ¹ X̃ ñòðóêòóðîþ �iëüáåðòîâîãî ïðîñòîðó. Â ðåçóëüòàòi îòðèìó¹ìî

ïðîñòið

H̃0 = · · · ⊕ E(1)
1 ⊕ E

(0)
1 ⊕H0 ⊕ E(−1)

2 ⊕ E(−2)
2 ⊕ · · · . (3.2.6)
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Òóò E(k)
1 , k ≥ 0 (E

(k)
2 , k ≤ −1) ïiäïðîñòið âåêòîðiâ x̃, òàêèõ ùî âñi êîîð-

äèíàòè êðiì e
(k)
1 (âiäïîâiäíî e(k)

2 ) äîðiâíþþòü íóëþ. Âèçíà÷èìî içîìåòðiþ

Ṽ :

Ṽ : [T̃1x̃]→ [T̃2x̃] (3.2.7)

ç îáëàñòþ âèçíà÷åííÿ

dṼ = Clos{[T̃1x̃], x̃ ∈ X̃} ⊆ H̃0, (3.2.8)

i îáëàñòþ çíà÷åíü

∆Ṽ = Clos{[T̃2x̃], x̃ ∈ X̃} ⊆ H̃0. (3.2.9)

Çàóâàæèìî ùî

H̃0 	 dṼ = NdV = H0 	 dV (3.2.10)

i

H̃0 	∆Ṽ = N∆V
= H0 	∆V (3.2.11)

òi æ ñàìi ïiäïðîñòîðè ùî i â Ðîçäiëi 3.1. Ïðîäîâæèìî âiäîáðàæåííÿ F :

X → Hw Ðîçäiëó 3.1 äî âiäîáðàæåííÿ

F̃ : X̃ → Lw (3.2.12)

ÿê

(F̃ X̃)(t) =


w(t)

1

 ∞∑
k=0

tke
(k)
1 + Fx+


1

w(t)∗

 −1∑
k=−∞

t̄|k|e
(k)
2 , (3.2.13)

|t| = 1, äå çáiæíiñòü ðÿäiâ ðîçóìi¹òüñÿ â ñåíñi L2. Òàêèì ÷èíîì

F̃ X = F : X → Hw,

F̃ :
0∏

k=∞

E
(k)
1 →

[
w

1

]
H2

+(E1)

F̃ :
−∞∏
k=−1

E
(k)
2 →

[
1

w∗

]
H2
−(E2), (3.2.14)
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äâi îñòàííi ÷àñòèíè ¹ ái¹êöiÿìè. Äëÿ òèõ x̃ ó ÿêèõ åëåìåíò x äîðiâíþ¹ íóëþ

ìà¹ ìiñöå ðiâíiñòü

‖F̃ x̃‖2
Lw = D̃(x̃, x̃). (3.2.15)

Âëàñòèâiñòü (3.1.5) Ðîçäiëó 3.1 òÿãíå ùî

‖F̃ x̃‖2
Lw ≤ D̃(x̃, x̃). (3.2.16)

Çà àíàëîãi¹þ ç Ðîçäiëîì 3.1, âiäîáðàæåííÿ F̃ ïðèðîäíî iíòåðïðåòóâàòè ÿê

âiäîáðàæåííÿ ç H̃0,

F̃ : H̃0 → Lw.

Òîäi (3.2.16) îçíà÷à¹, ùî

‖F̃ h̃0‖2
Lw ≤ ‖h̃0‖2

H̃0
. (3.2.17)

Âëàñòèâiñòü (3.1.4) Ðîçäiëó 3.1, ç îãëÿäó íà âèçíà÷åííÿ Ṽ i F̃ , îçíà÷à¹ ùî

F̃ Ṽ dṼ = t̄F̃ dṼ . (3.2.18)

Âiäçíà÷èìî, ùî

F̃ âiäîáðàæà¹ E
(0)
1 íà

[
w

1

]
E1 içîìåòðè÷íî,

F̃ âiäîáðàæà¹ E
(−1)
2 íà

[
1

w

]
t̄E2 içîìåòðè÷íî. (3.2.19)

Íàì öå çíàäîáèòüñÿ íàäàëi. Âèÿâëÿ¹òüñÿ ùî áóäü-ÿêå âiäîáðàæåííÿ F̃ :

X̃ → Lw ùî ìà¹ âëàñòèâîñòi (3.2.17)-(3.2.19) ìà¹ ñòðóêòóðó îïèñàíó âèùå,

à ñàìå ìà¹ ìiñöå íàñòóïíà

Òâåðäæåííÿ 3.4. Íåõàé X̃ i D̃ òàêi ÿê âèùå. Íåõàé âiäîáðàæåííÿ F̃ :

X̃ → Lw ìà¹ âëàñòèâîñòi (3.2.17)-(3.2.19). Íåõàé F = F̃ X. Òîäi

• (i) F : X → Hw, i F çàäîâîëüíÿ¹ (3.1.4);

• (ii) F̃ : E
(k)
1 →

[
w

1

]
tkE1, k ≥ 0, F̃ : E

(k)
2 →

[
1

w∗

]
t̄|k|E2, k ≤ −1,
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i

‖F̃ x̃‖2
Lw = D̃(x̃, x̃).

äëÿ

x̃ ∈

(
0∏

k=∞

E
(k)
1

)
× {0} ×

( −∞∏
k=−1

E
(k)
2

)
Äîâåäåííÿ. Âëàñòèâîñòi (ii) ñëiäóþòü áåçïîñåðåäíüî ç (3.2.18), (3.2.19) i

âèçíà÷åííÿ Ṽ . Îñíîâíå ùî ïîòðiáíî ïåðåâiðèòè öå òå ùî

F̃ : X → Hw.

Â ñèëó âëàñòèâîñòi (3.2.17)
‖F̃ x̃‖2

Lw < F̃ ỹ, F̃ x̃ >Lw

< F̃ x̃, F̃ ỹ >Lw ‖F̃ ỹ‖2
Lw

 ≤

D̃(x̃, x̃) D̃(ỹ, x̃)

D̃(x̃, ỹ) D̃(ỹ, ỹ)

 (3.2.20)

äëÿ âñiõ x̃, ỹ ∈ X̃. Âèáåðåìî x̃ = x ∈ X, ỹ ∈
(

0∏
k=∞

E
(k)
1

)
× {0} ×( −∞∏

k=−1

E
(k)
2

)
. Òîäi çà âèçíà÷åííÿì D̃:

D̃(x̃, ỹ) = 0, D̃(x̃, x̃) = D(x, x). (3.2.21)

ßê ìè âæå äîâåëè

‖F̃ ỹ‖2
Lw = D̃(ỹ, ỹ). (3.2.22)

Ïiäñòàâëÿþ÷è (3.2.21) i (3.2.22) â (3.2.20) , îòðèìà¹ìî
‖F̃ x‖2

Lw < F̃ ỹ, F̃ x >Lw

< F̃x, F̃ ỹ >Lw D̃(ỹ, ỹ)

 ≤

D(x, x) 0

0 D̃(ỹ, ỹ)

 .
Òîáòî, 

D(x, x)− ‖F̃ x‖2
Lw < F̃ ỹ, F̃ x >Lw

< F̃x, F̃ ỹ >Lw 0

 ≥ 0.

À öå òÿãíå

< F̃x, F̃ ỹ >Lw= 0 (3.2.23)
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äëÿ áóäü-ÿêèõ x ∈ X i ỹ çàçíà÷åíîãî âèäó. Â ñèëó âëàñòèâîñòi (ii) F̃ ỹ

ïðîáiãà¹ âñþ ìíîæèíó

[
w

1

]
H2

+(E1) ⊕

[
1

w∗

]
H2
−(E2). Òîäi (3.2.23) îçíà÷à¹

ùî F̃ x ∈ Hw, äëÿ âñåõ x ∈ X. Ïåðøó ÷àñòèíó òâåðäæåííÿ (i) äîâåäåíî.

×àñòèíà òâåðäæåííÿ (i), ùî çàëèøèëàñÿ, âèïëèâà¹ áåçïîñåðåäíüî ç (3.2.18)

i âèçíà÷åííÿ Ṽ .

Çðîáèìî çàðàç äîäàòêîâå ïðèïóùåííÿ. Â öüîìó i íàñòóïíîìó ðîçäiëàõ

áóäåìî ïðèïóñêàòè ùî

E
(−1)
2 ⊂ ∆Ṽ . (3.2.24)

Òîäi

Ṽ −1E
(−1)
2 ⊂ dṼ ⊆ H̃0. (3.2.25)

Âèçíà÷èìî ρ0 : E1 ⊕ E2 → H̃0 çà äîïîìîãîþ ïðèðîäíèõ îòîòîæíåíü

ρ0 : E1 → E
(0)
1 , ρ0 : E2 → Ṽ −1E

(−1)
2 . (3.2.26)

Çà âèçíà÷åííÿì

‖ρ0e1‖H̃0
= ‖e1‖E1

‖ρ0e2‖H̃0
= ‖e2‖E2

. (3.2.27)

Â öiëîìó ρ0 íå îáîâ'ÿçêîâî ¹ içîìåòðè÷íèì, àëå äëÿ âñiõ e = e1 ⊕ e2

‖ρ0e‖H̃0
≤
√

2‖e‖E1⊕E2
. (3.2.28)

Ïîçíà÷èìî ÷åðåç σ(ζ) ãàðìîíiéíó îïåðàòîð ôóíêöiþ

σ(ζ) =


1 w(ζ)

w(ζ)∗ 1

 , |ζ| < 1 (3.2.29)

à ÷åðåç σ(dt):

σ(dt) =


1 w(t)

w(t)∗ 1

m(dt), |t| = 1 (3.2.30)

âiäïîâiäíó ìiðó íà T, äåm(dt) öå íîðìîâàíà ìiðà Ëåáåãà. Ïðîñòið Lw ìîæíà

îòîòîæíèòè ç ïðîñòîðîì Õåëëiíãåðà Lσ (äèâ. Ðîçäië 2.2).
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Çàðàç ìè âiäìîâëÿ¹ìîñÿ âiä ñïåöiàëüíî¨ ñòðóêòóðè äàíèõ ÀÇI� , ÿêó ìè

ìàëè âèùå. Òèì ñàìèì îòðèìà¹ìî áiëüø çàãàëüíó ïîñòàíîâêó çàäà÷i.

ÀÇI� . Íåõàé X̃ ýòî öå ëiíiéíèé ïðîñòið, D̃ íåâiä'¹ìíà ôîðìà íà X̃, T̃1

i T̃2 äâà ëiíiéíèõ îïåðàòîðè â X̃. Ïðèïóñòèìî ùî öi îá'¹êòè ïîâ'ÿçàíi òî-

òîæíiñòþ

D̃(T̃1x̃, T̃1ỹ) = D̃(T̃2x̃, T̃2ỹ) (3.2.31)

äëÿ âñiõ x̃, ỹ ∈ X̃. Íåõàé H̃0 öå �iëüáåðòiâ ïðîñòið ùî ïîáóäîâàíî íà áàçi

X̃ çà äîïîìîãîþ ôîðìè D̃. Íåõàé E öå äîïîìiæíèé �iëüáåðòiâ ïðîñòið i

ρ0 : E → H̃0 (3.2.32)

îáìåæåíèé ëiíiéíèé îïåðàòîð. Íåâiä'¹ìíà ãàðìîíiéíà â êðóçi D îïåðàòîðíî

çíà÷íà ôóíêöiÿ σ(ζ) : E → E (àáî âiäïîâiäíà îïåðàòîðíî-çíà÷íà ìiðà σ(dt)

íà îäèíè÷íîìó êîëi T) íàçèâà¹òüñÿ ðîçâ'ÿçêîì ÀÇI� ÿêùî iñíó¹ ëiíiéíå

âiäîáðàæåííÿ

F̃ : X̃ → Lσ, (3.2.33)

äå Lσ ïðîñòið Õåëëiíãåðà ïîâ'ÿçàíèé ç σ (äèâ. Ðîçäië 2.2), òàêå ùî

(i) F̃ T̃2x̃ = t̄F̃ T̃1x

(ii) ‖F̃ x̃‖2
Lσ ≤ D̃(x̃, x̃)

(iii) F̃ ρ0e = σ(dt)e, ∀e ∈ E. (3.2.34)

Ó âëàñòèâîñòi (iii) F̃ ðîçóìi¹òüñÿ ÿê ïðîäîâæåííÿ F̃ íà H̃0, ùî ìîæëèâî ç

îãëÿäó íà íåðiâíîñòi (ii).

Òîòîæíiñòü (3.2.31) äîçâîëÿ¹ âèçíà÷èòè içîìåòðiþ â H̃0

Ṽ : [T1x̃]→ [T2x̃], (3.2.35)

ÿêà âiäiãðà¹ öåíòðàëüíó ðîëü ó ðîçâ'ÿçàííi çàäà÷i.

Çàóâàæåííÿ 3.5. ßêùî äàíi ÀÇI� ïîáóäîâàíi çà äàíèìè ÀÇI, òî öi äâi

çàäà÷i åêâiâàëåíòíi i âñi ðîçâ'ÿçêè σ(dt) ÀÇI� ìàþòü âèãëÿä (3.2.30). Äiéñíî,

â öüîìó âèïàäêó ìà¹ ìiñöå ðiâíiñòü

U E
(−1)
2 ⊕ E(−2)

2 ⊕ · · · = Ṽ E
(−1)
2 ⊕ E(−2)

2 ⊕ · · ·
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äëÿ áóäü-ÿêîãî ðîçøèðåííÿ U içîìåòði¨ Ṽ , îñêiëüêè E(−1)
2 ⊕E(−2)

2 ⊕· · · ⊆ dṼ .

Îòæå, E(−1)
2 ¹ áëóêàþ÷èì ïiäïðîñòîðîì äëÿ âñiõ U . Àíàëîãi÷íî,

U ∗ · · · ⊕ E(1)
1 ⊕ E

(0)
1 = V −1 · · · ⊕ E(1)

1 ⊕ E
(0)
1 .

çâiäêè âèïëèâà¹ ùî E(0)
1 áëóêàþ÷èé ïiäïðîñòið äëÿ âñiõ U . À öå òÿãíå ùî

σ(dt) ìà¹ âèãëÿä (3.2.30). Äåòàëi ìîæíà çíàéòè â [27].

Â Ðîçäiëi 3.3 äà¹òüñÿ ðîçâ'ÿçîê ÀÇI� â çàãàëüíîìó âèïàäêó.

3.3 Ðîçâ'ÿçàííÿ íåîðòîãîíàëüíî¨ çàäà÷i.

Ç äàíèìè ÀÇI� ïðèðîäíî ïîâ'ÿçàíèé �iëüáåðòiâ ïðîñòið H̃0 i içîìåòðiÿ

(3.2.35) Ṽ â íüîìó ç îáëàñòþ âèçíà÷åííÿ dṼ i îáëàñòþ çíà÷åíü ∆Ṽ . Íåõàé

NdṼ
i N∆Ṽ

áóäóòü îðòîãîíàëüíi äîïîâíåííÿ dṼ i ∆Ṽ â H0. Ïiäïðîñòîðè NdṼ

i N∆Ṽ
áóäåìî íàçèâàòè äåôåêòíèìè ïiäïðîñòîðàìè çàäà÷i.

Òåîðåìà 3.6. Íåõàé Ṽ öå içîìåòðiÿ (3.2.35) ïîâ'ÿçàíà ç äàíèìè ÀÇI� i U∗

óíiòàðíå ðîçøèðåííÿ Ṽ (òîáòî, U∗ : K → K, äå K ⊇ H̃0 i U∗ dṼ = Ṽ ). Òîäi

σ(ζ) = ρ∗0PU∗(ζ)ρ0

¹ ðîçâ'ÿçêîì ÀÇI� äå ρ0 öå îïåðàòîð (3.2.32) i PU∗(ζ) ÿäðî Ïóàññîíà îïåðà-

òîðà U∗

PU∗(ζ) = (1− ζU∗)−1 + (1− ζ̄U)−1 − 1

= (1− |ζ|2)(1− ζU∗)−1(1− ζ̄U)−1.

Áiëüø òîãî, âñi ðîçâ'ÿçêè ÀÇI� âèõîäÿòü òàêèì ÷èíîì. Íàãàäà¹ìî ùî òðié-

êà (K,U∗, ρ0) ¹ óíiòàðíîþ ñèñòåìîþ ðîçñiþâàííÿ i σ(ζ) ¹ ¨¨ ñïåêòðàëüíî¨

ôóíêöi¹þ âiäíîñíî ìàñøòàáó ρ0 (äèâ. Ðîçäië 2.1). Äîâåäåííÿ àíàëîãi÷íî

äîâåäåííþ äëÿ ÀÇI ([KKY], [Kh1], [Kh2], [Kh3], [Kh4] i [BTr]).

Êîìáiíóþ÷è Òåîðåìè 2.12 i 3.6 îòðèìà¹ìî îïèñ âñiõ ðîçâ'ÿçêiâ ÀÇI� .

Òåîðåìà 3.7. Âñi ðîçâ'ÿçêè ÀÇI� îïèñóþòüñÿ íàñòóïíîþ ôîðìóëîþ

σρ = σ0 + r2ω(1− sω)−1r1 + r∗1(1− ω∗s∗)−1ω∗r∗2. (3.3.1)

äå s, r1, r2, σ0 âèçíà÷åíi â (2.5.11), (2.5.18), à ω â (2.5.21).
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Çàóâàæåííÿ 3.8. Ó âèïàäêó îðòîãîíàëüíî¨ ÀÇI (äèâ. Ðîçäië 3.1), E =

E1⊕E2, ρ0(E1) i ρ0(E2) ¹ áëóêàþ÷èìè ïiäïðîñòîðàìè äëÿ U∗0 ç îðòîãîíàëü-
íèìè íàïiâêàíàëàìè. Òîäi σ0 â (2.5.18) ìà¹ ñïåöiàëüíèé âèãëÿä

σ0 =

[
1 s∗0

s0 1

]
,

äå s0 ôóíêöiÿ êëàñó Øóðà, r1 i r2 ìàþòü âèä

r2 =

[
0

s2

]
, r1 =

[
s1 0

]
.

Îòæå, âñi ðîçâ'ÿçêè (3.3.1) σρ òàêîæ ìàþòü âèãëÿä

σρ =

[
1 w∗

w 1

]
,

äå w ôóíêöi¨ êëàñó Øóðà. Òàêèì ÷èíîì ïðèõîäèìî äî âiäîìî¨ ðàíiøå ñïðî-

ùåíî¨ ôîðìóëè äëÿ îïèñó ðîçâ'ÿçêiâ îðòîãîíàëüíî¨ ÀÇI

w = s0 + s2ω(1− sω)−1s1.

Âèñíîâêè äî ðîçäiëó 3

Â Ðîçäiëi 3 ñïî÷àòêó âèêëàäåíî ñõåìó Àáñòðàêòíî¨ Çàäà÷i Iíòåðïîëÿ-

öi¨, ÿêà áóëà ðîçâèíóòà ðàíiøå i ÿêà äîáðå ïðàöþ¹ â çàäà÷àõ àíàëiçó äå

ðîçâ'ÿçêè ¹ àíàëiòè÷íèìè ôóíêöiÿìè (òàêèõ ÿê çàäà÷à Íåâàíëiííè-Ïiêà,

çàäà÷à Ñàðàñîíà, Ïðîáëåìà Ìîìåíòiâ). Â îñíîâi öi¹¨ ñõåìè ïîêëàäåíî òåî-

ðiþ îïåðàòîðíèõ âóçëiâ. Äàëi ïîêàçàíî ÿê óíiòàðíèé âóçîë âêëàäà¹òüñÿ â

óíiòàðíó ñèñòåìó ðîçñiþâàííÿ. Ïîêàçàíî ÿê Àáñòðàêòíà Çàäà÷à Iíòåðïî-

ëÿöi¨ ôîðìóëþ¹òüñÿ (åêâiâàëåíòíèì ÷èíîì) ó òåðìiíàõ ñèñòåì ðîçñiþâàí-

íÿ (çàìiñòü óíiòàðíèõ âóçëiâ). Ïiñëÿ öüîãî âiäêèíóòî óìîâó îðòîãîíàëü-

íîñòi, ÿêà áóëà ïðèñóòíÿ â ïîïåðåäíié ñõåìi, i ñôîðìóëüîâàíî íîâó ñõåìó

Àáñòðàêòíî¨ Çàäà÷i Iíòåðïîëÿöi¨, ðîçâ'ÿçêàìè ÿêî¨ ìîæóòü áóòè íå òiëü-

êè àíàëiòè÷íi, àëå é ãàðìîíiéíi ôóíêöi¨. Äàëi öþ íîâó Àáñòðàêòíó Çàäà÷ó

Iíòåðïîëÿöi¨ ðîçâ'ÿçàíî ç âèêîðèñòàííÿì óíiòàðíèõ ðîçøèðåíü içîìåòðié

òà âiäïîâiäíèõ ñèñòåì ðîçñiþâàííÿ. Îòðèìàíî ïàðàìåòðèçàöiþ ðîçâ'ÿçêiâ

çàäà÷i.

Ðåçóëüòàòè ðîçäiëó îïóáëiêîâàíî â ðîáîòi [71].
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ÐÎÇÄIË 4

ÏÐßÌÀ ÒÀ ÇÂÎÐÎÒÍÀ ÇÀÄÀ×I ÏÐÎ ËIÔÒÈÍÃ

Ðåçóëüòàòè öüîãî ðîçäiëó áóëè îïóáëiêîâàíi â [20] i [21].

4.1 Ïîñòàíîâêà çàäà÷i

Òåîðåìà ïðî ëiôòèíã êîìóòàíòó Á.Ñ.-Íàäÿ i ×. Ôîéàøà ¹ îäíèì ç ðå-

çóëüòàòiâ ÿêi âèçíà÷èëè ðîçâèòîê Òåîði¨ Îïåðàòîðiâ i ¨¨ äîäàòêiâ çà îñòàííi

ïiâñòîëiòòÿ. Ôîðìóëþâàííÿ ¨¨ òàêå:

Òåîðåìà 4.1. Íåõàé çàäàíi äâà ñòèñêóþ÷i îïåðàòîðà T ′, T ′′ â �iëüáåðòîâèõ

ïðîñòîðàõ H′, H′′ i ¨õ içîìåòðè÷íi äèëàòàöi¨ V ′ i V ′′ â �iëüáåðòîâèõ ïðîñòî-
ðàõ K′ ⊃ H′ i K′′ ⊃ H′′. Íåõàé çàäàíèé ñòèñêóþ÷èé îïåðàòîð X : H′ → H′′

òàêèé ùî XT ′ = T ′′X. Òîäi iñíó¹ îïåðàòîð Y : K′ → K′′, òåæ ñòèñêóþ÷èé

(‖Y ‖ ≤ 1), òàêèé ùî Y V ′ = V ′′Y i XPH′ = PH′′Y , äå PH′ i PH′′ îðòîãîíàëüíi

ïðîåêöi¨ K′ íà H′ i K′′ íà H′′.

Âiäîìî ùî çàãàëüíèé âèïàäîê öi¹¨ òåîðåìè çâîäèòüñÿ äî íàñòóïíîãî

ñïåöiàëüíîãî: U ′ i U ′′ óíiòàðíi îïåðàòîðè â �iëüáåðòîâèõ ïðîñòîðàõ K′ i
K′′; H′ = K′+ ⊂ K′ ïiäïðîñòið iíâàðiàíòíèé âiäíîñíî U ′, H′′ = K′′− ⊂ K′′

ïiäïðîñòið iíâàðiàíòíèé âiäíîñíî U ′′∗; T ′ = U ′+|K′+, T ′′ = PK′−U
′′
−|K′−. Äëÿ

öüîãî ñïåöiàëüíîãî âèïàäêó çàäà÷à ïðî ëiôòèíã êîìóòàíòó (äëÿ ñòèñëîñòi

- ïðîñòî çàäà÷à ïðî ëiôòèíã) ôîðìóëþ¹òüñÿ òàê:

Çàäà÷à 4.2 (Çàäà÷à ïðî Ëiôòèíã). Çàäàíi äâà óíiòàðíèõ îïåðàòîðà U ′

è U ′′ â �iëüáåðòîâèõ ïðîñòîðàõ K′ i K′′, òàêîæ çàäàíi ïiäïðîñòîðè K′+ ⊂ K′

i K′′− ⊂ K′′ òàêi ùî

U ′K′+ ⊂ K′+, U ′′∗K′′− ⊂ K′′−. (4.1.1)

Çàäàíèé ñòèñêóþ÷èé îïåðàòîð X : K′+ → K′′−, ÿêèé ìà¹ òàêó ñïëiòàþ÷ó

âëàñòèâiñòü

XU ′|K′+ = PK′′−U
′′X. (4.1.2)
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Ïîòðiáíî îõàðàêòåðèçóâàòè âñi ñòèñêóþ÷i îïåðàòîðè Y , ÿêi ñïëiòàþòü U ′ i
U ′′

Y U ′ = U ′′Y

i ÿêi ¹ ëiôòèíãàìè X (ïî Õàëìîøó), òîáòî,

PK′′−Y |K′+ = X. (4.1.3)

Ìè òàêîæ áóäåìî ïðèïóñêàòè ùî ïiäïðîñòîðè K′+ è K′′− ¹ ∗-öèêëi÷íèìè
äëÿ U ′ i U ′′ âiäïîâiäíî. ∗-öèêëi÷íiñòü K′+ äëÿ U ′ â K′ îçíà÷à¹, ÷òî K′ ¹
íàéìåíøèì ïiäïðîñòîðîì â K′ ùî ìiñòèòü K′+ i ïðèâîäèòü U ′ (òîáòî ¹ ií-
âàðiàíòíèì âiäíîñíî U ′ i U ′∗). Àíàëîãi÷íî âèçíà÷à¹òüñÿ ∗-öèêëi÷íiñòü K′−
äëÿ U ′′ â K′′.

Ðîçâ'ÿçàííÿ ïðÿìî¨ çàäà÷i ïðî ëiôòèíã äåòàëüíî âèêëàäà¹òüñÿ íèæ÷å.

Òóò òiëüêè âiäçíà÷èìî ùî ç êîæíèì ëiôòèíãîì Y ìè ïîâ'ÿçó¹ìî ñèìâîë

w, ùî ¹ ãàðìîíiéíîþ îïåðàòîð-ôóíêöi¹þ â êðóçi. Ñèìâîëè âñiõ ëiôòèíãiâ

îïèñóþòüñÿ ó âèãëÿäi äðîáîâî-ëiíiéíîãî ïåðåòâîðåííÿ

w = s0 + s2(I − ωs)−1ωs1, (4.1.4)

äå ω äîâiëüíà îïåðàòîð-ôóíêöiÿ êëàñóØóðà - âiëüíèé ïàðàìåòð, à ÷åòâiðêà

ôóíêöié (êîåôiöi¹íòè) îäíîçíà÷íî âèçíà÷à¹òüñÿ äàíèìè çàäà÷i.

Çâîðîòíà çàäà÷à ïîëÿãà¹ â õàðàêòåðèçàöi¨ òèõ ÷åòâiðîê êîåôiöi¹íòiâ,

ÿêi âèíèêàþòü â êîíòåêñòi çàäà÷i ïðî ëiôòèíã (ïðè âñiëÿêèõ äàíèõ). Ïîâíå

ðîçâ'ÿçàííÿ öi¹¨ çâîðîòíî¨ çàäà÷i äàíî â Òåîðåìàõ 4.13, 4.18, 4.24 â òåðìiíàõ

âëàñòèâîñòåé ïðîñòîðó Õåëëiíãåðà àñîöiéîâàíîãî ç äàíîþ ÷åòâiðêîþ.

Âiäïðàâíîþ òî÷êîþ íàøîãî ïiäõîäó ¹ ìåòîä óíiòàðíèõ ðîçøèðåíü, âïåð-

øå çàñòîñîâàíèé äî çàäà÷ iíòåðïîëÿöi¨ Àäàìÿíîì, Àðîâèì i Êðåéíîì â öèê-

ëi ðîáiò [6, 2, 3, 4], i çãîäîì ðîçâèíåíèé â ðîáîòàõ [45, 13, 12, 61, 64, 79, 62,

63, 72, 69, 70, 71, 50, 77]. Ïðè öüîìó ïiäõîäi ðîçâ'ÿçêè çàäà÷i ïîâ'ÿçàíi ç

ìiíiìàëüíèìè óíiòàðíèìè ðîçøèðåííÿìè içîìåòði¨, ïðèðîäíèì ÷èíîì ïî-

áóäîâàíî¨ çà äàíèìè çàäà÷i. Ìè âèêîðèñòîâó¹ìî òåðìií içîìåòðiÿ (â ëi-

òåðàòóði òàêîæ âèêîðèñòîâó¹òüñÿ òåðìií íàïiâóíiòàðíèé îïåðàòîð) â íà-

ñòóïíîìó ñåíñi: çàäàí �iëüáåðòiâ ïðîñòið H0, éîãî ïiäïðîñòîðè D i D∗ i
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ëiíiéíèé îïåðàòîð V ÿêèé âiäîáðàæà¹ D içîìåòðè÷íî íà D∗; ìè áóäåìî

ãîâîðèòè ùî V ¹ içîìåòði¹þ â H0 ñ îáëàñòþ âèçíà÷åííÿ D è îáëàñòþ

çíà÷åíü D∗. Ïiä ìiíiìàëüíèì óíiòàðíèì ðîçøèðåííÿì içîìåòði¨ V ìè ðî-

çóìi¹ìî óíiòàðíèé îïåðàòîð U â �iëüáåðòîâîìó ïðîñòîði K, ùî ìiñòèòü H0

ÿê ïiäïðîñòið, òàêèé ùî îáìåæåííÿ U íà D çáiãà¹òüñÿ ç V i òàêèé ùî â

K íåìà¹ íåòðèâiàëüíîãî ïiäïðîñòîðó, ùî ìiñòèòü H0 i ïðèâîäèòü U (òîáòî

iíâàðiàíòíîãî âiäíîñíî U i U∗. Iñíó¹ ñïåöiàëüíèé óíiòàðíèé âóçîë U0 (ÿêèé

ìè íàçèâà¹ìî óíiâåðñàëüíèì âóçëîì ïîâ'ÿçàíèì ç içîìåòði¹þ V ) òàêèé

ùî áóäü-ÿêå ìiíiìàëüíå óíiòàðíå ðîçøèðåííÿ U∗ içîìåòði¨ V âèõîäèòü â

ðåçóëüòàòi îïåðàöi¨ ç'¹äíàííÿ çi çâîðîòíèì çâ'ÿçêîì (äèâ. Ðîçäiëè 2.5 i 2.6)

U∗ = F`(U0, U1)

óíiâåðñàëüíîãî âóçëà U0 ç äîâiëüíèì óíiòàðíîþ âóçëîì U1 ïåâíîãî âèãëÿäó

(äèâ. Òåîðåìó 4.7), ÿêèé òèì ñàìèì ¹ âiëüíèì ïàðàìåòðîì ðîçøèðåííÿ.

Ñåðåä âñiõ óíiòàðíèõ ðîçøèðåíü içîìåòði¨ V ¹ îäíå, ÿêå ïîçíà÷èìî U∗0
i áóäåìî íàçèâàòè öåíòðàëüíèì (àáî óíiâåðñàëüíèì) óíiòàðíèì ðîçøè-

ðåííÿì. Ñòðóêòóðà öüîãî ðîçøèðåííÿ îïèñàíà â Ðîçäiëi 4.6. Ó òåðìiíàõ

óíiâåðñàëüíîãî ðîçøèðåííÿ îá÷èñëþþòüñÿ êîåôiöi¹íòè (äèâ. Ðîçäië 4.7)

ôîðìóëè (4.5.4), ùî ïàðàìåòðèçó¹ ðîçâ'ÿçêè çàäà÷i.

Äëÿ òîãî ùîá îá÷èñëèòè ëiôòèíã Y ïî óíiòàðíîìó ðîçøèðåííþ U∗ içî-
ìåòði¨ V òðåáà ïîáóäóâàòè õâèëüîâèé îïåðàòîð, äëÿ ÷îãî â ñâîþ ÷åðãó ïî-

òðiáíî îá÷èñëåííÿ ñòóïåíiâ U∗, ([70, 71]). Ëiôòèíã Y îäíîçíà÷íî âèçíà-

÷à¹òüñÿ ñâî¨ìè ìîìåíòàìè wY (n) = i∗∗Y
ni, äå i∗ i i ïåâíi içîìåòðè÷íi âiäî-

áðàæåííÿ (îïåðàòîðè ìàñøòàáóâàííÿ [27]). Ìè íàçèâà¹ìî ïîñëiäîâíiñòü

öèõ ìîìåíòiâ ñèìâîëîì ëiôòèíãó Y . Îá÷èñëåííÿ öèõ ìîìåíòiâ çâîäèòüñÿ

äî îá÷èñëåííÿ ñòóïåíiâ U∗ = F`(U0, U1) â òåðìiíàõ óíiâåðñàëüíîãî âóçëà U0

(ÿêèé çàëåæèòü òiëüêè âiä äàíèõ çàäà÷i) i âiëüíîãî ïàðàìåòðà U1 (àáî éîãî

õàðàêòåðèñòè÷íî¨ ôóíêöi¨ ω(ζ)). Çàãàëüíèé àëãîðèòì îá÷èñëåííÿ ñòóïåíiâ

îïåðàòîðà U∗ çàäàíîãî ÿê ç'¹äíàííÿ çi çâîðîòíèì çâ'ÿçêîì U∗ = F`(U0, U1)

äâîõ âóçëiâ U0 è U1 (ùî ïðåäñòàâëÿ¹ íåçàëåæíèé iíòåðåñ) âèêëàäåíî â

Ðîçäiëi 2.6 öi¹¨ äèñåðòàöi¨, îïóáëiêîâàíî â [70], [20].
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Çàñòîñîâóþ÷è öþ çàãàëüíó êîíñòðóêöiþ, ìè îòðèìó¹ìî ÿâíó ôîðìóëó

ùî ïàðàìåòðèçó¹ ñèìâîëè {wY (n)}n∈Z ùî âiäïîâiäàþòü ðîçâ'ÿçêàì çàäà-

÷i ïðî Ëiôòèíã Y (äèâ. Òåîðåìó 4.8). Öå äðîáîâî-ëiíiéíà ôîðìóëà òèïó

Ðåäõåôôåðà. Ìàòðèöÿ êîåôiöi¹íòiâ öüîãî äðîáîâî-ëiíiéíîãî ïåðåòâîðåííÿ

¹ ñèìâîëîì óíiâåðñàëüíîãî ðîçøèðåííÿ U0 (äèâ. ôîðìóëó (4.6.38) â Òåîðåìi

4.15 íèæ÷å).

Öåé çàãàëüíèé àëãîðèòì êîðîòêî çâîäèòüñÿ äî íàñòóïíîãî. Ïðèïóñòè-

ìî, ùî îïåðàòîð U ¹ ç'¹äíàííÿì çi çâîðîòíèì çâ'ÿçêîì

U0 =

[
A0 B0

C0 D0

]
:

[
X0

D

]
→

[
X0

D∗

]
, U1 =

[
A1 B1

C1 D1

]
:

[
X1

D∗

]
→

[
X1

D

]
.

Â íàøîìó êîíòåêñòi çàâæäè D0 = 0. Ç êîæíèì âóçëîì

U =

[
A B

C D

]
:

[
X
E

]
→

[
X
E∗

]
çâ'ÿçó¹òüñÿ ëiíiéíà äèíàìi÷íà ñèñòåìà ç äèñêðåòíèì ÷àñîì ΣU[

x(n+ 1)

e∗(n)

]
= U

[
x(n)

e(n)

]
, x(0) = x0 (4.1.5)

äå {e(n)}n∈Z+
iíòåðïðåòó¹òüñÿ ÿê âõiäíèé ñèãíàë, {e∗(n)}n∈Z+

ÿê âèõiäíèé,

{x(n)}n∈Z ÿê åâîëþöiÿ âíóòðiøíüîãî ñòàíó ñèñòåìè, x(0) = x0 ïî÷àòêî-

âèé âíóòðiøíié ñòàí. Ââåäåìî ïîçíà÷åííÿ äëÿ ðîçøèðåíîãî âiäîáðàæåííÿ

âõîäó-âèõîäó, ÿêå ðîçøèðþ¹ çâè÷àéíå âiäîáðàæåííÿ âõîäó-âèõîäó â òîìó

ñåíñi ùî âðàõîâó¹ ïî÷àòêîâèé ñòàí ñèñòåìè x(0) = x0, ÿêå íå îáîâ'ÿçêîâî

äîðiâíþ¹ íóëþ, à òàêîæ ïîêàçó¹ äèíàìiêó âíóòðiøíüîãî ñòàíó:

W (U)+ :=

[
W (U)+

0 W (U)+
2

W (U)+
1 W (U0)

+

]
:

[
x0

{e(n)}n∈Z+

]
7→

[
{x(n)}n∈Z+

{e∗(n)}n∈Z+

]
,

äå {e(n), x(n), e∗(n)}n∈Z+
çàäîâîëüíÿþòü ñèñòåìi (4.1.5). Òîäi: ñòóïåíi Un

îïåðàòîðà U = F`(U0, U1) ìîæóòü áóòè îá÷èñëåíi â òåðìiíàõ ç'¹äíàííÿ

çi çâîðîòíèì çâ'ÿçêîì ðîçøèðåíèõ âiäîáðàæåíü âõîäó-âèõîäó{
Un
[
x0

x1

]}
n∈Z+

=

{[
x0(n)

x1(n)

]}
n∈Z+

= F`
(
W (U0)

+,W (U1)
+
) [x0

x1

]
.
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Ñòðóêòóðó óíiâåðñàëüíîãî ðîçøèðåííÿ U0 ç âêëàäåíèìè ïiäïðîñòîðà-

ìè (U ′,K′), (U ′′,K′′), ÿêi ïîâ'ÿçàíi ç äàíèìè çàäà÷i, i ïðîñòîðàìè ∆̃, ∆̃∗

(çâiäêè i êóäè äi¹ âiëüíèé ïàðàìåòð ω(z)) ìîæíà iíòåðïðåòóâàòè ÿê ÷îòè-

ðèðàçîâå óíiòàðíå ç÷åïëåííÿ â ñåíñi Àäàìÿíà-Àðîâà (ÀÀ óíiòàðíå ç÷åï-

ëåííÿ) [1]. Ïðè öüîìó ìîæíà îõàðàêòåðèçóâàòè ñïåöèôiêó ñòðóêòóðè ÷î-

òèðèðàçîâèõ ÀÀ-óíiòàðíèõ ç÷åïëåíü ÿêi âèíèêàþòü â êîíòåêñòi çàäà÷i ïðî

ëiôòèíã. Â ðåçóëüòàòi ïðèõîäèìî äî ðîçâ'ÿçàííÿ çâîðîòíî¨ çàäà÷i (Òåîðåìè

4.13, 4.18, 4.24), à ñàìå îòðèìó¹ìî õàðàêòåðèçàöiþ ìàòðèöü êîåôiöi¹íòiâ ùî

âèíèêàþòü ïðè ïàðàìåòðèçàöi¨ ðîçâ'ÿçêiâ çàäà÷i ïðî ëiôòèíã (iç çàäàíèìè

îïåðàòîðàìè U ′,U ′′ i ïiäïðîñòîðàìè K′+ ⊂ K′,K′′− ⊂ K′′ ). Öi ðåçóëüòàòè
óçàãàëüíþþòü ðåçóëüòàòè [15, 66, 68], îòðèìàíi â êîíòåêñòi çàäà÷i Íåõàði i

ái-äîòè÷íî¨ çàäà÷i Íåâàíëiííè-Ïiêà.

Öåé Ðîçäië îðãàíiçîâàíî òàêèì ÷èíîì. Â ïiäðîçäiëi 4.2 äà¹òüñÿ îãëÿä

iäåé [1] ùîäî âiäïîâiäíîñòi ìiæ ñòèñíåííÿìè Y , ÿêi ñïëiòàþòü äâà óíiòàð-

íèõ îïåðàòîðè U ′ i U ′′, ç îäíîãî áîêó i óíiòàðíèìè ç÷åïëåííÿìè U öèõ

æå óíiòàðíèõ îïåðàòîðiâ U ′ è U ′′ ç iíøîãî. Ó ïiäðîçäiëi 4.3 âðàõîâó¹òüñÿ

ùî ñïëiòàþ÷èé îïåðàòîð Y ¹ ëiôòèíãîì çàäàíîãî ñòèñíåííÿ X, ÿêå ñïëiòà¹

óêîðî÷åíi âåðñi¨ U ′+, U ′′− îïåðàòîðiâ U ′, U ′′. Òóò æå âñòàíîâëþ¹òüñÿ âiäïîâiä-
íiñòü ìiæ ðîçâ'ÿçêàìè Y çàäà÷i ïðî ëiôòèíã i óíiòàðíèìè ðîçøèðåííÿìè U∗

içîìåòði¨ V , ïîáóäîâàíî¨ çà äàíèìè çàäà÷i. Ó ïiäðîçäiëi 4.4 ïîêàçàíî (äèâ.

òàêîæ [16, 17]) ùî òàêi óíiòàðíi ðîçøèðåííÿ âèõîäÿòü ÿê ç'¹äíàííÿ çi çâî-

ðîòíèì çâ'ÿçêîì óíiâåðñàëüíîãî âóçëà U0 ç äîâiëüíèì óíiòàðíèì âóçëîì U1

ó ÿêîãî ôiêñîâàíi âõiä i âèõiä. Â ïiäðîçäiëi 4.5 çàãàëüíà êîíñòðóêöiÿ Ðîçäi-

ëó 2.6 çàñòîñîâó¹òüñÿ äëÿ ïàðàìåòðèçàöi¨ ñèìâîëiâ {wY (n)}n∈Z ïîâ'ÿçàíèõ

ç ðîçâ'ÿçêàìè Y çàäà÷i ïðî Ëiôòèíã. Â ïiäðîçäiëi 4.6 âèçíà÷à¹òüñÿ óíiâåð-

ñàëüíå óíiòàðíå ðîçøèðåííÿ içîìåòði¨ V i ïîêàçó¹òüñÿ ùî âîíî ¹ ÷îòèðèðà-

çîâèì ÀÀ-óíiòàðíèì ç÷åïëåííÿì äâîõ óíiòàðíèõ îïåðàòîðiâ U ′, U ′′ (ÿêi ¹ ÷à-
ñòèíîþ äàíèõ çàäà÷i) i äâîõ äâîñòîðîííiõ çñóâiâ, ïîâ'ÿçàíèõ ç äåôåêòíèìè

ïðîñòîðàìè çàäà÷i. Äàëi âèÿâëÿ¹òüñÿ ñïåöèôiêà ãåîìåòði¨ öüîãî ç÷åïëåííÿ,

ÿêà äîçâîëÿ¹ õàðàêòåðèçóâàòè ÀÀ-ç÷åïëåííÿ ùî âèíèêàþòü â êîíòåêñòi

çàäà÷i ïðî ëiôòèíã. À öå â ñâîþ ÷åðãó ïðèâîäèòü äî "áåçêîîðäèíàòíî¨"
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âåðñi¨ çâîðîòíî¨ òåîðåìè (Òåîðåìà 4.13). Ó öüîìó æ ïiäðîçäiëi âèõîäèòü

ôîðìóëà äëÿ ìàòðèöi êîåôiöi¹íòiâ Ðåäõåôôåðà â òåðìiíàõ óíiâåðñàëüíî-

ãî óíiòàðíîãî ðîçøèðåííÿ. Ó ïiäðîçäiëàõ 4.7 i 4.8, âèêîðèñòîâóþ÷è ôóíê-

öiîíàëüíèé ïðîñòið Õåëëiíãåðà, îòðèìàíî äâi áiëüø êîíêðåòíi òåîðåòèêî-

ôóíêöiîíàëüíi âåðñi¨ çâîðîòíî¨ Òåîðåìè 4.13: Òåîðåìà 4.18 i Òåîðåìà 4.24.

Â ïiäðîçäiëi 4.9 îòðèìàíi ðåçóëüòàòè iëþñòðóþòüñÿ íà ïðèêëàäi êëàñè÷íî¨

çàäà÷i Íåõàði.

4.2 Ñïëiòàþ÷i îïåðàòîðè òà ç÷åïëåííÿ óíiòàðíèõ

îïåðàòîðiâ

Ó öüîìó ïàðàãðàôi ïîäàþòüñÿ ôàêòè ïðî óíiòàðíi ç÷åïëåííÿ óíiòàð-

íèõ îïåðàòîðiâ , [1], ÿêi âèêîðèñòîâóþòüñÿ â íàñòóïíîìó ïàðàãðàôi äëÿ

ïåðåôîðìóëþâàííÿ çàäà÷i ïðî ëiôòèíã.

Ïðèïóñòèìî ùî çàäàíi äâà óíiòàðíèõ îïåðàòîðà â âiäïîâiäíèõ �iëü-

áåðòîâèõ ïðîñòîðàõ (U ′,K′) i (U ′′,K′′). Áóäåìî ãîâîðèòè ùî ñóêóïíiñòü

(U , iK′, iK′′;K) ¹ óíiòàðíèì ç÷åïëåííÿì ïî Àäàìÿíó-Àðîâó (äëÿ ñòèñëîñòi

AA-óíiòàðíèì ç÷åïëåííÿì) îïåðàòîðiâ (U ′,K′) è (U ′′,K′′) ÿêùî U óíiòàð-

íèé îïåðàòîð â �iëüáåðòîâîìó ïðîñòîði K à iK′ : K′ → K i iK′′ : K′′ → K
içîìåòðè÷íi âêëàäåííÿ âiäïîâiäíî K′ i K′′ â K òàêi ùî

iK′U ′ = UiK′, iK′′U ′′ = UiK′′. (4.2.1)

Çàóâàæèìî ùî îïåðàòîð Y = i∗K′′iK′ : K′ → K′′ ¹ ñòèñíåííÿì (‖Y ‖ ≤ 1)

i ùî Y ñïëiòà¹ U ′ i U ′′

Y U ′ = i∗K′′iK′U ′ = i∗K′′UiK′ = U ′′i∗K′′iK′ = U ′′Y.

Ïðîòèëåæíå òâåðäæåííÿ ìiñòèòüñÿ â Òåîðåìi 4.3 íèæ÷å. AA-óíiòàðíå ç÷åï-

ëåííÿ (U , iK′, iK′′;K) óíiòàðíèõ îïåðàòîðiâ (U ′,K′) i (U ′′,K′′) íàçèâà¹òüñÿ

ìiíiìàëüíèì ÿêùî

im iK′ + im iK′′ ùiëüíî â K, (4.2.2)

à äâà AA-óíiòàðíèõ ç÷åïëåííÿ (U , iK′, iK′′;K) è (Ũ , ĩK′, ĩK′′; K̃) íàçèâàþòüñÿ

óíiòàðíî åêâiâàëåíòíèìè ÿêùî iñíó¹ óíiòàðíèé îïåðàòîð τ : K → K̃ òàêèé
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ùî

τU = Ũτ, τ iK′ = ĩK′, τ iK′′ = ĩK′′. (4.2.3)

Ìà¹ ìiñöå íàñòóïíèé âàæëèâèé çâ'ÿçîê ìiæ AA-óíiòàðíèìè ç÷åïëåííÿìè i

ñòèñíåííÿìè ùî ñïëiòàþòü äâà äàíèõ óíiòàðíèõ îïåðàòîðè (äèâ. [1] i [45]).

Òåîðåìà 4.3. Ïðèïóñòèìî ùî çàäàíi äâà óíiòàðíèõ îïåðàòîðè U ′ i U ′′

â �iëüáåðòîâèõ ïðîñòîðàõ K′ i K′′, âiäïîâiäíî. Òîäi ìà¹ ìiñöå âçà¹ìíî-

îäíîçíà÷íà âiäïîâiäíiñòü ìiæ êëàñàìè óíiòàðíî åêâiâàëåíòíèõ ìiíiìàëü-

íèõ AA-óíiòàðíèõ ç÷åïëåíü (U , iK′, iK′′;K) ç îäíîãî áîêó, i ñòèñíåííÿìè

Y : K′ → K′′, ùî ñïëiòàþòü (U ′,K′) è (U ′′,K′′) ç iíøîãî. À ñàìå:

1. Íåõàé A := (U , iK′, iK′′;K) öå AA-óíiòàðíå ç÷åïëåííÿ (U ′,K′) è (U ′′, K′′).
Âèçíà÷èìî îïåðàòîð Y = Y (A) : K′ → K′′ ÿê

Y = Y (A) = i∗K′′iK′. (4.2.4)

Òîäi Y ¹ ñòèñíåííÿì ùî ñïëiòà¹ (U ′,K′) i (U ′′,K′′). Åêâiâàëåíòíi AA-
óíiòàðíi ç÷åïëåííÿ çàäàþòü çà ôîðìóëîþ (4.2.4) îäèí i òîé æå ñïëiòà-

þ÷èé îïåðàòîð Y .

2. Ïðèïóñòèìî ùî Y : K′ → K′′ ¹ ñòèñíåííÿì ùî ñïëiòà¹ (U ′,K′) i (U ′′,K′′).
Ðîçãëÿíåìî �iëüáåðòiâ ïðîñòið K := K′′ ∗Y K′ ¹ ïîïîâíåííÿì ëiíiéíî¨

ìíîæèíè
[
K′′
K′
]
íàäiëåíî¨ ñêàëÿðíèì äîáóòêîì〈[

k′′

k′

]
,

[
h′′

h′

]〉
K′∗YK′′

=

〈[
IK′′ Y

Y ∗ IK′

][
k′′

k′

]
,

[
h′′

h′

]〉
K′′⊕K′

, (4.2.5)

äå k′′, h′′ ∈ K′′ è k′, h′ ∈ K′ (ïàðè
[
k′′

k′

]
ùî ìàþòü íóëüîâèé ñêàëÿðíèé

êâàäðàò îòîòîæíþþòüñÿ ç 0). Çàäàìî îïåðàòîð U = U ′′∗Y U ′ íà ùiëüíié
â K ìíîæèíi

U :

[
k′′

k′

]
7→

[
U ′′k′′

U ′k′

]
, (4.2.6)

çàäàìî äâà âêëàäåííÿ iK′ : K′ → K i iK′′ : K′′ → K

iK′ : k
′ 7→

[
0

k′

]
, iK′′ : k

′′ 7→

[
k′′

0

]
. (4.2.7)
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Òîäi íàáið

A = A(Y ) := (U ′′ ∗Y U ′, iK′, iK′′;K′′ ∗Y K′) (4.2.8)

¹ ìiíiìàëüíèì AA-óíiòàðíèì ç÷åïëåííÿì (U ′,K′) i (U ′′,K′′), ïðè öüîìó Y

âiäíîâëþ¹òüñÿ ÿê Y = i∗K′′iK′. Áóäü-ÿêå ìiíiìàëüíå AA-óíiòàðíå ç÷åïëåííÿ

(U , iK′, iK′′;K) îïåðàòîðiâ (U ′,K′) è (U ′′,K′′) äëÿ ÿêîãî i∗K′′iK′ = Y ¹ óíiòàðíî

åêâiâàëåíòíèì ç÷åïëåííþ, ÿêå çàäà¹òüñÿ (4.2.5), (4.2.6), (4.2.7).

Áiëüø òîãî, âiäïîâiäíîñòi A 7→ Y (A) â (4.2.4) i Y 7→ A(Y ) â (4.2.8)

¹ âçà¹ìíî çâîðîòíèìè i, òèì ñàìèì, âñòàíîâëþþòü íåîáõiäíó âçà¹ìíî-

îäíîçíà÷íó âiäïîâiäíiñòü.

Äîâåäåííÿ. Äîâåäåííÿ ïåðøî¨ ÷àñòèíè âæå áóëî îáãîâîðåíî ïåðåä ôîðìó-

ëþâàííÿì òåîðåìè.

Íàçàä, ïðèïóñòèìî ùî Y : K′ → K′′ äîâiëüíå ñòèñíåííÿ ùî ñïëiòà¹

(U ′,K′) è (U ′′,K′′) i íåõàé (U ′ ∗Y U ′′, iK′, iK′′;K′ ∗Y K′′) AA-óíiòàðíå ç÷åïëåí-
íÿ îïåðàòîðiâ (U ′,K′) i (U ′′,K′′) ùî çàäà¹òüñÿ (4.2.8). Ç ôîðìè ñêàëÿðíîãî

äîáóòêó (4.2.5) âèäíî ùî iK′ : K′ → K i iK′′ : K′′ → K ùî çàäàþòüñÿ (4.2.7)

¹ içîìåòðiÿìè. Ç âèçíà÷åííÿ

K := K′′ ∗Y K′

ÿê çàìèêàííÿ
[
K′′
K′
]
â ñêàëÿðíîìó äîáóòêó (4.2.5), ñëiä ùî ëiíiéíà îáîëîíêà

îáðàçiâ im iK′′+im iK′ ùiëüíà â K. Âèêîðèñòîâóþ÷è óìîâó ñïëåòiííÿ Y U ′ =
U ′′Y ñïiëüíî ç âëàñòèâiñòþ óíiòàðíîñòi U ′′ è U ′, îòðèìó¹ìî ùî〈[

IK′′ Y

Y ∗ IK′

][
U ′′k′′

U ′k′

]
,

[
U ′′h′′

U ′h′

]〉
K′′⊕K′

=

〈[
U ′′ 0

0 U ′

][
IK′′ Y

Y ∗ IK′

][
k′′

k′

]
,

[
U ′′ 0

0 U ′

][
h′′

h′

]〉
K′′⊕K′

=

〈[
IK′′ Y

Y ∗ IK′

][
k′′

k′

]
,

[
h′′

h′

]〉
K′′⊕K′

i, îòæå, îïåðàòîð

U :

[
k′′

k′

]
7→

[
U ′′k′′

U ′k′

]
(4.2.9)
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ïðîäîâæó¹òüñÿ äî óíiòàðíîãî îïåðàòîðà â K = K′′ ∗Y K′. Òàêèì ÷èíîì

(U ′∗Y U ′′, iK′, iK′′;K′∗Y K′′) ¹ ìiíiìàëüíèì AA-óíiòàðíèì ç÷åïëåííÿì (U ′,K′)
i (U ′′,K′′), i òâåðäæåííÿ (2) òåîðåìè äîâåäåíî. Ïðè öüîìó ç âèäó ñêàëÿðíîãî
äîáóòêó âèïëèâà¹ ùî Y âiäíîâëþ¹òüñÿ çà ôîðìóëîþ Y = i∗K′′iK′.

Íåõàé òåïåð (U , iK′, iK′′;K) áóäå áóäü-ÿêå AA-óíiòàðíå ç÷åïëåííÿ

(U ′,K′) i (U ′′,K′′). Ïîêëàäåìî Y = i∗K′′iK′ : K′ → K′′. Äëÿ k′, `′ ∈ K′ è
k′′, `′′ ∈ K′′ îá÷èñëèìî〈[

I Y

Y ∗ I

][
k′′

k′

]
,

[
`′′

`′

]〉
= 〈k′′ + i∗K′′iKk

′, `′′〉K′′ + 〈i∗K′iK′′k′′ + k′, `′〉K′

= 〈k′′, `′′〉K′′ + 〈iK′k′, iK′′`′′〉K + 〈iK′′k′′, iK′`′〉K + 〈k′, `′〉K′

= 〈iK′′k′′ + iK′k
′, iK′′`

′′ + iK′`
′〉K. (4.2.10)

Çâiäñè ìè ðîáèìî âèñíîâîê ùî

τ :

[
k′′

k′

]
7→ iK′′k

′′ + iK′k
′

içîìåòðè÷íî âiäîáðàæà¹ ùiëüíèé ïiäìíîãîâèä
[
K′′
K′
]
ïðîñòîðó K′′ ∗Y K′ íà

im iK′+im iK′′. Îòæå, τ ïðîäîâæó¹òüñÿ äî içîìåòðè÷íîãî âiäîáðàæåííÿ âñüî-

ãî ïðîñòîðó K′′ ∗Y K′ íà çàìèêàííÿ im iK′′ + im iK′ â K i çíà÷èòü τ óíiòàðíî

òîäi i òiëüêè òîäi êîëè (U , iK′, iK′′;K) ¹ ìiíiìàëüíèì AA-óíiòàðíèì ç÷åïëåí-

íÿì. Áiëüø òîãî, τ(U ′ ∗Y U ′′) = Uτ : ñïî÷àòêó öå ïåðåâiðÿ¹òüñÿ íà ùiëüíîìó
ïiäìíîãîâèäi

[
K′′
K′
]
ïðîñòîðó K′′ ∗Y K′, ïîòiì ïðîäîâæó¹òüñÿ ïî íåïåðåðâíî-

ñòi íà âåñü ïðîñòið. Òàêèì ÷èíîì ìè áà÷èìî ùî îïèñàíà âèùå âiäïîâiäíiñòü

ìiæ ñïëiòàþ÷èìè ñòèñíåííÿìè i êëàñàìè óíiòàðíî åêâiâàëåíòíèõ ìiíiìàëü-

íèõ ÀÀ-óíiòàðíèõ ç÷åïëåíü ¹ âçà¹ìíî-îäíîçíà÷íîþ.

Ðîçãëÿíåìî òåïåð äîâiëüíå ÀÀ-óíiòàðíå ç÷åïëåííÿ (U , iK′, iK′′;K)

óíiòàðíèõ îïåðàòîðiâ (U ′′,K′′) è (U ′,K′) à òàêîæ äâà ïiäïðîñòîðè G ′ ⊂ K′ i
G ′′ ⊂ K′′ ÿêi ¹ ∗ - öèêëi÷íèìè äëÿ U ′ i U ′′ âiäïîâiäíî. Âèçíà÷èìî âêëàäåííÿ
iG′ : G ′ → K i iG′′ : G ′′ → K ÿê ñóïåðïîçèöi¨ âêëàäåííÿ G ′ â K′ ç âêëàäåííÿì
K′ â K i âêëàäåííÿ G ′′ â K′′ ç âêëàäåííÿì K′′ â K, âiäïîâiäíî:

iG′ := iG′→K = iK′→KiG′→K′,
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iG′′ := iG′′→K = iK′′→KiG′′→K′′.

Ðîçãëÿíåìî óíiòàðíó ñèñòåìó ðîçñiþâàííÿ

SAA :=
(
U ,
[
iG′′ iG′

]
;K,G ′′ ⊕ G ′

)
.

Ç öi¹þ ñèñòåìîþ ìè ìîæåìî ïîâ'ÿçàòè ñïåêòðàëüíó ìiðó

σSAA
(·) =

[
i∗G′′

i∗G′

]
EU(·)

[
iG′′ iG′

]
, (4.2.11)

ñïåêòðàëüíó ôóíêöiþ

ŵSAA
(ζ) =

[
i∗G′′

i∗G′

]
[(I − ζU)−1 + (I − ζU∗)−1 − I]

[
iG′′ iG′

]
i ñïåêòðàëüíó ìîìåíòíó ïîñëiäîâíiñòü

{wSAA
(n)}n∈Z with wSAA

(n) =

[
i∗G′′

i∗G′

]
U∗n

[
iG′′ iG′

]
.

Çàóâàæèìî ùî åëåìåíò (1,2) n -ãî ñïåêòðàëüíîãî ìîìåíòó wSAA,n òiñ-

íî ïîâ'ÿçàíèé çi ñïëiòàþ÷èì îïåðàòîðîì Y = i∗K′′iK, ùî âiäïîâiäà¹ AA-

óíiòàðíîìó ç÷åïëåííþ (U , iK′, iK′′;K):

〈[wSAA
(n)]12 g

′, g′′〉 =
〈
i∗G′′U∗niG′g′, g′′

〉
= 〈Y U ′∗ng′, g′′〉 = 〈Y g′,U ′′∗ng′′〉 .

Íåõàé ñòèñíåííÿ Y : K′ → K′′ ñïëiòà¹ (U ′,K′) è (U ′′,K′′). Äâîñòîðîííþ
ïîñëiäîâíiñòü îïåðàòîðiâ {wY (n)}n∈Z, çàäàíó ôîðìóëîþ

wY (n) = [wSAA
(n)]12 = i∗G′′→K′′U ′′∗nY iG′→K′ = i∗G′′→K′′Y U ′∗niG′→K′ (4.2.12)

ìè áóäåìî íàçèâàòè ñèìâîëîì (âiäíîñíî ïiäïðîñòîðiâ G ′ ⊂ K′ i G ′′ ⊂ K′′)
ñïëiòàþ÷îãî îïåðàòîðà Y . ßêùî G ′ ¹ ∗ - öèêëi÷íèì äëÿ U ′ i G ′′ ¹ ∗ - öèê-
ëi÷íèì äëÿ U ′′, òî ïiäïðîñòîðè

K′0 = span{U ′ng′ : g′ ∈ G ′ i n ∈ Z}, K′′0 = span{U ′′ng′′ : g′′ ∈ G ′′ i n ∈ Z}

çáiãàþòüñÿ ç K′ i K′′ , âiäïîâiäíî, à ñïiââiäíîøåííÿ

〈wY (n−m) g′, g′′〉 = 〈Y U ′∗ng′,U ′′∗mg′′〉, (4.2.13)
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ïîêàçó¹ ùî âiäïîâiäíiñòü ìiæ ñïëiòàþ÷èìè ñòèñíåííÿìè Y i ¨õ ñèìâîëàìè

wY (âiäíîñíî ôiêñîâàíî¨ ïàðè ∗ - öèêëi÷íèõ ïiäïðîñòîðiâ G ′ i G ′′) ¹ âçà¹ìíî
îäíîçíà÷íîþ. Áiëüø òîãî, L(G ′,G ′′)-çíà÷íi ïîñëiäîâíîñòi w = {w(n)}n∈Z,
ÿêi ¹ ñèìâîëàìè w = wY ñïëiòàþ÷èõ ñòèñíåíü Y ìîæóòü áóòè îõàðàêòåðè-

çîâàíi íàñòóïíèì ÷èíîì

Òåîðåìà 4.4. Ïðèïóñòèìî ùî {w(n)} öå ñèìâîë (4.2.12) ñòèñíåííÿ Y , ùî
ñïëiòà¹ óíiòàðíi îïåðàòîðè (U ′,K′) i (U ′′,K′′), âiäíîñíî ∗-öèêëi÷íèõ ïiäïðî-
ñòîðiâ G ′ ⊂ K′ i G ′′ ⊂ K′′. Òîäi {w(n)}n∈Z ¹ ïîñëiäîâíiñòþ òðèãîíîìåòðè÷-

íèõ ìîìåíòiâ (çâîðîòíèì ïåðåòâîðåííÿì Ôóð'¹)

w(n) =

∫
T
t−nŵ(dt)

äåÿêî¨ L(G ′,G ′′)-çíà÷íî¨ ìiðè ŵ, òàêî¨ ùî

σ :=

[
σ′′ ŵ

ŵ∗ σ′

]
¹ íåâiä'¹ìíîþ L(G ′,G ′′)− çíà÷íîþ ìiðîþ. (4.2.14)

Òóò

σ′ = i∗G′EU ′(·)iG′, σ′′ = i∗G′′EU ′′(·)iG′′. (4.2.15)

I íàâïàêè, çâîðîòíå ïåðåòâîðåííÿ Ôóð'¹

w(n) :=

∫
T
t−nŵ(dt)

áóäü-ÿêî¨ L(G ′,G ′′)-çíà÷íî¨ ìiðè ŵ íà T, ùî çàäîâîëüíÿ¹ íåðiâíîñòi (4.2.14),
¹ ñèìâîëîì (âiäíîñíî ïiäïðîñòîðiâ G ′ i G ′′) ¹äèíîãî ñïëiòàþ÷îãî ñòèñíåííÿ

Äîâåäåííÿ. Ïðÿìå òâåðäæåííÿ ôàêòè÷íî äîâåäåíî ðàíiøå. Äëÿ äîâåäåííÿ

çâîðîòíîãî ñêîðèñòà¹ìîñÿ ìîäåëëþ Õåëëiíãåðà. Ïðèïóñòèìî ùî ŵ öå ìiðà,

ÿêà çàäîâîëüíÿ¹ (4.2.14), äå σ′ i σ′′ íåâiä'¹ìíi ìiðè (4.2.15). Ðîçãëÿíåìî ïðî-

ñòið Õåëëiíãåðà Lσ (äèâ. Ðîçäië 2.2)i îïåðàòîð Uσ ìíîæåííÿ íà íåçàëåæíó
çìiííó t â íüîìó. Âèçíà÷èìî âêëàäåííÿ

iK′ : K′ → Lσ and iK′′ : K′′ → Lσ

íàñòóïíèì ÷èíîì: ñïî÷àòêó ìè âiäîáðàçèìî K′ íà Lσ′ i K′′ íà Lσ′′ çà äîïî-
ìîãîþ ïðåäñòàâëåííÿ Ôóð'¹

k′ 7→ i∗G′E
′(dt)k′, k′ 7→ i∗G′′E

′′(dt)k′′,
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à ïîòiì âêëàäåìî Lσ′ è Lσ′′ â Lσ. Öå îñòàíí¹ âêëàäåííÿ ñïî÷àòêó âèçíà-

÷à¹òüñÿ íà ùiëüíèõ ìíîæèíàõ

σ′p′ 7→

[
ŵ

σ′

]
p′, σ′′p′′ 7→

[
σ′′

ŵ∗

]
p′′,

äå p′, p′′ äîâiëüíi òðèãîíîìåòðè÷íi ïîëiíîìè, à ïîòiì ïðîäîâæó¹òüñÿ ïî

íåïåðåðâíîñòi. ßê áóëî ïîêàçàíî â [27]

im iK′ + im iK′′ ¹ ùiëüíèì â Lσ.

Òàêèì ÷èíîì ìè îòðèìó¹ìî ìiíiìàëüíå ÀÀ-óíiòàðíå ç÷åïëåííÿ U ′ è U ′′.
Ñèìâîëîì âiäïîâiäíîãî öüîìó ÀÀ-óíiòàðíîìó ç÷åïëåííþ ñïëiòàþ÷å ñòèñ-

íåííÿ ¹ ïîñëiäîâíiñòü òðèãîíîìåòðè÷íèõ ìîìåíòiâ öi¹¨ ìiðè ŵ. ßê áóëî çà-

çíà÷åíî ðàíiøå, ñïiââiäíîøåííÿ (4.2.13) òÿãíå âçà¹ìíó îäíîçíà÷íiñòü âiäïî-

âiäíîñòi ìiæ ñïëiòàþ÷èìè ñòèñíåííÿìè Y i ¨õ ñèìâîëàìè {w(n)}n∈Z. Êðiì
òîãî, âiäïîâiäíiñòü ìiæ ñèìâîëàìè {w(n)}n∈Z i ¨õ ïåðåòâîðåííÿìè Ôóð'¹ ŵ
òàêîæ ¹ âçà¹ìíî-îäíîçíà÷íîþ.

Çàóâàæåííÿ 4.5. Äîâåäåííÿ Òåîðåìè 4.4 ïîêàçó¹ ùî äëÿ áóäü-ÿêîãî ÀÀ-

óíiòàðíîãî ç÷åïëåííÿ (U , iK′, iK′′;K) äâîõ óíiòàðíèõ îïåðàòîðiâ (U ′′,K′′) i

(U ′,K′) âèáið ∗ - öèêëi÷íèõ ïiäïðîñòîðiâ G ′ ⊂ K′ i G ′′ ⊂ K′′ äîçâîëÿ¹ ïîáó-
äóâàòè óíiòàðíó åêâiâàëåíòíiñòü öüîãî óíiòàðíîãî ç÷åïëåííÿ (U , iK′, iK′′;K)

i ìîäåëüíîãî ÀÀ-óíiòàðíîãî ç÷åïëåííÿ

(Uσ, iK′→Lσ , iK′′→Lσ ;Lσ)

äå σ = σSAA
âèçíà÷åíà ôîðìóëîþ (4.2.11), Lσ öå ïðîñòið Õåëëiíãåðà, à

âêëàäåííÿ iK′→Lσ , iK′′→Lσ âèçíà÷åíi â Òåîðåìi 4.4 .

4.3 Çàäà÷à ïðî Ëiôòèíã òà óíiòàðíi ðîçøèðåííÿ içî-

ìåòðié

Â öüîìó ðîçäiëi îáãîâîðåíî ÿêèì ÷èíîì ðîçâ'ÿçêè çàäà÷i ïðî ëiôòèíã

ïîâ'ÿçàíi ç óíiòàðíèìè ðîçøèðåííÿìè içîìåòði¨ V , ÿêà áóäó¹òüñÿ çà äàíèìè
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çàäà÷i. Íà ìíîæèíi âåêòîðiâ

[
K′′−
K′+

]
çàäàìî ñêàëÿðíèé äîáóòîê

〈[
k′′−

k′+

]
,

[
`′′−

`′+

]〉
=

〈[
I X

X∗ I

][
k′′−

k′+

]
,

[
`′′−

`′+

]〉
K′′−⊕K′+

. (4.3.1)

Îòðèìàíèé ïåðåä iëüáåðòiâ ïðîñòið ïîïîâíèìî i ïîçíà÷èìî öå ïîïîâíåííÿ

ÿê H0

H0 = clos

[
K′′−
K′+

]
. (4.3.2)

Ðîçãëÿíåìî íàñòóïíi ïiäïðîñòîðè â H0:

D := clos

[
K′′−
U ′K′+

]
⊂ H0, D∗ := clos

[
U ′′∗K′′−
K′+

]
⊂ H0. (4.3.3)

Âèçíà÷èìî îïåðàòîð V : D → D∗ (ñïî÷àòêó íà ùiëüíié ìíîæèíi â D)

V =

[
U ′′∗ 0

0 U ′∗

]
:

[
k′′−

U ′k′+

]
7→

[
U ′′∗k′′−
k′+

]
. (4.3.4)

äå k′′− ∈ K′′− i k′+ ∈ K′+. Îá÷èñëåííÿ àíàëîãi÷íå (4.2.10) ïîêàçó¹ ùî V çáåði-

ãà¹ íîðìó, i îòîæ, ïðîäîâæó¹òüñÿ äî içîìåòðè÷íîãî âiäîáðàæåííÿ D íà D∗.
Âiäçíà÷èìî ùî V öiëêîì âèçíà÷à¹òüñÿ äàíèìè çàäà÷i.

Áóäåìî ãîâîðèòè ùî îïåðàòîð U∗ â �iëüáåðòîâîìó ïðîñòîði K ¹ ìiíi-

ìàëüíèì óíiòàðíèì ðîçøèðåííÿì V ÿêùî U∗ ¹ óíiòàðíèì òà iñíó¹ içîìåò-

ðè÷íå âêëàäåííÿ iH0
: H0 → K ïðîñòîðó H0 â K òàêå ùî

iH0
V = U∗iH0

|D. (4.3.5)

i

spann∈ZUn im iH0
= K. (4.3.6)

Çàóâàæèìî ùî â òàêîìó ðàçi òàêîæ ìà¹ ìiñöå ðiâíiñòü

iH0
V ∗ = UiH0

|D∗. (4.3.7)

Äâà òàêèõ ìiíiìàëüíèõ óíiòàðíèõ ðîçøèðåííÿ (U∗, iH0
;K) i (Ũ∗, ĩH0

; K̃)

íàçèâàþòüñÿ óíiòàðíî åêâiâàëåíòíèìè ÿêùî iñíó¹ óíiòàðíèé îïåðàòîð
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τ : K → K̃ òàêèé ùî

τU∗ = Ũ∗τ, τ iH0
= ĩH0

.

Íàñòóïíà òåîðåìà âñòàíîâëþ¹ çâ'ÿçîê ìiæ ìiíiìàëüíèìè óíiòàðíèìè ðîç-

øèðåííÿìè V i ëiôòèíãàìè X.

Òåîðåìà 4.6. Ðîçãëÿíåìî çàäà÷ó ïðî ëiôòèíã 4.2. Ïðèïóñòèìî ùî ïiäïðî-

ñòîðè K′+ i K′′− ¹ ∗-öèêëi÷íèìè. Íåõàé V : D → D∗ öå içîìåòðiÿ ùî âèçíà÷å-
íà â (4.3.4). Òîäi iñíó¹ êàíîíi÷íå âçà¹ìíî-îäíîçíà÷íå ñïiââiäíîøåííÿ ìiæ

êëàñàìè åêâiâàëåíòíèõ ìiíiìàëüíèõ ÀÀ-óíiòàðíèõ ç÷åïëåíü (U , iK′, iK′′;K)

îïåðàòîðiâ (U ′,K′) i (U ′′,K′′) òàêèõ ùî ñïëiòàþ÷èé îïåðàòîð Y = i∗K′′iK′ ¹

ëiôòèíãîì X, ñ îäíîãî áîêó i êëàñàìè åêâiâàëåíòíèõ ìiíiìàëüíèõ óíiòàð-

íèõ ðîçøèðåíü (U∗, iH0
;K) içîìåòði¨ V , ç äðóãîãî.

Äîâåäåííÿ. Ïðèïóñòèìî ùî (U , iK′, iK′′;K) ¹ ìiíiìàëüíèì ÀÀ-óíiòàðíèì

ç÷åïëåííÿì (U ′,K′) i (U ′′,K′′). Ïîçíà÷èìî âiäîáðàæåííÿ

iH0
:

[
k′′−

k′+

]
7→ iK′′k

′′
− + iK′k

′
+. (4.3.8)

Îñêiëüêè iK′ i iK′′ ¹ içîìåòðiÿìè, òî iH0
¹ içîìåòði¹þ òîäi i òiëüêè òîäi êîëè

〈iK′′k′′−, iK′k′+〉K = 〈k′′−, k′+〉H0
:= 〈k′′−, Xk′+〉K′′.

Îñòàíí¹ â ñâîþ ÷åðãó îçíà÷à¹ ùî ñïëiòàþ÷èé îïåðàòîð Y = i∗K′′iK′ ¹ ëiô-

òèíãîì X. Äàëi,

iH0
V

[
k′′−

U ′k′+

]
= iH0

[
U ′′∗k′′−
k′+

]
= iK′′U ′′∗k′′− + iK′k

′
+

= U∗(iK′′k′′− + iK′U ′k′+) = U∗iH0

[
k′′−

U ′k′+

]
.

Òîáòî, âèêîíó¹òüñÿ (4.3.5). Òàêèì ÷èíîì, U∗ â K ðàçîì ç âêëàäàííÿì iH0

¹ óíiòàðíèì ðîçøèðåííÿì V . Îñêiëüêè, çà óìîâîþ, K′+ ¹ ∗-öèêëi÷íèì äëÿ

U ′ â K′, K′′− ¹ ∗-öèêëi÷íèì äëÿ U ′′ â K′′, i îñêiëüêè ÀÀ-óíiòàðíå ç÷åïëåííÿ

(U , iK′, iK′′;K) ¹ ìiíiìàëüíèì, òî

spann∈ZUn im iH0
= K.
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Òàêèì ÷èíîì, (U∗, iH0
;K) ¹ ìiíiìàëüíèì óíiòàðíèì ðîçøèðåííÿì V .

Çâîðîòíî, ïðèïóñòèìî ùî (U∗, iH0
;K) ¹ ìiíiìàëüíèì óíiòàðíèì ðîçøè-

ðåííÿì V . Çàñòîñó¹ìî òóò êîíñòðóêöiþ õâèëüîâèõ îïåðàòîðiâ (äèâ. òàêîæ

[71] Ðîçäië 4), ÿêà â äàíîìó âèïàäêó iñòîòíî ñïðîùó¹òüñÿ çàâäÿêè òîìó ùî

K′+ i K′′− âêëàäåíi içîìåòðè÷íî â H0. Äëÿ k′ ∈ U ′∗nK′+ i m ≥ n âiäçíà÷èìî

ùî U∗miH0
[ 0
U ′mk′ ] âèçíà÷åíî (îñêiëüêè U ′mk′ ∈ K′+ i, îòîæ, [ 0

U ′mk′ ] ∈ H0)

òà íå çàëåæèòü âiä m (îñêiëüêè U∗ ¹ ðîçøèðåííÿì V , äèâ. (4.3.7)). Òàêèì

÷èíîì, ôîðìóëà

iK′ : k
′ 7→ lim

m→∞
U∗miH0

[
0

U ′mk′

]
(4.3.9)

çàäà¹ içîìåòðiþ ç
∞⋃
n=0

U ′∗nK′+ â K. Çà ïðèïóùåííÿì,
∞⋃
n=0

U ′∗nK′+ ùiëüíî â K′,

i, îòîæ, iK′ ïðîäîâæó¹òüñÿ ïî íåïåðåðâíîñòi äî içîìåòði¨ ç K′ â K. Àíàëî-
ãi÷íî, ôîðìóëà

iK′′ : k
′′ 7→ lim

m→∞
UmiH0

[
U ′′∗mk′′

0

]
(4.3.10)

çàäà¹ içîìåòðiþ ç K′′ â K. Áåçïîñåðåäíüî ç ôîðìóë (4.3.9) i (4.3.10) âèïëèâà¹
ùî

UiK′ = iK′U ′ i UiK′′ = iK′′U ′′.

òàêèì ÷èíîì ìè ïðèõîäèìî äî ÀÀ-óíiòàðíîãî ç÷åïëåííÿ (U , iK′′, iK′;K) îïå-

ðàòîðiâ (U ′′,K′′) i (U ′,K′). Äëÿ òîãî ùîá ïåðåâiðèòè éîãî ìiíiìàëüíiñòü çà-
óâàæèìî ùî (4.3.9) i (4.3.10) òÿãíóòü ùî

im iK′ = spann∈Z−U
niH0

[
0

K′+

]
i

im iK′′ = spann∈Z+
UniH0

[
K′′−
0

]
.

Îñêiëüêè iH0

[
0

K′+

]
iíâàðiàíòíî âiäíîñíî U i iH0

[
K′′−
0

]
iíâàðiíòíî âiäíîñíî
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U∗, ïðèõîäèìî äî âèñíîâêó, ùî

im iK′ + im iK′′ ⊇ spann∈Z UniH0

[
K′′−
K′+

]
.

Îòîæ,

im iK′ + im iK′′ ⊇ spann∈ZUniH0
= K.

Îñòàííÿ ðiâíiñòü âèêîíó¹òüñÿ â ñèëó ìiíiìàëüíîñòi ðîçøèðåííÿ. Òàêèì ÷è-

íîì

im iK′ + im iK′′ = K.

Òèì ñàìèì ìiíiìàëüíiñòü ÀÀ-óíiòàðíîãî ç÷åïëåííÿ äîâåäåíî. Áiëüø òîãî,

Y = i∗K′′iK′ ¹ ëiôòèíãîì X îñêiëüêè

〈Y k′+, k′′−〉K = 〈iK′k′+, iK′′k′′−〉K =

〈[
0

k′+

]
,

[
k′′−

0

]〉
H0

= 〈Xk′+, k′′−〉K ′′−.

Îïèñàíi âèùå âiäïîâiäíîñòi ìiæ ÀÀ-óíiòàðíèìè ç÷åïëåííÿìè i óíiòàð-

íèìè ðîçøèðåííÿìè ¹ âçà¹ìíî çâîðîòíèìè. ßê ïðÿìî âèïëèâà¹ ç âèçíà-

÷åíü, ïðè öèõ âiäïîâiäíîñòÿõ åêâiâàëåíòíi ÀÀ-óíiòàðíi ç÷åïëåííÿ ïåðåõî-

äÿòü â åêâiâàëåíòíi óíiòàðíi ðîçøèðåííÿ i åêâiâàëåíòíi óíiòàðíi ðîçøèðåí-

íÿ ïåðåõîäÿòü â åêâiâàëåíòíi ÀÀ-óíiòàðíi ç÷åïëåííÿ.

4.4 Ñòðóêòóðà óíiòàðíèõ ðîçøèðåíü

Â ïîïåðåäíüîìó ïàðàãðàôi áóëî âñòàíîâëåíî âiäïîâiäíiñòü ìiæ ñòèñêó-

þ÷èìè ëiôòèíãàìè Y ñòåñíåííÿX i ìiíiìàëüíèìè óíiòàðíèìè ðîçøèðåííÿ-

ìè U∗ ïåâíî¨ içîìåòði¨ V â ã�iëüáåðòîâîìó ïðîñòîðiH0 ç îáëàñòá âèçíà÷åíÿ

D i îáëàñòþ çíà÷åíü D∗
V : D → D∗.

Â öüîìó ïàðàãðàôi áóäå äàíà ïàðàìåòðèçàöiÿ âñiõ òàêèõ ðîçøèðåíü.

Âèçíà÷èìî ∆ è ∆∗ ÿê îðòîãîíàëüíi äîïîâíåííÿ

∆ := H0 	D, ∆∗ := H0 	D∗.
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Íåõàé U∗ öå äåÿêå ìiíiìàëüíå ðîçøèðåííÿ V ó �iëüáåðòiâ ïðîñòið K, òîáòî,
U ¹ óíiòàðíèì îïåðàòîðîì ó �iëüáåðòîâîìó ïðîñòîði K, ÿêèé ìiñòèòü ïðî-
ñòið H0, ïðè öüîìó íàéìåíøèì ïiäïðîñòîðîì â K, ÿêèé ìiñòèòü H0 i ïðè-

âîäèòü U , ¹ âåñü ïðîñòið K, à îáìåæåííÿ U∗ íà D ⊂ H0 ⊂ K çáiãà¹òüñÿ ç V :

U∗|D = V . Âèçíà÷èìî H1 ÿê K	H0, òîäi K = H0⊕H1. Ç ðîçøèðåííÿì U∗

çâ'ÿæåìî äâà óíiòàðíèõ âóçëè U1 i U0. Îñêiëüêè U∗|D = V âiäîáðàæà¹ D íà

D∗ i U∗ ¹ óíiòàðíèì, òî U∗ âiäîáðàæà¹ K	D = ∆⊕H1 íà K	D∗ = ∆∗⊕H1.

Äëÿ òîãî ùîá âèçíà÷èòè âóçîë U1, ðîçãëÿíåìî äðóãó êîïiþ ∆̃ ïiäïðîñòîðó

∆ i äðóãó êîïiþ ∆̃∗ ïiäïðîñòîðó ∆∗ à òàêîæ âiäîáðàæåííÿ îòîòîæíåííÿ

i∆̃ : ∆̃→ ∆ ⊂ H0 ⊂ K, i∆̃∗ : ∆̃∗ → ∆∗ ⊂ H0 ⊂ K. (4.4.1)

Çàðàç âèçíà÷èìî âóçîë

U1 :=

[
A1 B1

C1 D1

]
:

[
H1

∆̃

]
→

[
H1

∆̃∗

]
(4.4.2)

çà ôîðìóëîþ

U1 =

[
i∗H1

i∗
∆̃∗

]
U∗
[
iH1

i∆̃

]
(4.4.3)

äå iH1
: H1 → K = H0 ⊕ H1 ïðèðîäíå âêëàäåííÿ. Äðóãèé âóçîë U0 : H0 ⊕

∆̃∗ → H0 ⊕ ∆̃ âèçíà÷èìî ç âèêîðèñòàííÿì äâîõ îðòîãîíàëüíèõ ðîçêëàäiâ

ïðîñòîðó H0

H0 = D ⊕∆ = D∗ ⊕∆∗.

À ñàìå,

U0 =


V 0 0

0 0 i∆̃∗
0 i∗

∆̃
0

 :


D
∆

∆̃∗

→

D∗
∆∗

∆̃

 , (4.4.4)

àáî, ó ôîðìi âóçëà

U0 =

[
A0 B0

C0 0

]
:

[
H0

∆̃∗

]
→

[
H0

∆̃

]
(4.4.5)

äå

A0|D = V, A0|∆ = 0, C0|D = 0, C0|∆ = i∗
∆̃
,
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B0 = i∆̃∗ ç imB0 = ∆∗ ⊂ H0. (4.4.6)

Çàóâàæèìî ùî âóçîë U0 âèçíà÷à¹òüñÿ âèêëþ÷íî äàíèìè çàäà÷i (òîáòî, içî-

ìåòði¹þ V ç îáëàñòþ âèçíà÷åííÿ D i îáëàñòþ çíà÷åíü D∗ â ïðîñòîði H0) i

¹ îäíèì i òèì æå äëÿ âñiõ ðîçøèðåíü U∗. Ìà¹ ìiñöå íàñòóïíà

Òåîðåìà 4.7. Îïåðàòîð U∗ â ïðîñòîði K ¹ óíiòàðíèì ðîçøèðåííÿì V òîäi

i òiëüêè òîäi êîëè âií ìà¹ âèãëÿä (âèçíà÷åííÿ äàíî â (2.6.2))

U∗ = F`(U0, U1),

äå K = H0 ⊕H1, U0 óíiâåðñàëüíèé âóçîë (4.4.6), âèçíà÷åíèé äàíèìè çàäà-

÷i, à U1 äîâiëüíèé óíiòàðíèé âóçîë âèäó (4.4.2), òîáòî, äîâiëüíèé âóçîë ç

ïðîñòîðîì âõîäó ∆̃ è ïðîñòîðîì âèõîäó ∆̃∗. Áiëüø òîãî, U∗ ¹ ìiíiìàëüíèì
óíiòàðíèì ðîçøèðåííÿì V , òîáòî, íàéìåíøèé ïiäïðîñòið, ùî ïðèâîäèòü

U∗ i ìiñòèòü H0, öå âåñü ïðîñòið K := H0⊕H1, òîäi i òiëüêè òîäi êîëè U1

¹ ïðîñòèì óíiòàðíèì âóçëîì, òîáòî, íàéìåíøèé ïiäïðîñòið ùî ïðèâîäèòü

A1 i ìiñòèòü imB1 + imC∗1 , öå âåñü ïðîñòið H1.

Äîâåäåííÿ. Çàóâàæèìî âiäðàçó ùî îñêiëüêè (2, 2)-áëîê ìàòðèöi U0 =[
A0 B0
C0 0

]
äîðiâíþ¹ íóëþ, òî â ñèëó Òåîðåìè 2.14, ç'¹äíàííÿ çi çâîðîòíèì

çâ'ÿçêîì F`(U0, U1) âèçíà÷åíî äëÿ áóäü-ÿêîãî âóçëà (çîêðåìà, äëÿ áóäü-

ÿêîãî óíiòàðíîãî âóçëà) U1 âèäó (4.4.2).

Ç ñàìîãî âèçíà÷åííÿ âèäíî, ùî ÿêùî âóçîë U1 ïîáóäîâàíèé ç ðîçøèðåí-

íÿ U∗ çãiäíî ç ôîðìóëîþ (4.4.3), òî U∗ ¹ ç'¹äíàíÿì U0 çi çâîðîòíèì çâ'ÿçêîì

U1: U∗ = F`(U0, U1). Òàêèì ÷èíîì, â îäíó ñòîðîíó òåîðåìó äîâåäåíî.

Íàçàä, íåõàé òåïåð U∗ = F`(U0, U1) ç äîâiëüíèì óíiòàðíèì âóçëîì U1

âèãëÿäó (4.4.2). Ïîêàæåìî ùî U∗ ¹ óíiòàðíèì ðîçøèðåííÿì V . Çà ôîðìó-

ëîþ (2.6.4) äëÿ F`(U0, U1), ââàæàþ÷è ùî D0 = 0, îòðèìó¹ìî

F`(U0, U1)

[
h0

h1

]
=

[
A0 +B0D1C0 B0C1

B1C0 A1

][
h0

h1

]
. (4.4.7)

Ââàæàþ÷è òóò h0 = d ∈ D ⊂ H0, h1 = 0 i âèêîðèñòîâóþ÷è ôîðìóëè (4.4.6)
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äëÿ A0 i C0, îòðèìó¹ìî

F`(U0, U1)

[
d

0

]
=

[
A0d

0

]
=

[
V d

0

]
.

Òèì ñàìèì äîâåäåíî ùî F`(U0, U1) ¹ ðîçøèðåííÿì V .

Áiëüø òîãî, ïiäñòàâëÿþ÷è ÿâíi ôîðìóëè (4.4.6) äëÿ A0, B0, C0 â (4.4.7),

áåçïîñåðåäíüî ïåðåâiðÿ¹òüñÿ ùî U1 âiäíîâëþ¹òüñÿ ç U∗ := F`(U0, U1) çà

ôîðìóëîþ (4.4.3) i ùî U∗ ¹ óíiòàðíèì òîäi i òiëüêè òîäi êîëè U1 óíiòàðíèì.

Çàëèøà¹òüñÿ ïåðåâiðèòè ùî U∗ ìiíiìàëüíå ðîçøèðåííÿ V òîäi i òiëüêè

òîäi êîëè U1 ïðîñòèé âóçîë. Ðîçãëÿíåìî ìiíiìàëüíèé ïiäïðîñòið ùî ïðèâî-

äèòü U∗ i ìiñòèòü H0, òîäi éîãî îðòîãîíàëüíå äîïîâíåííÿ (ÿêå ¹ ïiäïðîñòî-

ðîì â H1) òàêîæ ïðèâîäèòü U∗. Ç âèçíà÷åííÿ U1 âèäíî, ùî öåé ïiäïðîñòið

íóëüîâèé òîäi i òiëüêè òîäi êîëè U1 ïðîñòèé.

Îòæå, ðàç âñòàíîâëåíî ùî óíiòàðíi ðîçøèðåííÿ U∗ içîìåòði¨ V ¹ ñïîëó-

êàìè çi çâîðîòíèì çâ'ÿçêîì F`(U0, U1), òî ìè ìîæåìî ñêîðèñòàòèñÿ Òåîðå-

ìàìè 2.16 i 2.17 äëÿ îá÷èñëåííÿ äîäàòíiõ i âiä'¹ìíèõ ñòóïåíiâ U∗. Ïîçíà÷è-
ìî ïðÿìèé i çâîðîòíèé äîïîìiæíi îïåðàòîðè âõîäó-âèõîäó óíiâåðñàëüíîãî

âóçëà U0 ÷åðåç

S+ =

[
S+

0 S+
2

S+
1 S+

]
:

[
H0

`∆̃∗
(Z+)

]
→

[
`H0

(Z+)

`∆̃(Z+)

]
,

S− =

[
S−0 S−1

S−2 S−

]
:

[
H0

`∆̃(Z−)

]
→

[
`H0

(Z−)

`∆̃∗
(Z−)

]
(4.4.8)

i ïîçíà÷èìî ïðÿìèé i çâîðîòíèé äîïîìiæíi îïåðàòîðè âõîäó-âèõîäó âiëü-

íîãî ïàðàìåòðà - óíiòàðíîãî âóçëà U1 ÷åðåç

Ω+ =

[
Ω+

0 Ω+
2

Ω+
1 Ω+

]
:

[
H1

`∆̃(Z+)

]
→

[
`H1

(Z+)

`∆̃∗
(Z+)

]
,

Ω− =

[
Ω−0 Ω−1

Ω−2 Ω−

]
:

[
H1

`∆̃∗
(Z−)

]
→

[
`H1

(Z−)

`∆̃(Z−)

]
(4.4.9)

Ç ïåðøèõ ðÿäêiâ ôîðìóë (2.6.22) i (2.6.28) îòðèìó¹ìî ùî

ΛH0
(U) =

[
ΛH0,−(U)

ΛH0,+(U)

]
:

[
H0

H1

]
→

[
`H0

(Z−)

`H0
(Z+)

]
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îá÷èñëþþòüñÿ çà ôîðìóëîþ

ΛH0
(U) =


S−0 + S−1 (I − Ω−S−)−1Ω−S−2 S−1 (I − Ω−S−)−1Ω−2

S+
0 + S+

2 (I − Ω+S+)−1Ω+S+
1 S+

2 (I − Ω+S+)−1Ω+
1

 . (4.4.10)

Ç äðóãèõ ðÿäêiâ ôîðìóë (2.6.22) i (2.6.28) îòðèìó¹ìî ùî

ΛH1
(U) =

[
ΛH1,−(U)

ΛH1,+(U)

]
:

[
H0

H1

]
→

[
`H1

(Z−)

`H1
(Z+)

]
îá÷èñëþþòüñÿ çà ôîðìóëîþ

ΛH1
(U) =


Ω−1 (I − S−Ω−)−1S−2 Ω−0 + Ω−1 (I − S−Ω−)−1S−Ω−2

Ω+
2 (I − S+Ω+)−1S+

1 Ω+
0 + Ω+

2 (I − S+Ω+)−1S+Ω+
1

 . (4.4.11)
4.5 Ïàðàìåòðèçàöiÿ ñèìâîëiâ ñïëiòàþ÷èõ îïåðà-

òîðiâ

Ðîçãëÿíåìî äàíi çàäà÷i ïðî ëiôòèíã 4.2.

(X, (U ′,K′), (U ′′,K′′), K′+ ⊂ K′, K′′− ⊂ K′′) (4.5.1)

ßêùî çàäàíi ∗ - öèêëi÷íi ïiäïðîñòîðè G ′ i G ′′ äëÿ U ′ è U ′′ âiäïîâiäíî, ëiíiéíi
îáîëîíêè ìíîæèí

{U ′ng′ : n ∈ Z, g′ ∈ G ′}, {U ′′ng′′ : n ∈ Z, g′′ ∈ G ′′}

ùiëüíi â K′ è â K′′ âiäïîâiäíî. Íåõàé Y ∈ L(K′,K′′) çàäîâîëüíÿþòü óìîâi
ñïëåòiííÿ Y U ′ = U ′′Y . Òîäi íàñòóïíå îá÷èñëåííÿ

〈Y U ′ng′,U ′′mg′′〉K′′ = 〈U ′′(n−m)Y g′, g′′〉K′′ = 〈i∗G′′U ′′(n−m)Y iG′, g
′, g′′〉G′′

ïîêàçó¹ ùî Y îäíîçíà÷íî âèçíà÷à¹òüñÿ ñâî¨ì ñèìâîëîì

{Yn = i∗G′′U ′′∗nY iG′ = i∗G′′Y U ′∗niG′}n∈Z.

Îòæå, â ïðèíöèïi, äëÿ îïèñó ñïëiòàþ÷èõ ñòèñíåíü Y , ÿêi ¹ ëiôòèíãàìè

çàäàíîãî ñòèñíåííÿ X : K′+ → K′′−, äîñèòü îïèñàòè ¨õ ñèìâîëè wY . Òàêèé

îïèñ äà¹òüñÿ íàñòóïíîþ òåîðåìîþ.
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Òåîðåìà 4.8. Çà äàíèìè (4.5.1) çàäà÷i ïðî ëiôòèíã 4.2, ïîáóäó¹ìî óíiâåð-

ñàëüíèé óíiòàðíèé âóçîë U0 :
[
H0

∆̃∗

]
→
[
H0

∆̃

]
çãiäíî (4.4.4) àáî (4.4.5) i (4.4.6)

òà âiäïîâiäíi äîïîìiæíi âiäîáðàæåííÿ âõîäó-âèõîäó S+ i S− çãiäíî (4.4.8).

Íåõàé G ′ i G ′′ öå çàäàíi U ′-∗-öèêëi÷íèé i U ′′-∗-öèêëi÷íèé ïiäïðîñòîðè K′ è
K′′, âiäïîâiäíî, âiäíîñíî ÿêèõ ïðèïóñêà¹ìî ùî

G ′ ⊂ K′+, G ′′ ⊂ K′′−.

Íåõàé iG′ : G ′ → H0 öå âêëàäåííÿ G ′ â H0 ùî ¹ êîìïîçèöi¹þ âêëàäåííÿ G ′

â K′+ è âêëàäåííÿ K′+ â H0, i, àíàëîãi÷íî, íåõàé iG′′ öå âêëàäåííÿ G ′′ â H0

ùî ¹ êîìïîçèöi¹þ âêëàäåííÿ G ′′ â K′′− è âêëàäåííÿ K′′− â H0. Íåõàé I∗G′′ =

diagn∈Z{i∗G′′} öå ïîêîîðäèíàòíà ïðîåêöiÿ `H0
(Z) íà `G′′(Z). Òîäi L(G ′,G ′′)-

çíà÷íà äâîñòîðîííÿ ïîñëiäîâíiñòü w = {w(n)}n∈Z ¹ ñèìâîëîì w = wY

(âiäíîñíî G ′ i G ′′) äåÿêîãî ñòèñêóþ÷îãî ëiôòèíãó Y ñïëiòàþ÷îãî ñòèñíåííÿ

X òîäi i òiëüêè òîäi êîëè w (ÿê íåñêií÷åííèé âåêòîð-ñòîâïåöü) ìîæå áóòè

ïðåäñòàâëåíèé ó âèãëÿäi

wY =

[
I∗G′′S−0 iG′

I∗G′′[S+
0 + S+

2 (I − Ω+S+)−1Ω+S+
1 ]iG′

]
, (4.5.2)

äå Ω+ i Ω− âiäïîâiäíi äîïîìiæíi âiäîáðàæåííÿ âõîäó-âèõîäó (4.4.9) äåÿêîãî

óíiòàðíîãî âóçëà

U1 =
[
A1 B1
C1 D1

]
: H1 ⊕ ∆̃→ H1 ⊕ ∆̃∗.

Çàóâàæåííÿ 4.9. Ïîçíà÷èìî

s+
0 = I∗G′′S+

0 iG′, s+
2 = I∗G′′S+

2 , s+
1 = S+

1 iG′, s+ = S+, (4.5.3)

òîäi ôîðìóëà (4.5.2) íàáóäå âèãëÿäó

wY =

[
s−0

s+
0 + s+

2 (I − Ω+s+)−1Ω+s+
1

]
. (4.5.4)

Êîåôiöi¹íòè
[
s+

0 s+
2

s+
1 s+

]
è s−0 ïîâíiñòþ âèçíà÷àþòüñÿ äàíèìè çàäà÷i, à Ω+ öå

âiäîáðàæåííÿ âõîäó-âèõîäó äîâiëüíîãî óíiòàðíîãî âóçëà U1 çàçíà÷åíîãî âè-

ùå âèãëÿäó. Òàêèì ÷èíîì, Ω+ ¹ âiëüíèì ïàðàìåòðîì.
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ßêùî ââàæàòè ùî `G′′(Z+) ïðèðîäíèì ÷èíîì âêëàäåíî â `G′′(Z), òî ôîð-

ìóëó (4.5.4) ìîæíà ïåðåïèñàòè â áiëüø êîìïàêòíîìó âèãëÿäi

wY = s0 + s2(I − ωs)−1ωs1, (4.5.5)

äå

(s0g
′)(m) =

(s−0 g
′)(m) äëÿ m < 0

(s+
0 g
′)(m) äëÿ m ≥ 0,

s2 = ιs+
2 , äå ι : `G′′(Z+)→ `G′′(Z) ïðèðîäíå âêëàäåííÿ,

s = s+, ω = Ω+, s1 = s+
1 . (4.5.6)

Äîâåäåííÿ. Òåîðåìà 4.6 äîçâîëÿ¹ îòîòîæíèòè ñòèñêóþ÷i ñïëiòàþ÷i ëiôòèí-

ãè U∗ i óíiòàðíi ðîçøèðåííÿ içîìåòði¨ V : D → D∗ ùî äi¹ â H0 i ïîáó-

äîâàíî¨ çà äàíèìè çàäà÷i ïðî ëiôòèíã, à Òåîðåìà 4.7 äà¹ ïàðàìåòðèçàöiþ

òàêèõ óíiòàðíèõ ðîçøèðåíü ó âèãëÿäi ñïîëóê çi çâîðîòíèì çâ'ÿçêîì. Áiëüø

òîãî, (4.4.10) äîçâîëÿ¹ îá÷èñëèòè ñòóïåíi U∗ = F`(U0, U1) i ¨õ ïðîåêöi¨ íà

ïiäïðîñòið H0. Ñèìâîë wY âèçíà÷à¹òüñÿ ÿê

wY (n) = i∗G′′U∗niG.

Ôîðìóëà ïàðàìåòðèçàöi¨ (4.5.2) ñëiä ç (4.4.10) ïiñëÿ ïåðåâiðêè òîãî ùî

i∗G′′S
−
1 (I − Ω−S−)−1S−2 iG′ = 0. (4.5.7)

Ìè ïîêàæåìî íàâiòü áiëüøå, à ñàìå ùî

S−2 iG′ = 0. (4.5.8)

Äiéñíî, çà âèçíà÷åííÿì S−2 h0 = {δ̃∗(n)}n∈Z−. Öå îçíà÷à¹ ùî δ̃∗(n) çàäà¹òüñÿ

íàñòóïíîþ ðåêóðñi¹þ

h0(n) = A∗0h0(n+ 1), h0(0) = h0,

δ̃∗(n) = B∗0h0(n) for n = −1,−2, . . . .

Ïîêëàäåìî m = −n, òîäi

δ̃∗(−m) = B∗0A
∗m
0 h0.
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ßêùî h0 = iG′g
′ ∈ iK′+K

′
+ ⊂ R, òî

A∗0h0 = V ∗iG′g
′ = iK′+U

′g′ ∈ D∗

i, çà iíäóêöi¹þ, ÿêùî A∗m0 h0 = iK′+k
′
+ ∈ iK′+K

′
+ ⊂ D∗, òî

A∗m+1
0 h0 = A∗0iK′+k

′
+ = V ∗iK′+k

′
+ = iK′+U

′k′+ ∈ iK′+K
′
+ ⊂ D∗.

Îñêiëüêè D∗ îðòîãîíàëüíî ∆∗ (òîáòî, îáðàçó âêëàäåííÿ i∆̃∗), òî, ïðè m =

1, 2, . . . ,

B∗0A
∗m
0 iG′g

′ = i∗
∆̃∗
A∗m0 iG′g

′ = 0 for m = 1, 2, . . .

òàêèì ÷èíîì (4.5.8) è (4.5.7) äîâåäåíi.

Çàóâàæåííÿ 4.10. Çàóâàæèìî øî ïðè n ≤ 0 çíà÷åííÿ ñèìâîëó wY (n)

îäíàêîâi äëÿ âñiõ ëiôòèíãiâ Y . Íàñïðàâäi, ïðè n ≤ 0, g′ ∈ G ′ i g′′ ∈ G ′′ (äå
ÿê çàâæäè ìè ïðèïóñêà¹ìî ùî G ′ ⊂ K′+ è G ′′ ⊂ K′′−), ìà¹ ìiñöå

〈wY (n)g′, g′′〉G′′ = 〈U ′′∗nY g′, g′′〉K′′− = 〈Y g′,U ′′ng′′〉K′′− = 〈Xg′,U ′′ng′′〉K′′−

îñêiëüêè U ′′ng′′ ∈ K′′− äëÿ n ≤ 0 i g′′ ∈ G ′′ ⊂ K′′−.
Ðîçãëÿíåìî îêðåìèé âèïàäîê êîëè

G ′ := K′+ à G ′′ = E ′′ := K′′− 	 U ′′∗K′′−.

òîäi E ′′ ¹ áëóêàþ÷èì ïiäïðîñòîðîì äëÿ U ′′ i K′′ ìîæå áóòè ðîçêëàäåíî â

íàñòóïíó îðòîãîíàëüíó ñóìó

K′′ = K′′− ⊕
∞⊕
n=0

U ′′n(U ′′E ′′).

Â öüîìó âèïàäêó ïðåäñòàâëåííÿ Ôóð'¹

Φ′′ : k′′ 7→ {i∗E ′′U ′′∗n+1k′′}n∈Z+

¹ ÷àñòêîâîþ içîìåòði¹þ, ùî âiäîáðàæà¹ K′′ íà `2
E ′′(Z+). ßäðî Φ′′ äîðiâíþ¹

K′′−, à îáìåæåííÿ Φ′′ íà K′′ 	K′′− =
⊕∞

n=0 U ′′n(U ′′E ′′) ¹ içîìåòði¹þ.
Äîâiëüíèé ëiôòèíã Y îäíîçíà÷íî âèçíà÷à¹òüñÿ ñâî¨ì çâóæåííÿì

Y |K′+ íà ïiäïðîñòið K′+ çà äîïîìîãîþ õâèëüîâèõ îïåðàòîðiâ; òàêèì ÷è-

íîì äëÿ òîãî ùîá îïèñàòè âñå ëiôòèíãè Y : K′ → K′′ äîñèòü îïèñàòè
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¨õ çâóæåííÿ Y |K′+ : K′+ → K′′. Áiëüø òîãî, âèêîðèñòîâóþ÷è ïðåäñòàâ-

ëåííÿ Ôóð'¹ Φ′′, ìîæíà îòîòîæíèòè K′′ 	 K′′− ñ `2
E ′′(Z+), i, îòæå, K′′

ç
[
K′′−

`2E′′(Z+)

]
. Âèêîðèñòîâóþ÷è öå îòîòîæíåííÿ ìîæíà ïðåäñòàâèòè çâó-

æåííÿ ëiôòèíãó Y |K′+ â ìàòðè÷íié ôîðìi

Y |K′+ =

[
X

Y+

]
: K′+ →

[
K′′−

`2
E ′′(Z+)

]
.

Ó öié ôîðìi âñÿ iíôîðìàöiÿ ïðî ëiôòèíã Y çáåðiãà¹òüñÿ íàâiòü ÿêùî

ïiäïðîñòið G ′′ := E ′′ ⊂ K′′− íå ¹ ∗-öèêëi÷íèì äëÿ U ′′. Çàóâàæèìî äàëi ùî

ñòèñëèâiñòü ìàòðèöi

[
X

Y+

]
åêâiâàëåíòíà íåðiâíîñòi

‖Y+k
′
+‖ ≤ ‖DXk

′
+‖,

äå DX := (I − X∗X)1/2 äåôåêòíèé îïåðàòîð îïåðàòîðà X. Ùî äîçâîëÿ¹

âèçíà÷èòè ñòèñíåííÿ Y0+ çà ôîðìóëîþ

Y0+DXk
′
+ = Y+k

′
+, (4.5.9)

à ïîòiì ïðîäîâæèòè éîãî çà íåïåðåðâíiñòþ äî ñòèñíåííÿ ç DX :=

RanDX â `2
E ′′(Z+).

Âèêîðèñòîâóþ÷è ïàðàìåòðèçàöiþ (4.5.2), îïåðàòîð Y+ ìîæíà ïðåä-

ñòàâèòè ó âèãëÿäi íåñêií÷åííî¨ ìàòðèöi-ñòîâïöÿ

Y+ =



wY (1)

wY (2)
...

wY (n+ 1)
...


= J∗+I∗E ′′(S+

0 + S+
2 (I − Ω+S+)−1Ω+S+

1 )iK′+

äå J+ öå îïåðàòîð çñóâó â `2
E ′′(Z+) à Ω+ öå âiäîáðàæåííÿ âõîäó-âèõîäó

ïîâ'ÿçàíå ç ç âiëüíèì ïàðàìåòðîì - óíiòàðíèì âóçëîì U1.

Ïðîñòið `2
E ′′(Z+) ïðèðîäíèì ÷èíîì îòîòîæíþ¹òüñÿ ç ïðîñòîðîì

Õàðäi H2
E ′′

{e′′(n)}n∈Z+
7→

∞∑
n=0

e′′(n)ζn.
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Ïðè öüîìó îïåðàòîð Ŷ+ : K′+ → H2
E ′′ âiäïîâiäíèé Y+ : K′+ → `2

E ′′(Z+) ¹ ìíî-

æåííÿì íà L(K′+, E ′′)-çíà÷íó ôóíêöiþ

Ŷ+(ζ) = {ζ−1[ŝ+
0 (ζ)−ŝ+

0 (0)]+ζ−1ŝ2(ζ)(I−ω(ζ)ŝ(ζ))−1ω(ζ)ŝ1(ζ)}iK′+ (4.5.10)

äå

ŝ+
0 (ζ) = i∗E ′′Ŝ

+
0 (ζ)iG′, ŝ2(ζ) = i∗E ′′Ŝ

+
2 (ζ), ŝ1(ζ) = Ŝ+

1 (ζ)iG′, ŝ(ζ) = Ŝ+(ζ),[
Ŝ+

0 (ζ) Ŝ+
2 (ζ)

Ŝ+
1 (ζ) Ŝ+(ζ)

]
=

[
(I − ζA0)

−1 ζ(I − ζA0)
−1B0

C0(I − ζA0)
−1 ζC0(I − ζA)−1B0

]
÷àñòîòíà âåðñiÿ äîïîìiæíîãî âiäîáðàæåííÿ âõîäó-âèõîäó àñîöiéîâàíîãî ç

óíiòàðíîþ âóçëîì U0 (I, îòæå, ïîâíiñòþ âèçíà÷à¹òüñÿ äàíèìè çàäà÷i),

à

ω(ζ) = D1 + ζC1(I − ζA1)
−1B1

õàðàêòåðèñòè÷íà ôóíêöiÿ âiëüíîãî ïàðàìåòðà - óíiòàðíîãî âóçëà U1.

Òåïåðü ïàðàìåòðèçàöiÿ çâóæåíü ëiôòèíãó ìîæå áóòè ïåðåïèñàíà ó

âèãëÿäi

Ŷ |K′+ =

[
X

Ŷ+(ζ)

]
: K′+ →

[
K′′−
H2
E ′′

]
,

äå Ŷ+(ζ) çàäà¹òüñÿ ôîðìóëîþ (4.5.10).

Ôîðìóëà (4.5.9) ìîæå áóòè ïåðåïèñàíà ÿê Ŷ+(ζ) = Ŷ0+(ζ)DX . Â òåð-

ìiíàõ ôóíêöi¨ Ŷ0+(ζ) ñïëiòàþ÷à âëàñòèâiñòü (4.1.3) ïåðåïèñó¹òüñÿ áåç-

ïîñåðåäíüî ÿê

Y0+(ζ)DXU+ = i∗E ′′X + ζY0+(ζ)DX . (4.5.11)

Òóò îáðàç âiäîáðàæåííÿ i∗E ′′ ðîçóìi¹òüñÿ ÿê ïiäïðîñòið ïîñòiéíèõ ôóíê-

öié â H2
E ′′. Içîìåòðiÿ àñîöiéîâàíà ç äàíèìè çàäà÷i ïðî ëiôòèíã ìîæå áóòè

çàäàíà â òàêèé ñïîñiá ρ : F → E ′′ ⊕DX äå

F = RanDXU ′+

(ñïî÷àòêó íà ùiëüíié ìíîæèíi)

ρDXU ′+k′+ =

[
ρ1DXU ′k′+
ρ2DXU ′k′+

]
:=

[
i∗E ′′Xk

′
+

DXk
′
+

]
. (4.5.12)
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Óìîâó ñïëåòiííÿ (4.5.11) ìîæå áóòè âèðàæåíî áåçïîñåðåäíüî â òåðìiíàõ

içîìåòði¨ ρ ÿê

ρ1 + ζ · Ŷ0+(ζ)ρ2 = Ŷ0+(ζ)|F . (4.5.13)

4.6 Óíiâåðñàëüíå ðîçøèðåííÿ

Òåîðåìà 4.8 äà¹ ïàðàìåòðèçàöiþ âñiõ ñèìâîëiâ ëiôòèíãiâ (i òèì ñàìèì

ñàìèõ ëiôòèíãiâ çà óìîâè ùî ïiäïðîñòîðè G ′ i G ′′ ¹ ∗ - öèêëi÷íèìè) çà äîïî-
ìîãîþ äðîáîâî-ëiíiéíîãî ïåðåòâîðåííÿ çàñòîñîâàíîãî äî âiëüíîãî ïàðàìåò-

ðó. Âiëüíèì ïàðàìåòðîì ¹ âiäîáðàæåííÿ âõîäó-âèõîäó äîâiëüíîãî óíiòàð-

íîãî âóçëà ç ôiêñîâàíèìè ïðîñòîðàìè âõîäó i âèõîäó ∆̃ è ∆̃∗ àáî õàðàêòå-

ðèñòè÷íà ôóíêöiÿ öüîãî âóçëà: äîâiëüíà ôóíêöiÿ êëàñó Øóðà, äiþ÷à ìiæ

ïðîñòîðàìè ∆̃ i ∆̃∗.

Íàøîþ ïîäàëüøîþ ìåòîþ ¹ âèâ÷åííÿ âëàñòèâîñòåé êîåôiöi¹íòiâ öüî-

ãî äðîáîâî-ëiíiéíîãî ïåðåòâîðåííÿ, à òî÷íiøå õàðàêòåðèçàöèÿ êîåôiöi¹íòiâ

ùî âèíèêàþòü â êîíòåêñòi çàäà÷i ïðî ëiôòèíã. ßê áóëî ïîêàçàíî â Ðîçäiëi

4.2 öi êîåôiöi¹íòè ¹ åëåìåíòàìè ñïåêòðàëüíî¨ ôóíêöi¨ óíiòàðíîãî âóçëà U0,

ïîáóäîâàíîãî çà äàíèìè çàäà÷i (öåé âóçîë ìè íàçèâà¹ìî óíiâåðñàëüíèì âó-

çëîì çàäà÷i). Òàêèì ÷èíîì âëàñòèâîñòi êîåôiöi¹íòiâ âèçíà÷àþòüñÿ âëàñòè-

âîñòÿìè öüîãî âóçëà.

Òåõíi÷íî çðó÷íiøå ïðàöþâàòè ç óíiòàðíîþ ñèñòåìîþ ðîçñiþâàííÿ ùî

âiäïîâiäà¹ âóçëó U0. Öþ ñèñòåìó ìè íàçèâà¹ìî óíiâåðñàëüíîþ ñèñòåìîþ

çàäà÷i òàêîæ ¨¨ ùå íàçèâàþòü óíiâåðñàëüíèì àáî öåíòðàëüíèì ðîçøèðåí-

íÿì. Îñòàííÿ íàçâà ïîÿñíþ¹òüñÿ òèì ùî óíiâåðñàëüíà ñèñòåìà òàêîæ ¹

ðîçøèðåííÿì içîìåòði¨ çàäà÷i, ÿêà âiäïîâiäà¹ ïàðàìåòðó U1, ùî ìà¹ íóëüî-

âó õàðàêòåðèñòè÷íó ôóíêöiþ ω. Óíiâåðñàëüíà ñèñòåìà âèõîäèòü ç âóçëà

U0 øëÿõîì ïðèáóäîâè çñóâó i êîçñóâó. Îïåðàòîð óíiâåðñàëüíî¨ ñèñòåìè çà-

äà¹òüñÿ ôîðìóëîþ

U∗0 :=


A0 0 i∆̃∗i

(0)∗
∆̃∗

i
(−1)

∆̃
i∗
∆̃

J∗− 0

0 0 J∗+

 â ïðîñòîði K0 :=


H0

`2
∆̃

(Z−)

`2
∆̃∗

(Z+)

 , (4.6.1)
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äå

J− : (· · · , x(−2), x(−1)) 7→ (· · · , x(−3), x(−2))

çðiçàíèé çñóâ â `2
X (Z−),

J+ : (x(0), x(1), x(2), . . . ) 7→ (0, x(0), x(1), . . . )

çñóâ â `2
X (Z+) (ç ïðîñòîðîì êîåôiöi¹íòiâ X çðîçóìiëèì ç êîíòåêñòó),

i
(−1)

∆̃
: x 7→ (. . . , 0, x)

ïðèðîäíå âiäîáðàæåííÿ ∆̃ íà ïiäïðîñòið `2
∆̃

(Z−), ùî ñêëàäà¹òüñÿ ç âåêòîðiâ,

ó ÿêèõ âñi êîìïîíåíòè äîðiâíþþòü íóëþ êðiì êîìïîíåíòè ç iíäåêñîì {−1},

i
(0)

∆̃∗
: x 7→ (x, 0, 0, . . . )

ïðèðîäíå âiäîáðàæåííÿ ∆̃∗ íà ïiäïðîñòið `2
∆̃∗

(Z+), ùî ñêëàäà¹òüñÿ ç âåê-

òîðiâ, ó ÿêèõ âñi êîìïîíåíòè äîðiâíþþòü íóëþ êðiì êîìïîíåíòè ç iíäåêñîì

{0}; i∆̃ i i∆̃∗ ïðèðîäíi âêëàäåííÿ ïðîñòîðiâ ∆̃ i ∆̃∗ â H0 (Íàãàäà¹ìî ùî ñïî-

÷àòêó ∆̃ è ∆̃∗ ¹ ïiäïðîñòîðàìè H0).

Ñïðÿæåíèé îïåðàòîð ìà¹ âèãëÿä

U0 =


A∗0 i∆̃i

(−1)∗
∆̃

0

0 J− 0

i
(0)

∆̃∗
i∗
∆̃∗

0 J+

 . (4.6.2)

Äîïîâíèìî îïåðàòîð (U0,K0) âêëàäåííÿìè

i∆̃,0 : ∆̃→ K0, i∆̃∗,0 : ∆̃∗ → K0, iK′′−,0 : K′′− → K0, iK′+,0 : K′+ → K0

äå

i∆̃,0 =


0

i
(−1)

∆̃

0

 , i∆̃∗,0 =


0

0

i
(0)

∆̃∗

 , iK′′−,0 =


iK′′−→H0

0

0

 , iK′+,0 =


iK′+→H0

0

0

 .
Òîäi ñóêóïíiñòü îá'¹êòiâ

S0 = (U0,
[
i∆̃,0 i∆̃∗,0 iK′′−,0 iK′+,0

]
; K0, ∆̃⊕ ∆̃∗ ⊕K′′− ⊕K′+) (4.6.3)
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¹ óíiòàðíîþ ñèñòåìîþ ðîçñiþâàííÿ â ñåíñi âèçíà÷åííÿ Ïàðàãðàôó 2.1 (äèâ.

(2.1.1)). Áiëüø òîãî, âêëàäåííÿ i∆̃,0, i∆̃∗,0, iK′′−,0, iK′+,0 äîïóñêàþòü îäíîçíà÷íå

ïðîäîâæåííÿ äî âêëàäåíü

~i∆̃,0 : `2
∆̃

(Z)→ K0, ~i∆̃∗,0 : `2
∆̃∗

(Z)→ K0, iK′′,0 : K′′ → K0, iK′,0 : K′ → K0

ÿêi çàäîâîëüíÿþòü óìîâàì ñïëåòiííÿ

~i∆̃,0J = U0
~i∆̃,0,

~i∆̃∗,0J = U0
~i∆̃∗,0, iK′′,0U ′′ = U0iK′′,0, iK′,0U ′ = U0iK′,0

äå J öå äâîñòîðîííié çñóâ â ïðîñòîði `2
X (Z) (ïðîñòið êîåôiöi¹íòiâ X çàëå-

æèòü âiä êîíòåêñòó). Òîäi ñóêóïíiñòü îá'¹êòiâ

SAA,0 = (U0, ~i∆̃,0,
~i∆̃∗,0, iK′′,0, iK′,0; K0) (4.6.4)

ìîæíà iíòåðïðåòóâàòè ÿê AA-óíiòàðíå ç÷åïëåííÿ ÷îòèðüîõ óíiòàðíèõ îïå-

ðàòîðiâ

(J, `2
∆̃

(Z)), (J, `2
∆̃∗

(Z)), (U ′′,K′′), (U ′,K′)

ùî ìà¹ ðÿä äîäàòêîâèõ âëàñòèâîñòåé. Äåÿêi ç öèõ âëàñòèâîñòåé îïèñóþòüñÿ

â íàñòóïíié òåîðåìi.

Òåîðåìà 4.11. Óíiòàðíà ñèñòåìà ðîçñiþâàííÿ (4.6.3), (4.6.2), ïîâ'ÿçàíà ç

çàäà÷åþ ïðî ëiôòèíã, i âiäïîâiäíå ÷îòèðèêðàòíå ÀÀ-óíiòàðíå ç÷åïëåííÿ

(4.6.2) ìàþòü òàêi âëàñòèâîñòi:

1. Âëàñòèâiñòü ùiëüíîñòi

im iK′,0 + im iK′′,0 ùiëüíî â K0, (4.6.5)

span{im iK′,0, im iK′′−,0} = K0 	~i∆̃∗,0(`
2
∆̃∗

(Z+)),

span{im iK′+,0, im iK′′,0} = K0 	~i∆̃,0(`
2
∆̃

(Z−)), (4.6.6)

i

span{im iK′,0, im iK′′−,0} ∩ span{im iK′+,0, im iK′′,0}

= span{im iK′+,0, im iK′′−,0}. (4.6.7)
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2. Âëàñòèâiñòü îðòîãîíàëüíîñòi

~i∆̃∗,0(`
2
∆̃∗

(Z+)) ⊥ im iK′′−,0,
~i∆̃,0(`

2
∆̃

(Z−)) ⊥ im iK′+,0,

~i∆̃,0(`
2
∆̃

(Z−)) ⊥~i∆̃∗,0(`
2
∆̃∗

(Z+)) (4.6.8)

i
~i∆̃,0(`

2
∆̃

(Z−)) ⊥ im iK′′−,0,
~i∆̃∗,0(`

2
∆̃∗

(Z+)) ⊥ im iK′+,0. (4.6.9)

3. Çáiã ïiäïðîñòîðiâ

U∗0 im i∆̃∗,0 = iH0,0∆∗, U0 im i∆̃,0 = iH0,0∆. (4.6.10)

Äîâåäåííÿ. Ââåäåìî íàñòóïíå ïîçíà÷åííÿ

H0 = im iH0,0

äëÿ îáðàçó H0 ïðè âêëàäåííi â K0. Âëàñòèâiñòü (4.6.5) áåçïîñåðåäíüî âèï-

ëèâà¹ ç ïðîñòîòè âóçëà U0.

Äëÿ ïåðåâiðêè âëàñòèâîñòi (4.6.6) ñêîðèñòà¹ìîñÿ îðòîãîíàëüíèì ðîç-

êëàäàííÿì ïðîñòîðó K0 (ñì. (4.6.1))

K0 =~i∆̃,0(`
2
∆̃

(Z−))⊕ im iH0,0 ⊕~i∆̃∗,0(`
2
∆̃∗

(Z+)). (4.6.11)

Ç ôîðìóëè äëÿ U∗0 â (4.6.1) âèïëèâà¹ ùî íàéìåíøèì U0-iíâàðiàíòíèì ïiä-

ïðîñòîðîì H0+, ùî ìiñòèòü, H0 ¹

H0+ = H0 ⊕~i∆̃∗,0(`
2
∆̃∗

(Z+)) = K0 	 im~i∆̃,0(`
2
∆̃

(Z−)).

Ç iíøîãî áîêó, çà ïîáóäîâîþ, öåé íàéìåíøèé U0-iíâàðiàíòíèé ïiäïðîñòið

ìà¹ âèãëÿä H0+ = span{im iK′′,0, im iK′+,0}. Ïîðiâíþþ÷è öi äâi ôîðìè îòðè-
ìó¹ìî ïåðøó ÷àñòèíó (4.6.6). Äðóãà ÷àñòèíà âèõîäèòü àíàëîãi÷íèì ÷èíîì.

Íàéìåíøèì U∗0 -iíâàðiàíòíèì ïiäïðîñòîðîì H0−, ùî ìiñòèòü H0, ¹ H0− =

K0 	~i∆̃∗,0(`
2
∆̃∗

(Z+)), ÿêèé òàêîæ äîðiâíþ¹ H0− = span{im iK′′−,0, im iK′,0}.
ßê ìè òiëüêè ùî âiäçíà÷èëè

H0+ = H0 ⊕~i∆̃∗,0(`
2
∆̃∗

(Z+)),

H0− = H0 ⊕~i∆̃,0(`
2
∆̃

(Z−)).
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Îñêiëüêè ~i∆̃∗,0(`
2
∆̃∗

(Z+)) i ~i∆̃,0(`
2
∆̃

(Z−)) îðòîãîíàëüíi îäíå îäíîìó, òî H0+ ∩
H0− = H0. Çâiäêè âèïëèâà¹ (4.6.7).

Âëàñòèâîñòi îðòîãîíàëüíîñòi (4.6.8) i (4.6.9) ñëiäóþòü ç (4.6.11). Â äiéñ-

íîñòi ìà¹ ìiñöå áiëüø ñèëüíà óìîâà îðòîãîíàëüíîñòi íiæ (4.6.9), à ñàìå

im~i∆̃∗,0 ⊥ im iK′,0, im~i∆̃,0 ⊥ im iK′′,0. (4.6.12)

Äëÿ òîãî ùîá â öüîìó ïåðåêîíàòèñÿ çàóâàæèìî ùî K′+ iíâàðiàíòíî âiäíîñíî

U ′ i iK′+,0U
′ = U0iK′+,0. Îòæå, im iK′+,0 iíâàðiàíòíî âiäíîñíî U0 i ïåðøà âëà-

ñòèâiñòü îðòîãîíàëüíîñòi â (4.6.9) òÿãíå ùî U∗n0
~i∆̃∗,0(`

2
∆̃∗

(Z+)) îðòîãîíàëüíî

im iK′+,0. Îñêiëüêè ïiäïðîñòið

∞⋃
n=0

U∗n0
~i∆̃∗,0(`

2
∆̃∗

(Z+)) =
∞⋃
n=0

~i∆̃,0(J
∗n`2

∆̃∗
(Z+))

¹ ùiëüíèì â im~i∆̃∗,0, ðîáèìî âèñíîâîê ùî im~i∆̃∗,0 ¹ îðòîãîíàëüíèì im iK′+,0.

Îñêiëüêè im~i∆̃∗,0 ïðèâîäèòü U0, ðîáèìî âèñíîâîê ùî äiéñíî im~i∆̃∗,0 ¹ îð-

òîãîíàëüíèì íàéìåíøîìó ïiäïðîñòîðó ùî ïðèâîäèòü U0 i ÿêèé ìiñòèòü

im iK′+,0, òîáòî, ïiäïðîñòîðó im iK′,0. Òèì ñàìèì ïåðøó âëàñòèâiñòü (4.6.12)

äîâåäåíî. Äðóãà âëàñòèâiñòü îðòîãîíàëüíîñòi â (4.6.12) âèïëèâà¹ àíàëîãi÷-

íèì ÷èíîì ç òîãî ùî im iK′′− ¹ iíâàðiàíòíèì âiäíîñíî U ′′∗.
Çáiã ïiäïðîñòîðiâ (4.6.10) âèïëèâà¹ ç âèçíà÷åíü, çîêðåìà, ç âèçíà÷åííÿ

U0 (4.4.4).

Çàóâàæåííÿ 4.12. Âëàñòèâîñòi îðòîãîíàëüíîñòi (4.6.8) i (4.6.9) ìî-

æóòü áóòè çàïèñàíi â áiëüø êîìïàêòíié ôîðìi

i∗K′′−,0U
∗n
0 i∆̃∗,0 = 0 äëÿ n ≤ 0, (4.6.13)

i∗
∆̃,0
U∗n0 iK′+,0 = 0 äëÿ n < 0, (4.6.14)

i∗
∆̃,0
U∗n0 i∆̃∗,0 = 0 äëÿ n < 0, (4.6.15)

i

i∗
∆̃,0
U∗n0 iK′′−,0 = 0 äëÿ n ≥ 0, (4.6.16)

i∗
∆̃∗,0
U∗n0 iK′+,0 = 0 äëÿ n < 0. (4.6.17)
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Îñêiëüêè ìàþòü ìiñöå áiëüø ñèëüíi âëàñòèâîñòi (4.6.12), òî ðiâíîñòi

(4.6.16) i (4.6.17) âèêîíóþòüñÿ ïðè âñiõ öiëèõ n ∈ Z:

i∗
∆̃,0
U∗n0 iK′′−,0 = 0 äëÿ âñiõ n ∈ Z, (4.6.18)

i∗
∆̃∗,0
U∗n0 iK′+,0 = 0 äëÿ âñiõ n ∈ Z. (4.6.19)

Îäíèì ç íàøèõ îñíîâíèõ ðåçóëüòàòiâ ¹ òå ùî âëàñòèâîñòi (4.6.5),

(4.6.6), (4.6.8), (4.6.9) è (4.6.10) õàðàêòåðèçóþòü óíiâåðñàëüíå ðîçøèðåí-

íÿ U0 ïîâ'ÿçàíå ç çàäà÷åþ ïðî ëiôòèíã. Íèæ÷å çàïðîïîíîâàíî äâi âåðñi¨

öüîãî ðåçóëüòàòó.

Òåîðåìà 4.13. Íåõàé çàäàíi óíiòàðíi îïåðàòîðè (U ′′,K′′) è (U ′,K′). Ïðè-
ïóñòèìî ùî K′′− ⊂ K′′ i K′+ ⊂ K′ ¹ iíâàðiàíòíèìè âiäíîñíî U ′′∗ è U ′, âiäïî-
âiäíî, ïðè öüîìó çàçíà÷åíi ïiäïðîñòîðè ¹ ∗ - öèêëi÷íèìè äëÿ çàçíà÷åíèõ

îïåðàòîðiâ. Íåõàé çàäàíi äâà �iëüáåðòîâèõ ïðîñòîðè ∆̃ i ∆̃∗ i íåõàé çàäàíà

óíiòàðíà ñèñòåìà ðîçñiþâàííÿ âèãëÿäó

S0 = (U0,
[
i∆̃,0 i∆̃∗,0 iK′′−,0 iK′+,0

]
; K0, ∆̃⊕ ∆̃∗ ⊕K′′− ⊕K′+)

äå i∆̃,0, i∆̃∗,0, iK′′−,0 è iK′+,0 ¹ içîìåòðè÷íèìè âêëàäåííÿìè ∆̃, ∆̃∗, K′′− i K′+ â

K0. Ïðèïóñòèìî ùî öÿ ñèñòåìà ðîçøèðþ¹òüñÿ äî ÀÀ-óíiòàðíîãî ç÷åïëåííÿ

SAA,0 =
(
U0, ~i∆̃,0,

~i∆̃∗,0, iK′′,0, iK′,0; K0

)
÷îòèðüîõ óíiòàðíèõ îïåðàòîðiâ

(J, `2
∆̃

(Z)), (J, `2
∆̃∗

(Z)), (U ′′,K′′), (U ′,K′)

â íàñòóïíîìó ñåíñi

i∆̃,0 =~i∆̃,0 ◦ i
(−1)

∆̃
, i∆̃∗,0 =~i∆̃∗,0 ◦ i

(0)

∆̃∗
,

(4.6.20)

iK′′,0|K′′− = iK′′−,0, iK′,0|K′+ = iK′+.

Âèçíà÷èìî ïiäïðîñòîðè H0, D, D∗, ∆ i ∆∗ ïðîñòîðó K0

H0 = clos im
[
iK′′−,0 iK′+,0

]
, D = clos

(
im iK′′−,0 + iK′+,0(U

′K′+)
)
, (4.6.21)
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D∗ = clos
(
iK′′−,0(U

′′∗K′′−) + im iK′+,0
)
, ∆ = H0 	D, ∆∗ = H0 	D∗

i ïîçíà÷èìî ÷åðåç iH0,0 : H0 → K0 ïðèðîäíå âêëàäåííÿ. Òåïåð ïðèïóñòèìî

ùî âèêîíó¹òüñÿ îäíà ç íàñòóïíèõ äâîõ ãðóï äîäàòêîâèõ óìîâ:

1. (4.6.5), (4.6.8), (4.6.9) i (4.6.10)

àáî

2. (4.6.6), (4.6.7), (4.6.8), (4.6.9) i îñëàáëåíà ôîðìà óìîâè (4.6.10)

im i∆̃∗,0 ⊥ imUi∆̃,0. (4.6.22)

Òîäi S0 è SAA,0 ¹, âiäïîâiäíî, ñèñòåìîþ ðîçñiþâàííÿ i ÷îòèðèðàçîâèì ÀÀ-

óíiòàðíèì ç÷åïëåííÿì ïîâ'ÿçàíèìè ç óíiâåðñàëüíèì ðîçøèðåííÿì U∗0 çà-

äà÷i ïðî ëiôòèíã ç äåÿêèì ñïëiòàþ÷èì ñòèñíåííÿì X : K′+ → K′′−.

Çàóâàæåííÿ 4.14. Ç ïåðøî¨ âåðñi¨ Òåîðåìè 4.13 ñëiä ùî ÿêùî âèêîíó-

þòüñÿ óìîâè (4.6.5), (4.6.8), (4.6.9) i (4.6.10), òî òàêîæ âèêîíóþòüñÿ

óìîâè (4.6.12), (4.6.6) i (4.6.7). Ç äðóãî¨ âåðñi¨ ñëiä ùî ÿêùî âèêîíóþòüñÿ

óìîâè (4.6.6), (4.6.7), (4.6.8), (4.6.9) i (4.6.22), òî òàêîæ âèêîíóþòüñÿ

óìîâè (4.6.12), (4.6.5) i (4.6.10).

Íèæ÷å áóäåìî âèêîðèñòîâóâàòè òàêi ïîçíà÷åííÿ

H0 = im iH0
, D = iH0,0(D), D∗ = iH0,0(D∗), ∆ = iH0

(∆), ∆∗ = iH0,0(∆∗)

äëÿ ïiäïðîñòîðiâ âèçíà÷åíèõ â (4.6.21) i ÿêi ðîçóìiþòüñÿ ÿê ïiäïðîñòîðè

K0, à íå H0, à òàêîæ òàêi ïîçíà÷åííÿ

G− =~i∆̃,0(`
2
∆̃

(Z−)) ⊂ K0, G∗+ =~i∆̃∗,0(`
2
∆̃∗

(Z+)) ⊂ K0.

Äîâåäåííÿ 1-î¨ âåðñi¨: Ïðèïóùåííÿ (4.6.8) i (4.6.9) òÿãíóòü ùî íàñòóïíi òðè

ïiäïðîñòîðè H0,G−,G∗+ ïîïàðíî îðòîãîíàëüíi. Îòæå, ¨õ ëiíiéíà îáîëîíêà

K00 äîïóñêà¹ îðòîãîíàëüíå ðîçêëàäàííÿ

K00 = H0 ⊕ G− ⊕ G∗+. (4.6.23)

Çà âèçíà÷åííÿì, ïðîñòið H0 äîïóñêà¹ îðòîãîíàëüíå ðîçêëàäàííÿ äâîìà

ñïîñîáàìè

H0 = D ⊕∆ = D∗ ⊕∆∗. (4.6.24)
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Â ñèëó ñïëiòàþ÷èõ ñïiââiäíîøåíü

U0iK′′,0 = iK′′,0U ′′, U0iK′ = iK′U ′

ìà¹ìî

U∗0 (D) = D∗ (4.6.25)

i êðiì òîãî îòðèìó¹ìî àëüòåðíàòèâíèé îïèñ ïiäïðîñòîðiâ D i D∗:

D = {h ∈H0 : U∗0h ∈H0}, D∗ = {h∗ ∈H0 : U0h∗ ∈H0}. (4.6.26)

Â ñèëó ïðèïóùåííÿ (4.6.10) ìà¹ìî

U∗0
(

im i∆̃∗,0

)
= ∆∗, U∗0 ∆ = im i∆̃,0 (4.6.27)

i, â ñèëó ñïëiòàþ÷èõ ñïiââiäíîøåíü U∗0~i∆̃∗,0 = ~i∆̃∗,0J
∗ è U∗0~i∆̃,0 = ~i∆̃,0J

∗,

ìà¹ìî

G− = U∗0G− ⊕ im~i∆̃,0, G∗+ = im~i∆̃∗,0 ⊕ U0G∗+. (4.6.28)

Ç îðòîãîíàëüíèõ ðîçêëàäiâ (4.6.23) i (4.6.24) ïðîñòîðiâ K0 i H0 ç óðàõóâàí-

íÿì (4.6.25), (4.6.27) i (4.6.28) âèäíî ùî ïiäïðîñòið K00 ïðèâîäèòü îïåðàòîð

U0. Âèõîäÿ÷è ç ïðèïóùåííÿ (4.6.5) ðîáèìî âèñíîâîê ùî K00 = K0, òèì ñà-

ìèì ðîçêëàäàííÿ (4.6.23) ìà¹ ìiñöå äëÿ K0, òîáòî, ìà¹ìî ðîçêëàäàííÿ

K0 = G− ⊕H0 ⊕ G∗+. (4.6.29)

Ñïiââiäíîøåííÿ (4.6.25) äîçâîëÿ¹ âèçíà÷èòè içîìåòðiþ V â ïðîñòîði H0 ç

îáëàñòþ âèçíà÷åííÿ D i îáëàñòþ çíà÷åíü cD∗ íàñòóïíèì ÷èíîì

V d = d∗, ÿêùî U∗0 iH0,0d = iH0,0d∗, äå d ∈ D, d∗ ∈ D∗.

Òåïåð áåçïîñåðåäíüî ïåðåâiðÿ¹òüñÿ ùî U∗0 ¹ óíiâåðñàëüíèì ðîçøèðåííÿì

içîìåòði¨ V . Äàëi ïåðåâiðÿ¹òüñÿ ùî V ¹ içîìåòði¹þ ïîáóäîâàíîþ çà äàíèìè

Çàäà÷i ïðî ëiôòèíã

X = i∗K′′−,0iK
′
+,0, (U ′′,K′′), (U ′,K′), K′+ ⊂ K′, K′′− ⊂ K′′.

Òèì ñàìèì äîâåäåííÿ Òåîðåìè 4.13 çàâåðøåíî.
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Äîâåäåííÿ 2-îi âåðñi¨: Â ñèëó ïðèïóùåíü (4.6.8) i (4.6.9) ÿê i ïðè äîâåäåííi

1-î¨ âåðñi¨, áóäó¹ìî ïiäïðîñòið K00 (4.6.23). Âèçíà÷èìî H̃0 çãiäíî

H̃0 := K0 	 [G− ⊕ G∗+],

òîäi çà âèçíà÷åííÿì îòðèìà¹ìî

K0 = H̃0 ⊕ G− ⊕ G∗+. (4.6.30)

Äëÿ ñòèñëîñòi ââåäåìî òèì÷àñîâi ïîçíà÷åííÿ

H0− = span{im iK′,0, im iK′′−,0}, (4.6.31)

H0+ = span{im iK′+,0, im iK′′,0}. (4.6.32)

Âiäçíà÷èìî ùîH0− ¹ íàéìåíøèì U∗0 - iíâàðiàíòíèì ïiäïðîñòîðîì ïðîñòîðó

K0 ùî ìiñòèòü H0 i ùî H0+ ¹ íàéìåíøèì U0 -iíâàðiàíòíèì ïiäïðîñòîðîì

ïðîñòîðó K0 ùî ìiñòèòüH0. Òåïåð Ïðèïóùåííÿ (4.6.6) ìîæå áóòè çàïèñàíî

ó âèãëÿäi

K0 = H0− ⊕ G∗+, (4.6.33)

K0 = H0+ ⊕ G−. (4.6.34)

Ñïiââiäíîøåííÿ (4.6.33) i (4.6.34) ñïiëüíî ç (4.6.30) äàþòü

H0− = H̃0 ⊕ G−, H0+ = H̃0 ⊕ G∗+.

Îñêiëüêè G− ¹ îðòîãîíàëüíèì G∗+ â K0, òî

H0− ∩H0+ = H̃0.

Çàñòîñîâóþ÷è òåïåð (4.6.7), ðîáèìî âèñíîâîê ùî H0 = H̃0 i, îòæå, òàêîæ

K00 = K0 è K0 äîïóñêà¹ îðòîãîíàëüíå ðîçêëàäàííÿ (4.6.29).

Ç òðåòüî¨ óìîâè îðòîãîíàëüíîñòi (4.6.8) ç óðàõóâàííÿì (4.6.22) áà÷èìî

ùî

U∗0 im i∆̃∗,0 ⊥ G−, U im i∆̃,0 ⊥ G∗+.

Àëå êðiì òîãî

U∗ im i∆̃∗,0 ⊥ G∗+, U im i∆̃,0 ⊥ G−.
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Îòæå,

U∗ im i∆̃∗,0 ⊥ G− ⊕ G∗+, U im i∆̃,0 ⊥ G− ⊕ G∗+.

Ç îðòîãîíàëüíîãî ðîçêëàäàííÿ ïðîñòîðó K0 (4.6.11) ìè ðîáèìî âèñíîâîê

ùî

U∗0 im i∆̃∗,0 ⊂H0, U0 im i∆̃,0 ⊂H0. (4.6.35)

Òàêîæ ÿê i ïðè äîâåäåííi 1-î¨ âåðñi¨, ìè áà÷èìî ùî ïiäïðîñòîðè D i

D∗ äîïóñêàþòü îïèñè ó âèãëÿäi (4.6.26), à H0 äîïóñêà¹ äâà îðòîãîíàëüíèõ

ðîçêëàäàííÿ (4.6.24). Ç öèõ ñïîñòåðåæåíü, âèêîðèñòîâóþ÷è ðîçêëàäàííÿ

(4.6.29) ïðîñòîðó K0 i òîé ôàêò ùî U0 ¹ óíiòàðíîþ îïåðàòîðîì â ïðîñòîði

K00, ìè áà÷èìî ùî âêëþ÷åííÿ (4.6.35) â äiéñíîñòi òÿãíóòü

U∗0 im i∆̃∗,0 = ∆∗, U0 im i∆̃,0 = ∆,

òîáòî, ìà¹ ìiñöå (4.6.10). Ç (4.6.10) ç óðàõóâàííÿì âæå äîâåäåíîãî ðîçêëà-

äàííÿ (4.6.29) äëÿ ïðîñòîðó K0 ìè áà÷èìî ùî òàêîæ ìà¹ ìiñöå i (4.6.5).

Òåïåð ç óæå äîâåäåíî¨ 1-î¨ âåðñi¨ öi¹¨ òåîðåìè âèïëèâà¹, ùî óíiòàðíà

ñèñòåìà ðîçñiþâàííÿ S0 i ÷îòèðèðàçîâå ÀÀ-óíiòàðíå ç÷åïëåííÿ SAA,0 ¹

óíiâåðñàëüíèìè îá'¹êòàìè ïîâ'ÿçàíèìè ç çàäà÷åþ ïðî ëiôòèíã. Òåðåìó äî-

âåäåíî.

Òåîðåìà 4.8 äà¹ ïàðàìåòðèçàöiþ ìíîæèíè âñiõ ñèìâîëiâ wY (âiäíîñíî

ïàðè ìàñøòàáíèõ ïiäïðîñòîðiâ G ′′ ⊂ K′′− è G ′ ⊂ K′+) çà äîïîìîãîþ äðîáîâî-

ëiíiéíîãî ïåðåòâîðåííÿ (4.5.4)

wY = s0 + s1(I − ωs)−1ωs2

äå âiëüíèì ïàðàìåòðîì ω : `∆̃(Z+)→ `∆̃∗
(Z+) ¹ âiäîáðàæåííÿ âõîäó-âèõîäó

äîâiëüíîãî óíiòàðíîãî âóçëà ç ôiêñîâàíèìè ïðîñòîðàìè âõîäó i âèõîäó, à

êîåôiöi¹íòè öüîãî äðîáîâî-ëiíiéíîãî ïåðåòâîðåííÿ (äèâ. (4.5.6))[
s0 s2

s1 s

]
:

[
G ′

`∆̃∗
(Z+)

]
→

[
`G′′(Z)

`∆̃(Z)

]
ïîâíiñòþ âèçíà÷àþòüñÿ äàíèìè Çàäà÷i ïðî Ëiôòèíã. Çàóâàæèìî ùî ÿê-

ùî åëåìåíòè ïðîñòîðó `G′′⊕∆̃(Z) çàïèñàíi ó âèãëÿäi íåñêií÷åííèõ âåêòîðiâ-
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ñòîâïöiâ, òî ïåðøèé ñòîâïåöü ìàòðèöi êîåôiöi¹íòiâ[
s0

s1

]
: G ′ →

[
`G′′(Z)

`∆̃(Z)

]
=: `G′′⊕∆̃(Z)

òåæ ìîæíà çàïèñàòè ÿê íåñêií÷åííó ìàòðèöþ-ñòîâïåöü[
s0

s1

]
= coln∈Z

[
s0(n)

s1(n)

]
.

ßêùî òàêîæ åëåìåíòè ïðîñòîðó `∆̃∗
(Z+) ïðåäñòàâëåíi ó âèãëÿäi íåñêií÷åí-

íèõ âåêòîðiâ-ñòîâïöiâ, òî äðóãèé ñòîâïåöü ìàòðèöi êîåôiöi¹íòiâ[
s2

s

]
: `∆̃∗

(Z+)→ `G′′⊕∆̃(Z)

ìîæå áóòè çàïèñàíèé ó âèãëÿäi íåñêií÷åííî¨ Òüîïëiöåâî¨ ìàòðèöi:[
s2

s

]
n,m

=

[
s2

s

]
n−m,0

=:

[
s2(n−m)

s(n−m)

]
äëÿ n ∈ Z, m ∈ Z+. (4.6.36)

Âèçíà÷èìî ñèìâîë ìàòðèöi êîåôiöi¹íòiâ ÿê ïîñëiäîâíiñòü îïåðàòîðiâ{[
s0(n) s2(n)

s1(n) s(n)

]}
n∈Z

. (4.6.37)

Íàñòóïíà òåîðåìà ïîêàçó¹ ÿê ñèìâîë ìàòðèöi êîåôiöi¹íòiâ âèðàæà¹òüñÿ

áåçïîñåðåäíüî â òåðìiíàõ óíiâåðñàëüíîãî ðîçøèðåííÿ U0. Ââåäåìî íàñòóïíi

ïîçíà÷åííÿ

iG′,0 : G ′ → K0, iG′′,0 : G ′′ → K0

äëÿ âêëàäåííÿ G ′ â K0 ÿêå ¹ ñóïåðïîçèöi¹þ iG′,0 = iH0,0iG′ âêëàäåííÿ G ′ â
H0 ç ïîäàëüøèì âêëàäåííÿì H0 â K0, i àíàëîãi÷íî iG′′,0 = iH0,0iG′′.

Òåîðåìà 4.15. Ñèìâîë
{[

s0(n) s2(n)
s1(n) s(n)

]}
n∈Z

ìàòðèöi êîåôiöi¹íòiâ çàäà÷i ïðî

ëiôòèíã îá÷èñëþ¹òüñÿ â òåðìiíàõ óíiâåðñàëüíîãî ðîçøèðåííÿ U0 (äèâ.

(4.4.4) àáî (4.4.5) i (4.4.6)) çà òàêîþ ôîðìóëîþ[
s0(n) s2(n)

s1(n) s(n)

]
=

[
i∗G′′,0

i∗
∆̃,0
U∗0

]
U∗n0

[
iG′,0 i∆̃∗,0

]
. (4.6.38)
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Áiëüø òîãî,

s2(m) = 0 äëÿ m ≤ 0, s1(m) = 0 and s(m) = 0 äëÿ m < 0, (4.6.39)

à òàêîæ

s(0) = 0. (4.6.40)

Äîâåäåííÿ. Ñïî÷àòêó ïåðåâiðèìî ôîðìóëó (4.6.38) ïðè n < 0. Â ñèëó âèçíà-

÷åíü (4.5.3), (4.5.6), ïðè n < 0 ìà¹ìî

s0(n) = i∗G′′,0U∗niG′,0, s1(n) = 0, s2(n) = 0, s(n) = 0.

Ïåðøà ôîðìóëà âiäïîâiäà¹ ðiâíîñòi âåðõíiõ ëiâèõ áëîêiâ â (4.6.38). Òàê

ÿê çà óìîâîþ G ′′ ⊂ K′′− i G ′ ⊂ K′+, òî â ñèëó (4.6.13), (4.6.14) è (4.6.15)

îòðèìó¹ìî ðiâíiñòü iíøèõ âiäïîâiäíèõ áëîêiâ ïðè n < 0.

Äàëi ïåðåâiðèìî (4.6.38) ïðè n ≥ 0. Äëÿ öüîãî, â ñèëó Òüîïëiöåâî¨

ñòðóêòóðè (4.6.36), äîñèòü ïîêàçàòè ùî ïðè n ≥ 0[
s+

0 s+
2

s+
1 s+

]
:

[
g′

i∆̃∗,0δ̃∗

]
7→

{[
i∗G′′,0

i∗
∆̃,0
U∗n0

]
U∗0
[
iG′,0 i∆̃∗,0

] [ g′

i∆̃∗,0δ̃∗

]}
n∈Z+

(4.6.41)

Çà âèçíà÷åííÿì (4.5.3) ìà¹ìî[
s+

0 s+
2

s+
1 s+

]
=

[
IG′′ 0

0 I

][
S+

0 S+
2

S+
1 S+

][
iG′ 0

0 I

]
.

Âðàõîâóþ÷è (4.6.41), ìè áà÷èìî ùî äîñèòü ïåðåâiðèòè[
S+

0 S+
2 i∆̃(0)

∗

S+
1 S+i

∆̃
(0)
∗

]
:

[
h0

δ̃∗

]
7→

{[
i∗H0,0

i∗
∆̃,0
U∗0

]
U∗n0

[
iG′,0 i∆̃∗,0

] [h0

δ̃∗

]}
n∈Z+

. (4.6.42)

Çà âèçíà÷åííÿì
[
S+

0 S+
2

S+
1 S+

]
ÿê äîïîìiæíîãî âiäîáðàæåííÿ âõîäó-âèõîäó (ïðè

ïðÿìié òå÷i¨ ÷àñó) ïîâ'ÿçàíîãî ç óíiòàðíîþ âóçëîì U0, ìà¹ìî[
S+

0 S+
2 i∆̃(0)

∗

S+
1 S+i

∆̃
(0)
∗

][
h0

δ̃∗

]
=

{[
h0(n)

δ̃(n)

]}
n∈Z+

.

Iíøèìè ñëîâàìè, ïðè n ≥ 0

h0(0) = h0,

[
h0(1)

δ̃(0)

]
= U0

[
h0

δ̃∗

]
,

[
h0(n+ 1)

δ̃(n)

]
= U0

[
h0(n)

0

]
. (4.6.43)
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Ïîêàæåìî ùî ïðè çàäàíèõ h0 ∈ H0 è δ̃∗ ∈ ∆̃∗ ðîçâ'ÿçîê (4.6.43) ìà¹ âèãëÿä[
h0(n)

δ̃(n)

]
=

[
i∗H0,0

i∗
∆̃,0
U∗0

]
U∗n0 k, ãäå k = iH0,0h0 + i∆̃∗,0δ̃∗. (4.6.44)

Òèì ñàìèì (4.6.42), à îòæå i (4.6.38) áóäå äîâåäåíî.

Ïåðøà ðiâíiñòü â (4.6.43) âèïëèâà¹ ç îðòîãîíàëüíîñòi im iH0,0
è im i∆̃∗,0

â K0: by (4.6.44),

h0(0) = i∗H0,0

(
iH0,0h0 + i∆̃∗,0δ̃∗

)
= h0.

Äëÿ ïîäàëüøî¨ ïåðåâiðêè çðó÷íî ïåðåïèñàòè (4.6.44) ó âèãëÿäi (n ≥ 0)[
h0(n+ 1)

δ̃(n)

]
=

[
i∗H0,0

i∗
∆̃,0

]
U∗n+1

0

(
iH0,0h0 + i∆̃∗,0δ̃∗

)
. (4.6.45)

Äðóãà ðiâíiñòü â (4.6.43) âèïëèâà¹ ç ôîðìóëè

U0 =

[
i∗H0,0

i∗
∆̃,0

]
U∗0
[
iH0,0 i∆̃∗,0

]
, (4.6.46)

ùî ïîâ'ÿçó¹ U0 i U∗0 . Îñòàííÿ ôîðìóëà âèïëèâà¹ ç ôîðìóëè (4.6.1) äëÿ U∗0 .
Òðåòÿ ðiâíiñòü â (4.6.43) òàêîæ âèïëèâà¹ ç (4.6.46) çà iíäóêöi¹þ. Äëÿ

n ≥ 1 ïðèïóñòèìî ùî h0(n) = i∗H0,0
U∗n0 k ãäå k = iH0,0h0 + i∆̃∗,0δ̃∗ i îá÷èñëèìî

U0

[
h0(n)

0

]
= U0

[
i∗H0,0
U∗n0 k

0

]

=

[
i∗H0,0

i∗
∆̃,0

]
U∗0 iH0,0i

∗
H0,0
U∗n0 k (çãiäíî (4.6.46))

=

[
i∗H0,0

i∗
∆̃,0

]
U∗0PH0

U∗n0 k (4.6.47)

äå PH0
îðòîãîíàëüíà ïðîåêöiÿ K0 íà im iH0,0. Òàêèì ÷èíîì äëÿ ïåðåâiðêè

òðåòüî¨ ðiâíîñòi â (4.6.43) çàëèøà¹òüñÿ ïîêàçàòè ùî ïðîåêòîð PH0
ìîæíà

âiäêèíóòè â îñòàííüîìó âèðàçi (4.6.47). Ç öi¹þ ìåòîþ ñêîðèñòà¹ìîñÿ òåïåð

îðòîãîíàëüíèì ðîçêëàäàííÿì

K0 =~i∆̃,0(`
2
∆̃

(Z−))⊕ im iH0,0 ⊕~i∆̃∗,0(`
2
∆̃∗,0

(Z+)).
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Çàóâàæèìî ùî U∗n0 k ⊥~i∆̃∗,0(`
2
∆̃∗

(Z+)), òîáòî,

U∗n0 k ∈~i∆̃,0(`
2
∆̃

(Z−))⊕ im iH0,0 (4.6.48)

ïðè n > 0. Áiëüø òîãî, ìîæíà ïåðåâiðèòè ùî

U∗0~i∆̃,0(`
2
∆̃

(Z−)) ⊥ im i∆̃,0 ⊕ im iH0,0. (4.6.49)

Çi ñïiââiäíîøåíü (4.6.48) i (4.6.49) âèïëèâà¹ ùî äiéñíî ïðîåêòîð PH0
ìîæíà

âèëó÷èòè â (4.6.47). Òèì ñàìèì òðåò¹ òâåðäæåííÿ â (4.6.43) äîâåäåíî.

Ââàæàþ÷è òåïåð n = 0 â (4.6.38) i â (4.6.13), ðîáèìî âèñíîâîê ùî

s2(0) = 0. Íàðåøòi ðiâíiñòü s(0) = i∗
∆̃,0
U0i∆̃∗,0 = 0, òîáòî, âëàñòèâiñòü îðòî-

ãîíàëüíîñòi

im i∆̃,0 ⊥ U
∗
0 im i∆̃∗,0

ñëiä áåçïîñåðåäíüî ç âèçíà÷åííÿ U∗0 (4.6.1).

4.7 Ñïåêòðàëüíà ìiðà òà ìîäåëü Õåëëiíãåðà óíiâåð-

ñàëüíîãî ðîçøèðåííÿ

Äàëi â öié ãëàâi áóäåìî ïðèïóñêàòè ùî ïiäïðîñòîðè G ′ ⊂ K′+ i G ′′ ⊂ K′′−
îáðàíi òàêèì ÷èíîì

G ′ = K′+, G ′′ = K′′−.

Ç äàíèìè çàäà÷i ïðî ëiôòèíã

X, (U ′,K′), (U ′′,K′′), K′+ ⊂ K′, K′′− ⊂ K′′ (4.7.1)

ïîâ'ÿçàíå óíiâåðñàëüíå ðîçøèðåííÿ U0 i óíiòàðíà ñèñòåìà ðîçñiþâàííÿ S0

(4.6.3). Âèçíà÷èìî óíiâåðñàëüíó ñïåêòðàëüíó ìiðó Σ̂ äëÿ äàíèõ çàäà÷i ïðî

ëiôòèíã (4.7.1), äîòðèìóþ÷èñü Ðîçäiëó 2.1 (äèâ. (2.1.5)) ç íåâåëèêîþ ìîäè-

ôiêàöi¹þ, ÿê

Σ̂0(dt) =


i∗
∆̃,0
U∗0

i∗
∆̃∗,0

i∗K′′−,0

i∗K′+,0

EU0
(dt)

[
U0i∆̃,0 i∆̃∗,0 iK′′−,0 iK′+,0

]
, (4.7.2)
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äå EU0
(dt) ñïåêòðàëüíà ìiðà óíiòàðíîãî îïåðàòîðà U0. Ó íàñòóïíié òåîðåìi

äîâîäÿòüñÿ äåÿêi âëàñòèâîñòi óíiâåðñàëüíî¨ ñïåêòðàëüíî¨ ìiðè Σ̂0(dt).

Òåîðåìà 4.16. Óíiâåðñàëüíà ñïåêòðàëüíà ìiðà Σ̂0(dt), ùî ïîâ'ÿçàíà ç äà-

íèìè çàäà÷i ïðî ëiôòèíã (4.7.1) i ÿêà âèçíà÷åíà â (4.7.2) ìà¹ òàêi âëàñòè-

âîñòi:

1. Σ̂0 ¹ íåâiä'¹ìíîþ îïåðàòîðíîþ ìiðîþ íàñòóïíîãî îêðåìîãî âèãëÿäó

Σ̂0 =


mI∆̃ ŝ 0 ŝ1

ŝ∗ mI∆̃∗
ŝ∗2 0

0 ŝ2 σ′′ ŝ0

ŝ∗1 0 ŝ∗0 σ′

 , (4.7.3)

äå m ìiðà Ëåáåãà íà îäèíè÷íîìó êîëi T.

2. Ñèìâîëè
{[

s0(m) s2(m)
s1(m) s(m)

]}
m∈Z

êîåôiöi¹íòiâ äðîáîâî-ëiíiéíîãî ïåðåòâîðþâà-

íÿ (äèâ. Òåîðåìó 4.8) ¹ ìîìåíòàìè âiäïîâiäíèõ ìið ŝ0, ŝ2, ŝ1 è ŝ, ùî

âõîäÿòü äî Σ̂0 ÿê áëîêè:[
s0(m) s2(m)

s1(m) s(m)

]
=

[
i∗K′′−,0

i∗
∆̃,0
U∗0

]
U∗m0

[
i∆̃∗,0 iK′+,0

]
=

∫
T
t−m

[
ŝ0 ŝ2

ŝ1 ŝ

]
(dt). (4.7.4)

3. Ìiðè ŝ, ŝ2, ŝ1 ¹ àíàëiòè÷íèìè, òîáòî,∫
T
t−mŝ(dt) = 0, m ≤ 0, (4.7.5)

i ∫
T
t−mŝ1(dt) = 0, m < 0,

∫
T
t−mŝ2(dt) = 0, m ≤ 0. (4.7.6)

Äîâåäåííÿ. Â ñèëó ñïåêòðàëüíî¨ òåîðåìè, ìîìåíòè ìiðè Σ̂0 äîðiâíþþòü

Σ̂0,m =


i∗
∆̃,0
U∗0

i∗
∆̃∗,0

i∗K′′−,0

i∗K′+,0

U∗m0

[
U0i∆̃,0 i∆̃∗,0 iK′′−,0 i∗K′+,0

]
.
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Çîêðåìà,

[Σ̂0,m]1,1 = i∗
∆̃,0
U∗m0 i∆̃,0 = δm,0I∆̃

(äå δm,0 äåëüòà ñèìâîë Êðîíåêåðà: δm,0 = 1, ÿêùî m = 0, i δm,0 = 0, ÿêùî

m 6= 0) îñêiëüêè im i∆̃,0 ¹ áëóêàþ÷èì ïiäïðîñòîðîì äëÿ U0. Çâiäêè ðîáèìî

âèñíîâîê ùî (1, 1)-áëîê [Σ̂0]1,1 ìiðè Σ̂0 äîðiâíþ¹ mI∆̃, äå m ìiðà Ëåáåãà.

Àíàëîãi÷íî, (2, 2)-áëîê ìiðè [Σ̂0]2,2 äîðiâíþ¹ mI∆̃∗
.

Ç ôîðìóëè (4.6.38) áà÷èìî ùî ñèìâîëè êîåôiöi¹íòiâ (4.6.37) (íàãàäà¹ìî,

ùî ðîçãëÿäà¹ìî âèïàäîê G ′ = K′+ è G ′′ = K′′−) äîðiâíþþòü[
s0(m) s2(m)

s1(m) s(m)

]
=

[
i∗K′′−
i∗
∆̃,0
U∗0

]
U∗m0

[
iK′+ i∆̃∗,0

]

=


[
Σ̂0,m

]
3,4

[
Σ̂0,m

]
3,2[

Σ̂0,m

]
1,4

[
Σ̂0,m

]
1,2


=

[
ŝ0,m ŝ2,m

ŝ1,m ŝm

]

=

∫
T
t−m

[
ŝ0 ŝ2

ŝ1 ŝ

]
(dt).

Çâiäêè îòðèìó¹ìî (4.7.4). Âëàñòèâîñòi àíàëiòè÷íîñòi (4.7.6) i (4.7.5) òåïåð

îòðèìó¹ìî ÿê ñëiäñòâà (4.6.39) i (4.6.40) ñèìâîëiâ êîåôiöi¹íòiâ, àáî, ùî òå

æ ñàìå, ÿê íàñëiäîê ñïiââiäíîøåíü îðòîãîíàëüíîñòi (4.6.8) i òîãî ôàêòó ùî

U∗0 im i∆̃∗,0 ⊥ im i∆̃,0.

Çàëèøà¹òüñÿ ïåðåâiðèòè ùî [Σ̂0]1,3 = 0 and [Σ̂0]2,4 = 0. Ó òåðìiíàõ

ìîìåíòiâ öå îçíà÷à¹, ùî

i∗
∆̃,0
U∗m+1

0 iK′′−,0 = 0 i i∗
∆̃∗,0
U∗m0 iK′+ = 0 äëÿ âñiõ m ∈ Z.

Àëå öi ðiâíîñòi ÿê ðàç ¹ ïîñèëåíèìè âåðñiÿìè (4.6.18) i (4.6.19) âëàñòèâîñòåé

îðòîãîíàëüíîñòi (4.6.9) â Òåîðåìi 4.11. Òåðåìó 4.16 äîâåäåíî.

Ñêîðèñòà¹ìîñÿ óíiâåðñàëüíîþ ñïåêòðàëüíîþ ìiðîþ äëÿ ïîáóäîâè ìî-

äåëi Õåëëiíãåðà óíiâåðñàëüíîãî ðîçøèðåííÿ U0, àñîöiéîâàíî¨ñèñòåìè ðîçñi-

þâàííÿ S0 i ÷îòèðèðàçîâîãî ÀÀ-óíiòàðíîãî ç÷åïëåííÿ S0,AA. Ðîçãëÿíåìî
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óíiâåðñàëüíó ñèñòåìó ðîçñiþâàííÿ(
U0,

[
U0i∆̃,0 i∆̃∗,0 iK′′−,0 iK′+,0

]
; K0, ∆̃⊕ ∆̃∗ ⊕K′′− ⊕K′+

)
.

Îñêiëüêè im
[
iK′′−,0 iK′+,0

]
¹ ∗ - öèêëi÷íèì äëÿ U0, òî

im
[
U0i∆̃,0 i∆̃∗,0 iK′′−,0 iK′+,0

]
òèì áiëüøå ¹ ∗ - öèêëi÷íèì äëÿ U0, à òîäi îïåðàòîð ïðåäñòàâëåííÿ Ôóð'¹

(äèâ. (2.3.2))

F0 : k0 7→


i∗
∆̃,0
U∗0

i∗
∆̃∗,0

i∗K′′−,0

i∗K′+,0

EU0
(dt)k0

âiäîáðàæà¹ K0 óíiòàðíî íà ïðîñòið Õåëëiíãåðà LΣ̂0 (äèâ. Ðîçäiëè 2.2 i 2.3)

Â ïðîñòîði LΣ̂0 ðîçãëÿíåìî íàñòóïíi ïiäïðîñòîðè:

K′′ := F0(im iK′′,0) = Σ̂0


0

0

σ′′[−1]Lσ′′

0

 , K′ := F0(im iK′,0) = Σ̂0


0

0

0

σ′[−1]Lσ′

 ,

K′′− := F0(im iK′′−,0) = Σ̂0


0

0

K′′−
0

 , K′+ := F0(imK′+) = Σ̂0


0

0

0

K′+

 ,

H0 := F0(im iH0,0) = clos Σ̂0


0

0

K′′−
K′+

 , D := F0(iH0,0(D)) = clos Σ̂0


0

0

K′′−
U ′K′+

 ,

D∗ := F0(iH0,0(D∗)) = clos Σ̂0


0

0

U ′′∗K′′−
K′+

 , (4.7.7)
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∆̃
(0)

∗ := F0(im i∆̃∗,0) = Σ̂0


0

∆̃∗

0

0

 , ∆̃
(−1)

:= F0(im i∆̃,0) = t−1Σ̂0


∆̃

0

0

0

 .
Ó òåðìiíàõ öèõ ïiäïðîñòîðiâ âëàñòèâîñòi (4.6.10) íàáèðàþòü òàêèé âèãëÿä

Σ̂0


∆̃

0

0

0

 = clos Σ̂0


0

0

K′′−
K′+

	 clos Σ̂0


0

0

K′′−
U ′K′+

 ,

t−1Σ̂0


0

∆̃∗

0

0

 = clos Σ̂0


0

0

K′′−
K′+

	 clos Σ̂0


0

0

U ′′∗K′′−
K′+

 (4.7.8)

i ÿê íàñëiäîê (4.6.11) ìà¹ìî

LΣ̂0 = Σ̂0


H2⊥

∆̃

0

0

0

⊕ clos Σ̂0


0

0

K′′−
K′+

⊕ Σ̂0


0

H2
∆̃∗

0

0

 . (4.7.9)

Êðiì òîãî îòðèìó¹ìî íàñòóïíèé ðåçóëüòàò, ùî óçàãàëüíþ¹ êëàñè÷íó òåîðå-

ìó Àäàìÿíà, Àðîâà i Êðåéíà [2].

Òåîðåìà 4.17. ßêùî Σ̂0 óíiâåðñàëüíà ñïåêòðàëüíà ìiðà çàäà÷i ïðî ëiô-

òèíã, ÿêà çàäàíà â (4.7.2), òî[
mI∆̃ ŝ

ŝ ∗ mI∆̃∗

]
=

[
0 ŝ1

ŝ ∗2 0

][
σ′′ ŝ0

ŝ ∗0 σ′

][−1] [
0 ŝ2

ŝ ∗1 0

]
(4.7.10)

â ñåíñi Øóðiâñüêîãî äîïîâíåííÿ ìið (äèâ. Ðîçäië 2.4)

Äîâåäåííÿ. Äàíî ùî im iK′′−+im iK′+ ¹ ∗-öèêëi÷íèì äëÿ U0 â K0. Ïåðåíîñÿ÷è

öþ óìîâó â ïðîñòið LΣ̂0 çà äîïîìîãîþ (óíiòàðíîãî) ïðåäñòàâëåííÿ Ôóðü'¹

F0, îòðèìó¹ìî ùî K′+ + K′′− ∗-ñëàáî ùiëüíî â LΣ̂0. Â ñèëó òâåðäæåííÿ
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(2.4.1) Òåîðåìè 2.9 ìè áà÷èìî ùî öå åêâiâàëåíòíî ðiâíîñòi íóëþ Øóðiâñü-

êîãî äîïîâíåííÿ áëîêó
[
σ′′ ŝ0

ŝ∗0 σ′

]
â ìàòðè÷íié ìiði Σ̂0, òîáòî, âèêîíàííþ óìîâè

(4.7.10).

Íàñòóïíèé ðåçóëüòàò ñòâåðäæó¹ çâîðîòíå: âëàñòèâîñòi (4.7.6), (4.7.5),

(4.7.8) i (4.7.10) õàðàêòåðèçóþòü óíiâåðñàëüíi ñïåêòðàëüíi ìiðè çàäà÷i ïðî

ëiôòèíã.

Òåîðåìà 4.18. Ïðèïóñòèìî ùî çàäàíi óíiòàðíi îïåðàòîðè (U ′′,K′′) è

(U ′,K′) i ∗-öèêëi÷íi ïiäïðîñòîðè K′′− ⊂ K′′ i K′+ ⊂ K′, iíâàðiàíòíi âiäïî-
âiäíî âiäíîñíî U ′′∗ i U ′. Ïðèïóñòèìî ùî ∆̃∗ i ∆̃ �iëüáåðòîâi ïðîñòîðè i ùî

çàäàíà L(∆̃⊕ ∆̃∗ ⊕K′′− ⊕K′+)-çíà÷íà ìiðà Σ̂0 âèäó (4.7.3) ùî ìà¹ íàñòóïíi

âëàñòèâîñòi:

1. Ìiðè σ′′ i σ′ çàäàíi

σ′′(dt) = i∗K′′−→K′′EU ′′(dt)iK
′′
−→K′′, σ′(dt) = i∗K′+→K′EU ′(dt)iK

′
+→K′

(4.7.11)

äå iK′′→K′′ i iK′+→K′ âêëàäåííÿ K
′′
− â K′′ i K′+ â K′, âiäïîâiäíî, i äå EU ′′ i

EU ′ ñïåêòðàëüíi ìiðè U ′′ i U ′ âiäïîâiäíî.

2. Âèêîíó¹òüñÿ óìîâà ðiâíîñòi íóëþ Øóðiâñüêîãî äîïîâíåííÿ (4.7.10).

3. Ìiðè ŝ, ŝ1 i ŝ2 ¹ àíàëiòè÷íèìè â ñåíñi (4.7.5) è (4.7.6).

4. Âèêîíóþòüñÿ óìîâè (4.7.8).

Òîäi iñíóþòü äàíi çàäà÷i ïðî ëiôòèíã òàêi ùî (Mt,LΣ̂0) ¹ âiäïîâiäíèì

óíiâåðñàëüíèì ðîçøèðåííÿì, ñóêóïíiñòü

S0 = (Mt, MΣ̂0
; LΣ̂0, ∆̃⊕ ∆̃∗ ⊕K′′− ⊕K′+) (4.7.12)

¹ àñîöiéîâàíîþ óíiâåðñàëüíîþ ñèñòåìîþ ðîçñiþâàííÿ, i[
s0(m) s2(m)

s1(m) s(m)

]
:=

∫
T
t−m

[
ŝ0 ŝ2

ŝ1 ŝ

]
(dt)

¹ ñèìâîëîì êîåôiöi¹íòiâ äðîáîâî-ëiíiéíîãî ïåðåòâîðåííÿ ùî îïèñó¹ âñi

ðîçâ'ÿçêè çàäà÷i. ÒóòMt îïåðàòîð ìíîæåííÿ íà íåçàëåæíó çìiííó t â ïðî-



146

ñòîði LΣ̂0 i

MΣ̂0
: ∆̃⊕ ∆̃∗ ⊕K′′− ⊕K′+ → LΣ̂0

âêëàäåííÿ â ìîäåëüíèé ïðîñòið LΣ̂0 çà äîïîìîãîþ ìíîæåííÿ çëiâà íà ìiðó

Σ̂0.

Äîâåäåííÿ. Ðîçãëÿíåìî ïiäïðîñòîðè ïðîñòîðó LΣ̂0 çàäàíi â ïðàâèõ ÷àñòè-

íàõ ôîðìóë (4.7.7) i áóäåìî âèêîðèñòîâóâàòè äëÿ íèõ òi æ ïîçíà÷åííÿ K′′,
K′, K′′−, K′+, H0, D, D∗, ∆̃

(0)

∗ , ∆̃
(0)

∗ , ∆̃
(−1)

. Çàñòîñó¹ìî ïåðøó âåðñiþ Òåî-

ðåìè 4.13 äî ìîäåëüíî¨ ñèñòåìi ðîçñiþâàííÿ S0. Ïåðåêîíà¹ìîñÿ ñïî÷àòêó

ùî ñèñòåìó ðîçñiþâàííÿ S0 (4.7.12) ìîæíà ðîçøèðèòè äî ÷îòèðèðàçîâîãî

ÀÀ-óíiòàðíîãî ç÷åïëåííÿ

SAA,0 = (Mt, ~i∆̃,
~i∆̃∗, iK′′, iK′; LΣ̂0) (4.7.13)

óíiòàðíèõ îïåðàòîðiâ

(J, `2
∆̃

(Z)), (J, `2
∆̃∗

(Z)), (U ′′,K′′), (U ′,K′) (4.7.14)

ùî ïîòðiáíî äëÿ çàñòîñóâàííÿ Òåîðåìè 4.13. Äëÿ ~δ ∈ `2
∆̃

(Z) âèäó ~δ = Jni
(0)

∆̃
δ̃

ïðè äåÿêîìó n ∈ Z è δ̃ ∈ ∆̃, âèçíà÷èìî~i∆̃
~δ = tnΣ̂0(dt)

[
δ̃
0
0
0

]
. Îñêiëüêè (1, 1)-

áëîê ìàòðèöi Σ̂0 äîðiâíþ¹m·I∆̃, îòðèìó¹ìî ùî
~i∆̃ ïðîäîâæó¹òüñÿ äî içîìåò-

ðè÷íîãî âiäîáðàæåííÿ `2
∆̃

(Z) â ïðîñòið LΣ̂0, ïðè öüîìó i∆̃ := t−1Σ̂0

[
I
0
0
0

]
=

~i∆̃ ◦ i
(−1)

∆̃
: ∆̃ → ∆̃

(−1)
. Àíàëîãi÷íî, ôîðìóëà ~i∆̃∗ : J

ni
(0)

∆̃∗
δ̃∗ 7→ tnΣ̂0(dt)

[
0
δ̃∗
0
0

]
ïðîäîâæó¹òüñÿ äî içîìåòðè÷íîãî âêëàäåííÿ `2

∆̃∗
(Z) â LΣ̂0 i ïðè öüîìó

i∆̃∗ := Σ̂0

[
0
I
0
0

]
=~i∆̃∗ ◦ i

(0)

∆̃∗
: ∆̃∗ → ∆̃

(0)

∗ . Áiëüø òîãî, âèçíà÷åííÿ (4.7.11) σ′ è

σ′′ òÿãíå ùîMtMσ′ = Mσ′U ′ â L(K′+,Lσ
′
) èMt−1Mσ′′ = Mσ′′U ′′∗ â L(K′′−,Lσ

′′
).

Çâiäñè âèïëèâà¹ ùî ìè ìîæåìî ñêîðèñòàòèñÿ êîíñòðóêöi¹þ õâèëüîâèõ îïå-

ðàòîðiâ äëÿ ïîáóäîâè içîìåòðè÷íèõ âêëàäåíü

iK′ : K′ → LΣ̂0, iK′′ : K′′ → LΣ̂0
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ÿêi ïðîäîâæóþòü çàäàíi âêëàäåííÿ

iK′|K′+ = Σ̂0

[
0
0
0
IK′+

]
=: iK′+ : K′+ → K′+, iK′′|K′′− = Σ̂0

[
0
0
IK′′−

0

]
=: iK′′− : K′′− → K′′−.

Çi ñòðóêòóðè õâèëüîâèõ îïåðàòîðiâ áà÷èìî ùî

im iK′′ = K′′, im iK′ = K′.

Âiäçíà÷èìî òàêîæ ùî

~i∆̃(`2
∆̃

(Z−)) = Σ̂0

[
H2⊥

∆̃
0
0
0

]
, ~i∆̃∗(`

2
∆̃∗

(Z+)) = Σ̂0

[ 0
H2

∆̃
0
0

]
.

Òàêèì ÷èíîì (4.7.13) ¹ ÷îòèðèðàçîâèì AA-óíiòàðíîþ ç÷åïëåííÿì óíiòàð-

íèõ îïåðàòîðiâ (4.7.14), ÿêå ðîçøèðþ¹ ñèñòåìó ðîçñiþâàííÿ S0 ùî i ïî-

òðiáíî äëÿ çàñòîñóâàííÿ Òåîðåìè 4.13.

Äëÿ òîãî ùîá çàñòîñóâàòè ïåðøó âåðñiþ Òåîðåìè 4.13 çàëèøà¹òüñÿ ïå-

ðåâiðèòè óìîâè (4.6.5), (4.6.8), (4.6.9) i (4.6.10). ßê ìè áà÷èëè ïðè äîâåäåííi

Òåîðåìè 4.17, ðiâíiñòü íóëþ Øóðiâñüêîãî äîïîâíåííÿ (4.7.10) ¹ ìîäåëüíîþ

âåðñi¹þ óìîâè (4.6.5). Âëàñòèâîñòi àíàëiòè÷íîñòi (4.7.6) òÿãíóòü

K′− ⊥ Σ̂0

[
H2⊥

∆̃
0
0
0

]
, K′+ ⊥ Σ̂0

[
0

H2
∆̃∗
0
0

]
, K′′− ⊥ K′+

äåK′+ èK′′− âèçíà÷åíi â (4.7.7); àëå öi óìîâè ¹ ìîäåëüíèìè âåðñiÿìè âëàñòè-
âîñòåé îðòîãîíàëüíîñòi (4.6.8). Ðiâíiñòü íóëþ áëîêiâ (1, 3) è (2, 4) ìàòðèöi

Σ̂0 ¹ åêâiâàëåíòíîþ óìîâi îðòîãîíàëüíîñòi

Σ̂0

[
L2

∆̃
0
0
0

]
⊥ K′′, Σ̂0

[
0

L2
∆̃∗
0
0

]
⊥ K′

ÿêà ¹ ìîäåëüíèì åêâiâàëåíòîì óìîâè (4.6.9) i íàâiòü â áiëüø ñèëüíié ôîðìi

(4.6.12). ßê ìè âæå çàçíà÷èëè, ïðèïóùåííÿ (4.7.8) ¹ ìîäåëüíèì åêâiâàëåí-

òîì óìîâè (4.6.10).

Çà ïåðøîþ âåðñi¹þ Òåîðåìè 4.13 ðîáèìî âèñíîâîê ùî (Mt,LΣ̂0) ¹ óíiâåð-

ñàëüíèì ðîçøèðåííÿì,S0 ¹ óíiâåðñàëüíîþ ñèñòåìîþ ðîçñiþâàííÿ, àSAA,0

¹ óíiâåðñàëüíèì ÀÀ-óíiòàðíèì ç÷åïëåííÿì àñîöiéîâàíèìè ç äàíèìè çàäà÷i

ïðî ëiôòèíã

X = i∗K′′iK′ = ŝ0(T), (U ′′,K′′), (U ′,K′), K′′− ⊂ K′′, K′+ ⊂ K′. (4.7.15)
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Íà çàâåðøåííÿ, çàñòîñîâóþ÷è ôîðìóëó (4.6.38) â äàíîìó êîíòåêñòi, îò-

ðèìó¹ìî ôîðìóëó äëÿ ñèìâîëiâ êîåôiöi¹íòiâ äðîáîâî-ëiíiéíîãî ïåðåòâîðåí-

íÿ

[
s0(m) s2(m)

s1(m) s(m)

]
=

∫
T

[
0 0 I 0

I 0 0 0

]
t−mΣ̂0(dt)


0 0

0 I

0 0

I 0


=

∫
T
t−m

[
ŝ0 ŝ2

ŝ1 ŝ

]
(dt).

Òåîðåìó 4.18 äîâåäåíî.

Çàóâàæåííÿ 4.19. Âiäçíà÷èìî ùî óìîâè 1.-3. Òåîðåìè 4.18 ãàðàíòóþòü

ùî ñèìâîëè ÿêi íàäàþòüñÿ ôîðìóëîþ (4.5.5) ¹ ðîçâ'ÿçêàìè çàäà÷i ïðî ëiô-

òèíã ç íàñòóïíèìè äàíèìè: ìiðè σ′ i σ′′ âèçíà÷àþòü óíiòàðíi îïåðàòîðè U ′

è U ′′ (òî÷íiøå ¨õ ìîäåëi), òàêîæ çàäàíi ïiäïðîñòîðè K′+ ⊂ K′ è K′′− ⊂ K′′,
ñïëiòàþòüñÿ îïåðàòîð X âèçíà÷à¹òüñÿ ïî s0 ôîðìóëîþ (4.7.15). Óìîâà 4.

ãàðàíòó¹ ùî öÿ ôîðìóëà òâîðèòü âñi ðîçâ'ÿçêè çàäà÷i ïðî ëiôòèíã ç öèìè

äàíèìè. Òàêèì ÷èíîì, êëàñ ìàòðèöü îïèñàíèé â Òåîðåìi 4.18 ìîæíà ðîç-

ãëÿäàòè ÿê àíàëîã (â êîíòåêñòi áiëüø çàãàëüíî¨ çàäà÷i ïðî ëiôòèíã) êëàñó

ðåãóëÿðíèõ ïî Àðîâó γ -òâiðíèõ ìàòðèöü-ôóíêöié (ïîâ'ÿçàíèõ iç çàäà÷åþ

Íåõàði, ÿêà ¹ îêðåìèì âèïàäêîì çàäà÷i ïðî ëiôòèíã).

Òåîðåìà 4.13 ¹ áåçêîîðäèíàòíîþ âåðñi¹þ öüîãî æ ðåçóëüòàòó: â íié õà-

ðàêòåðèçóþòüñÿ ÷îòèðèêðàòíi ÀÀ-óíiòàðíi ç÷åïëåííÿ, ÿêi âèíèêàþòü ÿê

óíiâåðñàëüíi â çàäà÷i ïðî ëiôòèíã. Ùå îäíà âåðñiÿ ðåçóëüòàòó òàêîãî òèïó

äàíà íèæ÷å â Òåîðåìi 4.24.

Íà çàêií÷åííÿ öüîãî ðîçäiëó íàâåäåìî êiëüêà çàóâàæåíü ùîäî àáñîëþò-

íî¨ íåïåðåðâíîñòi ìið ŝ1, ŝ2 i ŝ, ùî âõîäÿòü â óíiâåðñàëüíi ñïåêòðàëüíi ìiðè,

ùî âèíèêàþòü â êîíòåêñòi çàäà÷i ïðî ëiôòèíã; öi ðåçóëüòàòè óçàãàëüíþþòü

àíàëîãi÷íi ðåçóëüòàòè îòðèìàíi Àäàìÿíîì, Àðîâèì i Êðåéíîì â [2] äëÿ

çàäà÷i Íåõàði.

Íåîáõiäíi âiäîìîñòi ùîäî àáñîëþòíî¨ íåïåðåðâíîñòi îïåðàòîðíèõ ìið ó
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�iëüáåðòîâîìó ïðîñòîði äåòàëüíî âèêëàäåíi â Ðîçäiëi 3 ðîáîòè [27] (Äèâ.,

çîêðåìà, âèçíà÷åííÿ (3.1), (3.5), (3.23), (3.24) i ôîðìóëè (3.6), (3.26) öi¹¨

ðîáîòè) i â [29].

Òåîðåìà 4.20. Íåõàé Σ̂0 öå äîäàòíà ñèëüíà îïåðàòîðíà ìiðà âèäó

(4.7.3). Òîäi ìiðà ŝ àáñîëþòíî íåïåðåðâíà âiäíîñíî ìiðè Ëåáåãà â ðiâíî-

ìiðíîìó ñåíñi, à ìiðè ŝ1 i ŝ ∗2 àáñîëþòíî íåïåðåðâíi âiäíîñíî ìiðè Ëåáåãà â

ñèëüíîìó ñåíñi. 1

Äîâåäåííÿ. Äîäàòíiñòü ìiðè Σ̂0 (äèâ. (4.7.3)) òÿãíå ùî äëÿ áóäü-ÿêî¨ áî-

ðåëiâñüêî¨ ìíîæèíè B ⊆ T âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü

‖ŝ(B)‖ ≤ m(B),

ùî â ñâîþ ÷åðãó òÿãíå àáñîëþòíó íåïåðåðâíiñòü ŝ âiäíîñíî ìiðè Ëåáåãà m

â ðiâíîìiðíié îïåðàòîðíié òîïîëîãi¨. Ç äîäàòíîñòi Σ̂0 òàêîæ ñëiä íåðiâíiñòü

‖ŝ1(B)k′+‖ ≤
√
m(B)

√
〈σ′(B)k′+, k

′
+〉.

Òîäi, çà âèçíà÷åííÿì âàðiàöi¨ âåêòîðíî¨ ìiðè (äèâ. Ôîðìóëó (3.1) Ðîçäiëó

3 â [27]),

var ŝ1k′+(B) = sup
B=∪Bj

∑
j

‖ŝ1k
′
+(Bj)‖

≤ sup
B=∪Bj

∑
j

√
m(Bj)

√
〈σ′(Bj)k′+, k

′
+〉

≤ sup
B=∪Bj

√∑
j

m(Bj)

√∑
j

〈σ′(Bj)k′+, k
′
+〉

=
√
m(B)

√
〈σ′(B)k′+, k

′
+〉.

Çâiäñè âèïëèâà¹ àáñîëþòíà íåïåðåðâíiñòü âàðiàöi¨ âåêòîðíî¨ ìiðè ŝ1k
′
+ âiä-

íîñíî ìiðè Ëåáåãà, ùî, çà âèçíà÷åííÿì, îçíà÷à¹ àáñîëþòíó íåïåðåðâíiñòü

ñàìî¨ âåêòîðíî¨ ìiðè ŝ1k
′
+ âiäíîñíî ìiðè Ëåáåãà. Àáñîëþòíà íåïåðåðâíiñòü

âåêòîðíî¨ ìiðè ŝ ∗2 k
′′
− âiäíîñíî ìiðè Ëåáåãà äîâîäèòüñÿ àíàëîãi÷íî.

1Çàóâàæèìî ùî ìiðè ŝ i ŝ ∗ ¹ ðiâíîìiðíèìè, à ìiðè ŝ1, ŝ2 i ¨õ ñïðÿæåíi, âçàãàëi êàæó÷è, ¹ òiëüêè

ñèëüíèìè, ÿê i Σ̂0 â öiëîìó.
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Çàóâàæåííÿ 4.21. Çàóâàæèìî ùî àáñîëþòíó íåïåðåðâíiñòü ìið ŝ, ŝ1 è

ŝ2 ìîæíà âèâåñòè i iíøèì ñïîñîáîì. ßêùî ñêîðèñòàòèñÿ óìîâîþ (4.7.6)

àíàëiòè÷íîñòi ìið ŝ1, ŝ2 i ŝ, òî ïðèíàéìíi ¨õ ñëàáêà àáñîëþòíà íåïåðåðâíiñòü

âiäíîñíî ìiðè Ëåáåãà âèïëèâà¹ ç òåîðåìè áðàòiâ Ðiñ (äèâ., íàïðèêëàä, [56,

ñòð. 47]).

Âèêîðèñòîâóþ÷è ñïåöèôiêó íàøî¨ ñèòóàöi¨ â ïîâíié ìiði, ïðèïóñòèìî

ùî Σ̂0 ¹ óíiâåðñàëüíîþ ñïåêòðàëüíî¨ ìiðîþ äåÿêî¨ çàäà÷i ïðî ëiôòèíã, òîá-

òî, ùî âèêîíóþòüñÿ óìîâè Òåîðåìè 4.18. Âèêîðèñòîâóþ÷è ñïiââiäíîøåííÿ

(4.6.38) ìiæ Σ̂0 i âiäïîâiäíèì ñèìâîëîì ñïiëüíî ç ÿâíîþ ôîðìóëîþ äëÿ

ñèìâîëó (äèâ. (4.5.3) i (4.5.6)) îòðèìà¹ìî ùî 2

ŝ(dt) = s(t) ·m(dt), ŝ1(t) = s1(t) ·m(dt), ŝ2(dt)
∗ = s2(t)

∗ ·m(dt)

äå s(t) ãðàíè÷íå çíà÷åííÿ ôóíêöi¨ êëàñó Øóðà

s(ζ) = ζC0(I − ζA0)
−1B0,

à s1(t) è s2(t)
∗ ãðàíè÷íi çíà÷åííÿ ñèëüíèõ îïåðàòîðíî-çíà÷íèõ H2

+ è H2
−

ôóíêöié âiäïîâiäíî

s1(ζ) = C0(I − ζA0)
−1iK′+→H0

s∗2(ζ) = ζB∗0(I − ζA∗0)−1iK′′−→H0
,

òóò U0 =
[
A0 B0
C0 0

]
öå óíiâåðñàëüíèé âóçîë, ïîáóäîâàíèé çà äàíèìè çàäà÷i

ïðî ëiôòèíã (äèâ. (4.4.4), (4.4.5), (4.4.6)).
2Ïåðøà ðiâíiñòü ðîçóìi¹òüñÿ â ðiâíîìiðíîìó ñåíñi, à äðóãà i òðåòÿ â ñèëüíîìó.
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4.8 Õàðàêòåðèçàöiÿ òà äîäàòêîâi âëàñòèâîñòi êîåôi-

öi¹íòiâ ïàðàìåòðèçóþ÷î¨ ôîðìóëè

Ïðèïóñòèìî ùî Σ̂0 öå óíiâåðñàëüíà ñïåêòðàëüíà ìiðà (4.7.2) äåÿêî¨ çà-

äà÷i ïðî ëiôòèíã. ßê ìè áà÷èëè, ïiäïðîñòið

Σ̂0


0

0

K′′−[t]

K′+[t−1]

 (4.8.1)

¹ ùiëüíèì â LΣ̂0. Íàãàäà¹ìî øî K′′−[t] öå ïðîñòið àíàëiòè÷íèõ òðèãîíîìåò-

ðè÷íèõ ïîëiíîìiâ ç êîåôiöi¹íòàìè â K′′−, à K′+[t−1] öå ïðîñòið àíòèàíàëiòè÷-

íèõ òðèãîíîìåòðè÷íèõ ïîëiíîìiâ ç êîåôiöi¹íòàìè â K′+. Öÿ ùiëüíiñòü âèï-
ëèâà¹ ç óìîâè (4.6.5) (àáî, â òåðìiíàõ ìiðè, ç óìîâè (4.7.10)). Çàñòîñîâóþ÷è

Òåîðåìó 2.9 ç σ̂0 :=
[
σ′′ ŝ0

ŝ∗0 σ′

]
ÿê σ11, áà÷èìî ùî çàìèêàííÿ ïiäïðîñòîðó (4.8.1)

ìîæíà îòîòîæíèòè ç ïðîñòîðîì Lσ̂0. Áiëüø òîãî, ÿêùî âèêîíó¹òüñÿ óìîâà

(4.7.10), òî ÿê ñëiäñòâî ðiâíîñòi (2.4.1) ìè áà÷èìî ùî âiäîáðàæåííÿ

Uσ̂0,Σ̂0
: σ̂0

[
p′′

p′

]
7→ Σ̂0


0

0

p′′

p′

 (4.8.2)

(äå
[
p′′

p′

]
∈
[
K′′−
K′+

]
[t, t−1] òðèãîíîìåòðè÷íèé ïîëiíîì ç êîåôiöi¹íòàìè â

[
K′′−
K′+

]
)

ïðîäîâæó¹òüñÿ äî óíiòàðíîãî âiäîáðàæåííÿ ïðîñòîðó Lσ̂0 íà ïðîñòið LΣ̂0.

Çàóâàæèìî ùî ìîæíà òàêîæ áåçïîñåðåäíüî ïîáóäóâàòè ìîäåëü óíiâåð-

ñàëüíî¨ ñèñòåìè ðîçñiþâàííÿ íà áàçi ïðîñòîðó Lσ̂0. Âèçíà÷èìî âiäîáðàæåí-

íÿ

iK′+,0 : K′+ → Lσ̂0, iK′′−,0 : K′′− → Lσ̂0

íàñòóïíèì ÷èíîì

iK′+,0 : k′+ 7→ σ̂0

[
0

k′+

]
, iK′′−,0 : k′′− 7→ σ̂0

[
k′′−

0

]
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i ïðîäîâæèìî éîãî äî âiäîáðàæåííÿ

iK′,0 : K′ → Lσ̂0, iK′′,0 : K′′ → Lσ̂0

çà äîïîìîãîþ çñóâiâ

iK′,0 : U ′∗nk′+ 7→ σ̂0

[
0

t−nk′+

]
, iK′′,0 : U ′′nk′′− 7→ σ̂0

[
tnk′′−

0

]
,

äå k′+ ∈ K′+ è k′′− ∈ K′′−. Âèçíà÷èìî ïiäïðîñòîðè

∆̃
(−1)

0 :=

[
0

t−1ŝ∗1∆̃

]
, ∆̃

(0)

∗0 :=

[
ŝ2∆̃∗

0

]
.

Âèçíà÷èìî içîìåòðè÷íi âiäîáðàæåííÿ íà íèõ

i∆̃,0 : ∆̃→ ∆̃
(−1)

0 , i∆̃∗,0 : ∆̃∗ → ∆̃
(0)

0

ôîðìóëàìè

i∆̃,0 : δ̃ 7→

[
0

t−1ŝ∗1δ̃

]
, i∆̃∗,0 : δ̃∗ 7→

[
ŝ2δ̃∗

0

]
.

Ïðîäîâæèìî ¨õ äî âiäîáðàæåíü

~i∆̃,0 : `2
∆̃

(Z)→ Lσ̂0, ~i∆̃∗,0 : `2
∆̃∗

(Z)→ Lσ̂0

ÿê

~i∆̃,0 : {δ̃(n)}n∈Z 7→

 0

ŝ∗1

(∑
n∈Z δ̃(n)tn−1

) ,
~i∆̃∗,0 : {δ̃∗(n)}n∈Z 7→

ŝ2

(∑
n∈Z δ̃∗(n)tn

)
0

 .
Içîìåòðè÷íiñòü âèçíà÷åíèõ âèùå âiäîáðàæåíü âèïëèâà¹ ç òîòîæíîñòi

(4.7.10). Âèêîðèñòîâóþ÷è òåõíiêó ïðîñòîðiâ Õåëëiíãåðà (äèâ. [27] )ìîæíà

ïîêàçàòè ùî

S00 := (Mt,
[
i∆̃,0 i∆̃∗,0 iK′′−,0 iK′+,0

]
; Lσ̂0, ∆̃⊕ ∆̃∗ ⊕K′′− ⊕K′+)

òåæ ¹ óíiâåðñàëüíîþ ñèñòåìîþ ðîçñiþâàííÿ ïîâ'ÿçàíîþ ç òèìè æ äàíèìè

çàäà÷i ïðî ëiôòèíã (4.7.1). Öÿ ñèñòåìà äîáóäîâó¹òüñÿ (â ñåíñi Òåîðåìè 4.13)
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äî ÷îòèðèðàçîâîãî AA-óíiòàðíîãî ç÷åïëåííÿ

SAA,00 := (Mt, ~i∆̃,0,
~i∆̃∗,0, iK′′,0 , iK′,0; Lσ̂0)

óíiòàðíèõ îïåðàòîðiâ (4.7.14). Âiäçíà÷èìî ùî âëàñòèâiñòü (4.6.6) ïåðåäáà-

÷à¹ íàñòóïíó âëàñòèâiñòü ïðîñòîðó Lσ̂0:

clos σ̂0

[
K′′−[t]

K′+

]
= im iH0,0 ⊕

[
ŝ2H

2
∆̃∗

0

]
= Lσ̂0 	

[
0

ŝ∗1H
2⊥
∆̃

]
,

clos σ̂0

[
K′′−
K′+[t−1]

]
= im iH0,0 ⊕

[
0

ŝ∗1H
2⊥
∆̃

]
= Lσ̂0 	

[
ŝ2H

2
∆̃∗

0

]
. (4.8.3)

Çàóâàæèìî ùî ïðè ïîáóäîâi ïðîñòîðó Lσ̂0 ÿâíî íå âèêîðèñòîâóþòüñÿ

ôóíêöi¨ ŝ1, ŝ2, ŝ, ïðè òîìó ùî âîíè ïðèñóòíi â Σ̂0. Îòæå, ôóíêöi¨ ŝ1, ŝ2 i ŝ

ïîâèííi âèçíà÷àòèñÿ çà σ′, σ′′ i ŝ0. Âiäïîâiäíi òåîðåìè i ôîðìóëè äîâîäÿòüñÿ

äàëi â öüîìó ðîçäiëi. �õ çìiñò ìîæíà êîðîòêî îïèñàòè ÿê "ìàêñèìàëüíi

ïiäëåãëi ôàêòîðèçàöi¨".

Òåîðåìà 4.22. Ïðèïóñòèìî ùî Σ̂0 âèäó (4.7.3) ¹ óíiâåðñàëüíîþ ñïåêòðàëü-

íîþ ìiðîþ (4.7.2) äåÿêî¨ çàäà÷i ïðî äiôòèíã. Òîäi:

1. Ìà¹ ìiñöå íàñòóïíà íåðiâíiñòü ìiæ ŝ0 i ŝ1.

σ′ − ŝ∗0σ′′[−1]ŝ0 ≥ ŝ∗1
1

m
ŝ1 (4.8.4)

Áiëüø òîãî, ŝ∗1
1
m ŝ1 ¹ ìàêñèìàëüíîþ ïðàâîþ ôàêòîðèçàöiéíîþ ìiíîðàí-

òîþ ìiðè σ′ − ŝ∗0σ
′′[−1]ŝ0 â íàñòóïíîìó ñåíñi: ÿêùî ñèëüíà L(K′+,N )-

çíà÷íà àíòèàíàëiòè÷íà ìiðà r∗1 çàäîâîëüíÿ¹ íåðiâíîñòi

σ′ − s∗0σ′′[−1]s0 ≥ r∗1
1

m
r1, (4.8.5)

òî iñíó¹ ñòèñêóþ÷à ñèëüíî àíòèàíàëiòè÷íà L(N , ∆̃)-çíà÷íà ôóíêöiÿ θ∗1
òàêà ùî

r∗1 = ŝ∗1θ
∗
1. (4.8.6)

Òóò ðiâíiñòü ìiæ ìiðàìè ðîçóìi¹òüñÿ â ñèëüíîìó ñåíñi.

2. Ìà¹ ìiñöå íàñòóïíà íåðiâíiñòü ìiæ ŝ0 i ŝ2

σ′′ − ŝ0σ
′[−1]ŝ∗0 ≥ (t−1ŝ2)

1

m
(t−1ŝ2)

∗ (4.8.7)
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Áiëüø òîãî, (t−1ŝ2)
1
m(t−1ŝ2)

∗ ¹ ìàêñèìàëüíîþ ëiâîþ ôàêòîðèçàöié-

íîþ ìiíîðàíòîþ ìiðè σ′′ − ŝ0σ
′[−1]ŝ∗0 â íàñòóïíîìó ñåíñi: ÿêùî ñèëüíà

L(N∗,K′′−)-çíà÷íà àíàëiòè÷íà ìiðà r2 çàäîâîëüíÿ¹ íåðiâíîñòi

σ′′ − s0σ
′[−1]s∗0 ≥ r2

1

m
r∗2, (4.8.8)

òî iñíó¹ ñòèñêóþ÷à ñèëüíî àíàëiòè÷íà L(N∗, ∆̃∗)-çíà÷íà ôóíêöiÿ θ2 òà-

êà ùî

r2 = (t−1ŝ2)θ2. (4.8.9)

ŝ1 i ŝ2 óíiâåðñàëüíî¨ ìiðè Σ̂0 çàäà÷i ïðî ëiôòèíã âiäíîâëþþòüñÿ îäíîçíà÷íî

(ç òî÷íiñòþ äî ëiâî¨ / ïðàâî¨ óíiòàðíî¨ êîíñòàíòè) ïî áëîêó ŝ0.

Äîâåäåííÿ. Äîâåäåìî òiëüêè ïåðøå òâåðäæåííÿ, äðóãå ïîâíiñòþ àíàëîãi÷-

íî. Äîäàòíiñòü ìiðè Σ̂0 çîêðåìà òÿãíå:
mI∆̃ 0 ŝ1

0 σ′′ ŝ0

ŝ∗1 ŝ∗0 σ′

 ≥ 0. (4.8.10)

Öå ¹ åêâiâàëåíòíèì äîäàòíîñòi Øóðiâñüêîãî äîïîâíåííÿ

σ′ −
[
ŝ∗1 ŝ∗0

] [mI∆̃ 0

0 σ′′

][−1] [
ŝ1

ŝ0

]
≥ 0,

çâiäêè îòðèìó¹ìî (4.8.4).

Äàëi, ïðèïóñòèìî ùî r1 òàêà ÿê â ïðèïóùåííÿõ (4.8.5). Çíîâó çàñòîñî-

âóþ÷è Øóðiâñüêi äîïîâíåííÿ, áà÷èìî ùî (4.8.5) åêâiâàëåíòíî íàñòóïíîìó

σ̂0 :=

[
σ′′ ŝ0

ŝ∗0 σ′

]
≥

[
0

r∗1

]
1

m

[
0 r

]
.

I ùå ðàç çàñòîñîâóþ÷è Øóðiâñüêi äîïîâíåííÿ, ïåðåòâîðèìî äî âèäó
mIN 0 r1

0 σ′′ ŝ0

r∗1 ŝ∗0 σ′

 ≥ 0.
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Ç âèçíà÷åííÿ ïðîñòîðó Õåëëiíãåðà (äèâ. Ðîçäië 2.2 çîêðåìà ôîðìóëó

(2.2.1)), ñëiä ùî
[

0
r∗1

]
n ∈ Lσ̂0 ïðè áóäü-ÿêîìó n ∈ N . Â ñèëó àíòèàíàëiòè÷-

íîñòi ìiðè r∗1n ìà¹ìî

t−1

[
0

r∗1n

]
⊥ σ̂0

[
K′′−[t]

K′+

]
. (4.8.11)

Ç óìîâè (4.8.3) ñëiä ùî çàìèêàííÿ ïiäïðîñòîðó σ̂0

[
K′′−[t]

K′+

]
çáiãà¹òüñÿ ç îð-

òîãîíàëüíèì äîïîâíåííÿì ïiäïðîñòîðó
[

0
ŝ∗1H

2⊥
∆̃

]
â Lσ̂0. Îòæå, iñíó¹ åëåìåíò

g−,n â ïðîñòîði H2⊥
∆̃

òàêèé ùî

t−1

[
0

r∗1n

]
=

[
0

ŝ∗1

]
g−,n.

Ç ëiíiéíîñòi âiäïîâiäíîñòi n 7→ g−,n îòðèìó¹ìî ùî iñíó¹ ñèëüíî àíòè-

àíàëiòè÷íà ôóíêöiÿ θ∗1 òàêà ùî g−,n = t−1θ∗1n. Òèì ñàìèì îòðèìó¹ìî (4.8.6).

Äàëi, ðîçãëÿä Øóðiâñüêîãî äîïîâíåííÿ
[
σ′′ ŝ0

ŝ∗0 σ′

]
â (4.8.10) äà¹

mIN −
[
0 r1

] [σ′′ ŝ0

ŝ∗0 σ′

][−1] [
0

r∗1

]
= mIN − θ1

[
0 ŝ1

] [σ′′ ŝ0

ŝ∗1 σ′

][−1] [
0

ŝ∗1

]
θ∗1 ≥ 0.

Çàëèøà¹òüñÿ çàóâàæèòè ùî (4.7.10) çîêðåìà ìiñòèòü ðiâíiñòü

[
0 ŝ1

] [σ′′ ŝ0

ŝ∗0 σ′

][−1] [
0

ŝ1

]
= mI∆̃,

i ìè îòðèìó¹ìî IN−θ1θ
∗
1 ≥ 0. Òîáòî, θ ¹ ñòèñíåííÿì. Öå çàâåðøó¹ äîâåäåííÿ

Òåîðåìè 4.22.

Àíàëîãi÷íèì ÷èíîì â íàñòóïíié òåîðåìi äîâîäèòüñÿ ùå îäíà åêñòðå-

ìàëüíà âëàñòèâiñòü, òåïåð âñi¹¨ ÷åòâiðêè êîåôiöi¹íòiâ ðàçîì.

Òåîðåìà 4.23. Ïðèïóñòèìî ùî ìiðà Σ̂0 âèäó (4.7.3) ¹ óíiâåðñàëüíîþ ìiðîþ

(4.7.2) äåÿêî¨ çàäà÷i ïðî ëiôòèíã. Ðîçãëÿíåìî ìàòðèöþ

Ŝ =

[
ŝ0 ŝ2

ŝ1 ŝ

]
Òîäi:
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1. [
σ′′ 0

0 mI∆̃∗

]
− Ŝ∗

[
σ′ 0

0 mI∆̃∗

][−1]

Ŝ ≥ 0. (4.8.12)

Áiëüø òîãî, 0 ó ïðàâié ÷àñòèíi íåðiâíîñòi (4.8.12) ¹ ìàêñèìàëüíîþ ôàê-

òîðèçàöiéíîþ ìiíîðàíòîþ äëÿ ëiâî¨ ÷àñòèíè â íàñòóïíîìó ñåíñi: ÿê-

ùî ñèëüíî àíòèàíàëiòè÷íà L
(
N ,
[
K′+
∆̃∗

])
-çíà÷íà ìiðà Φ∗ çàäîâîëüíÿ¹

íåðiâíîñòi[
σ′′ 0

0 mI∆̃∗

]
− Ŝ∗

[
σ′ 0

0 mI∆̃∗

][−1]

Ŝ ≥ Φ∗
1

m
Φ, (4.8.13)

òî Φ = 0.

2. [
σ′′ 0

0 mI∆̃∗

]
− Ŝ

[
σ′′ 0

0 mI∆̃

][−1]

Ŝ∗ ≥ 0. (4.8.14)

Áiëüø òîãî, 0 ó ïðàâié ÷àñòèíi (4.8.14) ¹ ìàêñèìàëüíîþ ôàêòîðèçà-

öiéíîþ ìiíîðàíòîþ ëiâî¨ ÷àñòèíi â íàñòóïíîìó ñåíñi: ÿêùî ñèëüíî

àíàëiòè÷íà L
(
N∗,

[
K′′−
∆̃

])
-çíà÷íà ìiðà Φ∗ çàäîâîëüíÿ¹ íåðiâíîñòi[

σ′′ 0

0 mI∆̃∗

]
− Ŝ

[
σ′′ 0

0 mI∆̃

][−1]

Ŝ∗ ≥ Φ∗
1

m
Φ∗∗,

òî Φ∗ = 0.

Äîâåäåííÿ. Äîâåäåìî òiëüêè òâåðäæåííÿ (1), òâåðäæåííÿ (2) äîâîäèòüñÿ

àíàëîãi÷íî. Ïiñëÿ ïåðåñòàíîâêè äðóãîãî i òðåòüîãî ðÿäêiâ òà âiäïîâiäíèõ

ñòîâïöiâ â (4.7.3), îòðèìà¹ìî

Σ̃′0 :=


[
mI∆̃ 0

0 σ′′

]
Ŝ ′

Ŝ ′∗

[
mI∆̃∗

0

0 σ′

]
 :=


mI∆̃ 0

0 σ′′
ŝ ŝ1

ŝ2 ŝ0

ŝ∗ ŝ∗2

ŝ∗1 ŝ∗0

mI∆̃∗
0

0 σ′

 ≥ 0,

Äàëi, ÿêùî ïåðåñòàâèòè ïåðøi äâà ðÿäêè i âiäïîâiäíi ñòîâïöi, i îñòàííi äâà
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ðÿäêè i âiäïîâiäíi ñòîâïöi, òî îòðèìà¹ìî

Σ̃0 =


[
σ′′ 0

0 mI∆̃

]
Ŝ

Ŝ∗

[
σ′ 0

0 mI∆̃∗

]
 :=


σ′′ 0 ŝ0 ŝ2

0 mI∆̃ ŝ1 ŝ

ŝ∗0 ŝ∗1 σ′ 0

ŝ∗2 ŝ∗ 0 mI∆̃∗

 .
Äîäàòíiñòü Σ̃0 åêâiâàëåíòíà äîäàòíîñòi Σ̂0. Çà äîïîìîãîþ Øóðiâñüêîãî äî-

ïîâíåííÿ áà÷èìî ùî äîäàòíiñòü Σ̃0 åêâiâàëåíòíà (4.8.12). À åêñòðåìàëüíiñòü

0 â (4.8.12) åêâiâàëåíòíà éîãî åêñòðåìàëüíîñòi â[
mI∆̃∗

0

0 σ′

]
− Ŝ ′∗

[
mI∆̃ 0

0 σ′′

][−1]

Ŝ ′ ≥ 0. (4.8.15)

Çàñòîñîâóþ÷è Øóðiâñüêå äîïîâíåííÿ äî (4.8.13), îòðèìà¹ìî

mIN

[
0 0

]
Φ[

0

0

] [
mI∆̃ 0

0 σ′′

]
Ŝ ′

Φ∗ Ŝ ′∗

[
mI∆̃∗

0

0 σ′

]


≥ 0.

Çà âèçíà÷åííÿì ïðîñòîðó Õåëëiíãåðà, îñòàííÿ íåðiâíiñòü ñïðè÷èíÿ¹ ùî[
[ 0

0 ]
Φ∗

]
n ∈ LΣ̃′0 ïðè áóäü-ÿêîìó n ∈ N . Îñêiëüêè çà ïðèïóùåííÿì Φ∗ ¹

ñèëüíî àíòèàíàëiòè÷íîþ, òî, ÿê i ïðè äîâåäåííi Òåîðåìè 4.22, ìà¹ìî

t−1


[

0

0

]
Φ∗n

 ⊥

[
mI∆̃ 0

0 σ′′

]
Ŝ ′

Ŝ ′∗

[
mI∆̃∗

0

0 σ′

]


L2

∆̃

K′′−[t]

H2
∆̃∗

K′+

 .
Àëå â ñèëó (4.7.9), ïiäïðîñòið

[
mI∆̃ 0

0 σ′′

]
Ŝ ′

Ŝ ′∗

[
mI∆̃∗

0

0 σ′

]


H2⊥

∆̃

K′′−
H2

∆̃∗

K′+
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¹ ùèëüíèì â LΣ̃′0. Îòæå, Φ = 0. Òèì ñàìèì òâåðäæåííÿ (1) öi¹¨ òåîðåìè

äîâåäåíî.

Òåîðåìà 4.22 âåäå äî õàðàêòåðèçàöi¨ óíiâåðñàëüíèõ ñïåêòðàëüíèõ ìið â

ïðèðîäíèõ òåîðåòèêî ôóíêöiîíàëüíèõ òåðìiíàõ (ïîð. ç Òåîðåìîþ 4.18).

Òåîðåìà 4.24. Íåõàé çàäàíà ñèëüíà L(∆̃⊕ ∆̃∗⊕K′′−⊕K′+)-çíà÷íà ìiðà Σ̂0

âèäó (4.7.3). Ïîçíà÷èìî ÷åðåç σ̂0 :=
[
σ′′ ŝ0

ŝ∗0 σ′

]
äîäàòíüó L(K′′− ⊕ K′+)-çíà÷íó

ìiðó i ïðèïóñòèìî ùî âîíà âèçíà÷à¹ iíøi áëîêè ŝ1, ŝ2, ŝ â Σ̂0 íàñòóïíèì

÷èíîì:

1. ŝ1 àíàëiòè÷íà ìiðà òàêà ùî ŝ∗1
1
m ŝ1 ¹ ìàêñèìàëüíîþ ôàêòîðèçàöiéíîþ

ìiíîðàíòîþ ìiðè σ′ − ŝ∗0σ′′[−1]ŝ0.

2. ŝ2 àíàëiòè÷íà ìiðà ç ŝ2(T) = 0 òàêà ùî (t−1ŝ2)
1
m(t−1ŝ2)

∗ ¹ ìàêñèìàëüíîþ

ôàêòîðèçàöiéíîþ ìiíîðàíòîþ ìiðè σ′′ − ŝ0σ
′[−1]ŝ∗0.

3. ŝ àíàëiòè÷íà i âèçíà÷à¹òüñÿ çà ôîðìóëîþ[
mI∆̃ ŝ

ŝ∗ mI∆̃∗

]
=

[
0 ŝ1

ŝ∗2 0

][
σ′′ ŝ0

ŝ∗0 σ′

][−1] [
0 ŝ2

ŝ∗1 0

]
(4.8.16)

êðiì òîãî

ŝ(T) =

∫
T
ŝ(dt) = 0. (4.8.17)

Ïðèïóñòèìî ùî ìà¹ ìiñöå ðiâíiñòü ìiæ ïiäïðîñòîðàìè ïðîñòîðó Lσ̂0

clos σ̂0

[
K′′−[t]

K′+

]
∩ clos σ̂0

[
K′′−
K′+[t−1]

]
= clos σ̂0

[
K′′−
K′+

]
. (4.8.18)

Òîäi Σ̂0 ¹ óíiâåðñàëüíîþ ñïåêòðàëüíîþ ìiðîþ äåÿêî¨ çàäà÷i ïðî ëiôòèíã.

Äîâåäåííÿ. Ìè çàñòîñó¹ìî äðóãó âåðñiþ Òåîðåìè 4.13. Ç ïðèïóùåííÿ

(4.8.16) i çàóâàæåííÿ (2.4.1) ñëiä ùî âèêîíó¹òüñÿ (4.6.5) â óìîâi äðóãî¨ âåðñi¨

Òåîðåìè 4.13. Óìîâà ìàêñèìàëüíîñòi ôàêòîðèçàöié ŝ1 i ŝ2 òÿãíå ùî

clos σ̂0

[
K′′−[t]

K′+

]
= Lσ̂0 	

[
0

ŝ1H
2⊥
∆̃∗

]
,
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clos σ̂0

[
K′′−
K′+[t−1]

]
= Lσ̂0 	

[
ŝ2H

2
∆̃

0

]
. (4.8.19)

Âëàñòèâiñòü (4.8.16) òÿãíå ùî âiäîáðàæåííÿ Uσ̂0,Σ̂0
, çàäàíå ôîðìóëîþ

(4.8.2), ¹ óíiòàðíèì ç Lσ̂0 íà LΣ̂0. Êðiì òîãî

Uσ̂0,Σ̂0
:
[

0
ŝ1H

2⊥
∆̃∗

]
7→ Σ̂0

[
H2⊥

∆̃
0
0
0

]
, Uσ̂0,Σ̂0

:
[
ŝ2H

2
∆̃

0

]
7→ Σ̂0

[
0

H2
∆̃∗
0
0

]
.

Îòæå, ðiâíiñòü (4.8.19) ìîæíà åêâiâàëåíòíèì ÷èíîì ïåðåôîðìóëþâàòè â

òåðìiíàõ ïðîñòîðó LΣ0:

clos Σ̂0

[
0
0
K′′−[t]

K′+

]
= LΣ̂0 	 Σ̂0

[
H2⊥

∆̃
0
0
0

]
,

clos Σ̂0

[
0
0
K′′−
K′+[t−1]

]
= LΣ̂0 	 Σ̂0

[
0

H2
∆̃∗
0
0

]
. (4.8.20)

Óìîâè (4.8.20) ¹ ôóíêöiîíàëüíî ìîäåëüíèì åêâiâàëåíòîì óìîâ (4.6.6), à

óìîâà (4.8.18) ìîäåëüíèì åêâiâàëåíòîì óìîâè (4.6.7).

Óìîâè (4.6.8) âèïëèâàþòü ç àíàëiòè÷íîñòi t−1ŝ2, ŝ1 è ŝ. àíàëîãi÷íî,

óìîâè (4.6.9) ç îáåðíåííÿ â íóëü áëîêiâ (1, 3) i (2, 4) ìàòðèöi Σ̂0. Óìîâà

(4.8.17) åêâiâàëåíòíà (4.6.22). Òàêèì ÷èíîì âñi ïðèïóùåííÿ Òåîðåìè 4.13

âèêîíàíi.

Êîìáiíóþ÷è Òåîðåìè 4.24 i 4.22 ïðèõîäèìî äî íàñòóïíîãî íàñëiäêó. Äëÿ

çàäà÷i Íåõàði öåé ðåçóëüòàò áóâ îòðèìàíèé Àäàìÿíîì, Àðîâèì i Êðåéíîì

[4], äèâ. òàêîæ [68].

Íàñëiäîê 4.25. Ðîçãëÿíåìî äàíi çàäà÷i ïðî ëiôòèíã

(U ′,K′), (U ′′,K′′), K′+ ⊂ K′, K′′− ⊂ K′′,

ïîêëàäåìî

σ′(dt) = (iK′+→K′)
∗EU ′(dt)iK′+→K′, σ′′(dt) = (iK′′−→K′′)

∗EU ′′(dt)iK′′−→K′′

Íåõàé çàäàíà L(K′+,K′′−)-çíà÷íà ìiðà ŝ0 òàêà ùî

σ0 :=
[
σ′′ ŝ0

ŝ∗0 σ′

]
≥ 0.
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Ïîáóäó¹ìî ìiðè ŝ1 i ŝ2 ÿê ìàêñèìàëüíi ôàêòîðèçàöiéíi ìiíîðàíòè â (4.8.5)�

(4.8.9) Òåîðåìè 4.22 i âèçíà÷èìî ŝ çà ôîðìóëîþ (4.7.10). Òîäi ŝ0 ¹ öåíòðàëü-

íèì ñèìâîëîì çàäà÷i ïðî ëiôòèíã àñîöiéîâàíî¨ ç îïåðàòîðîì X = ŝ0(T) ∈
L(K′+,K′′−) òîäi i òiëüêè òîäi êîëè ŝ àíàëiòè÷íà, ŝ(T) = 0 i âèêîíó¹òüñÿ

óìîâà (4.8.18). Â öüîìó âèïàäêó Σ̂0 ùî çàäàíà â (4.7.3) ¹ óíiâåðñàëüíîþ

ñïåêòðàëüíîþ ìiðîþ öi¹¨ çàäà÷i.

4.9 Çàñòîñóâàííÿ äî çàäà÷i Íåõàði

Ó öüîìó ðîçäiëi â ÿêîñòi äîäàòêó âèêëàäåíèõ âèùå çàãàëüíèõ ðåçóëü-

òàòiâ çà çàäà÷åþ ïðî ëiôòèíã îáãîâîðþ¹òüñÿ êëàñè÷íà çàäà÷à Íåõàði. Öÿ

çàäà÷à ôîðìóëþ¹òüñÿ â òàêèé ñïîñiá ("÷àñîâà" âåðñiÿ): çàäàíà ïîñëiäîâ-

íiñòü {γn}n=−1,−2,... êîìïëåêñíèõ ÷èñåë, ùî ïðîíóìåðîâàíà âiä'¹ìíèìè öi-

ëèìè iíäåêñàìè; ïîòðiáíî îïèñàòè âñi ¨¨ ïðîäîâæåííÿ â îáëàñòü ïîçè-

òèâíèõ iíäåêñiâ {γn}n=0,1,2,... òàêi ùî äâîñòîðîííÿ Òüîïëiöåâà ìàòðèöÿ

Γe = [γi−j]i,j∈Z ¹ ñòèñêóþ÷èì îïåðàòîðîì â `2(Z), ‖Γe‖ ≤ 1.

Òóò ìè áóäåìî âèêîðèñòîâóâàòè îäíîâèìiðíi ïðîñòîðè C â ÿêîñòi ìàñ-

øòàáiâ G ′ è G ′′. Çàäà÷à Íåõàði ¹ îêðåìèì âèïàäêîì çàäà÷i ïðî ëiôòèíã, ùî

âiäïîâiäà¹ íàñòóïíèì äàíèì

K′ = K′′ = `2(Z),

U ′ = U ′′ = J (äâîñòîðîííi çñóâè),

K′+ = `2(Z+), K′′− = `2(Z−),

X = [γi−j]i∈Z−,j∈Z+
: `2(Z+)→ `2(Z−).

Åêâiâàëåíòíà "÷àñòîòíà" âåðñiÿ ïîñòàíîâêè çàäà÷i Íåõàði ¹ òàêîþ: çàäàíà

ïîñëiäîâíiñòü êîìïëåêñíèõ ÷èñåë {γn}n∈Z−, îïèñàòè âñi L∞-ôóíêöi¨ ϕ íà

îäèíè÷íîìó êîëi T òàêi ùî

‖ϕ‖∞ ≤ 1 i ϕn = γn ïðè n = −1,−2,−3, . . . ,

äå ϕ(t) =
∑∞

n=−∞ ϕnt
n ðîçêëàä ϕ â ðÿä Ôóð'¹.
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Â ñèëó óãîä Çàóâàæåííÿ 4.10 "÷àñîâèé" ñèìâîë {wY }n∈Z ëiôòèíãó Y

ïîâ'ÿçàíèé ç âiäïîâiäíèì "÷àñòîòíèì"ñèìâîëîì ϕ ôîðìóëîþ

ϕ(t) =
∞∑

n=−∞
wY (n+ 1)tn,

Òîáòî, ÿêùî ìè ïîêëàäåìî ŵY (t) =
∑∞

n=−∞wY (n)tn, òî ϕ(t) = t−1ŵY (t).

Òîäi ôîðìóëà, ùî ïàðàìåòðèçó¹ ìíîæèíó âñiõ ðîçâ'ÿçêiâ, íàáóäå âèãëÿäó

ϕ(t) = t−1s0(t) + t−1s2(t)(1− ω(t)s(t))−1ω(t)s1(t),

äå ôóíêöiÿ êëàñó Øóðà ω ¹ âiëüíèì ïàðàìåòðîì, à s0, s1, s2, s âèçíà÷åíi â

(4.5.6). Äëÿ ñïðîùåííÿ ïîçíà÷åíü ïîêëàäåìî

s̃0(t) = t−1s0(t), s̃2(t) = t−1s2(t), s̃(t) = s(t), s̃1(t) = s1(t), (4.9.1)

òîäi

ϕ(t) = s̃0(t) + s̃2(t)(1− ω(t)s̃(t))−1ω(t)s̃1(t). (4.9.2)

Ïðîñòîðè K′ i K′′ ìîæíà ðåàëiçóâàòè ó âèãëÿäi L2 ç ìàñøòàáíèìè îïåðà-

òîðàìè c ∈ C 7→ c ∈ L2. Óíiâåðñàëüíà ñïåêòðàëüíà ìiðà (4.7.2) òóò ìà¹

âèãëÿä:

Σ̂0 =


1 s̃ 0 s̃1

s̃∗ 1 s̃∗2 0

0 s̃2 1 s̃0

s̃∗1 0 s̃∗0 1

 ·m ≥ 0, (4.9.3)

äåm öå ìiðà Ëåáåãà. Ó öüîìó ðîçäiëi ìè áóäåìî ïîçíà÷àòè ãóñòèíó öi¹¨ ìiðè

ùîäî ìiðè Ëåáåãà òi¹þ æ áóêâîþ Σ̂0 (òîáòî, áóäåìî îïóñêàòè ìíîæíèê ·m).
Çâîðîòíà çàäà÷à ïîëÿãà¹ â íàñòóïíîìó: îõàðàêòåðèçóâàòè òàêi 2× 2

L∞ ìàòðèöi-ôóíêöi¨
[
s̃ s̃1

s̃2 s̃0

]
, åëåìåíòè ÿêèõ ¹ êîåôiöi¹íòàìè äðîáîâî-

ëiíiéíîãî ïåðåòâîðåííÿ (4.9.2), ùî îïèñó¹ ìíîæèíó âñiõ ðîçâ'ÿçêiâ äåÿêî¨

çàäà÷i Íåõàði.

Ïîçèòèâíiñòü (4.9.3) òÿãíå ùî ‖s̃0‖∞ ≤ 1. Áiëüø òîãî,

1− |s̃0|2 ≥ |s̃1|2, 1− |s̃0|2 ≥ |s̃2|2. (4.9.4)
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Âiäïîâiäíî äî êëàñè÷íîãî ðåçóëüòàòó 3 (äèâ., íàïðèêëàä, [56]), ìà¹ ìiñöå

äèõîòîìiÿ. Àáî ôóíêöiÿ log(1−|s̃0(t)|2) íå ¹ iíòåãðîâíîþ âiäíîñíî ìiðè Ëå-

áåãà íà êîëi T è òîäi s̃1 = s̃2 = 0. Àáî ôóíêöiÿ log(1−|s̃0(t)|2) ¹ iíòåãðîâíîþ
i òîäi iñíó¹ ¹äèíà çîâíiøíÿ ôóíêöiÿ a, a(0) > 0, òàêà ùî

|a(t)|2 = 1− |s̃0(t)|2 ïðè ï.â.t ∈ T. (4.9.5)

Îñêiëüêè, çãiäíî ç Òåîðåìi 4.22, s̃1 i s̃2 ¹ ìàêñèìàëüíèìè òàêèìè ôàêòîðè-

çàöiÿìè, òî â öüîìó âèïàäêó âîíè ïîâèííi çáiãàòèñÿ ç a ç òî÷íiñòþ äî óíi-

ìîäóëÿðíîãî ìíîæíèêà, à ïðè âiäïîâiäíîìó íîðìóâàííi îòîòîæíåíü (4.4.1)

ïðîñòî çáiãàþòüñÿ ç a. Òàêèì ÷èíîì, â ðàçi iíòåãðîâíîñòi log(1 − |s̃0(t)|2)
ìè ìà¹ìî ðiâíîñòi â íåðiâíîñòÿõ (4.9.4)

1− |s̃0|2 = |s̃1|2, 1− |s̃0|2 = |s̃2|2, (4.9.6)

i

s̃1 = s̃2 = a, (4.9.7)

äå a çîâíiøíÿ ôóíêöiÿ, a(0) > 0.

Ó ïåðøîìó âèïàäêó, â ñèëó ôîðìóëè (4.9.2), s̃0 ¹ ¹äèíèì ðîçâ'ÿçêîì

çàäà÷i. Ó äðóãîìó, ïðîñòîðè ∆̃ i ∆̃∗ îäíîìiðíi (¨õ ðîçìiðíîñòi íå áiëüøå

îäèíèöi â ñèëó âèçíà÷åííÿ i íå ìåíøå â ñèëó òîãî ùî s̃1 i s̃2 âiäìiííi âiä

íóëÿ). Îòæå, çíîâó â ñèëó ôîðìóëè (4.9.2), çàäà÷à ìà¹ íåñêií÷åííî áàãàòî

ðîçâ'ÿçêiâ.

Âiäïîâiäíî äî ôîðìóëè (4.8.16) Òåîðåìè 4.24[
1 s̃

s̃∗ 1

]
=

[
0 a

a 0

][
1 s̃0

s̃∗0 1

]−1 [
0 a

a 0

]

=

[
0 a

a 0

][
1
aa − s̃∗0

aa

− s̃0

aa
1
aa

][
0 a

a 0

]
(îñêiëüêè 1− |s̃0|2 = aa)

=

[
1 −a

a s̃
∗
0

−a
a s̃0 1

]
.

Çâiäêè îòðèìó¹ìî

s̃ = −a
a
s̃∗0. (4.9.8)

3Íàãàäà¹ìî ùî öåé ðåçóëüòàò âiäíîñèòüñÿ âèêëþ÷íî äî ñêàëÿðíîãî âèïàäêó.
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Ïîçíà÷èìî b := s̃. Â ñèëó óìîâè (4.8.17) ìà¹ìî

b(0) = s̃(0) = 0. (4.9.9)

Ó öèõ ïîçíà÷åííÿõ ôîðìóëó (4.9.2) (âèêîðèñòîâóþ÷è ñïiââiäíîøåííÿ

(4.9.6), (4.9.7) i (4.9.8)) ìîæå áóòè çàïèñàíî ÿê

w = −a
a
b+

a2ω

1− ωb
=
a

a

ω − b
1− ωb

, ω ∈ Ball(H∞+ ). (4.9.10)

Âèçíà÷åííÿ 4.26. Ïàðà ôóíêöié (a, b), ùî ìà¹ ïåðåëi÷åíi âèùå âëàñòèâî-

ñòi, à ñàìå

1. a, b ∈ H∞,

2. a çîâíiøíÿ, b(0) = 0,

3. |a|2 + |b|2 = 1 ìàéæå óñþäè íà T,

íàçèâà¹òüñÿ, äîòðèìóþ÷èñü òåðìiíîëîãi¨ Ä. Ç. Àðîâà, γ-òâiðíîþ ïàðîþ.

Íàçâà ïîÿñíþ¹òüñÿ òèì ùî ôóíêöiÿ ϕ âèãëÿäó (4.9.2) ç s̃, s̃1, s̃2, s̃0

S̃ =

[
s̃ s̃1

s̃2 s̃0

]
=

[
b a

a −a
a b

]
(4.9.11)

ìà¹ ‖ϕ‖∞ ≤ 1 i ¨¨ âiä'¹ìíi êîåôiöi¹íòè Ôóð'¹ [ϕ]−1, [ϕ]−2, . . . íå çàëåæàòü âiä

âèáîðó âiëüíîãî ïàðàìåòðó ω. Îäíàê, â çàãàëüíîìó âèïàäêó ôîðìóëà (4.9.2)

òâîðèòü íå âñi ôóíêöi¨ ϕ ñ ‖ϕ‖∞ ≤ 1 ç öèìè âiä'¹ìíèìè êîåôiöi¹íòàìè

Ôóð'¹ (äèâ., íàïðèêëàä, [65, 66, 67]).

Âèçíà÷åííÿ 4.27. Ó òîìó âèïàäêó êîëè ôîðìóëà (4.9.2) òâîðèòü âñiôóíê-

öi¨ ϕ ñ ‖ϕ‖∞ ≤ 1 ç çàäàíèìè âiä'¹ìíèìè êîåôiöi¹íòàìè Ôóð'¹ (òîáòî, âñi

ðîçâ'ÿçêè çàäà÷i Íåõàði), òî âiäïîâiäíà ïàðà (a, b) íàçèâà¹òüñÿ ðåãóëÿðíîþ

γ-òâiðíîþ ïàðîþ.

Öå ïîíÿòòÿ òàêîæ áóëî ââåäåíî Ä. Ç. Àðîâûì i ¨ì áóëà îòðèìàíà õà-

ðàêòåðèçàöiÿ òàêèõ ïàð (äèâ. [15], [14]). Äåòàëüíiøå öå áóäå îáãîâîðåíî â

Ðîçäiëi 5.1. Íàñòóïíà õàðàêòåðèçàöiÿ ðåãóëÿðíèõ γ-òâiðíèõ ïàð, âiäìiííà

âiä íàâåäåíî¨ Ä. Ç. Àðîâèì, áóëà îòðèìàíà â ðîáîòàõ äèñåðòàíòà [66, 68].

Íèæ÷å ìè ïîêàçó¹ìî ùî öÿ õàðàêòåðèçàöiÿ ¹ îêðåìèì âèïàäêîì Òåîðåìè

4.18.
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Òåîðåìà 4.28 ([66, 68]). γ-òâiðíà ïàðà (a, b) ¹ ðåãóëÿðíîþ òîäi i òiëüêè

òîäi êîëè (íà äîäàòîê äî óìîâ (1)− (3) íàâåäåíèõ âèùå) (a, b) çàäîâîëüíÿ¹

ùå é ÷åòâåðòié óìîâi[
1

0

]
∈ clos

{[
ah

P
H2 s̃0h

]
: h ∈ H2

}
(4.9.12)

äå s̃0 := −a
ab.

Äîâåäåííÿ. Â ñèëó Òåîðåìè 4.18 öÿ ÷åòâåðòà âëàñòèâiñòü âèõîäèòü ç ñïiââiä-

íîøåíü (4.7.8) ÿêùî çàñòîñóâàòè ¨õ äî êîíòåêñòó çàäà÷i Íåõàði:
1

b

0

a

C = clos


1 b 0 a

b 1 a 0

0 a 1 s̃0

a 0 s̃0 1




0

0

H2⊥

H2

	 clos


1 b 0 a

b 1 a 0

0 a 1 s̃0

a 0 s̃0 1




0

0

H2⊥

tH2

 (4.9.13)

i

t


b

1

a

0

C = clos


1 b 0 a

b 1 a 0

0 a 1 s̃0

a 0 s̃0 1




0

0

H2⊥

H2

	 clos


1 b 0 a

b 1 a 0

0 a 1 s̃0

a 0 s̃0 1




0

0

tH2⊥

H2

 .
(4.9.14)

Îñêiëüêè äëÿ áóäü-ÿêî¨ γ-òâiðíî¨ ïàðè îáèäâi ÷àñòèíè ðiâíîñòi (4.9.13) îä-

íîìiðíi i îñêiëüêè 
1

b

0

a

 ⊥


1 b 0 a

b 1 a 0

0 a 1 s̃0

a 0 s̃0 1




0

0

H2⊥

tH2

 ,
òî (äëÿ γ-òâiðíèõ ïàð) (4.9.13) åêâiâàëåíòíî íàñòóïíîìó

1

b

0

a

 ∈ clos


1 b 0 a

b 1 a 0

0 a 1 s̃0

a 0 s̃0 1




0

0

H2⊥

H2

 . (4.9.15)
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Àíàëîãi÷íî ñïiââiäíîøåííÿ (4.9.14) ¹ åêâiâàëåíòíèì

t


b

1

a

0

 ∈ clos


1 b 0 a

b 1 a 0

0 a 1 s̃0

a 0 s̃0 1




0

0

H2⊥

H2

 . (4.9.16)

Îñêiëüêè ìàòðèöÿ ôóíêöiÿ S̃ =
[
b a
a s̃0

]
óíiòàðíà ìàéæå âñþäè íà êîëi T, òî

íà óâàçi Òåîðåìè 2.9 çàñòîñîâóþ÷è ïåðåòâîðåííÿ ç Øóðiâñüêèìè äîïîâíåí-

íÿìè, îòðèìó¹ìî ùî f =

[
f1

f2

f3

f4

]
íàëåæèòü LΣ̂0 òîäi i òiëüêè òîäi êîëè

f ∈ L2 i

[
f1

f3

]
= S̃

[
f2

f4

]
. (4.9.17)

Çâiäñè çîêðåìà âèïëèâà¹ ùî âñi åëåìåíòè f ∈ LΣ̂0 ìàþòü âèãëÿä

f =


f1

f2

f3

f4

 = Σ̂0


0

f2

0

f4

 = Σ̂0


f1

0

f3

0

 .
À òîäi

‖f‖LΣ̂0
=

∥∥∥∥∥
[
f2

f4

]∥∥∥∥∥
L2

i ‖f‖LΣ̂0
=

∥∥∥∥∥
[
f1

f3

]∥∥∥∥∥
L2

. (4.9.18)

Ç ïåðøî¨ ðiâíîñòi â (4.9.18) áà÷èìî ùî (4.9.15) åêâiâàëåíòíå[
b

a

]
∈ clos

[
a 0

s̃0 1

][
H2⊥

H2

]
. (4.9.19)

Òóò çàìèêàííÿ ðîçóìi¹òüñÿ âæå â çâè÷àéíié L2 ìåòðèöi. Îñòàííÿ óìîâà

åêâiâàëåíòíà òîìó ùî[
b

a− a(0)

]
∈ closPH2⊥

[
a

s̃0

]
H2⊥. (4.9.20)

Ç äðóãî¨ óìîâè â (4.9.18) áà÷èìî ùî òàêîæ (4.9.15) åêâiâàëåíòíå[
1

0

]
∈ clos

[
0 a

1 s̃0

][
H2⊥

H2

]
, (4.9.21)
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à öå â ñâîþ ÷åðãó ¹ åêâiâàëåíòíèì[
1

0

]
∈ closPH2

[
a

s̃0

]
H2. (4.9.22)

Àíàëîãi÷íî, ïåðøà óìîâà â (4.9.18) ïîêàçó¹ ùî (4.9.14) åêâiâàëåíòíå

t

[
b

a

]
∈ clos

[
0 a

1 s̃0

][
H2⊥

H2

]
, (4.9.23)

à öå ¹ åêâiâàëåíòíèì [
b/t
a−a(0)

t

]
∈ closPH2

[
a

s̃0

]
H2. (4.9.24)

Äðóãà óìîâà â (4.9.18) ïîêàçó¹ ùî (4.9.14) òàêîæ åêâiâàëåíòíå[
t

0

]
∈ Clos

[
a 0

s̃0 1

][
H2⊥

H2

]
, (4.9.25)

ùî â ñâîþ ÷åðãó ¹ åêâiâàëåíòíèì[
t

0

]
∈ closPH2⊥

[
a

s̃0

]
H2⊥. (4.9.26)

Äàëi çàóâàæèìî ùî ðiâíîñòi (4.9.23) i (4.9.19) êîìïëåêñíî ñïðÿæåíi îäíà

îäíié i, îòæå, (4.9.23) i (4.9.19) ¹ åêâiâàëåíòíèìè. Çâiäñè ðîáèìî âèñíîâîê

ùî (4.9.13) i (4.9.14) åêâiâàëåíòíi îäíå îäíîìó. Äî öüîãî æ âèñíîâêó ìîæíà

ïðèéòè ïîìiòèâøè ùî (4.9.21) i (4.9.25) ñïðÿæåíi îäíå îäíîìó.

Òàêèì ÷èíîì γ-òâiðíà ïàðà ¹ ðåãóëÿðíîþ â òî÷íîñòi òîäi êîëè âèêî-

íó¹òüñÿ îäíà ç åêâiâàëåíòíèõ óìîâ (4.9.20), (4.9.22), (4.9.24), (4.9.26). Â

ôîðìóëþâàííÿ öi¹¨ òåîðåìè ìè âèíåñëè îäíå ç íèõ (4.9.22).

Çàóâàæåííÿ 4.29. Âiäîìî ùî (äèâ. [85, Section 6]) ôîðìóëà f =

(a/(1− b))2 çäiéñíþ¹ âçà¹ìíî-îäíîçíà÷íó âiäïîâiäíiñòü ìiæ γ -òâiðíèìè

ïàðàìè (a, b) i êðàéíiìè òî÷êàìè îäèíè÷íî¨ êóëi â ïðîñòîði H1. Öÿ æ

ôîðìóëà çäiéñíþ¹ âçà¹ìíî-îäíîçíà÷íó âiäïîâiäíiñòü ìiæ ðåãóëÿðíèìè γ-

òâiðíèìè ïàðàìè (a, b) i âèñòóïàþ÷èìè òî÷êàìè îäèíè÷íîãî êóëi â ïðî-

ñòîði H1. Äàíà âèùå õàðàêòåðèçàöiÿ ðåãóëÿðíèõ γ-òâiðíèõ ïàð ¹ â òîé
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æå ÷àñ íàéêðàùîþ âiäîìî¨ õàðàêòåðèçàöi¹þ âèñòóïàþ÷èõ òî÷îê îäèíè÷-

íî¨ êóëi â ïðîñòîði H1

Çàóâàæåííÿ 4.30. Çàóâàæèìî ùî (äëÿ γ-òâiðíèõ ïàð) (4.9.13)/ (4.9.14)

¹ åêâiâàëåíòíèìè

S :=


1

b

0

a

H2⊥ ⊕ clos


1 b 0 a

b 1 a 0

0 a 1 s̃0

a 0 s̃0 1




0

0

H2⊥

H2

⊕

b

1

a

0

H2 = LΣ̂0, (4.9.27)

òîáòî, (4.7.9). Äiéñíî, ÿêùî âèêîíóþòüñÿ (4.9.13)/ (4.9.14), òî (ÿê â Òåî-

ðåìàõ 4.13 i 4.18) S ¹ ∗ - öèêëi÷íèì ïiäïðîñòîðîì ùî ïðèâîäèòü , îòæå,

âií çáiãà¹òüñÿ ç LΣ̂0. Íàçàä, ïðèïóñòèìî ùî âèêîíó¹òüñÿ (4.9.27). Áåçïî-

ñåðåäíüî ïåðåâiðÿ¹òüñÿ ùî

t


1

b

0

a

 t =


1

b

0

a

 ⊥


1

b

0

a

H2⊥ ⊕ clos


1 b 0 a

b 1 a 0

0 a 1 s̃0

a 0 s̃0 1




0

0

H2⊥

tH2

⊕

b

1

a

0

H2. (4.9.28)

Ç ðîçêëàäàííÿ (4.9.27) ðîáèìî âèñíîâîê ùî
1

b

0

a

 ∈ clos


1 b 0 a

b 1 a 0

0 a 1 s̃0

a 0 s̃0 1




0

0

H2⊥

H2

 .
Êîìáiíóþ÷è öå ç (4.9.28), áà÷èìî ùî

t


1

b

0

a

 t =


1

b

0

a

 ∈ clos


1 b 0 a

b 1 a 0

0 a 1 s̃0

a 0 s̃0 1




0

0

H2⊥

H2

	 clos


1 b 0 a

b 1 a 0

0 a 1 s̃0

a 0 s̃0 1




0

0

H2⊥

tH2

 .
Öå òÿãíå (4.9.13), îñêiëüêè îáèäâi ÷àñòèíè îäíîìiðíi. Àíàëîãi÷íèì ÷èíîì

âèõîäèòü ðiâíiñòü â (4.9.14).

Ðiâíiñòü â (4.9.27) åêâiâàëåíòíèì ÷èíîì ìîæå áóòè ñôîðìóëüîâàíî

ÿê: f ∈ LΣ̂0 ¹ îðòîãîíàëüíèì S, òîäi i òiëüêè òîäi êîëè f = 0. Ç iíøîãî
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áîêó, f ∈ LΣ̂0 ¹ îðòîãîíàëüíèì S, òîäi i òiëüêè òîäi êîëè f1, f3 ëåæàòü

â H2 i f2, f4 ëåæàòü â H2⊥. Âðàõîâóþ÷è (4.9.17), öå îçíà÷à¹ ùî ðiâíiñòü

â (4.9.27) ¹ åêâiâàëåíòíîþ òîìó ùî ðiâíÿííÿ

S̃∗

[
u+

v+

]
=

[
u−

v−

]
ñ

[
u+

v+

]
∈ H2 è

[
u−

v−

]
∈ H2⊥ (4.9.29)

ìà¹ òiëüêè òðèâiàëüíèé ðîçâ'ÿçîê, äå S̃∗ çàäàíà (4.9.11). Òèì ñàìèì îò-

ðèìó¹ìî ùå îäíó õàðàêòåðèçàöiþ ðåãóëÿðíèõ γ-òâiðíèõ ïàð (òåæ îòðè-

ìàíó â [66, 68]):

Òåîðåìà 4.31. [66, 68] γ-òâiðíà ïàðà ¹ ðåãóëÿðíîþ òîäi i òiëüêè òîäi

êîëè (4.9.29) ìà¹ òiëüêè òðèâiàëüíèé ðîçâ'ÿçîê.

Âèñíîâêè äî ðîçäiëó 4

Â Ðîçäiëi 4 âèâ÷åíî çàãàëüíó çàäà÷ó ïðî Ëiôòèíã Êîìóòàíòó. Ðîçãëÿíó-

òî óíiòàðíå ç÷åïëåííÿ äâîõ óíiòàðíèõ îïåðàòîðiâ òà âiäïîâiäíèé ñïëiòàþ-

÷èé îïåðàòîð. Ââåäåíî ïîíÿòòÿ ñèìâîëiâ çàäàíîãî ñòèñíåííÿ ÿê ñïåêòðàëü-

íèõ ìið (âiäíîñíî çàäàíèõ ìàñøòàáiâ) ç÷åïëåíü ùî âiäïîâiäàþòü ëiôòèí-

ãàì öüîãî ñòèñíåííÿ. Âèêîðèñòîâóþ÷è êîíñòðóêöiþ õâèëüîâèõ îïåðàòîðiâ,

äîâåäåíî ùî çïëiòàþ÷è îïåðàòîðè ÿêi ¹ ëiôòèíãàìè çàäàíîãî ñòèñíåííÿ i

òiëüêè âîíè ïîðîäæóþòü ç÷åïëåííÿ ùî ¹ óíiòàðíèìè ðîçøèðåííÿìè ïåâíî¨

içîìåòði¨ ùî áóäó¹òüñÿ âiäïîâiäíî äàíèì çàäà÷i. Öå äîçâîëÿ¹ îòðèìàòè ïà-

ðàìåòðèçàöiþ óñiõ ñèìâîëiâ äàíîãî ñòèñíåííÿ. Âèâ÷åíà ñòðóêòóðà óíiâåð-

ñàëüíîãî (öåíòðàëüíîãî) ðîçøèðåííÿ, ¨¨ ñïåêòðàëüíà ìiðà òà âiäïîâiäíèé

ïðîñòið Õåëëiíãåðà. Íà áàçi öüîãî îòðèìàíà ïîâíà õàðàêòåðèçàöiÿ êîåôi-

öi¹íòiâ ïàðàìåòðèçóþ÷î¨ ôîðìóëè. Òàêîæ îòðèìàíi äîäàòêîâi âëàñòèâîñòi

öèõ êîåôiöi¹íòiâ. Ðåçóëüòàòè çàñòîñîâàíi äî çàäà÷i Íåõàði, äëÿ ÿêî¨ âîíè

òåæ ¹ íîâèìè.

Ðåçóëüòàòè ðîçäiëó îïóáëiêîâàíî â ðîáîòàõ [70, 68, 20, 21]
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ÐÎÇÄIË 5

ÀÐÎÂ-ÐÅÃÓËßÐÍIÑÒÜ

5.1 Ðåãóëÿðèçàöiÿ γ-òâiðíèõ ïàð. Ðîçâ'ÿçîê îäíi¹¨

ïðîáëåìè Ä.Ñàðàñîíà

5.1.1 γ-òâiðíi ïàðè òà ðåãóëÿðíi γ-òâiðíi ïàðè. Ôîðìóëþâàííÿ

îñíîâíîãî ðåçóëüòàòó. Áóäåìî äîòðèìóâàòèñÿ íàñòóïíèõ ïîçíà÷åíü: D
îäèíè÷íèé äèñê ó êîìïëåêñíié ïëîùèíi C; T îäèíè÷íå êîëî; Lp ïðîñòið âè-

ìiðíèõ ôóíêöié íà îäèíè÷íîìó êîëi T, ç iíòåãðîâíèì p-ñòóïåíåì; L∞ ïðî-

ñòið îáìåæåíèõ âèìiðíèõ ôóíêöié íà êîëi T;Hp
± ïðîñòið Õàðäi àíàëiòè÷íèõ

(àíòèàíàëiòè÷íèõ) ôóíêöié â äèñêó D; P± îðòîãîíàëüíi ïðîåêòîðè ç L2 íà

H2
±; Ball(L) êóëÿ îäèíè÷íîãî ðàäióñó ç öåíòðîì â íóëi ëiíiéíîãî ìåòðè÷íîãî

ïðîñòîðó L; t íåçàëåæíà çìiííà íà T.
Ó ðîçäiëi 4.9 áóëî äàíî âèçíà÷åííÿ γ-òâiðíèõ ïàð i ñôîðìóëüîâàíî çà-

äà÷ó Íåõàði. Íàãàäà¹ìî ¨õ.

Âèçíà÷åííÿ 5.1. Ïàðà (a, b) íàçèâà¹òüñÿ γ-òâiðíîþ ÿêùî

(i) a ∈ H∞+ , b ∈ H∞+
(ii) a(0) > 0, a çîâíiøíÿ ôóíêöiÿ

(iii) b(0) = 0

(iv) |a|2 + |b|2 = 1, ìàéæå âñþäè íà T.

Çàäà÷à 5.2 (Çàäà÷à Íåõàði, [2, 6, 3, 4, 51, 81]). Íåõàé γ−1, γ−2, . . . çàäàíà

ïîñëiäîâíiñòü êîìïëåêñíèõ ÷èñåë. Ïîòðiáíî çíàéòè óñi ôóíêöi¨ w, w ∈ L∞,
|w| < 1 , òàêi ùî

P−w = γ−1t+ γ−2t
2

+ · · ·

Íåîáõiäíi i äîñòàòíi óìîâè ðîçâ'ÿçàííÿ çàäà÷i äîáðå âiäîìi. Íàì çðó÷íî

ðîçãëÿíóòè âåðñiþ çàäà÷i Íåõàði êîëè îäèí ç ðîçâ'ÿçêiâ óæå çàäàíî. Íåõàé

w0 ∈ L∞ íà T, |w0| < 1. Ïîòðiáíî îïèñàòè óñi ôóíêöi¨ w öüîãî æ êëàñó
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òàêi, ùî w − w0 ∈ H∞+ òîáòî, P− ÷àñòèíè ôóíêöié w i w0 çáiãàþòüñÿ). Ïðè

òàêîìó ïiäõîäi ïèòàííÿ ïðî iñíóâàííÿ ðîçâ'ÿçêiâ íåìà¹.

Òåîðåìà 5.3 ([2, 6, 3, 4], äèâiòüñÿ òàêîæ [51, 81]). Ìíîæèíà ðîçâ'ÿçêiâ

íåâèçíà÷åíî¨ çàäà÷i Íåõàði (òîáòî òàêî¨ ùî ìà¹ áiëüøå îäíîãî ðîçâ'ÿçêó),

äîïóñêà¹ íàñòóïíèé îïèñ (äèâ. ôîðìóëó (4.9.10) Ðîçäiëó 4.9):

w = s0 +
a2ω

1− ωb
= −a

a
b+

a2ω

1− ωb
=
a

a

ω − b
1− ωb

, ω ∈ Ball(H∞+ ), (5.1.1)

äå (a, b) � öå γ-òâiðíà ïàðà, ÿêà îäíîçíà÷íî âèçíà÷à¹òüñÿ äàíèìè çàäà÷i

Íåõàði (äèâ. Ðîçäië 4.9).

Âèçíà÷åííÿ 5.4. γ-òâiðíà ïàðà (a, b) íàçèâà¹òüñÿ ðåãóëÿðíîþ ÿêùî âîíà

âèíèêà¹ â êîíòåêñòi íåâèçíà÷åíî¨ çàäà÷i Íåõàði, ÿê îïèñàíî âèùå.

Â ïîäàëüøîìó íàì çíàäîáèòüñÿ íàñòóïíèé ïðèíöèï ìàêñèìóìó Ñìið-

íîâà (äèâ., íàïðèêëàä, [81], Ëåêöiÿ 1, [60], Ïàðàãðàô 3).

Òåîðåìà 5.5. [Ïðèíöèï Ìàêñèìóìó Ñìèðíîâà] Ïðèïóñòèìî, ùî ôóíêöiÿ

f ¹ âiäíîøåííÿì äâîõ îáìåæåíèõ àíàëiòè÷íèõ ôóíêöié ó äèñêó D,

f =
f1

f2
, f1 ∈ H∞+ , f2 ∈ H∞+ ,

i ïðèïóñòèìî, ùî çíàìåííèê f2 ¹ çîâíiøíüîþ ôóíêöi¹þ. Òîäi, ÿêùî f ∈ Lp,
òî f ∈ Hp

+.

Çàóâàæåííÿ 5.6. Êîæíà γ-òâiðíà ïàðà (a, b) çàäà¹ âiäîáðàæåííÿ ç îäè-

íè÷íî¨ êóëi Ball(H∞+ ) äî îäèíè÷íî¨ êóëi Ball(L∞) çà ôîðìóëîþ (5.1.1), ïðè

öüîìó, P− ÷àñòèíà ôóíêöi¨ w íå çàëåæèòü âiä âèáîðó ïàðàìåòðà ω. Äiéñíî,

ç ôîðìóëè (5.1.5) âèäíî, ùî

aω(1− bω)−1a = w − s0 ∈ L∞.

Îñêiëüêè ôóíêöiÿ 1 − bω çîâíiøíÿ, òî çâiäñè, çà ïðèíöèïîì ìàêñèìóìó

Ñìèðíîâà, âèïëèâà¹, ùî aω(1− bω)−1a ∈ H∞. Îòæå, ôîðìóëà (5.1.1) óòâî-
ðþ¹ ôóíêöi¨ w, ùî ìàþòü îäíó é òó ñàìó P− ÷àñòèíó. Îäíàê, íå êîæíà ïàðà

óòâîðþ¹ òàêèì ÷èíîì óñi ôóíêöi¨ w ó îäèíè÷íié êóëi Ball(L∞) iç çàäàíîþ

P− ÷àñòèíîþ. Òàêèì ÷èíîì, êëàñ ðåãóëÿðíèõ γ-òâiðíèõ ïàð ¹ ïðàâèëüíèì

ïiäêëàñîì êëàñó γ-òâiðíèõ ïàð.
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Íàñòóïíà òåîðåìà ¹ îñíîâíèì ðåçóëüòàòîì öüîãî ðîçäiëó:

Òåîðåìà 5.7 (Îñíîâíèé ðåçóëüòàò). Äëÿ äîâiëüíî¨ γ-òâiðíî¨ ïàðè (a, b)

iñíó¹ âíóòðiøíÿ ôóíêöiÿ θ òàêà, ùî ïàðà (a, bθ) ¹ ðåãóëÿðíîþ.

Çàóâàæåííÿ 5.8. Ó ÿêîñòi íàñëiäêó çàçíà÷èìî, ùî a-åëåìåíòè ðåãóëÿðíèõ

ïàð íå ìàþòü íiÿêèõ äîäàòêîâèõ âëàñòèâîñòåé â ïîðiâíÿííi ç a-åëåìåíòàìè

γ-òâiðíèõ ïàð. Áóäü-ÿêà çîâíiøíÿ ôóíêöiÿ a òàêà, ùî |a| < 1 íà D i ln(1−
|a|2) ∈ L1 íà T ¹ a-åëåìåíòîì äåÿêèõ ðåãóëÿðíèõ ïàð. Òèì ñàìèì îòðèìàíî

ïîçèòèâíèé ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i Ä. Ñàðàñîíà, ñôîðìóëüîâàíî¨ ¨ì ó ðîáîòi [85].

Çàóâàæåííÿ 5.9. Âiäçíà÷èìî òàêîæ, ùî åëåìåíò b äîâiëüíî¨ γ-òâiðíî¨ ïà-

ðè îäíîçíà÷íî âèçíà÷à¹ ¨¨ a-åëåìåíò (çîâíiøíþ ôóíêöiþ). Áóäåìî íàçèâàòè

ôóíêöiþ b

b ∈ H∞, b(0) = 0, |b| ≤ 1, ln(1− |b|2) ∈ L1 (5.1.2)

ðåãóëÿðíîþ, ÿêùî âiäïîâiäíà γ-òâiðíà ïàðà ¹ ðåãóëÿðíîþ. Òåîðåìà 5.7

ñòâåðäæó¹ ùî áóäü-ÿêà ôóíêöiÿ b âèäó (5.1.2) ìîæå áóòè çðîáëåíà ðåãó-

ëÿðíîþ øëÿõîì ìíîæåííÿ íà äåÿêó âíóòðiøíþ ôóíêöiþ.

5.1.2 Ðåãóëÿðíi i ñèíãóëÿðíi γ-òâiðíi ïàðè òà ¨õ êîìïîçèöiÿ.

Âèçíà÷åííÿ 5.10 ([14, 15]). Ìàòðèöÿ-ôóíêöiÿ

[
p q

q p

]
, ùî çàäàíà ìàéæå

âñþäè íà T, íàçèâà¹òüñÿ γ-òâiðíîþ ìàòðèöåþ, ÿêùî p = 1
a , q = − b

a , äå (a, b)

¹ γ-òâiðíîþ ïàðîþ.

Öåé êëàñ áóâ ââåäåíèé i âèâ÷åíèé Ä. Ç. Àðîâèì â [14, 15]. Íåõàé j =[
1 0

0 −1

]
. Áåçïîñåðåäíüî ïåðåâiðÿ¹òüñÿ ùî γ-òâiðíi ìàòðèöi ¹ j-óíiòàðíèìè,

òîáòî, [
p q

q p

]
j

[
p q

q p

]∗
= j

i [
p q

q p

]∗
j

[
p q

q p

]
= j,
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äå ∗ ïîçíà÷à¹ ñïðÿæåíó ìàòðèöþ. Ó öèõ ïîçíà÷åííÿõ ôîðìóëà (5.1.1) ïðèé-

ìà¹ âèãëÿä

w = −a
a
b+

a2ω

1− ωb
=
a

a

ω − b
1− ωb

=
pω + q

qω + p
, ω ∈ Ball(H∞+ ), (5.1.3)

à (ïðè ω = 0)

s0 = −a
a
b =

p

q
. (5.1.4)

Íàñòóïíå âèçíà÷åííÿ áóëî äàíî Ä. Ç. Àðîâèì ó [[14, 15]].

Âèçíà÷åííÿ 5.11. γ-òâiðíà ïàðà (a, b), âiäïîâiäíà γ-òâiðíà ìàòðèöÿ è ìàò-

ðèöÿ ðîçñiþâàííÿ íàçèâàþòüñÿ ñèíãóëÿðíèìè ÿêùî

s0 = −a
a
b ∈ H∞+ . (5.1.5)

Öå îçíà÷à¹, ùî âiäîáðàæåííÿ (5.1.3) äi¹ ç Ball(H∞+ ) ó Ball(H∞+ ), òîáòî,

óòâîðþ¹ àíàëiòè÷íi ôóíêöi¨ (ôóíêöi¨ ç íóëüîâîþ P− ÷àñòèíîþ), àëå íå óñi

òàêi ôóíêöi¨.

Ëåìà 5.12. ßêùî (a, b) ¹ ñèíãóëÿðíîþ ïàðîþ, òî u
def
= a

a ∈ H∞+ , òîáòî, ¹

âíóòðiøíüîþ ôóíêöi¹þ.

Äîâåäåííÿ. Çà âèçíà÷åííÿì,

s0 = −a
a
b ∈ H∞+ .

Ïîìíîæèâøè öþ ðiâíiñòü íà b i âèêîðèñòîâóþ÷è |a|2 + |b|2 = 1 ì. â. íà T,
îòðèìó¹ìî

s0b = −a
a

(1− aa).

Îòæå,

u ≡ a

a
= a2 − s0b ∈ H∞+ .

Ëåìà 5.13. ßêùî (a1, b1) γ-òâiðíà ïàðà i (a2, b2) ñèíãóëÿðíà γ-òâiðíà ïàðà,

òî ñóïåðïîçèöiÿ äðîáîâî-ëiíiéíèõ ïåðåòâîðåíü òèïó (5.1.3) âèçíà÷åíà (ñïî-

÷àòêó çàñòîñîâó¹òüñÿ ïåðåòâîðåííÿ ç iíäåêñîì 2, ïîòiì ç iíäåêñîì 1) i ìà¹
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òàêèé æå âèãëÿä ç γ-òâiðíîþ ïàðîþ (a, b), äå

a =
a1a2

1− b1s
(2)
0

, b = b2 +
b1a

2
2

1− b1s
(2)
0

, (5.1.6)

s
(2)
0 = −a2

a2
b2 ∈ H∞+ . (5.1.7)

Äîâåäåííÿ. Ôîðìóëè ïåðåâiðÿþòüñÿ ïðÿìèì îá÷èñëåííÿì. Êîìïîçèöi¨

äðîáîâî-ëiíiéíèõ ïåðåòâîðåíü âiäïîâiäà¹ äîáóòîê γ-òâiðíèõ ìàòðèöü[
p q

q p

]
=

[
p1 q1

q1 p1

][
p2 q2

q2 p2

]
. (5.1.8)

Îñêiëüêè äîáóòîê j-óíiòàðíèõ ìàòðèöü ¹ j-óíiòàðíîþ ìàòðèöåþ, ìè îòðè-

ìó¹ìî, ùî |a|2 + |b|2 = 1 ì. â. íà T. Îñêiëüêè b1 i s(2)
0 íàëåæàòü äî H∞+ i

îáìåæåíi ïî ìîäóëþ 1, òî ôóíêöiÿ 1−b1s
(2)
0 ¹ çîâíiøíüîþ. Â ñèëó ïðèíöèïó

ìàêñèìóìó Ñìèðíîâà (äèâ. Ðîçäië 5.1.1) a ∈ H∞+ , b ∈ H∞+ . Îñêiëüêè a1 i a2

çîâíiøíi, òî a ¹ çîâíiøíüîþ. Îñêiëüêè b2(0) = 0 è b1(0) = 0, òî b(0) = 0.

Òàêèì ÷èíîì (a, b) ¹ γ-òâiðíîþ ïàðîþ.

Òåîðåìà 5.14. ([14, 15]) Áóäü-ÿêà γ-òâiðíà ïàðà (ìàòðèöÿ) äîïóñêà¹ ¹äèíó

ðåãóëÿðíî-ñèíãóëÿðíó ôàêòîðèçàöiþ òèïó (5.1.6) (åêâiâàëåíòíî (5.1.8)).

Òåîðåìà 5.15 ([14, 15]). γ-òâiðíà ïàðà ¹ ðåãóëÿðíîþ òîãäi i òiëüêè òî-

ãäi, êîëè ó ðåãóëÿðíî-ñèíãóëÿðíié ôàêòîðèçàöi¨ ñèíãóëÿðíèé ìíîæíèê ¹

ïîñòiéíèì.

5.1.3 Çâåäåííÿ îñíîâíî¨ òåîðåìè äî ñèíãóëÿðíîãî âèïàäêó.

Òåîðåìà 5.14 äîçâîëÿ¹ çâåñòè äîâåäåííÿ îñíîâíî¨ Òåîðåìè 5.7 ïðî ðåãóëÿ-

ðèçàöiþ äî âèïàäêó Àðîâ-ñèíãóëÿðíèõ ïàð:

Òåîðåìà 5.16. Íåõàé

(a, b) = (a1, b1) ◦ (a2, b2)[
p q

q p

]
def
=

[
p1 q1

q1 p1

][
p2 q2

q2 p2

]
(5.1.9)

ðåãóëÿðíî-ñèíãóëÿðíà ôàêòîðèçàöiÿ. Òîäi, ÿêùî (a2, b2θ) ¹ ðåãóëÿðíîþ, òî

i (a, bθ) ¹ ðåãóëÿðíîþ.
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Äîâåäåííÿ. Ðîçãëÿíåìî äðîáîâî-ëiíiéíå ïåðåòâîðåííÿ, ùî âiäïîâiäà¹ ïàði

(a, bθ)
a

a

ω − bθ
1− ωbθ

, ω ∈ Ball(H∞+ ). (5.1.10)

Âiäîáðàæåííÿ ω = 0 ¹ θs0, äå s0 = −a
ab. Ùîá äîâåñòè ðåãóëÿðíiñòü ïà-

ðè (a, bθ), òðåáà ïîêàçàòè, ùî äëÿ áóäü-ÿêîãî ðîçâ'ÿçêó w çàäà÷i Íåõàði ç

çàäàíèìè P−(θs0) çíàéäåòüñÿ ω ∈ Ball(H∞+ ) òàêå, ùî w ¹ âiäîáðàæåííÿì

öüîãî ω ïðè âiäîáðàæåííi (5.1.10).

Îñêiëüêè w i θs0 ¹ ðîçâ'ÿçêàìè îäíi¹¨ çàäà÷i Íåõàði, öå îçíà÷à¹, ùî

w ∈ Ball(L∞), w−θs0 ∈ H∞+ . Àëå òîäi i θw−s0 ∈ H∞+ . Îòæå, θw i s0 òàêîæ

¹ ðîçâ'ÿçêàìè îäíi¹¨ (iíøî¨) çàäà÷i Íåõàði. Ïðè öüîìó çà ôîðìóëîþ (5.1.9),

s0 =
a1

a1

s
(2)
0 − b1

1− b1s
(2)
0

,

äå

s
(2)
0 = −a2

a2
b2 ∈ H∞+ .

Îñêiëüêè ïàðà (a1, b1) ðåãóëÿðíà, òî âîíà îïèñó¹ óñi ðîçâ'ÿçêè äåÿêî¨ çàäà÷i

Íåõàði. ßê ìè áà÷èìî, s0 � öå îäèí ç ðîçâ'ÿçêiâ öi¹¨ çàäà÷i. Òîäi θw � öå

ðîçâ'ÿçîê öi¹¨ æ çàäà÷i, òîáòî, iñíó¹ ω1 ∈ Ball(H∞+ ) òàêà, ùî

θw =
a1

a1

ω1 − b1

1− b1ω1
. (5.1.11)

ç óìîâè j-óíiòàðíîñòi ìàòðèöi

[
p1 q1

q1 p1

]
, âèïëèâà¹

θw − s0 = 1
q1ω1+p1

(ω1 − s(2)
0 ) 1

q1s
(2)
0 +p1

(5.1.12)

= a1

1−b1ω1
(ω1 − s(2)

0 ) a1

1−b1s(2)
0

. (5.1.13)

Îòæå,

θ(ω1 − s(2)
0 ) =

1− b1ω1

a1
(w − θs0)

1− b1s
(2)
0

a1
.

Çà ÏðèíöèïîìÌàêñèìóìó Ñìèðíîâà, ïðàâà ÷àñòèíà íàëåæèòü äîH∞+ . Òîäi

θω1 i θs
(2)
0 ¹ ðîçâ'ÿçêàìè îäíi¹¨ i òi¹¨ æ (òðåòüî¨) çàäà÷i Íåõàði. Îñêiëüêè

θs
(2)
0 =

a2

a2

0− b2θ

1− 0 · b2θ
.
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i (a2, b2θ) ¹ ðåãóëÿðíîþ, òî iñíó¹ ω òàêà, ùî

θω1 =
a2

a2

ω − b2θ

1− ωb2θ
.

Òàêèì ÷èíîì,

ω1 =
a2

a2

ωθ − b2

1− ωθb2
. (5.1.14)

Êîìáiíóþ÷è (5.1.11) i (5.1.14), îòðèìó¹ìî

θw =
a

a

ωθ − b
1− ωθb

.

I, çâè÷àéíî,

w =
a

a

ω − bθ
1− ωbθ

.

5.1.4 Ðåãóëÿðèçàöiÿ γ-òâiðíèõ ïàð. Íåõàé (a, b) � öå ñèíãóëÿðíà

γ-òâiðíà ïàðà, òîáòî,

s0 = −a
a
b ∈ H∞+ . (5.1.15)

Óìîâà (5.1.15) iíòåðïðåòó¹òüñÿ ÿê óìîâà ïñåâäîïðîäîâæåííÿ

s0

a
= − b

a
, ì. â. íà T. (5.1.16)

Ëiâà ÷àñòèíà ðiâíîñòi àíàëiòè÷íà ó D, ïðàâà àíòèàíàëiòè÷íà ó D, ìåæî-
âi çíà÷åííÿ çáiãàþòüñÿ ìàéæå âñþäè íà T. Ìè õî÷åìî äîâåñòè, ùî iñíó¹

âíóòðiøíÿ ôóíêöiÿ θ òàêà, ùî ïàðà (a, bθ) ¹ ðåãóëÿðíîþ, òîáòî, çãiäíî ç

ôîðìóëîþ (4.9.22) òâåðäæåííÿ Òåîðåìè 4.28, ùî[
1

0

]
∈ clos

{[
ah

P+s0θh

]
: h ∈ H2

+

}
.

Ìè äîâåäåìî öå â òðè åòàïè (ëåìà, íàñëiäîê, òåîðåìà). Íàãàäà¹ìî, ùî, ÿêùî

h = 1
a ∈ H

2, òî, çà ôîðìóëîþ (5.1.16), äîäàòêîâèé ìíîæíèê θ íå ïîòðiáåí.

Ó çàãàëüíîìó âèïàäêó ôóíêöiþ 1
a /∈ H2 òðåáà àïðîêñèìóâàòè ôóíêöiÿìè

ç H2. Â ÿêîìó ñàìå ñåíñi ìè óòî÷íèìî íèæ÷å. Òóò ìè âèêîðèñòîâó¹ìî
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êîíñòðóêöiþ, çàñòîñîâàíó Â. Å. Êàöíåëüñîíîì ó ðîáîòi [60] (Ïàðàãðàôè 1 i

7). Âèçíà÷èìî

h̃ε
def
=

1
a

1 + ε
∣∣1
a

∣∣2 =
1
a

1 + ε+ ε
∣∣s0

a

∣∣2 , ì.â. íà T. (5.1.17)

h̃ε ∈ L∞ i äîïóñêà¹ àíàëiòè÷íå ïðîäîâæåííÿ ó äèñê D (çà äîïîìîãîþ

(5.1.16)). À ñàìå,

h̃ε =
1
a

1 + ε+ εs0

a ·
s0

a

=
1
a

1 + ε− εs0

a
b
a

=
a

a2 + ε(a2 − s0b)
.

Ðîçãëÿíåìî çîâíiøíüî-âíóòðiøíþ ôàêòîðèçàöiþ çíàìåííèêà h̃ε

a2 + ε(a2 − s0b) = θεϕε.

Òîäi, â ñèëó Ïðèíöèïó Ìàêñèìóìó Ñìèðíîâà,

hε
def
= θεh̃ε = a

ϕε
∈ H∞+ . (5.1.18)

Ëåìà 5.17. Äëÿ óñiõ |ζ| < 1, θε(ζ)→ 1 ïðè ε→ 0.

Äîâåäåííÿ. Ôóíêöiÿ ϕε(ζ), |ζ| < 1, âèçíà÷åíà íàñòóïíèì ÷èíîì

ϕε(ζ) = exp

{∫
T

t+ ζ

t− ζ
ln |a2 + ε · (a2 − s0b)|dm(t)

}
.

Çàóâàæèìî, ùî íà êîëi

|a2 + ε · (a2 − s0b)| = |a2| ·
∣∣∣1 + ε

∣∣∣1
a

∣∣∣2∣∣∣ = |a2|+ ε.

Îòæå,

ln |a2 + ε · (a2 − s0b)|

ìà¹ ñóìîâíó ìàæîðàíòó i ìiíîðàíòó. Îñêiëüêè

a2 + ε · (a2 − s0b)→ a2,

ì. â. íà T ïðè ε→ 0, òî, çà Òåîðåìîþ ïðî ñóìîâíó ìàæîðàíòó,

ϕε(ζ)→ a2(ζ)

ïðè ε→ 0 äëÿ áóäü ÿêîãî |ζ| < 1. Îòæå,

θε(ζ)→ 1

ïðè ε→ 0 äëÿ áóäü-ÿêîãî |ζ| < 1.
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Íàñëiäîê 5.18. Ìîæíà âèáðàòè ïîñëiäîâíiñòü εk ↓ 0 òàêó, ùî äîáóòîê
∞∏
k=1

θ2
εk
çáiãà¹òüñÿ ó L2 i òèì ñàìèì âèçíà÷à¹ âíóòðiøíþ ôóíêöiþ θ.

Äîâåäåííÿ. Çà Ëåìîþ 5.17, θε(0) → 1, êîëè ε → 0. Òîäi ìîæíà âèáðàòè

ïîñëiäîâíiñòü εk ↓ 0 òàêó, ùî äîáóòîê
∞∏
k=1

θ2
εk

(0) çáiãà¹òüñÿ. Öå òÿãíå çà

ñîáîþ çáiæíiñòü äîáóòêó
∞∏
k=1

θ2
εk
â L2 äî äåÿêî¨ ôóíêöi¨ θ, îñêiëüêè

‖
n∏
k=1

θ2
εk
−

m∏
k=1

θ2
εk
‖2
L2 = 2− 2Re

n∏
k=m

θ2
εk

(0), (n > m).

θ ¹ âíóòðiøíüîþ, áî iñíó¹ ïiäïîñëiäîâíiñòü ïîñëiäîâíîñòi
n∏
k=1

θ2
εk
, ùî çái-

ãà¹òüñÿ äî θ ìàéæå âñþäè.

Òåîðåìà 5.19.

[
ahεk

P+s0θhεk

]
→

[
1

0

]
ó L2 ïðè k →∞.

Äîâåäåííÿ. Îñêiëüêè ahεk = θεk
1

1+ε

∣∣∣ 1
a

∣∣∣2 , òî

ahεk − 1 = θεk

 1

1 + ε
∣∣∣ 1
a0

∣∣∣2 − 1

+ (θεk − 1)

i

‖ahεk − 1‖L2 ≤

∥∥∥∥∥∥∥
1

1 + ε
∣∣∣ 1
a0

∣∣∣2 − 1

∥∥∥∥∥∥∥
L2

+ ‖θεk − 1‖L2 → 0

ïðè k → ∞. Ïåðøèé äîäàíîê â ïðàâié ÷àñòèíi çáiãà¹òüñÿ äî íóëÿ â ñèëó

Òåîðåìè ïðî ñóìîâíó ìàæîðàíòó, äðóãèé, îñêiëüêè

‖θεk − 1‖2
L2 = 2− 2Reθεk(0)→ 0,

â ñèëó Ëåìè 5.17. Äàëi,

s0θhεk =
θ

θ2
εk

s0θ2
εk
hεk =

θ

θ2
εk

θεk

s0

a

1 + ε
∣∣1
a

∣∣2
= − θ

θ2
εk

θεk

b
a

1 + ε
∣∣1
a

∣∣2 = − θ

θ2
εk

b hεk ∈ H2
−.
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Îòæå,

P+s0θhεk = 0.

Çàóâàæåííÿ 5.20. Âèêîðèñòîâóþ÷è Òåîðåìó Ôðîñòìàíà-Ðóäiíà (äèâ. [59,

60]), ìîæíà âûáðàòè εk ↓ 0 òàêó, ùî θεk áóäóòü äîáóòêàìè Áëÿøêå. Òîäi θ

áóäå äîáóòêîì Áëÿøêå.

5.2 Ñèíãóëÿðíà ïàðà ç ðiâíiñòþ Ïàðñåâàëÿ ÿê êîíòð-

ïðèêëàä äî îäíi¹¨ ãèïîòåçè Ä.Ñàðàñîíà

5.2.1 Ïîñòàíîâêà ïðîáëåìè òà ôîðìóëþâàííÿ îñíîâíîãî ðå-

çóëüòàòó. Íàñòóïíèé êëàñ ôóíêöié ïðèðîäíî ç'ÿâèâñÿ â ñòàòòi Àäàìÿíà,

Àðîâà i Êðåéíà [2], äèâ. òàêîæ [5]: Íåõàé b áóäå ôóíêöiÿ êëàñó Øóðà â

îäèíè÷íîìó êðóçi D âèãëÿäó (5.1.2).

Âèçíà÷åííÿ 5.21. Áóäåìî ãîâîðèòè ùî ôóíêöiÿ b ìà¹ âëàñòèâiñòü àáñî-

ëþòíî¨ íåïåðåðâíîñòi (ac) ÿêùî äëÿ áóäü-ÿêî¨ ôóíêöi¨ êëàñó Øóðà ω ìiðà

σbω â ïðåäñòàâëåííi Ðiñà-Ãåðãëîòöà

1 + b(ζ)ω(ζ)

1− b(ζ)ω(ζ)
=

∫
T

t+ ζ

t− ζ
σbω(dt), |ζ| < 1

¹ àáñîëþòíî íåïåðåðâíîþ.

Â ðîáîòi [2] áóëî ïîêàçàíî ùî ðåãóëÿðíi ôóíêöi¨ b (äèâ. Çàóâàæåííÿ 5.9)

ìàþòü âëàñòèâiñòü (ac). Àäàìÿíîì, Àðîâèì i Êðåéíîì â [2, 5] áóëî ñôîðìó-

ëüîâàíî ïèòàííÿ: ÷è âiðíî çâîðîòíå òâåðäæåííÿ? Òîáòî, ÷è âiðíî ùî âñÿêà

ôóíêöiÿ b âèäó (5.1.2), ùî ìà¹ âëàñòèâiñòü (ac), ðåãóëÿðíà? Òâåðäæåííÿ

åêâiâàëåíòíå öüîìó áóëî ñôîðìóëüîâàíî Ä. Ñàðàñîíîì ó âèãëÿäi ãiïîòåçè

â ðîáîòi [85] â çâ'ÿçêó ç âèñòóïàþ÷èìè òî÷êàìè îäèíè÷íî¨ êóëi â ïðîñòîði

H1 (îáãîâîðåííÿ åêâiâàëåíòíîñòi öèõ äâîõ ïèòàíü äèâ. â [65, 68]). Ó öüîìó

ðîçäiëi áóäå ïîêàçàíî ùî öå òâåðäæåííÿ íå ¹ âiðíèì.

Áiëüø êîíêðåòíî, ìè ïîêàæåìî ùî ïàðè (a, b), ùî âèíèêàþòü ïðè ïà-

ðàìåòðèçàöi¨ ðîçâ'ÿçàíü ìåæîâî¨ iíòåðïîëÿöiéíî¨ çàäà÷i (òiñíî ïîâ'ÿçàíî¨
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ç íåñêií÷åííîþ ïðîáëåìîþ ìîìåíòiâ) ìàþòü âëàñòèâiñòü (àc), àëå ¹ ñèíãó-

ëÿðíèìè, òîáòî íiÿê íå ìîæóòü áóòè ðåãóëÿðíèìè.

Iäåÿ äîâåäåííÿ ïîëÿãà¹ â íàñòóïíîìó. Ìåæîâà iíòåðïîëÿöiéíà çàäà÷à

âêëàäà¹òüñÿ â ñõåìó îðòîãîíàëüíî¨ Àáñòðàêòíî¨ Çàäà÷i Iíòåðïîëÿöi¨ (äèâ.

Ðîçäië 3.1). Âëàñòèâiñòü (ac) âèïëèâà¹ ç òîãî ùî äëÿ áóäü-ÿêîãî ðîçâ'ÿçêó

öi¹¨ çàäà÷i (òî÷íiøå äëÿ àñîöiéîâàíîãî ç ðîçâ'ÿçêîì ïðåäñòàâëåííÿ Ôóð'¹

(3.1.4)) ìà¹ ìiñöå ðiâíiñòü â íåðiâíîñòi (3.1.5): ‖Fx‖2
Hw = D(x, x). Òîáòî,

öÿ çàäà÷à ìà¹ âëàñòèâiñòü ðiâíîñòi Ïàðñåâàëÿ. Îñêiëüêè çà ñàìèì çìiñòîì

çàäà÷i âñi ¨¨ ðîçâ'ÿçêè ëåæàòü âH∞, òî â òîìó ÷èñëi i öåíòðàëüíèé ðîçâ'ÿçîê

s0 = −a
ab ëåæèòü â H

∞. Òàêèì ÷èíîì, äëÿ äîêàçó ñèíãóëÿðíîñòi ïàðè (a, b)

äîñòàòíüî äîâåñòè ùî a ¹ çîâíiøíüîþ.

5.2.2 Ïðîáëåìà ìîìåíòiâ Ãàìáóðãåðà òà ïîâ'ÿçàíi ç íåþ

îá'¹êòè. Íåõàé ïðîáëåìà ìîìåíòiâ Ãàìáóðãåðà (ÏÌÃ) ôîðìóëþ¹òüñÿ íà-

ñòóïíèì ÷èíîì [10]:

Çàäà÷à 5.22. Íåõàé c0, c1, . . . çàäàíi äiéñíi ÷èñëà. Ïîòðiáíî çíàéòè ìiðó

σ(dx) ≥ 0 íà äiéñíié îñi R òàêó, ùî

ck =

∫ +∞

−∞
xkσ(dx) (5.2.1)

ïðè âñiõ íåâiä'¹ìíèõ öiëèõ k.

Êðèòåðié ðîçâ'ÿçíîñòi äîáðå âiäîìèé [10]: ïðîáëåìà ìîìåíòiâ ¹

ðîçâ'ÿçíîþ òîäi i òiëüêè òîäi êîëè
N∑

k,j=0

ck+jξkξj ≥ 0 (5.2.2)

ïðè âñiõ íåâiä'¹ìíèõ öiëèõ N i ξk ∈ C.
Íåõàé X � öå ïðîñòið ïîëiíîìiâ îäíi¹¨ çìiííî¨ X ç êîåôiöi¹íòàìè ó C,

X = {p =
∑N

k=0 ξkX
k, ξk ∈ C}. Âèçíà÷èìî êâàäðàòè÷íó ôîðìó D íà X :

D(Xk, Xj)
def
=ck+j. (5.2.3)

Êðèòåðié ðîçâ'ÿçíîñòi îçíà÷à¹, ùî

D(p, p) ≥ 0 (5.2.4)



180

äëÿ óñiõ ïîëiíîìiâ p ∈ X . Äëÿ êîæíîãî ïîëiíîìà p ∈ X âèçíà÷èìî äóàëü-

íèé ïîëiíîì p̃ çà ôîðìóëîþ

p̃(z)
def
=D

(
p(X)− p(z)

X − z
, 1

)
. (5.2.5)

Ðîçãëÿíåìî íàñòóïíèé îïåðàòîð ó ïðîñòîði X

(Tp)(X) =
(X − i)p(X) + 2ip(−i)

X + i
. (5.2.6)

Òâåðäæåííÿ 5.23.

D(p, q)−D(Tp, Tq) = M1p ·M1q −M2p ·M2q, p, q ∈ X , (5.2.7)

äå

M1p = p(−i) + ip̃(−i), M2p = p(−i)− ip̃(−i), (5.2.8)

i p̃ âèçíà÷åíèé ôîðìóëîþ (5.2.5).

Äîâåäåííÿ. Ñïðîñòèìî ñïî÷àòêó ïðàâó ÷àñòèíó (5.2.7)

M1p ·M1q −M2p ·M2q

= (p(−i) + ip̃(−i)) · (q(−i) + iq̃(−i)) (5.2.9)

− (p(−i)− ip̃(−i)) · (q(−i)− iq̃(−i))

= 2ip̃(−i)q(−i)− 2ip(−i)q̃(−i).

Îñêiëüêè áóäü-ÿêèé ïîëiíîì ìîæíà çàïèñàòè ó âèãëÿäi

p(X) = (X + i)f(X) + p(−i),

òî ïåðåâiðêà (5.2.7) çâîäèòüñÿ äî ðîçãëÿäó äâîõ âèïàäêiâ.

Âèïàäîê 1: Îáèäâà ïîëiíîìè p(X) i q(X) ìàþòü âèãëÿä

p(X) = (X + i)f(X) è q(X) = (X + i)g(X),

òîáòî, p(−i) = 0 è q(−i) = 0. Ó öüîìó âèïàäêó ïðàâà ÷àñòèíà (5.2.7), â

ñèëó (5.2.9), äîðiâíþ¹ íóëþ. Ïðè öüîìó

(Tp)(X) = (X − i)f(X) è (Tq)(X) = (X − i)g(X).

I, îòæå, ëiâà ÷àñòèíà (5.2.7) äîðiâíþ¹

D((X + i)f(X), (X + i)g(X))−D((X − i)f(X), (X − i)g(X))
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= 2iD(f,Xg)− 2iD(Xf, g) = 0.

Âèïàäîê 2: Îäèí ç ïîëiíîìiâ ¹ ïîñòiéíèì. Äëÿ âèçíà÷åíîñòi íåõàé

q(X) = 1. Â öüîìó âèïàäêó q̃(X) = 0 i ïðàâà ÷àñòèíà (5.2.7), â ñèëó

(5.2.9), äîðiâíþ¹

2ip̃(−i).

Äàëi, (Tq)(X) = 1 i ëiâà ÷àñòèíà (5.2.7) ïðèéìà¹ âèãëÿä

D(p, 1)−D(Tp, 1) = D((I − T )p, 1)

= D

(
2i
p(X)− p(−i)

X + i
, 1

)
= 2ip̃(−i).

Íà çàâåðøåííÿ öüîãî ïàðàãðàôà îá÷èñëèìî ðåçîëüâåíòó îïåðàòîðà T .

Òâåðäæåííÿ 5.24. Ïðè ζ 6= 1

(ζ − T )−1p =
1

ζ − 1

(X + i)p(X)− (z + i)p(z)

X − z
, (5.2.10)

äå z = i1+ζ
1−ζ . Îïåðàòîð I − T ¹ íåçâîðîòíèì.

Äîâåäåííÿ. Ïîçíà÷èìî

(ζ − T )−1p = q.

Òîäi

p(X) = (ζ − T )q = ζq(X)− Xq(X) + iq(−i)
X + i

+ i
q(X)− q(−i)

X + i

=

(
ζ − X

X + i
+

i

X + i

)
q(X)− 2iq(−i)

X + i
.

Çâiäêè

(ζ(X + i)−X + i) q(X) = (X + i)p(X) + C,

äå C � êîíñòàíòà. Àáî

q(X) =
(X + i)p(X) + C

(ζ − 1)X + i(ζ + 1)
.
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ßêùî ζ 6= 1, òî êîíñòàíòà C âèçíà÷à¹òüñÿ îäíîçíà÷íî çà ïîëiíîìîì p(X)

ç óìîâè, ùî q(X) � öå ïîëiíîì

q(X) =
1

ζ − 1

(X + i)p(X)− (z + i)p(z)

X − z
,

äå z = i1+ζ
1−ζ . Ïðè ζ = 1, êîíñòàíòà C äîâiëüíà i îïåðàòîð I − T ìà¹

íåòðèâiàëüíå (îäíîìiðíå) ÿäðî (I − T )1 = 1, õî÷à i ¹ ñþð'¹êòèâíèì.

Çàóâàæåííÿ 5.25. Ôîðìóëà

z = i
1 + ζ

1− ζ
. (5.2.11)

âèçíà÷à¹ êîíôîðìíå âiäîáðàæåííÿ îäèíè÷íîãî äèñêó D íà âåðõíþ ïiâïëî-

ùèíó Im z > 0. Çâîðîòíå âiäîáðàæåííÿ çàäà¹òüñÿ ôîðìóëîþ

ζ =
z − i
z + i

. (5.2.12)

Íàäàëi áóäåìî äîòðèìóâàòèñÿ ïîçíà÷åíü, ùî âåëè÷èíè ζ i z çâ'ÿçàíi ñïiââiä-

íîøåííÿìè (5.2.11) i (5.2.12). Çàóâàæèìî, ùî

1

ζ − 1
=

1
z−i
z+i − 1

= −z + i

2i
.

Òîäi (5.2.10) ìîæíà ïåðåïèñàòè ó âèãëÿäi

(ζ − T )−1p = −z + i

2i
· (X + i)p(X)− (z + i)p(z)

X − z
. (5.2.13)

äå z = i1+ζ
1−ζ , ïðè ζ 6= 1, âiäïîâiäíî, z 6=∞.

5.2.3 Ìåæîâà çàäà÷à iíòåðïîëÿöi¨. Ðîçãëÿíåìî Àáñòðàêòíó Çà-

äà÷ó Iíòåðïîëÿöi¨ (äèâ. Ðîçäië 3.1) ç äàíèìè, ùî áóëî ââåäåíî â ïîïåðåä-

íüîìó ïàðàãðàôi. Çâ'ÿçîê öi¹¨ çàäà÷i ç ïðîáëåìîþ ìîìåíòiâ Ãàìáóðãåðà, à

òàêîæ ìîòèâóâàííÿ êîíñòðóêöié ïîïåðåäíüîãî ïàðàãðàôó äåòàëüíî îáãîâî-

ðþþòüñÿ ó ðîáîòi [67]. Öÿ çàäà÷à òàêîæ ïîâ'ÿçàíà iç çàäà÷åþ, ùî ðîçãëÿ-

äà¹òüñÿ â Ðîçäiëi 6.2.

Çàäà÷à 5.26. Îòæå, íåõàé X - öå ïðîñòið ïîëiíîìiâ âiä îäíi¹¨ çìiííî¨ X ç

êîìïëåêñíèìè êîåôiöi¹íòàìè; D - ïiâòîðà-ëiíiéíà ôîðìà íà X :

D(Xk, Xj) = ck+j,
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c0, c1, . . . - çàäàíi äiéñíi ÷èñëà òàêi, ùî D(p, p) ≥ 0; T - ëiíiéíèé îïåðàòîð

ó X :
(Tp)(X) =

(X − i)p(X) + 2i · p(−i)
X + i

; (5.2.14)

E1 = C, E2 = C; ëiíiéíi âiäîáðàæåííÿ ç X ó E1 i E2 âiäïîâiäíî

M1p = p(−i) + ip̃(−i),

M2p = − p(−i) + ip̃(−i). (5.2.15)

Íàãàäà¹ìî, ùî

p̃(z)
def
=D

(
p(X)− p(z)

X − z
, 1

)
.

Âèçíà÷åíi âèùå îá'¹êòè ïîâ'ÿçàíi òîòîæíiñòþ (Òâåðäæåííÿ 5.23)

D(p, q)−D(Tp, Tq) = M1p ·M1q −M2p ·M2q, p, q ∈ X . (5.2.16)

Ðîçâ'ÿçêàìè çàäà÷i íàçèâàþòüñÿ òàêi ôóíêöi¨ w êëàñó Øóðà ó îäèíè÷íîìó

äèñêó äëÿ ÿêèõ (äèâ. Ðîçäië 3.1, (3.1.4)) iñíó¹ ëiíiéíå âiäîáðàæåííÿ F =[
F+

F−

]
ç X ó ïðîñòið äå Áðàíæà-Ðîâíÿêà Hw (äèâ. Ðîçäië 3.1, (3.1.3) ) òàêå,

ùî ∀p ∈ X ,

1. (FTp)(t) = t(Fp)(t)−

[
1 w(t)

w(t) 1

][
−M2p

M1p

]
, (5.2.17)

ì. â. |t| = 1;

2. ‖Fp‖2
Hw ≤ D(p, p). (5.2.18)

âiäîáðàæåííÿ F íàçèâà¹òüñÿ ïðåäñòàâëåííÿì Ôóð'¹, ùî âiäïîâiäà¹

ðîçâ'ÿçêó w.

5.2.4 Ïðåäñòàâëåííÿ Ôóð'¹ ïîâ'ÿçàíå ç ðîçâ'ÿçêîì w. Îñêiëü-

êè äëÿ äàíèõ Çàäà÷i 5.26 îïåðàòîðè (ζ−T )−1 i (1− ζT )−1 iñíóþòü ïðè óñiõ

ζ 6= 1 (äèâ. Òâåðäæåííÿ 5.24), òî (5.2.17) ìîæíà ïåðåïèñàòè ó âèãëÿäi

(Fw
+p)(ζ) = (w(ζ)M1 −M2)(ζ − T )−1p,

(Fw
−p)(ζ) = ζ(M1 − w(ζ)M2)(I − ζT )−1p. (5.2.19)
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Äëÿ íàøèõ äàíèõ Fw ìîæå áóòè ÿâíî îá÷èñëåíî.

Òåîðåìà 5.27. Äëÿ áóäü-ÿêîãî ïîëiíîìó p ∈ X ,

(Fwp)(t) = −x+ i

2i

[
1 w(t)

w(t) 1

][
p(x)− ip̃(x)

p(x) + ip̃(x)

]
(5.2.20)

ïðè ì.â. t ∈ T, äå x = i1+t
1−t (∈ R).

Äîâåäåííÿ. Çà ôîðìóëàìè (5.2.19), i ç îãëÿäó íà âèçíà÷åííÿ (5.2.15) ôóíê-

öiîíàëiâ M1 i M2, îá÷èñëåííÿ çâîäèòüñÿ äî çíàõîäæåííÿ(
(ζ − T )−1p

)
(−i) i

(
(ζ − T )−1p

)∼
(−i)

Ñêîðèñòàâøèñü ôîðìóëîþ (5.2.13), îòðèìó¹ìî(
(ζ − T )−1p

)
(−i) = −z + i

2i
· −(z + i)p(z)

−i− z
= −z + i

2i
p(z). (5.2.21)

i (
(ζ − T )−1p

)∼
(−i)

= D

((
(ζ − T )−1p

)
(X)−

(
(ζ − T )−1p

)
(−i)

X + i
, 1

)

= D

(
−z+i

2i ·
(X+i)p(X)−(z+i)p(z)

X−z + z+i
2i p(z)

X + i
, 1

)

= −z + i

2i
D

(
p(X)− p(z)

X − z
, 1

)
= −z + i

2i
p̃(z). (5.2.22)

Ïiäñòàâëÿþ÷è (5.2.21) i (5.2.22) ó ïåðøó ôîðìóëó (5.2.15), ç óðàõóâàííÿì

âèçíà÷åííÿ (5.2.15) ôóíêöiîíàëiâ M1 i M2, îòðèìó¹ìî,

(Fw
+p)(ζ) = (w(ζ)M1 −M2)(ζ − T )−1p

= −z + i

2i
(w(ζ)[p(z) + ip̃(z)] + [p(z)− ip̃(z)]) .

Ïåðåõîäÿ÷è íà ìåæó, îòðèìó¹ìî ðiâíiñòü ïåðøèõ åëåìåíòiâ (5.2.20).

Îñêiëüêè

ζ(I − ζT )−1 = (
1

ζ
− T )−1
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i ïðè âiäîáðàæåííi z = i1+ζ
1−ζ ,

1
ζ
ïåðåõîäèòü â z, òî äëÿ äðóãî¨ ôîðìóëè

(5.2.15) îòðèìó¹ìî

(Fw
−p)(ζ) = ζ(M1 − w(ζ)M2)(I − ζT )−1p

= −z + i

2i

(
[p(z) + ip̃(z)] + w(ζ)[p(z)− ip̃(z)]

)
.

Ïåðåõîäÿ÷è íà ìåæó, îòðèìó¹ìî ðiâíiñòü äðóãèõ åëåìåíòiâ (5.2.20).

Çîêðåìà ìîæíà îá÷èñëèòè ïðåäñòàâëåííÿ Ôóð'¹ Fw äëÿ ìîíîìiâ

p = Xk

Òâåðäæåííÿ 5.28.

(Fw(Xk))(t) = −x+ i

2i
· xk

[
1 w(t)

w(t)∗ 1

][
1− i

∑k
j=1

cj−1

xj

1 + i
∑k

j=1
cj−1

xj

]
. (5.2.23)

Äîâåäåííÿ. Â ñèëó Òåîðåìè 5.27 ïîòðiáíî îá÷èñëèòè X̃k:

X̃k(z) = D

(
Xk − zk

X − z
, 1

)
=

k∑
j=1

D(Xj−1zk−j, 1)

=
k∑
j=1

zk−jD(Xj−1, 1) =
k∑
j=1

zk−jcj−1.

Îòæå

X̃k(z) =
k∑
j=1

zk−jcj−1 = zk
k∑
j=1

cj−1

zj
. (5.2.24)

Ïiäñòàâëÿþ÷è (5.2.24) ó (5.2.20), îòðèìó¹ìî (5.2.23).

Íàì çíàäîáèòüñÿ êiëüêà íàñëiäêiâ Ïðîïîçèöi¨ 5.28.

Òâåðäæåííÿ 5.29.

(Fw(Xk+1))(t) = x(Fw(Xk))(t) + i
x+ i

2i

[
1 w(t)

w(t)∗ 1

][
1

−1

]
ck. (5.2.25)

Ïåðåâiðÿ¹òüñÿ áåçïîñåðåäíüî âèêîðèñòîâóþ÷è ôîðìóëó (5.2.23).
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Ëåìà 5.30.

xFw
+ (Xk) + (x+ i)ck ∈ H2

+,

xFw
− (Xk)− (x+ i)ck ∈ H2

−. (5.2.26)

Äîâåäåííÿ. Ïðè k = 0 ôîðìóëà (5.2.23) ìà¹ âèãëÿä

Fw1 = −x+ i

2i

[
1 w

w∗ 1

][
1

1

]
. (5.2.27)

Âèêîðèñòîâóþ÷è (5.2.27), ìîæíà ïåðåïèñàòè (5.2.25) äâîìà ñïîñîáàìè:

Fw(Xk+1) = xFw(Xk) + iFw(ck) + (x+ i)

[
1 w

w∗ 1

][
1

0

]
ck,

(5.2.28)

Fw(Xk+1) = xFw(Xk)− iFw(ck)− (x+ i)

[
1 w

w∗ 1

][
0

1

]
ck.

Ç ïåðøî¨ êîìïîíåíòè ïåðøî¨ ôîðìóëè âèïëèâà¹

Fw
+ (Xk+1) = xFw

+ (Xk) + iFw
+ (ck) + (x+ i)ck, (5.2.29)

à äðóãà êîìïîíåíòà äðóãî¨ ôîðìóëè çàäà¹

Fw
− (Xk+1) = xFw

− (Xk)− iFw
− (ck)− (x+ i)ck, (5.2.30)

òîáòî,

xFw
+ (Xk) + (x+ i)ck = Fw

+ (Xk+1)− iFw
+ (ck),

xFw
− (Xk)− (x+ i)ck = Fw

− (Xk+1) + iFw
− (ck).

Çâiäêè âèïëèâà¹ ïîòðiáíå.

Òåîðåìà 5.31. Äëÿ áóäü-ÿêîãî ðîçâ'ÿçêó w çàäà÷i i äëÿ áóäü-ÿêîãî öiëîãî

äîäàòíîãî k
1− |w|2

|t− 1|2k
∈ L1 (5.2.31)

Äîâåäåííÿ. Ïiäñòàâëÿþ÷è âèðàç (5.2.23) â íåðiâíiñòü (5.2.18) îòðèìó¹ìî

∫
T

|x+ i|2

4
x2k


1− i

k∑
j=1

cj−1

xj

1 + i
k∑
j=1

cj−1

xj


∗ [

1 w(t)

w(t)∗ 1

]
1− i

k∑
j=1

cj−1

xj

1 + i
k∑
j=1

cj−1

xj

m(dt) ≤ c2k.
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Îñêiëüêè [
1 w(t)

w(t)∗ 1

]
=

[
1− ww 0

0 0

]
+

[
w

1

] [
w 1

]
,

òî îòðèìó¹ìî∫
T

|x+ i|2

4
x2k

∣∣∣∣∣1− i
k∑
j=1

cj−1

xj

∣∣∣∣∣
2

(1− |w|2)m(dt) ≤ c2k.

Çâiäêè âèïëèâà¹, ùî ∫
T

x2k(1− |w|2)m(dt) ≤ 4c2k.

Îñêiëüêè x = i
1 + t

1− t
, òî îòðèìó¹ìî ïîòðiáíå.

5.2.5 Ïàðàìåòðèçàöiÿ ðîçâ'ÿçêiâ çàäà÷i. Âiäïîâiäíî äî çàãàëü-

íî¨ ñõåìè ðîçâ'ÿçêó ÀÇI (äèâ. Ðîçäië 3.1), ôîðìà D çàäà¹ ñòðóêòóðó �iëü-

áåðòîâîãî ïðîñòîðó, ÿêèé ïîçíà÷èìî ÷åðåç H0. Ñïiââiäíîøåííÿ (5.2.16), ùî

ïîâ'ÿçó¹ äàíi Çàäà÷i 5.26, çàäà¹ içîìåòðiþ V : H0 ⊕C→ H0 ⊕C ç îáëàñòþ

âèçíà÷åííÿ

dV = Clos{Tp⊕M1p, p ∈ X} ⊆ H0 ⊕ E1 (5.2.32)

i îáëàñòþ çíà÷åíü

∆V = Clos{p⊕M2p, p ∈ X} ⊆ H0 ⊕ E2. (5.2.33)

Íàãàäà¹ìî, ùî E1 = C i E2 = C (äèâ. (5.2.15)). Äåôåêòíi ïiäïðîñòîðè

içîìåòði¨ V

NdV = (H0 ⊕ C)	 dV è N∆V
= (H0 ⊕ C)	∆V . (5.2.34)

â öüîìó âèïàäêó íå áiëüøå íiæ îäíîâèìiðíi. Ç içîìåòði¹þ V ïîâ'ÿæåìî

óíiòàðíèé âóçîë (3.1.15)

A0 : H0 ⊕N2 ⊕ E1 → H0 ⊕N1 ⊕ E2 (5.2.35)

äå N1 i N2 êîïi¨ NdV i N∆V
âiäïîâiäíî. Ïîçíà÷èìî ÷åðåç S õàðàêòåðèñòè÷íó

ìàòðèöþ (3.1.17)

S =

[
s s1

s2 s0

]
: N2 ⊕ E1 → N1 ⊕ E2. (5.2.36)
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Ìíîæèíà ðîçâ'ÿçêiâ çàäà÷i îïèñó¹òüñÿ ôîðìóëîþ (3.1.18)

w = s0 + s2ω(1− sω)−1s1, (5.2.37)

äå ω(ζ) äîâiëüíà ñòèñêàþ÷à àíàëiòè÷íà ôóíêöiÿ ω(ζ) : N1 → N2. Çâiäñè,

çîêðåìà, âèäíî, ùî ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i ¹ íå¹äèíèì òîäi i òiëüêè òîäi êîëè

îáèäâà ïðîñòîðè N1 i N2 îäíîâèìiðíi.

5.2.6 Ïðåäñòàâëåííÿ Ôóð'¹ âóçëà A0. Ç âóçëîì A0 ïîâ'ÿçàíî

ïðåäñòàâëåííÿ Ôóð'¹ G0

G0,+(ζ)h0 = PN1⊕E2
A0(1− ζPH0

A0)
−1h0, (5.2.38)

G0,−(ζ)h0 = ζPN2⊕E1
(A0)

∗(1− ζPH0
(A0)

∗)−1h0, (5.2.39)

h0 ∈ H0, |ζ| < 1, G0,−h0 =

[
G0,+h0

G0,−h0

]
.

G0 âiäîáðàæà¹ H0 íà HS i G0 ¹ ñòèñêó¹ (äèâ. [64],[62],[63]). Âèçíà÷èìî âi-

äîáðàæåííÿ F S : X → HS íàñòóïíèì ÷èíîì

F Sp
def
=G0p, p ∈ X .

Ç âèçíà÷åííÿ A0 âèïëèâà¹, ùî F S çàäîâîëüíÿ¹ ñïiââiäíîøåííþ àíàëîãi÷-

íîìó (5.2.18):

F STp = tF Sp−

[
I S

S∗ I

]


0

−M2p

−−−−−
0

M1p


, ì.â. íà T, (5.2.40)

‖F Sp‖2
HS ≤ D(p, p), p ∈ X ,

ç ÿêîãî, àíàëîãi÷íî Òåîðåìi 5.27, îòðèìó¹ìî

(F Sp)(t) = −x+ i

2i

[
I S(t)

S(t)∗ I

]
[

0

p(x)− ip̃(x)

]
[

0

p(x) + ip̃(x)

]
 ì.â. íà T, (5.2.41)

p ∈ X , x = i1+t
1−t . Çâiäñè âèïëèâà¹ íàñòóïíå
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Òâåðäæåííÿ 5.32. Ìíîæèíà ôóíêöié (5.2.41) ùiëüíà ó HS.

Äîâåäåííÿ. Îñêiëüêè G0 âiäîáðàæà¹ H0 íà HS i X ¹ ùiëüíèì ó H0, òî G0

âiäîáðàæà¹ X íà ìíîæèíó, ùiëüíó ó HS.

Ôîðìóëó (5.2.41) ìîæíà çàïèñàòè ó áiëüø ðîçãîðíóòîìó âèãëÿäi

(F Sp)(t) = −x+ i

2i



[
0

1

]
(p(x)− ip̃(x)) +

[
s1(t)

s0(t)

]
(p(x) + ip̃(x))

[
s2(t)

∗

s0(t)
∗

]
(p(x)− ip̃(x)) +

[
0

1

]
(p(x) + ip̃(x))


(5.2.42)

ì.â. íà T, p ∈ X . Çîêðåìà, (F SXk)(t) =

= −x+ i

2i
xk



[
0

1

]
(1− i

k∑
j=1

cj−1

xj ) +

[
s1(t)

s0(t)

]
(1 + i

k∑
j=1

cj−1

xj )

[
s2(t)

s0(t)

]
(1− i

k∑
j=1

cj−1

xj ) +

[
0

1

]
(1 + i

k∑
j=1

cj−1

xj )


(5.2.43)

ì.â. íà T, p ∈ X .

5.2.7 Ðiâíiñòü Ïàðñåâàëÿ. Ìåòîþ öüîãî ðîçäiëó ¹ äîâåäåííÿ íà-

ñòóïíî¨ òåîðåìè:

Òåîðåìà 5.33. Äëÿ áóäü-ÿêîãî ðîçâ'ÿçêó w ìåæîâî¨ iíòåðïîëÿöiéíî¨ Çà-

äà÷i 5.26 (äèâ. Ðîçäië 5.2.3) ìà¹ ìiñöå ðiâíiñòü

< Fwp, Fwq >Hw= D(p, q), ∀p, q ∈ X , (5.2.44)

òîáòî, äëÿ öi¹¨ çàäà÷i ó íåðiâíîñòi (5.2.18) çàâæäè ìà¹ ìiñöå ðiâíiñòü

Âèçíà÷åííÿ 5.34. Ìè ãîâîðèìî, ùî iíòåðïîëÿöiéíà çàäà÷à ìà¹ âëà-

ñòèâiñòü Ðiâíîñòi Ïàðñåâàëÿ, ÿêùî â íåðiâíîñòi (5.2.18) ìà¹ ìiñöå ðiâíiñòü

äëÿ áóäü-ÿêîãî ðîçâ'ÿçêó çàäà÷i w.

Òåîðåìà 5.33 ñòâåðäæó¹, ùî Çàäà÷à 5.26 ìà¹ âëàñòèâiñòü Ðiâíîñòi Ïàð-

ñåâàëÿ.
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Äëÿ äîâåäåííÿ Òåîðåìè 5.33 äîñòàòíüî ïåðåâiðèòè (5.2.44) äëÿ ïîëiíî-

ìiâ p = Xj, q = Xk (j, k ≥ 0)

< Fw(Xj), Fw(Xk) >Hw= cj+k = D(Xj, Xk). (5.2.45)

Ìè çðîáèìî öå â äâà åòàïè.

Ëåìà 5.35. Äëÿ j ≥ 0

< Fw(Xj), Fw(1) >Hw= cj. (5.2.46)

Ëåìà 5.36. Äëÿ j, k ≥ 0

< Fw(Xj+1), Fw(Xk) >Hw=< Fw(Xj), Fw(Xk+1) >Hw . (5.2.47)

Òåîðåìà 5.33 âèïëèâà¹ ç öèõ äâîõ Ëåì.

Äîâåäåííÿ. (Òåîðåìè 5.33).

< Fw(Xj), Fw(Xk) >Hw=< Fw(Xj+k), Fw(1) >Hw= cj+k = D(Xj, Xk).

Äîâåäåííÿ. (Ëåìè 5.35). Â ñèëó (5.2.27),

(Fw1)(t) = −x+ i

2i

[
1 w(t)

w(t)∗ 1

][
1

1

]
,

òîáòî, |t| = 1, äå x = i1+t
1−t . Îòæå,

< Fw(Xj), Fw1 >Hw =

∫
T

x− i
2i

(
Fw

+ (Xj) + Fw
− (Xj)

)
m(dt)

=

∫
T

(
x− i

2i
Fw

+ (Xj) +
x+ i

2i
cj

)
m(dt)

+

∫
T

(
x− i

2i
Fw
− (Xj)− x+ i

2i
cj

)
m(dt).

Â ñèëó Ëåìè 5.30, âèðàçè â äâîõ îñòàííiõ iíòåãðàëàõ íàëåæàòü H2
+ i H2

−,

âiäïîâiäíî. Îòæå,

< Fw(Xj), Fw1 >Hw=

(
z − i

2i
Fw

+ (Xj) +
z + i

2i
cj

)
|ζ=0

.
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Îñêiëüêè z = i1+ζ
1−ζ , òî ïðè ζ = 0, ìà¹ìî z = i. Îòæå,(

z − i
2i

Fw
+ (Xj) +

z + i

2i
cj

)
|ζ=0

= cj.

Îñòàòî÷íî,

< Fw(Xj), Fw1 >Hw= cj.

Ëåìó äîâåäåíî.

Äîâåäåííÿ. (Ëåìè 5.36). Ðîçãëÿíåìî ðiçíèöþ ∆ ìiæ ëiâîþ i ïðàâîþ ÷àñòè-

íàìè (5.2.47),

∆ =< Fw(Xj+1), Fw(Xk) >Hw − < Fw(Xj), Fw(Xk+1) >Hw .

Âèêîðèñòîâóþ÷è (5.2.25), ìîæíà ïåðåïèñàòè ∆ ó âèãëÿäi

∆ = < xFw(Xj) +
x+ i

2

[
1 w

w∗ 1

][
1

−1

]
cj, F

w(Xk) >Hw

− < Fw(Xj), xFw(Xk) +
x+ i

2

[
1 w

w∗ 1

][
1

−1

]
ck >Hw

=

∫
T

{
x+ i

2
<

[
1

−1

]
cj, F

w(Xk) >

− x− i
2

< Fw(Xj),

[
1

−1

]
ck >

}
m(dt)

=

∫
T

{
x+ i

2
cj(Fw

+ (Xk)− Fw
− (Xk))

− x− i
2

(
Fw

+ (Xj)− Fw
− (Xj)

)
ck

}
m(dt).

Âiääiëèìî H2
+ i H2

− ÷àñòèíè, âèêîðèñòîâóþ÷è Ëåìó 5.30, äèâ. òàêîæ îá÷èñ-

ëåííÿ â Ëåìi 5.35

x− i
2

(Fw
+ (Xj)− Fw

− (Xj))

=

(
x− i

2
Fw

+ (Xj) +
x+ i

2
cj

)
−
(
x− i

2
Fw
− (Xj)− x+ i

2
cj

)
− (x+ i)cj.
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i
x+ i

2
(Fw

+ (Xk)− Fw
− (Xk))

=

(
x− i

2
Fw

+ (Xk) +
x+ i

2
ck

)
−
(
x− i

2
Fw
− (Xk)− x+ i

2
ck

)
− (x− i)ck.

Òåïåð îòðèìó¹ìî

∆ =

∫
T

{(
x− i

2
Fw

+ (Xk) +
x+ i

2
ck

)
cj

−
(
x− i

2
Fw
− (Xk)− x+ i

2
ck

)
cj − (x− i)ckcj

− ck

(
x− i

2
Fw

+ (Xj) +
x+ i

2
cj

)
(5.2.48)

+ ck

(
x− i

2
Fw
− (Xj)− x+ i

2
cj

)
+ (x+ i)ckcj

}
m(dt)

= −ickcj + 0 + ickcj − ickcj + 0 + ickcj = 0.

Çàóâàæåííÿ 5.37. Ó ïîñòàíîâöi çðiçàíî¨ ïðîáëåìè ìîìåíòiâ áåðå ó÷àñòü

òiëüêè ñêií÷åííå ÷èñëî ìîìåíòiâ c0, . . . , c2n. Ó öüîìó âèïàäêó Çàäà÷à 5.26

ìîäèôiêó¹òüñÿ òiëüêè â òié ÷àñòèíi, äå ïðîñòið X ñêëàäà¹òüñÿ ç ïîëiíîìiâ

ñòóïåíÿ íå âèùå n: p ∈ X , deg p ≤ n. Ëåìà 5.36 ÿê i ðàíiøå ñïðàâåäëèâà i

äîâîäèòüñÿ òàê ñàìî. Òîáòî,

< Fw(Xj), Fw(Xk) >Hw
def
=: cwj+k

(0 ≤ j ≤ n, 0 ≤ k ≤ n) çàëåæèòü âiä ñóìè iíäåêñiâ (j+k). Îäíàê äîâåäåííÿ

ëåìè 5.35 ïðîõîäèòü òiëüêè ïðè 0 ≤ j ≤ n−1. Çâiäêè âèïëèâà¹, ùî cwj = cj

ïðè 0 ≤ j ≤ n−1. Ðîçãëÿíåìî òåïåð äâi ôîðìè íà X ,: çàäàíó ôîðìóD(p, q)

i ôîðìó

Dw(p, q)
def
= < Fwp, Fwq >Hw (5.2.49)

(deg p ≤ n, deg q ≤ n). Îñêiëüêè w ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i, òî

D ≥ Dw. (5.2.50)
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Ìàòðèöi öèõ ôîðì ùîäî áàçèñó {Xk} ìàþòü âèãëÿä:

(cj+k)
n
j,k=0 i (cwj+k)

n
j,k=0

âiäïîâiäíî. �õ ðiçíèöÿ òàêîæ ¹ Ãàíêåëåâîþ ìàòðèöåþ, i âîíà íåâiä'¹ìíà â ñè-

ëó (5.2.50). ßê ìè áà÷èëè, âåðõíié ëiâèé åëåìåíò äîðiâíþ¹ íóëþ (íàâiòü âåñü

ïåðøèé ðÿäîê äîðiâíþ¹ íóëþ). Òîäi, â ñèëó ãàíêåëåâîñòi i íåâiä'¹ìíîñòi,

óñi åëåìåíòè äîðiâíþþòü íóëþ, îêðiì ìîæëèâî, ïðàâîãî íèæíüîãî. Îòæå

cwj = cj (0 ≤ j ≤ 2n−1), cw2n ≤ c2n. Ç öi¹þ çðiçàíîþ çàäà÷åþ òiñíî ïîâ'ÿçàíà

çàäà÷à, ùî ðîçãëÿäà¹òüñÿ â Ðîçäiëi 6.2.

Çàóâàæèìî òàêîæ, ùî

‖F Sp‖2
HS = D(p, p), ∀p ∈ X . (5.2.51)

5.2.8 Íàñëiäêè ðiâíîñòi Ïàðñåâàëÿ. Ðiâíiñòü Ïàðñåâàëÿ ñïðè÷è-

íÿ¹ äåÿêi äîäàòêîâi âëàñòèâîñòi ìàòðèöi (5.2.36)

S =

[
s s1

s2 s0

]
.

Òåîðåìà 5.38. Äëÿ áóäü-ÿêîãî ïàðàìåòðó ω, ìiðè ùî âiäïîâiäàþòü ôóíê-

öiÿì
1N2

+ ω(ζ)s(ζ)

1N2
− ω(ζ)s(ζ)

è
1N1

+ s(ζ)ω(ζ)

1N1
− s(ζ)ω(ζ)

¹ àáñîëþòíî íåïåðåðâíèìè.

Äîâåäåííÿ. Â ñèëó äîâåäåíî¨ ðiâíîñòi Ïàðñåâàëÿ (5.2.44), ìà¹ ìiñöå Òåîðå-

ìà 3.1. Àáñîëþòíà íåïåðåðâíiñòü, ùî äîâîäèòüñÿ òóò, âèïëèâà¹ ç ôîðìóëè

(3.1.21) Òåîðåìè 3.1.

Òåîðåìà 5.39.[
1N2

s∗

s 1N1

]
=

[
s∗2 0

0 s1

][
1E1

s0

s∗0 1E2

][−1] [
s2 0

0 s∗1

]
(5.2.52)

ìàéæå âñþäè íà êîëi T.
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Äîâåäåííÿ. Ïðè ω = 0, ôîðìóëà (3.1.21) Òåîðåìè 3.1 ïåðåòâîðþ¹òüñÿ â[
1N2

0

s(ζ) 1N1

]
=

∫
T

t+ ζ

t− ζ

[
s∗2 0

0 s1

][
1E1

w

w∗ 1E2

][−1] [
s2 0

0 s∗1

]
m(dt). (5.2.53)

Ðîçãëÿäàþ÷è äiéñíó ÷àñòèíó ðiâíîñòi (5.2.53) i ïåðåõîäÿ÷è íà ìåæó, îòðè-

ìó¹ìî (5.2.52).

Òåîðåìà 5.40. Äëÿ áóäü-ÿêîãî ðîçâ'ÿçêó w çàäà÷i, ùî ðîçãëÿäà¹òüñÿ, ìà¹

ìiñöå íàñòóïíèé ðîçêëàä ïðîñòîðó Hw

Hw = Clos {Fwp, p ∈ X} ⊕

[
ψ 0

0 ϕ∗

]
Hω, (5.2.54)

äå Fwp âèçíà÷åíî ôîðìóëîþ (5.2.20)

Fwp = −x+ i

2i

[
1 w(t)

w(t) 1

][
p(x)− ip̃(x)

p(x) + ip̃(x)

]
.

Çîêðåìà, ïðè ω = 0,

Hs0 = Clos {F s0p, p ∈ X} ⊕

[
s2 0

0 s∗1

][
H2

+(N2)

H2
−(N1)

]
, (5.2.55)

äå

F s0p = −x+ i

2i

[
1 s0(t)

s0(t) 1

][
p(x)− ip̃(x)

p(x) + ip̃(x)

]
.

Äîâåäåííÿ. Ç äîâåäåíî¨ ðiâíîñòi Ïàðñåâàëÿ, â ñèëó Òåîðåìè 3.3, âèïëèâà¹

ùî ïðåäñòàâëåííÿ Ôóð'¹ FA (3.1.19) âiäîáðàæà¹ óíiòàðíî H0 ⊕H1 íà Hw.

Ðiâíiñòü (5.2.54) âèïëèâà¹ ç òîãî, ùî X ùiëüíî â H0. Îêðåìèé âèïàäîê

îòðèìó¹ìî â ñèëó òîãî, ùî ïðè ω = 0

Hω =

[
H2

+(N2)

H2
−(N1)

]
.

5.2.9 Àðîâ-ñèíãóëÿðíiñòü Çíîâó ïîçíà÷èìî ÷åðåç S(ζ) ìàòðèöþ

(5.2.36)

S =

[
s s1

s2 s0

]
.
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Ìåòîþ öüîãî ðîçäiëó ¹ äîâåäåííÿ Àðîâ-ñèíãóëÿðíîñòi ([14, 15]) ìàòðèöi S.

Îñíîâíîþ ÷àñòèíîþ äîâåäåííÿ ¹

Òåîðåìà 5.41. Ôóíêöiÿ s1 ¹ çîâíiøíüîþ, òîáòî, ìíîæèíà ôóíêöié

{s1e
+
1 , e

+
1 ∈ H2

+(E1)}

ùiëüíà ó H2
+(N1) àáî, ùî òå æ ñàìå, ùî

P+s
∗
1n

+
1 = 0, n+

1 ∈ H2
+(N1)⇒ n+

1 = 0 . (5.2.56)

Ôóíêöiÿ s2 ¹ *-çîâíiøíüîþ, òîáòî, ìíîæèíà ôóíêöié

{s∗2e−2 , e−2 ∈ H2
−(E2)}

ùiëüíà ó H2
−(N2) àáî, ùî òå æ ñàìå, ùî

P−s2n
−
2 = 0, n−2 ∈ H2

−(N2)⇒ n−2 = 0. (5.2.57)

Äîâåäåííÿ. Ïðèïóñòèìî, ùî

n+
1 ∈ H2

+(N1) è P+s
∗
1n

+
1 = 0. (5.2.58)

Ðîçãëÿíåìî ôóíêöiþ

fn+
1

def
=

[
1 S

S∗ 1

]
[
n+

1

0

]

−P+S
∗

[
n+

1

0

]
 . (5.2.59)

Âîíà íàëåæèòü ïðîñòîðó HS, fn+
1
∈ HS. Ðîçãëÿíåìî ñêàëÿðíèé äîáóòîê,

p ∈ X ,

〈F Sp, fn+
1
〉HS = 〈F Sp,


[
n+

1

0

]

−P+S
∗

[
n+

1

0

]
〉L2.

Îñêiëüêè F S
−p ∈ H2

−, ìà¹ìî

〈F Sp, fn+
1
〉HS = 〈F S

+p,

[
n+

1

0

]
〉L2.
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Ñêîðèñòàâøèñü ôîðìóëîþ (5.2.42) äëÿ F Sp, îòðèìó¹ìî

〈F Sp, fn+
1
〉HS = 〈−x+ i

2i
s1(p+ ip̃), n+

1 〉L2 (5.2.60)

=

∫
T

−x+ i

2i
〈s1(t)(p(x) + ip̃(x)), n+

1 (t)〉N1
m(dt).

Îñêiëüêè x = i1+t
1−t , òî −

x+i
2i = 1

t−1 , i

p(x) + ip̃(x) =
q(t)

(t− 1)k
,

äå q(t) � ïîëiíîì âiä çìiííî¨ t, à k = deg p. Òàêèì ÷èíîì âèðàç ïiä iíòå-

ãðàëîì (5.2.60) äîðiâíþ¹

1

(t− 1)k+1
· 〈q(t), s1(t)

∗n+
1 (t)〉E. (5.2.61)

ßê i áóäü-ÿêèé ïîëiíîì çìiííî¨ t, q ∈ H∞+ (E) â äèñêó D. Â ñèëó ïðèïóùåííÿ

(5.2.58), s∗1n
+
1 ∈ H2

−(E). Îòæå, ôóíêöiÿ

〈q(t), s1(t)
∗n+

1 (t)〉E ∈ H2
+

äîðiâíþ¹ íóëþ â íóëi. Ïiäñóìó¹ìî âëàñòèâîñòi ôóíêöi¨ (5.2.61):

• Àíàëiòè÷íà â äèñêó D i ìà¹ îáìåæåíó õàðàêòåðèñòèêó (ÿê âiäíîøåííÿ

H2
+ ôóíêöi¨ i ïîëiíîìà).

• Íàëåæèòü L1 íà T (äèâ. (5.2.60)).

• çíàìåííèê (t− 1)k+1 ¹ çîâíiøíüî¨ ôóíêöi¹þ.

Çàñòîñîâóþ÷è Ïðèíöèï Ìàêñèìóìó Ñìèðíîâà (Òåîðåìà 5.5) ðîáèìî âèñíî-

âîê, ùî ôóíêöiÿ (5.2.61) íàëåæèòü äî H1
+. À îñêiëüêè âîíà äîðiâíþ¹ íóëþ

â íóëi, iíòåãðàë (5.2.60) äîðiâíþ¹ íóëþ.

Òàêèì ÷èíîì, ç ïðèïóùåííÿ (5.2.58) âèïëèâà¹, ùî

〈F Sp, fn+
1
〉HS = 0, ∀p ∈ X . (5.2.62)

Îñêiëüêè ìíîæèíà {F Sp, p ∈ X} ùiëüíà â HS, öå îçíà÷à¹, ùî fn+
1

= 0.
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Çãàäóþ÷è âèçíà÷åííÿ (5.2.59) fn+
1
, ìà¹ìî

fn+
1

=


[
n+

1

0

]
− SP+S

∗

[
n+

1

0

]

P−S
∗

[
n+

1

0

]
 = 0,

òîáòî,

fn+
1

=


[
n+

1

0

]
− SP+

[
s∗

s∗1

]
n+

1

P−

[
s∗

s∗1

]
n+

1

 = 0.

Çâiäñè, çîêðåìà, âèïëèâà¹, ùî

P−s
∗
1n

+
1 = 0.

Êîìáiíóþ÷è îñòàíí¹ ç (5.2.58) (P+s
∗
1n

+
1 = 0), îòðèìó¹ìî

s∗1n
+
1 = 0. (5.2.63)

Îñêiëüêè ïðàâèé íèæíié áëîê ôîðìóëè (5.2.52) ìîæíà çàïèñàòè íàñòóïíèì

÷èíîì

1N1
= s1(1E1

− s∗0s0)
[−1]s∗1,

òî ç (5.2.63) âèïëèâà¹, ùî n+
1 = 0.

Äîâåäåííÿ òîãî, ùî ôóíêöiÿ s2 ¹ *-çîâíiøíüîþ ïðîâîäèòüñÿ àíàëîãi÷-

íèì ÷èíîì: ïðèïóñêàþ÷è, ùî

P−s2n
−
2 = 0, n−2 ∈ H2

−(N2), (5.2.64)

ðîçãëÿíåìî ôóíêöiþ

fn−2 =

[
1 S

S∗ 1

]
−P−S

[
n−2

0

]
[
n−2

0

]
 ∈ HS ,

i ïîêàæåìî, ùî ç ïðèïóùåííÿ (5.2.10) âèïëèâà¹, ùî fn−2 = 0.
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Òåîðåìà 5.42. ßêùî ln(1 − |s0|2) /∈ L1, òî dimN1 = 0 i dimN2 = 0. Ïðè

öüîìó s0 ¹ ¹äèíèì ðîçâ'ÿçêîì çàäà÷i. ßêùî ln(1−|s0|2) ∈ L1, òî dimN1 = 1

i dimN2 = 1. Ïðè öüîìó s1 = s2 = a (ïðè íîðìóâàííi, ñêàæiìî, êîëè âñi

ôóíêöi¨ ïîçèòèâíi â íóëi), äå a çîâíiøíÿ ôóíêöiÿ òàêà, ùî

1− |s0|2 = |a|2.

Äîâåäåííÿ. Ïðèïóñòèìî, ùî ln(1− |s0|2) /∈ L1, òîäi ç íåðiâíîñòåé

1− s∗0s0 ≥ s∗1s1 i 1− s0s
∗
0 ≥ s2s

∗
2

âèïëèâàþòü ðiâíîñòi

s1 = 0 è s2 = 0.

Òîäi çàñòîñîâóþ÷è Òåîðåìó 5.41, îòðèìó¹ìî ùî äëÿ áóäü-ÿêîãî n1 ∈ N1,

n1 = 0 i äëÿ áóäü-ÿêîãî n2 ∈ N2, n2 = 0. Ïåðøà ÷àñòèíà òâåðäæåííÿ

äîâåäåíà.

Ïðèïóñòèìî, ùî ln(1 − |s0|2) ∈ L1, òîäi, â ñèëó Òåîðåìè Ñåãüî, iñíó¹

çîâíiøíÿ ôóíêöiÿ a òàêà, ùî

1− |s0|2 = |a|2. (5.2.65)

Ç Òåîðåìè 5.31, ôîðìóëè (5.2.31) âèïëèâà¹, ùî ïðè áóäü-ÿêîìó k
a

(t− 1)k
∈ H2

+. (5.2.66)

Ðiâíiñòü (5.2.65) ìîæå áóòè çàïèñàíà ó âèãëÿäi

1−
[
a s0

] [1 0

0 1

][−1] [
a

s0

]
= 0,

à, âèêîðèñòîâóþ÷è äîïîâíåííÿ Øóðà îòðèìó¹ìî, ùî
1 0 a

0 1 s0

a s0 1

 ≥ 0, (5.2.67)

à òàêîæ 
1 0 ta

0 1 s0

ta s0 1

 ≥ 0. (5.2.68)
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Ç îñòàííüî¨ íåðiâíîñòi âèïëèâà¹, ùî[
0

ta

]
∈ Hs0.

Ìè çáèðà¹ìîñÿ ñêîðèñòàòèñÿ ðîçêëàäîì (5.2.55) ïðîñòîðó Hs0. Îá÷èñëèìî

ñêàëÿðíèé äîáóòîê

〈F s0p,

[
0

ta

]
〉Hs0 = 〈−x+ i

2i
(p+ ip̃), ta〉L2

Îñêiëüêè x = i1+t
1−t , òî −

x+i
2i = 1

t−1 , i

p(x) + ip̃(x) =
q(t)

(t− 1)k
,

äå q(t) � ïîëiíîì âiä çìiííî¨ t, à k = deg p. Îòæå,

〈F s0p,

[
0

ta

]
〉Hs0 = 〈 q(t)

(t− 1)k+1
, ta〉L2 = 〈q(t), ta

(t− 1)k+1
〉 = 0.

Ðiâíiñòü íóëþ âèïëèâà¹ ç (5.2.66). Â ñèëó ðîçêëàäó (5.2.55) ïðîñòîðó Hs0,

öå îçíà÷à¹, ùî

ta ∈ s∗1H2
−(N1).

Çâiäñè, ïî-ïåðøå, ðîáèìî âèñíîâîê, ùî ïðîñòið H2
−(N1) íåòðèâiàëüíèé i,

îòæå, dimN1 = 1. Äàëi ìà¹ìî

a = hs1,

äå h ∈ H2
+. Íåðiâíiñòü (5.2.67) åêâiâàëåíòíà íàñòóïíîìó

1−
[
0 a

] [ 1 s0

s∗0 1

][−1] [
0

a

]
≥ 0.

Ïiäñòàâëÿþ÷è ñþäè a, ìà¹ìî

1− h
[
0 s1

] [ 1 s0

s∗0 1

][−1] [
0

s∗1

]
h∗ ≥ 0.

Ñêîðèñòàâøèñü òèì ùî ïðàâèé íèæíié áëîê ôîðìóëè (5.2.52) ìîæíà çàïè-

ñàòè íàñòóïíèì ÷èíîì

1N1
= s1(1E1

− s∗0s0)
[−1]s∗1,
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îòðèìó¹ìî 1 − hh∗ ≥ 0. Òîáòî, ôóíêöiÿ h ¹ ñòèñêóþ÷îþ. Òàêèì ÷èíîì,

|a| ≤ |s1| íà T. Ç iíøîãî áîêó,

|a|2 = 1− |s0|2 ≥ |s1|2.

Îòæå, |a| = |s1| íà T. Îñêiëüêè îáèäâi ôóíêöi¨ çîâíiøíi, òî ïðè íîðìóâàííi
íà ïîçèòèâíiñòü â íóëi âîíè çáiãàþòüñÿ âñþäè â äèñêó.

Ðiâíiñòü s2 = a äîâîäèòüñÿ àíàëîãi÷íî.

Íàñëiäîê 5.43. Çà óìîâè, ùî ln(1− |s0|2) ∈ L1

s1 = s2 = a, s = −a
a
s0, (5.2.69)

äå |a|2 = 1 − |s0|2. Ïðè öüîìó ìíîæèíà ðîçâ'ÿçêiâ çàäà÷i íåñêií÷åíà i âiä-

ïîâiäíiñòü ìiæ ïàðàìåòðàìè i ðîçâ'ÿçêàìè âçà¹ìíî îäíîçíà÷íà.

Äîâåäåííÿ. Ïåðøi äâi ôîðìóëè (5.2.69) äîâåäåíi âèùå, äîâåäåìî òðåòþ.

Ðîçãëÿíåìî ëiâèé íèæíié áëîê ôîðìóëè (5.2.52)

s =
[
0 s1

] [ 1 s0

s∗0 1

][
s2

0

]
=
[
0 a

] [ 1 −s0

−s∗0 1

][−1] [
a

0

]
1

1− |s0|2

= −a
2s0

|a|2
= −a

a
s0.

Ôîðìóëà, ùî îïèñó¹ ðîçâ'ÿçêè ìîæå áóòè ïåðåïèñàíà íàñòóïíèì ÷èíîì

w = s0 +
a2ω

1− sω
.

Çâiäñè âèïëèâà¹ âçà¹ìíà îäíîçíà÷íiñòü:

w1 = w2

òÿãíå (îñêiëüêè a 6= 0)
ω1

1− sω1
=

ω2

1− sω2
,

ω1(1− sω2) = (1− ω1s)ω2,

çâiäêè âèïëèâà¹, ùî

ω1 = ω2.
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5.2.10 Çàêëþ÷íå çàóâàæåííÿ. Ïàðà (a, s), ùî ïîáóäîâàíà âèùå

(â êîíòåêñòi íåâèçíà÷åíî¨ ñòåïåíåâî¨ ïðîáëåìè ìîìåíòiâ) ìà¹ òàêi âëàñòè-

âîñòi: a i s íàëåæàòü äî H∞; a ¹ çîâíiøíüî¨, s(0) = 0;

−a
a
s = s0 ∈ H∞

(öå ïðîñòî iíøà ôîðìà òðåòüî¨ ôîðìóëè ó (5.2.69)); çâiäñè çîêðåìà âèïëè-

âà¹, ùî |s| = |s0| ì.â. íà T i òîäi

|a|2 + |s|2 = |a|2 + |s0|2 = 1

ì.â. íà T. Îòæå öÿ ïàðà ¹ ñèíãóëÿðíîþ çà Àðîâèì.

ßê äîâåäåíî â Òåîðåìi 5.38, äëÿ áóäü-ÿêîãî ïàðàìåòðà ω, ìiðè ÿêi âiä-

ïîâiäàþòü ôóíêöiÿì
1 + ω(ζ)s(ζ)

1− ω(ζ)s(ζ)

¹ àáñîëþòíî íåïåðåðâíèìè.

Òèì ñàìèì, òàêi ïàðè äàþòü íåãàòèâíó âiäïîâiäü íà ïèòàííÿ Àäàìÿíà,

Àðîâà i Êðåéíà, à òàêîæ ñëóæàòü êîíòðïðèêëàäîì äî ãiïîòåçè Ñàðàñîíà.

Âèñíîâêè äî ðîçäiëó 5

Â Ðîçäiëi 5 ðîçâ'ÿçàíî äâi ïðîáëåìè ïîñòàâëåíi Ä. Ñàðàñîíîì. Ó ïåðøié

äîâåäåíî ùî äëÿ êîæíî¨ γ-òâiðíî¨ ïàðè (a, b) iñíó¹ âíóòðiøíÿ çà Áüîðëiíãîì

ôóíêöiÿ θ òàêà ùî ïàðà (a, θb) ¹ ðåãóëÿðíîþ, òîáòî âiäïîâiäà¹ äåÿêié çàäà-

÷i Íåõàði. Çàãàëüíèé âèïàäîê çâîäèòüñÿ äî âèïàäêó êîëè ïàðà (a, b) ñèí-

ãóëÿðíà. Ïiñëÿ öüîãî çàñòîñîâó¹òüñÿ õàðàêòåðèçàöiÿ ðåãóëÿðíèõ γ-òâiðíèõ

ïàð, ùî îòðèìàíà ó Ðîçäiëi 4, òà ïåâíà àïðîêñèìàöiÿ ôóíêöi¨ 1/a (ÿêà ó

çàãàëüíîìó âèïàäêó íå íàëåæèòü äî ïðîñòîðó H2).

Ó ïiäðîçäiëi 5.2.1 ïîáóäîâàíî êëàñ êîíòðïðèêëàäiâ äî iíøî¨ ïðîáëåìè

Ä. Ñàðàñîíà. Áóäåìî ãîâîðèòè ùî γ-òâiðíà ïàðà (a, b) ìà¹ âëàñòèâiñòü àáñî-

ëþòíî¨ íåïåðåðâíîñòi (àñ) ÿêùî äëÿ áóäü-ÿêî¨ ôóíêöi¨ êëàñó Øóðà ω ìiðà

σbω â ïðåäñòàâëåííi Ðiñà-Ãåðãëîòöà

1 + b(ζ)ω(ζ)

1− b(ζ)ω(ζ)
=

∫
T

t+ ζ

t− ζ
σbω(dt), |ζ| < 1
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¹ àáñîëþòíî íåïåðåðâíîþ. Ãiïîòåçà Ä. Ñàðàñîíà ñòâåðäæóâàëà ùî öÿ âëà-

ñòèâiñòü ïàðè (a, b) òÿãíå ¨¨ ðåãóëÿðíiñòü. Ó äàíîìó ïiäðîçäiëi ïîêàçàíî ùî

öå íå òàê.

Áiëüø êîíêðåòíî, áóëî ïîêàçàíî ùî ïàðè (a, b), ùî âèíèêàþòü ïðè ïà-

ðàìåòðèçàöi¨ ðîçâ'ÿçêiâ ìåæîâî¨ iíòåðïîëÿöiéíî¨ çàäà÷i (ùî òiñíî ïîâ'ÿçàíà

ç íåñêií÷åííîþ ïðîáëåìîþ ìîìåíòiâ) ìàþòü âëàñòèâiñòü (ac), àëå ¹ ñèíãó-

ëÿðíèìè, òîáòî íå ìîæóòü áóòè ðåãóëÿðíèìè.

Ìåòîä äîâåäåííÿ ïîëÿãà¹ ó íàñòóïíîìó. Ìåæîâà iíòåðïîëÿöiéíà çà-

äà÷à âêëàäà¹òüñÿ â ñõåìó îðòîãîíàëüíî¨ Àáñòðàêòíî¨ Çàäà÷i Iíòåðïîëÿ-

öi¨ (äèâ. Ðîçäië 3.1). Âëàñòèâiñòü (ac) âèïëèâà¹ ç òîãî ùî äëÿ áóäü-ÿêîãî

ðîçâ'ÿçêó öi¹¨ çàäà÷i (òî÷íiøå äëÿ ïîâ'ÿçàíîãî ç ðîçâ'ÿçêîì ïåðåòâîðåííÿ

Ôóð'¹ (3.1.4)) ìà¹ ìiñöå ðiâíiñòü ó íåðiâíîñòi (3.1.5): ‖Fx‖2
Hw = D(x, x).

Òîáòî, öÿ çàäà÷à ìà¹ âëàñòèâiñòü ðiâíîñòi Ïàðñåâàëÿ. Îñêiëüêè, ïî ñàìî-

ìó çìiñòó çàäà÷i, óñi ¨¨ ðîçâ'ÿçêè ëåæàòü â H∞, òî çîêðåìà é öåíòðàëüíèé

ðîçâ'ÿçîê s0 = −a
ab ëåæèòü â H

∞. Òàêèì ÷èíîì, äëÿ äîâåäåííÿ ñèíãóëÿð-

íîñòi ïàðè (a, b) äîñòàòíüî äîâåñòè ùî a ¹ çîâíiøíüîþ ïî Áüîðëiíãó. Ùî

çðîáëåíî ó öüîìó ðîçäiëi.

Ðåçóëüòàòè ðîçäiëó îïóáëiêîâàíî â ðîáîòàõ [65, 66, 67, 68]



203

ÐÎÇÄIË 6

ÓÇÀÃÀËÜÍÅÍÍß ÒÅÎÐÅÌÈ ÆÞËIÀ - ÊÀÐÀÒÅÎÄÎÐI ÒÀ

ÌÅÆÎÂÀ IÍÒÅÐÏÎËßÖIß

6.1 Òåîðåìà Æþëià - Êàðàòåîäîði âèùîãî ïîðÿäêó

6.1.1 Ïîçíà÷åííÿ òà ôîðìóëþâàííÿ ðåçóëüòàòó. ×åðåç S áó-

äåìî ïîçíà÷àòè êëàñ Øóðà, òîáòî êëàñ ôóíêöié, ùî àíàëiòè÷íi ó âiäêðè-

òîìó îäèíè÷íîìó äèñêó D i âiäîáðàæàþòü éîãî â ñâî¹ çàìèêàííÿ. Áóäåìî

ïèñàòè z→̂t0, ÿêùî òî÷êà äèñêó z íàáëèæà¹òüñÿ äî ìåæîâî¨ òî÷êè t0 ∈ T
íåäîòè÷íèì ÷èíîì i z → t0, ÿêùî z íàáëèæà¹òüñÿ äî t0 äîâiëüíèì ÷èíîì,

çàëèøàþ÷èñü ó D. Ñôîðìóëþ¹ìî êëàñè÷íó òåîðåìó Æþëià - Êàðàòåîäîði

([43], [58] à òàêîæ [90, Chapter 4] i [86, Chapter 6]), [84]�[90].

Òåîðåìà 6.1. Äëÿ w ∈ S i t0 íàñòóïíi óìîâè ¹ åêâiâàëåíòíèìè:

(1) d1 := lim inf
z→t0

1− |w(z)|2

1− |z|2
<∞; (2) d2 := lim

z→̂t0

1− |w(z)|2

1− |z|2
<∞.

(3) Ãðàíèöi w0 := lim
z→̂t0

w(z) i d3 := lim
z→̂t0

1− w(z)w0

1− zt̄0
iñíóþòü i çàäîâîëüíÿþòü |w0| = 1 i d3 ≥ 0.

(4) Ãðàíèöi w0 := lim
z→̂t0

w(z) i w1 := lim
z→̂t0

w′(z)

iñíóþòü i çàäîâîëüíÿþòü |w0| = 1 i t0w1w0 ≥ 0.

Áiëüø òîãî, ïðè âèêîíàííi öèõ óìîâ âèêîíóþòüñÿ ðiâíîñòi d1 = d2 = d3 =

t0w1w0.

Â öüîìó ðîçäiëi âñòàíîâëþ¹òüñÿ êðàòíèé àíàëîã Òåîðåìè Æþëià - Êà-

ðàòåîäîði. Ââåäåìî äåÿêi ïîçíà÷åííÿ. Äëÿ áóäü-ÿêî¨ ôóíêöi¨ êëàñó Øóðà

w ìàòðèöÿ Øâàðöà - Ïiêà

Pw
n (z) :=

[
1

i!j!

∂i+j

∂zi∂z̄j
1− |w(z)|2

1− |z|2

]n
i,j=0

(6.1.1)



204

¹ íåâiä'¹ìíîþ ïðè áóäü-ÿêîìó n ≥ 0 i z ∈ D. Ìè òàêîæ áóäåìî ðîçãëÿäàòè

ìåæîâó ìàòðèöþ Øâàðöà - Ïiêà â òî÷öi t0 ∈ T

Pw
n (t0) = lim

z→̂t0
Pw
n (z) (n ≥ 0), (6.1.2)

çà óìîâè, ùî îñòàííÿ ãðàíèöÿ iñíó¹. Öÿ ìàòðèöÿ òåæ íåâiä'¹ìíà.

Íåõàé w ∈ S i ïðèïóñòèìî, ùî íåäîòè÷íi ãðàíèöi

wj(t0) := lim
z→̂t0

w(j)(z)

j!
ïðè j = 0, . . . , 2n+ 1 (6.1.3)

iñíóþòü. Âèçíà÷èìî

Pwn (t0) :=


w1(t0) · · · wn+1(t0)

... ...

wn+1(t0) · · · w2n+1(t0)

Ψn(t0)


w0(t0) . . . wn(t0)

. . . ...

0 w0(t0)

 .
(6.1.4)

Òóò ïåðøèé ìíîæíèê ¹ Ãàíêåëåâîþ ìàòðèöåþ, òðåòié âåðõíüî-òðèêóòíîþ

Òüîïëiöåâîþ ìàòðèöåþ i Ψn(t0) = [Ψj`]
n
j,`=0 âåðõíüî-òðèêóòíà ìàòðèöÿ ç

åëåìåíòàìè

Ψj` =

 0, if j > `

(−1)`
(

`

j

)
t`+j+1
0 , if j ≤ `.

(6.1.5)

Ìàòðèöÿ (6.1.4) âïåðøå ç'ÿâèëàñÿ ó ðîáîòi I. Â. Êîâàëiøèíî¨ [73] â êîíòåêñòi

ìåæîâî¨ iíòåðïîëÿöiéíî¨ çàäà÷i â êëàñi Øóðà. Ïîçíà÷èìî (n, n)-é åëåìåíò

ìàòðèöi Øâàðöà - Ïiêà Pw
n (z) ÷åðåç

dw,n(z) :=
1

(n!)2

∂2n

∂zn∂z̄n
1− |w(z)|2

1− |z|2
. (6.1.6)

Òåïåð ìè ãîòîâi ñôîðìóëþâàòè êðàòíèé àíàëîã Òåîðåìè 6.1.

Òåîðåìà 6.2. Äëÿ w ∈ S, t0 ∈ T i n ∈ Z+, íàñòóïíi óìîâè åêâiâàëåíòíi:

(1) lim inf
z→t0

dw,n(z) <∞. (6.1.7)

(2) lim
z→̂t0

dw,n(z) <∞. (6.1.8)

(3) Iñíó¹ ìåæîâà ìàòðèöÿ Øâàðöà - Ïiêà Pw
n (t0) .

(4) Íåäîòè÷íi ãðàíèöi (6.1.3) iñíóþòü i çàäîâîëüíÿþòü
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|w0(t0)| = 1 i Pwn (t0) ≥ 0, (6.1.9)

äå ìàòðèöÿ Pwn (t0) âèçíà÷åíà ôîðìóëîþ (6.1.4).

Áiëüø òîãî, ïðè âèêîíàííi öèõ óìîâ ãðàíèöi ó (6.1.7) i ó (6.1.8) çáiãàþòüñÿ.

Òàêîæ ìà¹ ìiñöå ðiâíiñòü

Pw
n (t0) = Pwn (t0). (6.1.10)

Öåé ðîçäië ìà¹ òàêó ñòðóêòóðó. Ó äðóãîìó ïàðàãðàôi ìè âèêëàäà¹ìî

âiäîìîñòi î ïðîñòîðàõ àíàëiòè÷íèõ ôóíêöié äå Áðàíæà-Ðîâíÿêà i ïðî âiä-

òâîðþþ÷i ÿäðà öèõ ïðîñòîðiâ. Ó òðåòüîìó ïàðàãðàôi ðîçãëÿäàþòüñÿ ìåæî-

âi âiäòâîðþþ÷i ÿäðà, ÿêi (ÿê áóäå ïîêàçàíî) iñíóþòü òiëüêè ïðè âèêîíàííi

óìîâè (6.1.7). Ó ÷åòâåðòîìó ïàðàãðàôi äîâîäèòüñÿ Òåîðåìà 6.2. Ó ï'ÿòîìó

ïàðàãðàôi îáãîâîðþþòüñÿ ïîäàëüøi ðåçóëüòàòè ïîâ'ÿçàíi ç Òåîðåìîþ 6.2.

6.1.2 Ïðîñòîðè äå Áðàíæà-Ðîâíÿêà òà ¨õ âiäòâîðþþ÷i ÿäðà

Ç Øóðiâñüêîþ ôóíêöi¹þ w ïîâ'ÿçóþòü �iëüáåðòîâi ïðîñòîðè Lw i Hw.

Íåõàé L2 � öå ïðîñòið êâàäðàòè÷íî iíòåãðîâíèõ ôóíêöié íà îäèíè÷íîìó

êîëi T, H+
2 i H−2 ïðîñòîðè Õàðäi ç ðiâíèìè íóëþ âiä'¹ìíèìè (âiäïîâiä-

íî, íåâiä'¹ìíèìè) êîåôiöi¹íòàìè Ôóð'¹. Åëåìåíòè H+
2 i H−2 äîïóñêàþòü

àíàëiòè÷íå (âiäïîâiäíî, àíòèàíàëiòè÷íå) ïðîäîâæåííÿ â äèñê.

Ðîçãëÿíåìî ìàòðèöþ W (t) :=

[
1 w(t)

w(t)∗ 1

]
. Ïðîñòið Lw âèçíà÷à¹òü-

ñÿ ÿê ìíîæèíà W 1/2(L2 ⊕ L2), ùî íàäiëåíà íîðìîþ îáðàçó. Áiëüø äåòàëü-

íî: äëÿ êîæíîãî åëåìåíòà f(t) ç Lw ïðè ìàéæå óñiõ t ∈ T iñíó¹ ¹äèíèé

gf(t) ∈ L2⊕L2 îðòîãîíàëüíèé KerW (t) òàêèé, ùî f = W 1/2gf . Öåé ¹äèíèé

gf áóäåìî ïîçíà÷àòè gf := W [−1/2]f . Ïðè öüîìó Lw-íîðìà f âèçíà÷à¹òüñÿ

íàñòóïíèì ÷èíîì

‖f‖2
Lw := ‖g

f
‖2
L2⊕L2

=

∫
T

∥∥∥∥∥∥
[

1 w(t)

w(t)∗ 1

][−1/2]

f(t)

∥∥∥∥∥∥
2

C2

m(dt),

äå m(dt) íîðìîâàíà ìiðà Ëåáåãà íà T. Îñêiëüêè

RanW (t) = RanW (t)1/2
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ìàéæå âñþäè íà T, ìîæíà òàêîæ íàïèñàòè, ùî

〈f, h〉Lw =

∫
T

〈[
1 w(t)

w(t)∗ 1

][−1]

f(t), h(t)

〉
C2

m(dt). (6.1.11)

Òóò çàñòîñóâàííÿ îáåðíåíî¨ ìàòðèöi îçíà÷à¹, ùî îáèðà¹òüñÿ äîâiëüíà

âåêòîð-ôóíêöiÿ g(t), ùî çàäîâîëüíÿ¹ óìîâi f(t) = W (t)g(t). Öÿ g íå

îáîâ'ÿçêîâî íàëåæèòü äî L2(C2). Îäíàê, ôóíêöiÿ ñóìîâíà ó (6.1.11) íå çà-

ëåæèòü âiä âèáîðó g(t), îñêiëüêè h(t) ∈ RanW (t) ïðè ìàéæå óñiõ t.

Âèçíà÷åííÿ 6.3. Áóäåìî ãîâîðèòè, ùî ôóíêöiÿ f =

[
f+

f−

]
íàëåæèòü

ïðîñòîðó Hw, ÿêùî âîíà íàëåæèòü Lw i, ÿêùî f+ ∈ H+
2 i f− ∈ H−2 .

ÏðîñòiðHw ¹ çàìêíóòèì ïiäïðîñòîðîì Lw; P
Hw

ïîçíà÷à¹ îðòîãîíàëüíèé

ïðîåêòîð Lw íà Hw. H+
2 i H−2 ¹ �iëüáåðòîâèìè ïðîñòîðàìè ç âiäòâîðþþ÷è-

ìè ÿäðàìè, âiäïîâiäíî

kz(t) =
1

1− tz̄
i k̃z(t) =

1

t− z
(6.1.12)

â òîìó çíà÷åííi, ùî

〈f+, kz〉L2
= f+(z) i

〈
f−, k̃z

〉
L2

= f−(z)/z̄ (6.1.13)

äëÿ áóäü-ÿêîãî f+ ∈ H+
2 , f− ∈ H−2 i z ∈ D. Áiëüø òîãî, ÿäðà

kj,z(t) :=
1

j!

∂j

∂z̄j
kz(t) =

tj

(1− tz̄)j+1
, (6.1.14)

k̃j,z(t) :=
1

j!

∂j

∂zj
k̃z(t) =

1

(t− z)j+1
(6.1.15)

âiäòâîðþþòü çíà÷åííÿ ïîõiäíèõ:

〈f+, kj,z〉L2
=

1

j!
f

(j)
+ (z),

〈
f−, k̃j,z

〉
L2

=
1

j!

(
f−(z)

z̄

)(j)

. (6.1.16)

Ðîçãëÿíåìî âåêòîð-ôóíêöi¨

Kz(t) =

[
Kz,+(t)

Kz,−(t)

]
=

[
1 w(t)

w(t)∗ 1

][
1

−w(z)∗

]
· kz(t), (6.1.17)
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K̃z(t) =

[
K̃z,+(t)

K̃z,−(t)

]
=

[
1 w(t)

w(t)∗ 1

][
−w(z)

1

]
· k̃z(t), (6.1.18)

äå z ∈ D i t ∈ T, à òàêîæ

K(j)
z (t) :=

1

j!

∂j

∂z̄j
Kz(t) i K̃(j)

z (t) :=
1

j!

∂j

∂zj
K̃z(t) , (6.1.19)

j ∈ Z+. Âèêîðèñòîâóþ÷è (6.1.14) i (6.1.15), îòðèìó¹ìî òàêi ÿâíi ôîðìóëè

äëÿ K(j)
z i K̃(j)

z :

K(j)
z (t) =

[
1 w(t)

w(t)∗ 1

]
kj,z(t)

−
j∑
`=0

wj−`(z)∗k`,z(t)

 , (6.1.20)

K̃(j)
z (t) =

[
1 w(t)

w(t)∗ 1

] −
j∑
`=0

wj−`(z)k̃`,z(t)

k̃j,z(t)

 , (6.1.21)

äå w`(z) êîåôiöi¹íòè Òåéëîðà ôóíêöi¨ w â òî÷öi z

w(ζ) =
∞∑
`=0

w`(z)(ζ − z)`, w`(z) =
w(`)(z)

`!
. (6.1.22)

Ôîðìóëè (6.1.20) i (6.1.21) âèçíà÷àþòü K(j)
z (t) i K̃(j)

z (t) ÿê âåêòîð-ôóíêöi¨

âiä t íà îäèíè÷íîìó êîëi. �õ êîìïîíåíòè äîïóñêàþòü àíàëiòè÷íå (àíòè-

àíàëiòè÷íå) ïðîäîâæåííÿ â îäèíè÷íèé äèñê:

K
(j)
z,+(ζ) = kj,z(ζ)− w(ζ)

j∑
`=0

wj−`(z)∗k`,zi(ζ), (6.1.23)

K
(j)
z,−(ζ) = ζ̄

(
w(ζ)∗k̃j,z(ζ)∗ −

j∑
`=0

wj−`(z)∗k̃`,z(ζ)∗

)
, (6.1.24)

K̃
(j)
z,+(ζ) = w(ζ)k̃j,z(ζ)−

j∑
`=0

wj−`(z)k̃`,z(ζ), (6.1.25)

K̃
(j)
z,−(ζ) = ζ̄

(
kj,z(ζ)∗ − w(ζ)∗

j∑
`=0

wj−`(z)k`,z(ζ)∗

)
. (6.1.26)
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Ëåìà 6.4. Ïðè áóäü-ÿêîìó j ∈ Z+ i z ∈ D, ôóíêöi¨ K(j)
z i K̃(j)

z íàëåæàòü

ïðîñòîðó Hw. Äëÿ áóäü-ÿêîãî f =

[
f+

f−

]
∈ Hw

〈
f, K(j)

z

〉
Hw

=
1

j!

dj

dzj
f+(z),

〈
f, K̃(j)

z

〉
Hw

=
1

j!

dj

dz̄j

(
f−(z)

z̄

)
. (6.1.27)

Äîâåäåííÿ. Çàóâàæèìî, ùî â ñèëó ôîðìóë (6.1.20) i (6.1.21), ôóíêöi¨[
1 w(t)

w(t)∗ 1

][− 1
2 ]

K(j)
z (t) i

[
1 w(t)

w(t)∗ 1

][− 1
2 ]

K̃(j)
z (t)

îáìåæåíi íà T ïðè áóäü-ÿêîìó ôiêñîâàíîìó z ∈ D i, îòæå, K(j)
z òà K̃(j)

z

íàëåæàòü äî Lw. Îñêiëüêè w ∈ H∞, k`,z ∈ H2
+ i k̃`,z ∈ H2

−, áåçïîñåðåäíüî ç

ôîðìóë (6.1.23) i (6.1.26) âèïëèâà¹, ùî K(j)
z,+ ∈ H+

2 i K̃(j)
z,− ∈ H−2 . Ïiäñòàâëÿ-

þ÷è ðîçêëàä Òåéëîðà (6.1.22) ôóíêöi¨ w ó (6.1.25), îòðèìó¹ìî

K̃
(j)
z,+(ζ) =

∞∑
`=j+1

w`(z)(ζ − z)`−j−1 (6.1.28)

çâiäêè âèïëèâà¹, ùî K̃(j)
z,+ ∈ H+

2 . Àíàëîãi÷íî, ç (6.1.24) âèïëèâà¹, ùî K
(j)
z,− ∈

H−2 . Òàêèì ÷èíîì ïåðøi êîìïîíåíòè K
(j)
z i K̃(j)

z íàëåæàòü äî H+
2 , äðóãi

íàëåæàòü äî H−2 i, îòæå, K(j)
z i K̃(j)

z íàëåæàòü äî Hw. Äàëi, â ñèëó ôîðìóëè

(6.1.17) äëÿ Kz i ôîðìóëè (6.1.11) äëÿ ñêàëÿðíîãî äîáóòêó ó Lw,

〈f, Kz〉Hw =

〈[
f+

f−

]
,

[
1

−w(z)∗

]
kz

〉
L2⊕L2

= 〈f+, kz〉L2 + 〈f−, w(z)∗kz〉L2.

Îñêiëüêè f− íàëåæèòü äî H−2 i w(z)∗kz (ÿê ôóíêöiÿ âiä t) íàëåæèòü äî H+
2 ,

îòðèìó¹ìî, ùî äðóãèé ÷ëåí äîðiâíþ¹ íóëþ. Ïåðøèé, â ñèëó (6.1.13), äîðiâ-

íþ¹ f+(z). Ñïiââiäíîøåííÿ 〈f, K̃z〉Hw = f−(z)
z̄ ïåðåâiðÿ¹òüñÿ àíàëîãi÷íî.

Òàêèì ÷èíîì, ìà¹ìî

〈f, Kz〉Hw = f+(z) i 〈f, K̃z〉Hw =
f−(z)

z̄
(6.1.29)

Âiäòâîðþþ÷i âëàñòèâîñòi (6.1.27) âèïëèâàþòü ç (6.1.29) øëÿõîì äèôåðåí-

öiþâàííÿ iíòåãðàëiâ çà ïàðàìåòðàìè z i z.
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Ëåìà 6.5. Íåõàé K(j)
z i K̃(j)

z ÿäðà, âèçíà÷åíi ôîðìóëàìè (6.1.19), z i ζ äâi

òî÷êè äèñêó D. Òîäi〈
K

(j)
ζ , K(i)

z

〉
Hw

=
1

i!j!

∂i+j

∂zi∂ζ̄j

(
1− w(z)w(ζ)∗

1− zζ̄

)
, (6.1.30)〈

K̃
(j)
ζ , K̃(i)

z

〉
Hw

=
1

i!j!

∂i+j

∂z̄i∂ζj

(
1− w(z)∗w(ζ)

1− z̄ζ

)
, (6.1.31)〈

K̃(i)
z , K

(j)
z

〉
Hw

= wi+j+1(z). (6.1.32)

Äîâåäåííÿ. Â ñèëó ïåðøî¨ ôîðìóëè â (6.1.29) i âèçíà÷åííÿ (6.1.17),

〈Kζ , Kz〉Hw = Kζ,+(z) =
1− w(z)w(ζ)∗

1− zζ̄
.

Ç iíøîãî áîêó, â ñèëó ïåðøî¨ ôîðìóëè â (6.1.19),

〈K(j)
ζ , K(j)

z 〉Hw =
1

i!j!

∂i+j

∂zi∂ζ̄j
〈Kζ , Kz〉Hw

Ïiäñòàâëÿþ÷è ïîïåðåäí¹ â îñòàíí¹, îòðèìó¹ìî (6.1.30). Ïåðåâiðêà (6.1.31)

àíàëîãi÷íà. Äëÿ ïåðåâiðêè (6.1.32) ñêîðèñòà¹ìîñÿ ôîðìóëîþ (6.1.28) äëÿ

K̃
(i)
z,+. Â ñèëó âiäòâîðþþ÷î¨ âëàñòèâîñòi (6.1.27) ìà¹ìî

〈K̃(i)
z , K

(j)
ζ 〉Hw =

1

j!

∂j

∂zj
K̃

(i)
z,+(ζ) =

1

j!

∂j

∂zj

( ∞∑
`=i+1

w`(z)(ζ − z)`−i−1

)

=
∞∑

`=i+j+1

(
`− i− 1

j

)
w`(z)(ζ − z)`−i−j−1,

çâiäêè âèïëèâà¹ (6.1.32), îñêiëüêè

lim
ζ→z

∞∑
`=i+j+1

(
`− i− 1

j

)
w`(z)(z − ζ)`−i−j−1 = wi+j+1(z).

Çàóâàæåííÿ 6.6. Ââàæàþ÷è ` = j = n i ζ = z â ôîðìóëàõ (6.1.30) i

(6.1.31) Ëåìè 6.5, îòðèìó¹ìî∥∥∥K(n)
z

∥∥∥2

Hw
=
∥∥∥K̃(n)

z

∥∥∥2

Hw
= dw,n(z), (6.1.33)
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äå dw,n(z) âèçíà÷åíà ôîðìóëîþ (6.1.6). Îòæå, óìîâà (6.1.7) îçíà÷à¹, ùî

lim inf
z→t0

‖K(n)
z ‖Hw = lim inf

z→t0
‖K̃(n)

z ‖Hw <∞.

Çàóâàæåííÿ 6.7. Ôîðìóëè (6.1.30) äîçâîëÿþòü ïåðåïèñàòè âèçíà÷åííÿ

(6.1.1) ìàòðèöi Pw
n (z) ó âèãëÿäi

Pw
n (z) =

[〈
K(j)
z , K(i)

z

〉
Hw

]n
i,j=0

(6.1.34)

i òèì ñàìèì ïðåäñòàâèòè ìàòðèöþ Øâàðöà - Ïiêà ÿê ìàòðèöþ Ãðàìà ñè-

ñòåìè ôóíêöié {K(j)
z }nj=0.

Ëåìà 6.8. Íåõàé w ∈ S, z ∈ D, j ∈ Z+, K
(j)
z i K̃(j)

z âèçíà÷åíi ôîðìóëàìè

(6.1.20) i (6.1.21), âiäïîâiäíî. Òîäi

K(j)
z = PHw

[
1 w

w∗ 1

][
kj,z

0

]
, K̃(j)

z = PHw

[
1 w

w∗ 1

][
0

k̃j,z

]
. (6.1.35)

äå P
Hw

îðòîãîíàëüíèé ïðîåêòîð Lw íà Hw, à kj,z i k̃j,z ÿäðà, âèçíà÷åíi â

(6.1.14) i (6.1.15).

Äîâåäåííÿ. Ôóíêöiÿ g :=

[
1 w

w∗ 1

][
kj,z

0

]
íàëåæèòü ïðîñòîðó Lw. Ñêî-

ðèñòà¹ìîñÿ (6.1.11) äëÿ îá÷èñëåííÿ ñêàëÿðíîãî äîáóòêó â Lw ìiæ g i äî-

âiëüíîþ ôóíêöi¹þ f =

[
f+

f−

]
∈ Hw:

〈f, g〉
Lw

=

〈[
f+

f−

]
,

[
kj,z

0

]〉
L2

= 〈f+, kj,z〉L2
=

1

j!
f

(j)
+ (z).

Îñêiëüêè f ∈ Hw, ìà¹ìî P
Hw
f = f . Òîáòî,

〈f, P
Hw
g〉

Hw
= 〈P

Hw
f, g〉

Lw
= 〈f, g〉

Lw
=

1

j!
f

(j)
+ (z).

Ç ïåðøî¨ âiäòâîðþþ÷î¨ âëàñòèâîñòi â (6.1.27) âèïëèâà¹, ùî 〈f, P
Hw
g〉

Hw
=

〈f, K(j)
z 〉Hw . Çâiäêè âèïëèâà¹ ïåðøà ôîðìóëà (6.1.35). Äðóãà ïåðåâiðÿ¹òüñÿ

àíàëîãi÷íî.
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Íàñòóïíà Ëåìà ïåðåâiðÿ¹òüñÿ áåçïîñåðåäíüî.

Ëåìà 6.9. ßêùî g1 ∈ L2 i g2 ∈ H+
2 , òî

PHw

[
1 w

w∗ 1

][
g1

g2

]
= PHw

[
1 w

w∗ 1

][
g1

0

]
. (6.1.36)

Ëåìà 6.10. Íåõàé w � öå Øóðiâñüêà ôóíêöiÿ i íåõàé h äîâiëüíèé åëåìåíò

ïðîñòîðó Lw. Òîäi äëÿ áóäü-ÿêîãî t0 ∈ T, z ∈ D i n ≥ 0 ôóíêöiÿ

hz(t) =

(
1− tt̄0
1− tz̄

)n
h(t) (6.1.37)

íàëåæèòü äî Lw i lim
z→̂t0
‖hz − h‖Lw = 0.

Äîâåäåííÿ. Îñêiëüêè ïðîñòið Lw iíâàðiàíòíèé âiäíîñíî ìíîæåííÿ íà îáìå-

æåíó ñêàëÿðíó ôóíêöiþ, òî hz íàëåæèòü Lw. Â ñèëó (6.1.37),

‖hz − h‖2
Lw =

∫
T

∥∥∥∥∥∥
[

1 w(t)

w(t)∗ 1

][− 1
2 ]

h(t)

∥∥∥∥∥∥
2

C2

·
∣∣∣∣(1− tt̄0

1− tz̄

)n
− 1

∣∣∣∣2m(dt).

Òâåðäæåííÿ Ëåìè îòðèìó¹ìî çà äîïîìîãîþ Òåîðåìè ïðî Ìàæîðàíòíó

çáiæíiñòü, îñêiëüêè äëÿ áóäü-ÿêîãî z â íåäîòè÷íîìó îêîëi

Γa(t0) = {z ∈ D : |t0 − z| < a(1− |z|)} (a > 1), (6.1.38)

òî÷êè t0, i äëÿ áóäü-ÿêîãî t ∈ T ìà¹ìî∣∣∣∣1− tt̄01− tz̄

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣1 + t
z̄ − t̄0
1− tz̄

∣∣∣∣ ≤ 1 +

∣∣∣∣z − t0t− z

∣∣∣∣ < 1 +
|t0 − z|
1− |z|

≤ 1 + a,

i, îòæå, ∣∣∣∣(1− tt̄0
1− tz̄

)n
− 1

∣∣∣∣ ≤ (1 + a)n + 1.

6.1.3 Ìåæîâi âiäòâîðþþ÷i ÿäðà Ó öüîìó ïàðàãðàôi ðîçãëÿäà-

þòüñÿ ìåæîâi àíàëîãè K
(n)
t0 i K̃(n)

t0 (òóò t0 ∈ T) âiäòâîðþþ÷èõ ÿäåð K
(n)
z

i K̃(n)
z , âèçíà÷åíèõ ó (6.1.20) i (6.1.21). Îñíîâíèé ðåçóëüòàò öi¹¨ ÷àñòèíè
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Òåîðåìà 6.11. Ïîïóòíî òàêîæ äîâîäèòüñÿ iìïëiêàöiÿ (1)⇒ (2) Òåîðåìè 6.2.

Ïî÷íåìî ç ìåæîâèõ àíàëîãiâ ÿäåð (6.1.14) i (6.1.15):

kj,t0(ζ) =
ζj

(1− ζt̄0)j+1
, k̃j,t0(ζ) =

1

(ζ − t0)j+1
. (6.1.39)

Òåîðåìà 6.11. Íåõàé w ∈ S, t0 ∈ T, n ∈ Z+ i íåõàé lim inf
z→t0

dw,n(z) < ∞.

Òîäi

(1) Iñíóþòü íàñòóïíi íåäîòè÷íi ãðàíèöi:

wj(t0) := lim
z→̂t0

wj(z) ïðè j = 0, . . . , n, (6.1.40)

äå wj(z) :=
w(j)(z)

j!
.

(2) Ôóíêöi¨

K
(n)
t0 (t) :=

[
1 w(t)

w(t)∗ 1

] kn,t0(t)

−
n∑
`=0

wn−`(t0)
∗k`,t0(t)

 , (6.1.41)

K̃
(n)
t0 (t) :=

[
1 w(t)

w(t)∗ 1

] −
n∑
`=0

wn−`(t0)k̃`,t0(t)

k̃n,t0(t)

 (6.1.42)

íàëåæàòü äî ïðîñòîðó Hw.

(3) ßäðà K(n)
z i K̃(n)

z âèçíà÷åíi ó (6.1.20) i (6.1.21) çáiãàþòüñÿ

âiäïîâiäíî äî K(n)
t0 i K̃(n)

t0 â ïðîñòîði Hw êîëè z→̂t0:

K(n)
z

Hw

−→ K
(n)
t0 i K̃(n)

z
Hw

−→ K̃
(n)
t0 (z→̂t0). (6.1.43)

(4) Íàñòóïíà íåäîòè÷íà ãðàíèöÿ iñíó¹ i

lim
z→̂t0

dw,n(z) = ‖K(n)
t0 ‖

2
Hw

<∞. (6.1.44)

Äîâåäåííÿ. Â ñèëó Çàóâàæåííÿ 6.6, ïðèïóùåííÿ (6.1.7) çàáåçïå÷ó¹ iñíó-

âàííÿ ïîñëiäîâíîñòi {zi} òî÷îê äèñêó D, ÿêà çáiãà¹òüñÿ äî t0 i ïðè öüîìó

ïîñëiäîâíîñòi
∥∥∥K(n)

zi

∥∥∥
Hw

i
∥∥∥K̃(n)

zi

∥∥∥
Hw

îáìåæåíi. Îñêiëüêè îáìåæåíi ìíîæèíè
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â �iëüáåðòîâîìó ïðîñòîði ñëàáî êîìïàêòíi, iñíó¹ ïiäïîñëiäîâíiñòü ïîñëiäîâ-

íîñòi {zi} (ÿêó ÿê i ðàíiøå áóäåìî ïîçíà÷àòè {zi}) òàêà, ùî ïîñëiäîâíîñòi
{K(n)

zi } i {K̃
(n)
zi } ñëàáî çáiãàþòüñÿ â Hw. Ïîçíà÷èìî ÷åðåç F, F̃ ∈ Hw ¨õ

ñëàáêi ãðàíèöi:

F =

[
F+

F−

]
= w−lim

zi→t0
K(n)
zi

i F̃ =

[
F̃+

F̃−

]
= w−lim

zi→t0
K̃(n)
zi
. (6.1.45)

Îñêiëüêè F íàëåæèòü äî Hw, ñêîðèñòàâøèñü âiäòâîðþþ÷îþ âëàñòèâiñòþ

(6.1.29), îòðèìó¹ìî

F+(ζ) = 〈F, Kζ〉Hw = lim
zi→t0

〈
K(n)
zi
, Kζ

〉
Hw

= lim
zi→t0

K
(n)
zi,+(ζ), (6.1.46)

F−(ζ)

ζ̄
= 〈F, K̃ζ〉Hw = lim

zi→t0
〈K(n)

zi
, K̃ζ〉Hw = lim

zi→t0

K
(n)
zi,−(ζ)

ζ̄
, (6.1.47)

à ç óðàõóâàííÿì (6.1.23) i (6.1.24) ìà¹ìî

F+(ζ) = lim
zi→t0

(
kn,zi(ζ)− w(ζ)

n∑
`=0

wn−`(zi)
∗k`,zi(ζ)

)
, (6.1.48)

F−(ζ)

ζ̄
= lim

zi→t0

(
w(ζ)∗k̃n,zi(ζ)∗ −

n∑
`=0

wn−`(zi)
∗k̃`,zi(ζ)∗

)
. (6.1.49)

Ç (6.1.49) i ôîðìóëè (6.1.15) äëÿ k̃`,z âèïëèâà¹, ùî

(ζ̄ − t̄0)n+1F−(ζ)

ζ̄
= w(ζ)∗ − lim

zi→t0

n∑
`=0

w`(zi)
∗(ζ̄ − z̄i)` (6.1.50)

i, òàêèì ÷èíîì, ãðàíèöÿ â ïðàâié ÷àñòèíi iñíó¹. Îñêiëüêè êîåôiöi¹íòè ïîëi-

íîìà ñòóïåíþ n îäíîçíà÷íî âèçíà÷àþòüñÿ éîãî çíà÷åííÿìè â n+ 1 òî÷öi i

çàëåæàòü âiä öèõ çíà÷åíü íåïåðåðâíèì ÷èíîì, ðîáèìî âèñíîâîê, ùî iñíó-

þòü ãðàíèöi ïîñëiäîâíîñòåé {w`(zi)}i äëÿ ` = 0, . . . , n. Ââàæàþ÷è

w` := lim
zi→t0

w`(zi) (` = 0, . . . , n), (6.1.51)

çàïèøåìî (6.1.48) i (6.1.49) ó âèãëÿäi

F+(ζ) = kn,t0(ζ)− w(ζ)
n∑
`=0

w∗n−`k`,t0(ζ), (6.1.52)



214

F−(ζ) = ζ̄

(
w(ζ)∗k̃n,t0(ζ)∗ −

n∑
`=0

w∗n−`k̃`,t0(ζ)∗

)
. (6.1.53)

Îñêiëüêè F ∈ Hw, òî F− ∈ H2
− i, îòæå, ôóíêöiÿ f(ζ) := F−(ζ)

ζ íàëåæèòü

ïðîñòîðóH2
+. Îäíà çi ñòàíäàðòíèõ âëàñòèâîñòåé ôóíêöié êëàñóH

2
+ ïîëÿãà¹

â òîìó, ùî limζ→̂t0(ζ − t0)f(ζ) = 0. Ó íàøîìó âèïàäêó, â ñèëó ôîðìóëè

(6.1.53), îòðèìó¹ìî

lim
ζ→̂t0

(ζ − t0)

(
w(ζ)k̃n,t0(ζ)−

n∑
`=0

wn−`k̃`,t0(ζ)

)
= 0,

à ç óðàõóâàííÿì âèçíà÷åííÿ (6.1.39) ÿäðà k̃`,t0 ìà¹ìî

w(ζ) =
n∑
`=0

(ζ − t0)`w` + o((ζ − t0)n) (ζ→̂t0).

Îñòàíí¹ òÿãíå (äèâ., íàïðèêëàä, [31, Corollary 7.9]), ùî íåäîòè÷íi ãðàíèöi

(6.1.40) iñíóþòü i äîðiâíþþòü ÷èñëàì w`, ùî âèçíà÷åíi ó (6.1.51).

Ïîêëàäàþ÷è ζ = t ∈ T ó (6.1.52) i (6.1.53) i çâàæàþ÷è íà òå, ùî t̄ ·
k̃j,t0(t)

∗ = kj,t0(t) äëÿ t ∈ T, îòðèìó¹ìî íàñòóïíèé âèðàç äëÿ F :

F (t) =

[
F+(t)

F−(t)

]
=

[
1 w(t)

w(t)∗ 1

] kn,t0(t)

−
n∑
`=0

w∗n−`k`,t0(t)

 . (6.1.54)

Îñêiëüêè, ÿê òiëüêè ùî áóëî ïîêàçàíî, ÷èñëà w0, . . . , wn çáiãàþòüñÿ ç íåäî-

òè÷íèìè ìåæîâèìè çíà÷åííÿìè w0(t0), . . . , wn(t0) ç (6.1.40), òî âèðàçè â

ïðàâié ÷àñòèíi (6.1.54) iäåíòè÷íi âèðàçàì â (6.1.41). Òàêèì ÷èíîì, F = K
(n)
t0

i íåîáõiäíó íàëåæíiñòüK(n)
t0 ∈ H

w äîâåäåíî, îñêiëüêè F íàëåæèòü ïðîñòîðó

Hw çà âèçíà÷åííÿì (6.1.45).

Ðîçãëÿíåìî òåïåð äîïîìiæíó ôóíêöiþ

hz(t) = K
(n)
t0 (t) ·

(
1− tt̄0
1− tz̄

)n+1

=

[
1 w(t)

w(t)∗ 1

][
g1(t)

g2(t)

]
äå, â ñèëó (6.1.54),

g1(t) = kn,t0(t) ·
(

1− tt̄0
1− tz̄

)n+1

=
tn

(1− tz̄)n+1
= kn,z(t), (6.1.55)
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g2(t) = −
n∑
`=0

w∗n−`k`,t0(t)

(
1− tt̄0
1− tz̄

)n+1

= −

n∑
`=0

w∗` t
n−`(1− tt̄0)`

(1− tz̄)n+1
. (6.1.56)

Ïîêëàäàþ÷è h = K
(n)
t0 â Ëåìi 6.10 (öå ìîæíà çðîáèòè îñêiëüêè K(n)

t0 ∈ H
w),

ðîáèìî âèñíîâîê, ùî hz
Lw−→ K

(n)
t0 êîëè z çáiãà¹òüñÿ äî t0 íåäîòè÷íèì ÷èíîì.

Îòæå,

P
Hw
hz

Hw

−→ P
Hw
K

(n)
t0 = K

(n)
t0 (z→̂t0). (6.1.57)

Ç iíøîãî áîêó, ç (6.1.56) âèäíî, ùî g2 ∈ H2
+. Òîäi, â ñèëó Ëåìè 6.9,

P
Hw
hz = P

Hw

[
1 w

w∗ 1

][
g1

g2

]
= P

Hw

[
1 w

w∗ 1

][
g1

0

]
. (6.1.58)

Ç îãëÿäó íà ñïåöiàëüíó ôîðìó (6.1.55) ôóíêöè¨ g1 i âèêîðèñòîâóþ÷è ïåð-

øó ôîðìóëó ç (6.1.35), ðîáèìî âèñíîâîê, ùî â (6.1.58) P
Hw
hz = K

(n)
z . Òîäi

(6.1.57) ïåðåòâîðþ¹òüñÿ â K(n)
z

Hw

−→ K
(n)
t0 . Òèì ñàìèì ïåðøó çáiæíiñòü â

(6.1.43) äîâåäåíî. Òi æ ñàìi ìiðêóâàííÿ, çàñòîñîâàíi äî F̃ â (6.1.45), ïîêà-

çóþòü, ùî F̃ çáiãà¹òüñÿ ç ÿäðîì K̃
(n)
t0 , ùî çàäàíî (6.1.42) i, ùî ÿäðà K̃(n)

z

çáiãàþòüñÿ äî ÿäåð K̃
(n)
t0 ïî íîðìi ïðîñòîðó Hw êîëè z çáiãà¹òüñÿ äî t0

íåäîòè÷íèì ÷èíîì. Öå çàâåðøó¹ äîêàç ïåðøèõ òðüîõ òâåðäæåíü òåîðåìè.

Íà çàêií÷åííÿ, â ñèëó (6.1.43) i (6.1.33),

lim
z→̂t0

dw,n(z) = lim
z,ζ→t0

‖K(n)
z ‖2

Hw
= ‖ lim

z→t0
K(n)
z ‖2

Hw
= ‖K(n)

t0 ‖
2
Hw

<∞,

ùî äîâîäèòü ðiâíiñòü (6.1.44).

Çàóâàæåííÿ 6.12. Ãðàíèöi â (6.1.7) i ó (6.1.8) çáiãàþòüñÿ.

Äîâåäåííÿ. Íåðiâíiñòü lim inf
z→t0

dw,n(z) ≤ lim
z→̂t0

dw,n(z) î÷åâèäíà â ñèëó òîãî,

ùî â ëiâié ÷àñòèís z çáiãà¹òüñÿ äî t0 äîâiëüíèì ÷èíîì (çàëèøàþ÷èñü âñå-

ðåäèíi êðóãó), à â ïðàâié ÷àñòèíi - íåäîòè÷íèì ÷èíîì. Äëÿ òîãî ùîá äî-

âåñòè çâîðîòíþ íåðiâíiñòü ðîçãëÿíåìî ïîñëiäîâíiñòü {zj}, óçäîâæ ÿêî¨ âiä-

áóâà¹òüñÿ íàáëèæåííÿ äî íèæíüî¨ ìåæi â ëiâié ÷àñòèíi. Òîáòî, òàêó ùî
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ïîñëiäîâíiñòü ÷èñåë

‖K(n)
zj
‖2
Hw = dw,n(zj)

çáiãà¹òüñÿ äî çàçíà÷åíî¨ íèæíüî¨ ìåæi. Çîêðåìà, öÿ ïîñëiäîâíiñòü îáìåæå-

íà. Òîäi iñíó¹ ïiäïîñëiäîâíiñòü ïîñëiäîâíîñòi {zj} (ÿêó ÿê i ðàíiøå áóäåìî

ïîçíà÷àòè {zj}) òàêà ùî K(n)
zj çáiãà¹òüñÿ äî K(n)

t0 ñëàáî â Hw. Àëå òîäi

‖K(n)
t0 ‖

2
Hw ≤ lim

zj→t0
‖K(n)

zj
‖2
Hw = lim inf

z→t0
dw,n(z),

i, â ñèëó (6.1.44),

lim
z→̂t0

dw,n(z) = ‖K(n)
t0 ‖

2
Hw
≤ lim inf

z→t0
dw,n(z).

Çàóâàæåííÿ 6.13. Ôîðìóëè (6.1.41) i (6.1.42) äëÿ ìåæîâèõ ÿäåð K
(n)
t0

i K̃(n)
t0 îòðèìóþòüñÿ ôîðìàëüíî¨ çàìiíîþ z íà t0 i w0(z), . . . , wn(z) íà

w0(t0), . . . , wn(t0) â ôîðìóëàõ (6.1.20) i (6.1.21) äëÿ âiäïîâiäíèõ ÿäåð âíóò-

ðiøíüî¨ òî÷êè z. Òåîðåìà 6.11 ïîêàçó¹, ùî ìåæîâi ÿäðà íàëåæàòü ïðîñòîðó

Hw òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè âèêîíó¹òüñÿ óìîâà (6.1.7). ßêùî æ öÿ óìîâà

íå âèêîíó¹òüñÿ, òî ôóíêöi¨ K(n)
t0 i K̃(n)

t0 , ùî âèçíà÷åíi ôîðìóëàìè (6.1.41) i

(6.1.42), íå íàëåæàòü ïðîñòîðóHw ÿêi á çíà÷åííÿ w0, . . . , wn íå áóëè îáðàíi.

ßêùî óìîâà (6.1.7) âèêîíó¹òüñÿ, òî ôîðìóëè (6.1.41) i (6.1.42) ìîæóòü

áóòè âèêîðèñòàíi äëÿ âèçíà÷åííÿ ìåæîâèõ ÿäåðK(j)
t0 i K̃(j)

t0 ïðè j = 0, . . . , n.

Íàñòóïíèé ðåçóëüòàò äîïîâíþ¹ Òåîðåìó 6.11.

Òåîðåìà 6.14. Íåõàé w ∈ S, t0 ∈ T, n ∈ Z+. Ïðèïóñòèìî, ùî óìîâà

(6.1.7) âèêîíó¹òüñÿ. Òîäi ÿäðà K(j)
t0 i K̃(j)

t0 , ùî âèçíà÷åíi ôîðìóëàìè (6.1.41)

i (6.1.42), íàëåæàòü ïðîñòîðó Hw ïðè j = 0, . . . , n i

K(j)
z

Hw

−→ K
(j)
t0 , K̃(j)

z
Hw

−→ K̃
(j)
t0 êîëè z→̂t0, (6.1.59)

äå ÿäðà K(j)
z i K̃(j)

z âèçíà÷åíi ôîðìóëàìè (6.1.20) i (6.1.21).

Äîâåäåííÿ. Ìè äîâåäåìî ÷àñòèíó, ùî ñòîñó¹òüñÿ ÿäåðK(j)
t0 . Â ñèëó Òåîðåìè

6.11 ç óìîâè (6.1.7) âèïëèâà¹, ùî K(n)
t0 ∈ H

w. Ïîêàæåìî, ùî

K
(j)
t0 ∈ H

w =⇒ K
(j−1)
t0 ∈ Hw. (6.1.60)



217

Òîäi òâåðäæåííÿ Òåîðåìè áóäå âèïëèâàòè çà iíäóêöi¹þ. Äëÿ äîâåäåííÿ

(6.1.60) ñêîðèñòà¹ìîñÿ ðåêóðåíòíèì ñïiââiäíîøåííÿì

K
(j−1)
t0 (t) =

1

t

(
(1− tt̄0)K(j)

t0 (t) +

[
1 w(t)

w(t)∗ 1

][
0

wj(t0)
∗

])
, (6.1.61)

ÿêå ïåðåâiðÿ¹òüñÿ áåçïîñåðåäíüî. ßêùî K(j)
t0 ∈ H

w, òî çîêðåìà, K(j)
t0 ∈ L

w i

ç (6.1.61) âèïëèâà¹, ùî K(j−1)
t0 ∈ Lw. Äàëi, â ñèëó (6.1.61), K(j−1)

t0,+ (ζ) = f+(ζ)
ζ ,

äå

f+(ζ) := (1− ζt̄0)K(j)
t0,+(ζ) + w(ζ)wj(t0)

∗.

Ôóíêöiÿ f+ íàëåæèòü äî H+
2 , îñêiëüêè K

(j)
t0,+ ∈ H

+
2 . Îñêiëüêè

f+(0) = K
(j)
t0,+(0) + w(0)wj(t0)

∗ = −w(0)wj(t0)
∗ + w(0)wj(t0)

∗ = 0,

òî K(j−1)
t0,+ (ζ) = f+(ζ)

ζ òåæ íàëåæèòü H+
2 . Ïîðiâíþþ÷è äðóãi êîìïîíåíòè â

(6.1.61), îòðèìó¹ìî

K
(j−1)
t0,− (ζ) = (ζ̄ − t̄0)K(j)

t0,−(ζ) + ζ̄wj(t0)
∗.

Çâiäêè âèäíî, ùî ç ïðèïóùåííÿ K(j)
t0,− ∈ H−2 âèïëèâà¹, ùî K(j−1)

t0,− ∈ H−2 .

Îòæå, K(j−1)
t0 ∈ Hw, ùî äîâîäèòü iìïëiêàöiþ (6.1.60). Íà çàêií÷åííÿ âiä-

çíà÷èìî, ùî ïåðøà ãðóïà çáiæíîñòåé â (6.1.59) âèïëèâà¹ ç Òåîðåìè 6.11.

Òâåðäæåííÿ ùîäî K̃(j)
t0,− äîâîäÿòüñÿ òàê ñàìî.

Íàñòóïíå Çàóâàæåííÿ ïîêàçó¹ ðîëü K(n)
t0 i K̃(n)

t0 ÿê ìåæîâèõ âiäòâîðþþ-

÷èõ ÿäåð: âîíè âiäòâîðþþòü ìåæîâi çíà÷åííÿ ïîõiäíèõ êîìïîíåíò ôóíêöié

ïðîñòîðó Hw. Äëÿ âèïàäêó n = 0 öå òâåðäæåííÿ â äåùî iíøié ôîðìi ìi-

ñòèòüñÿ â ðîáîòàõ [84], [86].

Çàóâàæåííÿ 6.15. Íåõàé w ∈ S i íåõàé âèêîíó¹òüñÿ óìîâà (6.1.7). Òî-

äi äëÿ áóäü-ÿêî¨ ôóíêöi¨ f =

[
f+

f−

]
∈ Hw, íàñòóïíi íåäîòè÷íi ãðàíèöi

iñíóþòü i âiäòâîðþþòüñÿ ÿäðàìè K(j)
t0 i K̃(j)

t0 :

lim
z→̂t0

1

j!

dj

dzj
f+(z) =

〈
f, K

(j)
t0

〉
Hw

, lim
z→̂t0

1

j!

dj

dz̄j

(
f−(z)

z

)
=
〈
f, K̃

(j)
t0

〉
Hw

äëÿ j = 0, . . . , n.
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Äëÿ äîâåäåííÿ äîñòàòíüî âèêîðèñòàòè âiäòâîðþþ÷i âëàñòèâîñòi (6.1.27)

ÿäåð K(n)
z i K̃(n)

z i ïåðåéòè äî ãðàíèöi, ñêîðèñòàâøèñü (6.1.59).

Íà çàêií÷åííÿ ïîêàæåìî, ùî ïðè âèêîíàííi óìîâè (6.1.7), ìåæîâi ÿäðà

K
(j)
t0 i K̃(j)

t0 âèðàæàþòüñÿ îäíå ÷åðåç îäíîãî ëiíiéíèì ÷èíîì.

Òåîðåìà 6.16. Íåõàé w ∈ S i ïðèïóñòèìî, ùî âèêîíó¹òüñÿ óìîâà (6.1.7).

Òîäi

1. Íåäîòè÷íi ìåæîâi çíà÷åííÿ

wj = wj(t0) := lim
z→̂t0

wj(z) (j = 0, . . . , n) (6.1.62)

(ÿêi iñíóþòü â ñèëó Òåîðåìè 6.11) çàäîâîëüíÿþòü íàñòóïíîìó ñïiââiä-

íîøåííþ
w0 w1 . . . wn

0 w0
. . . ...

... . . . . . . w1

0 . . . 0 w0

Ψn(t0)


w∗0 w∗1 . . . w∗n

0 w∗0
. . . ...

... . . . . . . w∗1

0 . . . 0 w∗0

 = Ψn(t0). (6.1.63)

Òóò ïåðøèé i òðåòié ìíîæíèêè â ëiâié ÷àñòèíi ðiâíîñòi ¹ âåðõíüî-

òðèêóòíèìè Òüîïëiöåâèìè ìàòðèöÿìè, à Ψn(t0) âåðõíüî-òðèêóòíà ìàò-

ðèöÿ Ψj`, åëåìåíòè ÿêî¨ âèçíà÷åíi â (6.1.5). Çîêðåìà, |w0| = 1.

2. ßäðà K(j)
t0 i K̃(j)

t0 , ùî âèçíà÷åíi çà ôîðìóëàìè (6.1.41) i (6.1.42) ïðè

j = 0, . . . , n, çàäîâîëüíÿþòü ñïiââiäíîøåííÿì
j∑
i=0

K̃
(i)
t0 gi,j = K

(j)
t0 (j = 0, . . . , n), (6.1.64)

äå gi,j âèçíà÷àþòüñÿ çà ôîðìóëàìè

gi,j :=

j−i∑
`=0

Ψi,j−`w
∗
` ïðè 0 ≤ i ≤ j ≤ n. (6.1.65)

Äîâåäåííÿ. Çàóâàæèìî ñïî÷àòêó, ùî ÿäðà (6.1.39) çàäîâîëüíÿþòü ñïiââiä-

íîøåííÿì

kj,t0(ζ) = −
j∑
i=0

Ψijk̃i,t0(ζ) (j ∈ Z+, ζ 6= t0). (6.1.66)
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Áåçïîñåðåäí¹ îá÷èñëåííÿ ìîæíà çíàéòè â [31, Proposition 10.4]. Âèêîðèñòî-

âóþ÷è öi ñïiââiäíîøåííÿ, îòðèìó¹ìî

j∑
`=0

w∗j−`k`,t0(ζ) = −
j∑
`=0

w∗j−`
∑̀
i=0

Ψi,`k̃i,t0(ζ) = −
j∑
i=0

(
j∑
`=i

Ψi,`w
∗
j−`

)
k̃i,t0(ζ)

= −
j∑
i=0

(
j−i∑
`=0

Ψi,j−`w
∗
`

)
k̃i,t0(ζ) = −

j∑
i=0

gijk̃i,t0(ζ). (6.1.67)

Ïiäñòàâëÿþ÷è (6.1.66) i (6.1.67) â (6.1.41), îòðèìó¹ìî

K
(j)
t0 (t) =

[
K

(j)
t0,+(t)

K
(j)
t0,−(t)

]
=

[
1 w(t)

w(t)∗ 1

]
j∑
i=0

[
−Ψij

gij

]
k̃i,t0(t). (6.1.68)

Çà Òåîðåìîþ 6.11, ÿäðà K(j)
t0 íàëåæàòü ïðîñòîðó Hw, j = 0, . . . , n; çîêðåìà,

ïåðøà êîìïîíåíòà íàëåæèòü H2
+, à äðóãà H

2
−. Òàê ñàìî ÿê i â Òåîðåìi 6.11

(ìiðêóâàííÿ ïiñëÿ ôîðìóëè (6.1.53)), ç âëàñòèâîñòi K(j)
t0,− ∈ H2

− âèïëèâà¹

àñèìïòîòèêà

w(z) =

j∑
`=0

(z − t0)`w` + o((z − t0)j) ïðè z→̂t0. (6.1.69)

Ç iíøîãî áîêó, îñêiëüêè K(j)
t0,+ íàëåæèòü äî H2

+ îòðèìó¹ìî, ùî

(z − t0)K(j)
t0,+(z)→ 0 ïðè z→̂t0. (6.1.70)

Ïiäñòàâëÿþ÷è â (6.1.68) âèçíà÷åíi (6.1.39) ÿäðà k̃i,t0, îòðèìó¹ìî

K
(j)
t0,+(z) =

w(z) ·
∑j

i=0 gij(z − t0)j−i −
∑j

i=0 Ψi,j(z − t0)j−i

(z − t0)j+1
.

Ç óðàõóâàííÿì (6.1.70) ìà¹ìî

w(z) ·
j∑
i=0

gij(z − t0)j−i −
j∑
i=0

Ψi,j(z − t0)j−i = o((z − t0)j), z→̂t0.

Òåïåð ïiäñòàâèìî ñþäè çàìiñòü w ¨¨ àñèìïòîòèêó (6.1.69) (ìè âèêîðèñòî-

âó¹ìî ïîçíà÷åííÿ r i i çàìiñòü j − i â äðóãié i òðåòié ñóìàõ âiäïîâiäíî)(
j∑
`=0

(z − t0)`w`

)
·

(
j∑
r=0

gj−r,j(z − t0)r
)
−

j∑
i=0

Ψj−i,j(z − t0)i = o((z − t0)j).
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Âèðàç â ëiâié ÷àñòèíi ¹ ïîëiíîìîì p(z) =
∑2j

i=0 pi(z − t0)i i îòðèìàíà âèùå
àñèìïòîòèêà îçíà÷à¹, ùî pi = 0 äëÿ i = 0, . . . , j. Òàêèì ÷èíîì,

pi =
i∑

`=0

w`gj−i+`,j −Ψj−i,j = 0, äëÿ i = 0, . . . , j,

ùî, â ñèëó (6.1.65), ìîæíà ïåðåïèñàòè íàñòóïíèì ÷èíîì (çíîâó âèêîðèñòî-

âó¹ìî j − i çàìiñòü i)

Ψi,j =

j−i∑
`=0

w`gi+`,j =
i∑

`=0

w`

j−i−`∑
r=0

Ψi+`,j−rw
∗
r (i = 0, . . . , j). (6.1.71)

Öå ñïiââiäíîøåííÿ äà¹ ðiâíiñòü ij-õ åëåìåíòiâ ìàòðèöü â ìàòðè÷íié ðiâíî-

ñòi (6.1.63) ïðè 0 ≤ i ≤ j ≤ n. Âñi iíøi åëåìåíòè â ëiâié i ïðàâié ÷àñòèíàõ

(6.1.63) äîðiâíþþòü íóëþ; òàêèì ÷èíîì, ðiâíiñòü (6.1.63) äîâåäåíî. Ðiâ-

íiñòü åëåìåíòiâ ç iíäåêñàìè 00 â (6.1.63) îçíà÷à¹, ùî w0Ψ00w
∗
0 = Ψ00, ùî

åêâiâàëåíòíî (îñêiëüêè Ψ00 = t0 6= 0) |w0| = 1. Öèì çàâåðøåíî äîâåäåííÿ

òâåðäæåííÿ (1) öi¹¨ òåîðåìè.

Äëÿ ïåðåâiðêè (6.1.64) ñêîðèñòà¹ìîñÿ ôîðìóëàìè (6.1.68) i (6.1.42) äëÿ

ìåæîâèõ ÿäåð K(j)
t0,+ i K̃(j)

t0,+. Îñêiëüêè âñi ÿäðà ìiñòÿòü çàãàëüíèé ìíîæíèê[
1 w

w∗ 1

]
, òî íàì äîñòàòíüî ïåðåâiðèòè ðiâíiñòü

j∑
i=0

 −
i∑

`=0

wi−`k̃`,t0(t)

k̃i,t0(t)

 gij =

j∑
i=0

[
−Ψij

gij

]
k̃i,t0(t) (6.1.72)

äëÿ j = 0, . . . , n. Ðiâíiñòü äðóãèõ êîìïîíåíò òàâòîëîãi÷íà. Ðiâíiñòü ïåðøèõ

êîìïîíåíò ïåðåâiðÿ¹òüñÿ íàñòóïíèì ÷èíîì
j∑
i=0

gij

i∑
`=0

wi−`k̃`,t0(t) =

j∑
`=0

(
j−∑̀
i=0

wigi+`,j

)
k̃`,t0(t) =

j∑
`=0

Ψ`jk̃`,t0(t).

Òóò ïåðøà ðiâíiñòü âèõîäèòü ïåðåñòàíîâêîþ ïîðÿäêó ñóìîâíîñòi i ïiäñòà-

íîâêîþ i := i− `, äðóãà âèïëèâà¹ ç (6.1.71).

Çàóâàæåííÿ 6.17. Çàóâàæèìî, ùî ç ðiâíîñòi ïðàâèõ ñòîâïöiâ â (6.1.63)

âæå âèïëèâà¹ ðiâíiñòü óñiõ ìàòðèöü (äèâ. [31, Òåîðåìà 10.5]). Iíøèìè ñëîâà-
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ìè, ìàòðè÷íà ðiâíiñòü (6.1.63) ¹ åêâiâàëåíòíîþ íàñòóïíié ñèñòåìi ðiâíîñòåé

(ïîð. ç (6.1.71)):
i∑

`=0

w`

n−i−`∑
r=0

Ψi+`,n−rw
∗
r = Ψi,n (i = 0, . . . , n). (6.1.73)

Çàóâàæåííÿ 6.18. Öiêàâî âiäçíà÷èòè, ùî âñi âèñíîâêè Òåîðåìè 6.16 âèï-

ëèâàþòü ç ïðèïóùåííÿ, ùî

K
(n)
t0,+ ∈ H

2
+ è K

(n)
t0,− ∈ H

2
−. (6.1.74)

Äiéñíî, iñíóâàííÿ ìåæîâèõ çíà÷åíü (6.1.62) âèïëèâà¹ ç òîãî, ùîK(n)
t0,− ∈ H

2
−.

Â ñèëó Òåîðåìè 6.14, óìîâè (6.1.74) çàáåçïå÷óþòü, ùî K(j)
t0,+ ∈ H

2
+ i K(j)

t0,− ∈
H2
− ïðè óñiõ j = 0, . . . , n. I öå âñå, ùî ïîòðiáíî äëÿ ïåðåâiðêè (6.1.63),

ùî â ñâîþ ÷åðãó òÿãíå (6.1.64). Ïðè öüîìó 6.1.74) ñëàáêiøå íiæ (6.1.7),

îñêiëüêè (6.1.7) åêâiâàëåíòíî òîìó, ùî K(n)
t0 ∈ H

w, à öå åêâiâàëåíòíî òîìó,

ùî K(n)
t0 ∈ L

w. Îñòàíí¹ æ ñïðè÷èíÿ¹ (6.1.74) àëå íå âèïëèâà¹ ç (6.1.74).

Çàóâàæåííÿ 6.19. Âiäçíà÷èìî òàêîæ, ùî ñïiââiäíîøåííÿ (6.1.64) i

(6.1.65) â Òåîðåìi 6.16 ìàþòü òðèêóòíó ôîðìó i ìîæóòü áóòè çàïèñàíi â

ìàòðè÷íîìó âèãëÿäi. Íåõàé Ψn(t0) âèçíà÷åíi â (6.1.5) i íåõàé Wn i Gn öå

âåðõíüî-òðèêóòíi ìàòðèöi ç åëåìåíòàìè

Wij =

{
w∗j−i, ÿêùî j ≥ i,

0, ÿêùî j < i,
Gij =

{
gij, ÿêùî j ≥ i,

0, ÿêùî j < i,
(i, j = 0, . . . , n),

(6.1.75)

äå ÷èñëà w0, . . . , wn i gij âèçíà÷åíi ôîðìóëàìè (6.1.62) i (6.1.65) (íàãàäà¹ìî,

ùî Wn áåðå ó÷àñòü â (6.1.63) â ÿêîñòi ïðàâîãî ìíîæíèêà â ëiâié ÷àñòèíi

ðiâíîñòi). Òîäi ñïiââiäíîøåííÿ (6.1.64) i (6.1.65) ìîæóòü áóòè ïåðåïèñàíi â

ìàòðè÷íîìó âèãëÿäi[
K̃

(0)
t0 . . . K̃

(n)
t0

]
Gn =

[
K

(0)
t0 . . . K

(n)
t0

]
i Gn = Ψn(t0)Wn, (6.1.76)

âiäïîâiäíî.

6.1.4 Äîâåäåííÿ Òåîðåìè 6.2 Ó öüîìó ðîçäiëi ìè çàâåðøó¹ìî äî-

âåäåííÿ Òåîðåìè 6.2. Iìïëiêàöi¨ (1) ⇔ (2) i ðiâíiñòü ãðàíèöü â (6.1.7) i
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(6.1.8) âæå äîâåäåíî â Òåîðåìi 6.11 i â Çàóâàæåííi 6.12. Çàðàç ìè ñêîðè-

ñòà¹ìîñÿ ðåçóëüòàòàìè ïîïåðåäíüîãî ïàðàãðàôó äëÿ äîâåäåííÿ (1) ⇒ (3),

(1)⇒ (4) i ðiâíîñòi (6.1.10).

ßê i ðàíiøå ïðèïóñêà¹ìî, ùî óìîâà (6.1.7) âèêîíó¹òüñÿ äëÿ Øóðiâñüêî¨

ôóíêöi¨ w â ìåæîâié òî÷öi t0 ∈ T. Òîäi iñíóþòü íåäîòè÷íi ìåæîâi çíà÷åííÿ

wj = wj(t0) := lim
z→̂t0

w(j)(z)

j!
(6.1.77)

äëÿ j = 0, . . . , n (çà Òåîðåìîþ 6.11), |w0| = 1 (çà òâåðäæåííÿì 1 Òåî-

ðåìè 6.16), ÿäðà K(j)
t0 i K̃(j)

t0 âèçíà÷åíi ôîðìóëàìè (6.1.41) i (6.1.42) äëÿ

j = 0, . . . , n íàëåæàòü ïðîñòîðó Hw (çà Òåîðåìîþ 6.14) i çàäîâîëüíÿþòü

ñïiââiäíîøåííÿì (6.1.65) (çà òâåðäæåííÿì 2 Òåîðåìè 6.1.62); íàðåøòi, ÿä-

ðà K(j)
z i K̃(j)

z , ùî âèçíà÷åíi ôîðìóëàìè (6.1.20) i (6.1.21) çáiãàþòüñÿ äî K(j)
t0

i K̃(j)
t0 :

K(j)
z

Hw

−→ K
(j)
t0 , K̃(j)

z
Hw

−→ K̃
(j)
t0 ïðè z→̂t0, (6.1.78)

çà Òåîðåìîþ 6.14. Âèêîðèñòîâóþ÷è (6.1.2), (6.1.34) i (6.1.78), îòðèìó¹ìî

Pw
n (t0) := lim

z→̂t0
Pn(z) = lim

z→̂t0

[〈
K(j)
z , K(i)

z

〉
Hw

]n
i,j=0

=
[〈
K

(j)
t0 , K

(i)
t0

〉
Hw

]n
i,j=0

, (6.1.79)

ùî äîâîäèòü iñíóâàííÿ ìåæîâî¨ ìàòðèöi Øâàðöà-Ïiêà à òàêîæ ïîêàçó¹, ùî

Pw
n (t0) ¹ ìàòðèöåþ Ãðàìà ñèñòåìè ôóíêöié {K(j)

t0 }
n
j=0. Öèì çàâåðøó¹òüñÿ

äîâåäåííÿ iìïëiêàöi¨ (1)⇒ (3) â Òåîðåìi 6.2. Ïîêàæåìî òåïåð ùî íåäîòè÷íi

ãðàíèöi (6.1.77) iñíóþòü òàêîæ ïðè j = n+1, . . . , 2n+1. Ç (6.1.32) i (6.1.78)

îòðèìó¹ìî

wi+j+1(t0) := lim
z→̂t0

wi+j+1(z) = lim
z→̂t0

〈
K̃(i)
z , K

(j)
z

〉
Hw

=
〈
K̃

(i)
t0 , K

(j)
t0

〉
Hw

(6.1.80)

äëÿ i, j = 0, . . . n. Çâiäêè âèïëèâà¹ íåîáõiäíå. Çà äîïîìîãîþ öèõ ãðàíèöü

çà ôîðìóëîþ (6.1.4) îá÷èñëþ¹òüñÿ ìàòðèöÿ Pwn (t0):

Pwn (t0) = HnΨn(t0)Wn, (6.1.81)
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äå Hn = [wi+j+1]
n
i,j=0 i W âèçíà÷åíà ôîðìóëîþ (6.1.75). Äëÿ äîêàçó iìïëiêà-

öi¨ (1) ⇒ (4) çàëèøà¹òüñÿ ïîêàçàòè, ùî Pwn (t0) ≥ 0. À öå áóäå âèïëèâàòè

ç ðiâíîñòi (6.1.10) îñêiëüêè Pw
n (t0) ≥ 0. Äëÿ ïåðåâiðêè (6.1.10) çàôiêñó¹ìî

äâà âåêòîð-ñòîâïöÿ

x =


x0
...

xn

, y =


y0
...

yn

 ∈ Cn+1 i ïðèïóñòèìî e =


e0
...

en

 := Gnx,

(6.1.82)

äå Gn âèçíà÷åíà â (6.1.75). Çà ôîðìóëîþ (6.1.79),

y∗Pn(t0)x =
〈[

K
(0)
t0 . . . K

(n)
t0

]
x,
[
K

(0)
t0 . . . K

(n)
t0

]
y
〉
Hw

.

Òðàíñôîðìó¹ìî öåé âèðàç, âèêîðèñòîâóþ÷è (6.1.76), (6.1.82), (6.1.80) i çíî-

âó (6.1.82)

y∗Pn(t0)x =
〈[

K̃
(0)
t0 . . . K̃

(n)
t0

]
Gnx,

[
K

(0)
t0 . . . K

(n)
t0

]
y
〉
Hw

=
〈[

K̃
(0)
t0 . . . K̃

(n)
t0

]
e,
[
K

(0)
t0 . . . K

(n)
t0

]
y
〉
Hw

=
n∑

i,j=0

〈
K̃

(i)
t0 ei, K

(j)
t0 yj

〉
Hw

=
n∑

i,j=0

ȳjwi+j+1ei = y∗Hne = y∗HnGnx.

Òàêèì ÷èíîì, Pn(t0) = HnG, ùî ç óðàõóâàííÿì (6.1.76) çàäà¹

Pn(t0) = HnGn = HnΨn(t0)Wn = Pwn (t0)

Öå çàâåðøó¹ äîêàç iìïëiêàöi¨ (1) ⇒ (4) â Òåîðåìi 6.2. Iìïëiêàöi¨ (3) ⇒
(2) ⇒ (1) ¹ î÷åâèäíèìè. Çàëèøà¹òüñÿ äîâåñòè iìïëiêàöiþ (4) ⇒ (2). Öå

äîâåäåííÿ çàñíîâàíî íà íàñòóïíié ëåìi, ÿêà âèêîðèñòîâó¹ ìåòîäè iíòåðïî-

ëÿöi¨.

Ëåìà 6.20. Íåõàé t0 ∈ T, f i w ôóíêöi¨ àíàëiòè÷íi íà ìíîæèíi U = {z ∈
D : |z − t0| < ε}. Ïðèïóñòèìî, ùî â òî÷öi t0 iñíóþòü íåäîòè÷íi ìåæîâi

çíà÷åííÿ ïîõiäíèõ öèõ ôóíêöié äî ïîðÿäêó 2n+ 1 i ïðèïóñòèìî, ùî

wj(t0) = fj(t0) äëÿ j = 0, . . . , 2n+ 1, (6.1.83)
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äå wj(z) ïîçíà÷à¹ 1
j!w

(j)(z). Òîäi dw,n(z)− df,n(z) = o(1) ïðè z→̂t0.

Äîâåäåííÿ. Áåçïîñåðåäí¹ äèôåðåíöiþâàííÿ äîáóòêó
1

(n!)2
w(z)

1

1− |z|2
w(z)∗

äà¹

1

(n!)2

∂2n

∂zn∂z̄n
|w(z)|2

1− |z|2
=

n∑
i,j=0

wn−i(z)
ui,j(z)

(1− |z|2)i+j+1
wn−j(z)∗, (6.1.84)

äå

ui,j(z) =

min(i,j)∑
`=0

(i+ j − `)!
(i− `)! (j − `)! l!

z̄i−`zj−`(1− |z|2)`, (6.1.85)

äëÿ i, j = 0, . . . , n. Âèêîðèñòîâóþ÷è (6.1.84) i àíàëîãi÷íó ôîðìóëó äëÿ f ,

îòðèìó¹ìî

dw,n(z)− df,n(z) =
1

(n!)2

∂2n

∂zn∂z̄n
|f(z)|2 − |w(z)|2

1− |z|2
(6.1.86)

=
n∑

i,j=0

fn−i(z)
ui,j(z)

(1− |z|2)i+j+1
fn−j(z)∗

−
n∑

i,j=0

wn−i(z)
ui,j(z)

(1− |z|2)i+j+1
wn−j(z)∗

=
n∑

i,j=0

(fn−i(z)− wn−i(z))
ui,j(z)

(1− |z|2)i+j+1
fn−j(z)∗

−
n∑

i,j=0

wn−i(z)
ui,j(z)

(1− |z|2)i+j+1
(wn−j(z)∗ − fn−j(z)∗) .

Â ñèëó (6.1.83) ìà¹ìî

fi(z)− wi(z) = o((z − t0)2n+1−i) ïðè z→̂t0.

Îñêiëüêè z− t0 = O(1− |z|2) ïðè z, ùî çáiãà¹òüñÿ äî t0 íåäîòè÷íèì ÷èíîì,

òî
fn−i(z)− wn−i(z)

(1− |z|2)i+j+1
= o

(
(z − t0)2n+1−(n−i)−(i+j+1)

)
= o((z − t0)n−j), z→̂t0

ïðè óñiõ i, j = 0, . . . , n. Çàëèøà¹òüñÿ çàóâàæèòè, ùî ç (6.1.85) âèïëèâà¹

ui,j(z) = O(1) ïðè z→̂t0, à òîäi ç (6.1.86) âèïëèâà¹ íåîáõiäíå.
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Äîâåäåííÿ iìïëiêàöi¨ (4)⇒ (2) Òåîðåìè 6.2: Îòæå, ìè ïðèïóñêà¹-

ìî ùî iñíóþòü íåäîòè÷íi ìåæîâi çíà÷åííÿ

wj = wj(t0) := lim
z→̂t0

w(j)(z)

j!
(j = 0, . . . , 2n+ 1) (6.1.87)

i, ùî âîíè çàäîâîëüíÿþòü (6.1.9). Òîäi iñíó¹ ñêií÷åííèé äîáóòîê Áëÿøêå f

òàêèé, ùî

fj(t0) = wj ïðè j = 0, . . . , 2n+ 1. (6.1.88)

Äiéñíî, ðiâíîñòi (6.1.88) ìîæíà ðîçãëÿäàòè ÿê iíòåðïîëÿöiéíi óìîâè íà

ôóíêöiþ êëàñó Øóðà â ìåæîâié òî÷öi t0 ∈ T. Ïðè öüîìó iíòåðïîëÿöié-

íi çíà÷åííÿ w0, . . . , w2n+1 ∈ C çàäîâîëüíÿþòü óìîâi (6.1.9), òîáòî

|w0| = 1 i Pwn (t0) :=


w1 · · · wn+1
... ...

wn+1 · · · w2n+1

Ψn(t0)


w0 . . . wn

. . . ...

0 w0

 ≥ 0.

(6.1.89)

Öÿ çàäà÷à ðîçãëÿäàëàñÿ â [73], [18, Section 21], [31, Section 13]. Ðåçóëüòàòè

öèõ ðîáiò çîêðåìà ïîêàçóþòü ùî, ÿêùî ìàòðèöÿ Pwn (t0) ïîçèòèâíî âèçíà÷å-

íà, òî iñíó¹ íåñêií÷åííî áàãàòî ðîçâ'ÿçêiâ öi¹¨ çàäà÷i â êëàñi Øóðà, à ñåðåä

íèõ íåñêií÷åííî áàãàòî ñêií÷åííèõ äîáóòêiâ Áëÿøêå.

Â ñèëó (6.1.87) i (6.1.88), ìàþòü ìiñöå ðiâíîñòi wj(t0) = fj(t0) ïðè j =

0, . . . , 2n+1 i ìè ìîæåìî çàñòîñóâàòè Ëåìó 6.20, ÿêà ñòâåðäæó¹, ùî dw,n(z)−
df,n(z) = o(1) êîëè z çáiãà¹òüñÿ äî t0 íåäîòè÷íèì ÷èíîì. Îñêiëüêè f öå

ñêií÷åííèé äîáóòîê Áëÿøêå, òî iñíó¹ êií÷åíà ãðàíèöÿ limz→t0 df,n(z) (äèâ.

[34, Proposition 6.2]). Îòæå, lim
z→̂t0

dw,n(z) = lim
z→t0

df,n(z) <∞ i âëàñòèâiñòü (2)

äîâåäåíî.

ßêùî Pwn (t0) ≥ 0 ¹ âèðîäæåíîþ, òî w ñàìà ¹ ñêií÷åííèì äîáóòêîì

Áëÿøêå ñòóïåíþ, ùî äîðiâíþ¹ ðàíãó ìàòðèöi Pwn (t0). Îòæå, âëàñòèâiñòü (2)

âèêîíó¹òüñÿ i â öüîìó âèïàäêó.

6.1.5 Çàêëþ÷íi çàóâàæåííÿ Òåîðåìà 6.2 íàêëàäà¹ îáìåæåííÿ

äâîõ ðiçíèõ òèïiâ i âñòàíîâëþ¹ ñïiââiäíîøåííÿ ìiæ íèìè: ç îäíîãî áîêó
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âiäíîøåííÿ 1−|w(z)|2
1−|z|2 i éîãî ÷àñòèííi ïîõiäíi (âëàñòèâîñòi 1-3), ç iíøîãî áî-

êó íåäîòè÷íi ìåæîâi çíà÷åííÿ ïîõiäíèõ w (âëàñòèâiñòü 4). Óìîâà (6.1.7)

¹ íàéñëàáøèì ïðèïóùåííÿì ïåðøîãî òèïó, ÿêå òÿãíå âñi iíøi âëàñòèâîñòi

â Òåîðåìi 6.2. Òóò ìè õî÷åìî îáãîâîðèòè äî ÿêî¨ ìiðè ìîæíà ïîñëàáèòè

ïðèïóùåííÿ ïðî íåäîòè÷íi ìåæîâi ïîõiäíi ó âëàñòèâîñòi 4 ùîá âëàñòèâiñòü

(6.1.7) ÿê i ðàíiøå ìàëà ìiñöå. Çàóâàæèìî, ùî ïðè äîâåäåííi (4) ⇒ (2) (â

êiíöi Ðîçäiëó 6.1.4) ìè íå êîðèñòóâàëèñÿ òèì, ùî w ôóíêöiÿ êëàñó Øóðà.

Iíøèìè ñëîâàìè, (6.1.8) âèêîíó¹òüñÿ äëÿ áóäü-ÿêî¨ ôóíêöi¨ w àíàëiòè÷íî¨

â D äëÿ ÿêî¨ íåäîòè÷íi ìåæîâi çíà÷åííÿ (6.1.87) iñíóþòü i çàäîâîëüíÿþòü

ñïiââiäíîøåííþ (6.1.9). Ïðèïóùåííÿ, ùî Pwn (t0) â (6.1.89) ïîçèòèâíà òóò íå

ïîòðiáíî.

Òåîðåìà 6.21. ([32]) Ïðèïóñòèìî, ùî ôóíêöiÿ w àíàëiòè÷íà â îêîëi {z ∈
D : |z− t0| < ε} òî÷êè t0 ∈ T. Ïðèïóñòèìî, ùî íåäîòè÷íi ìåæîâi çíà÷åííÿ
(6.1.87) iñíóþòü, ùî

|w0| = 1 è Pwn (t0) = Pwn (t0)
∗, (6.1.90)

äå Pwn (t0) âèçíà÷åíà â (6.1.89). Òîäi âëàñòèâiñòü (6.1.8) ìà¹ ìiñöå.

Äîâåäåííÿ öüîãî ôàêòó ìiñòèòüñÿ â Òåîðåìi 6.40 íàñòóïíîãî ðîçäiëó.

6.2 Èíòåðïîëÿöiÿ ó ìåæîâié òî÷öi. Ñèìåòðiÿ äàíèõ

iíòåðïîëÿöi¨

Ó öüîìó ðîçäiëi ïîêàçàíî, ùî íàñòóïíi âëàñòèâîñòi ôóíêöié óçàãàëü-

íåíîãî êëàñó Øóðà â ãðàíè÷íî¨ òî÷öi t0 ∈ T åêâiâàëåíòíi: óìîâà Æþëià-

Êàðàòåîäîði ïîðÿäêó n (6.1.7); çáiã àñèìïòîòèê (6.2.17), (6.2.18) ïîðÿäêó

2n + 1 çñåðåäèíè i ççîâíi êðóãó D; t0-içîìåòðè÷íiñòü êîåôiöi¹íòiâ ãðàíè÷-
íî¨ àñèìïòîòèêè; åðìiòîâiñòü ìàòðèöi P, ùî âèçíà÷åíà ôîðìóëîþ (6.2.11)

çà öèìè êîåôiöi¹íòàìè. Âñòàíîâëþþòüñÿ äåÿêi çâ'ÿçêè ìiæ öèìè âëàñòè-

âîñòÿìè â áiëüø øèðîêèõ êëàñàõ ôóíêöié. Ðåçóëüòàòè öüîãî ðîçäiëó îïóá-

ëiêîâàíi â ðîáîòàõ [36], [37], [32].
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6.2.1 Ïîçíà÷åííÿ òà ôîðìóëþâàííÿ ðåçóëüòàòó. Ó öüîìó

ðîçäiëi ìè ðîçãëÿäà¹ìî äîäàòêîâi ïèòàííÿ, ïîâ'ÿçàíi ç Òåîðåìîþ Æþëià-

Êàðàòåîäîði. Äëÿ òî÷êè t0 îäèíè÷íîãî êîëà T ââåäåìî òàêi ïîçíà÷åííÿ

Ut0,ε := {z ∈ D : 0 < |z − t0| < ε},

Γint
t0,α,ε

:= {z ∈ Ut0,ε : |arg(z − t0)| < α} äëÿ α ∈ (0,
π

2
),

Γext
t0,α,ε

:= {z ∈ C :
1

z̄
∈ Γint

t0,α,ε
}

i

Γt0,α,ε := Γint
t0,α,ε
∪ Γext

t0,α,ε

Ìè ðîçãëÿäà¹ìî Ut0,ε ÿê ïðîêîëîòèé îêië i Γt0,α,ε ÿê ïðîêîëîòèé íåäîòè÷íèé

îêië òî÷êè t0, îñòàííié ñêëàäà¹òüñÿ ç âíóòðiøíüî¨ i çîâíiøíüî¨ ÷àñòèí. Ìè

áóäåìî îïóñêàòè ïàðàìåòð ε â ïîçíà÷åííÿõ. ×åðåç a∗ áóäåìî ïîçíà÷àòè

êîìïëåêñíå ñïðÿæåííÿ ÷èñëà a ∈ C. Ñèìâîëîì S ïîçíà÷èìî êëàñ Øóðà

ôóíêöié àíàëiòè÷íèõ â îäèíè÷íîìó êðóçi, ùî âiäîáðàæàþòü éîãî â ñåáå.

Êðàòíèé àíàëîã êëàñè÷íî¨ Òåîðåìè Æþëià-Êàðàòåîäîði áóâ ðîçãëÿíóòèé

â ïîïåðåäíüîìó ðîçäiëi (Òåîðåìà 6.2).

Òóò ìè êîðîòêî íàãàäà¹ìî ðåçóëüòàòè ïîïåðåäíüîãî ðîçäiëó, à òàêîæ

òðîõè ìîäèôiêó¹ìî ïîçíà÷åííÿ. Äëÿ ôóíêöi¨ w àíàëiòè÷íî¨ â z ∈ D (íå

îáîâ'ÿçêîâî êëàñó Øóðà) i öiëîãî äîäàòíîãî n ∈ Z+ ðîçãëÿäà¹òüñÿ åðìiòîâà

ìàòðèöÿ

Pw
n (z) :=

[
1

i!j!

∂i+j

∂zi∂z̄j
1− |w(z)|2

1− |z|2

]n
i,j=0

(6.2.1)

ÿêó ìè íàçèâà¹ìî ìàòðèöåþ Øâàðöà-Ïiêà (äëÿ ôóíêöié êëàñó Øóðà,

w ∈ S, ìàòðèöÿ Pw
n (z) ¹ íåâiä'¹ìíîþ). Äëÿ òî÷êè êîëà t0 ∈ T i ôóíêöi¨

w àíàëiòè÷íî¨ â îêîëi Ut0 âèçíà÷èìî ìåæîâó ìàòðèöþ Øâàðöà-Ïiêà

Pw
n (t0) := lim

z→̂t0
Pw
n (z), (6.2.2)

ÿêùî öÿ íåäîòè÷íà ãðàíèöÿ iñíó¹. ßêùî Pw
n (t0) iñíó¹, òî âîíà åðìiòîâà

(i âîíà íåâiä'¹ìíà, ÿêùî w ∈ S). Ïðàâèé-íèæíié åëåìåíò ìàòðèöi Pw
n (z)

ïîçíà÷èìî ÷åðåç

dw,n(z) :=
1

(n!)2

∂2n

∂zn∂z̄n
1− |w(z)|2

1− |z|2
. (6.2.3)
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Ìè âèêîðèñòîâó¹ìî ïîçíà÷åííÿ wj(z) := w(j)(z)
j! i wj(t0) äëÿ íåäîòè÷íèõ

ìåæîâèõ çíà÷åíü

wj(t0) := lim
z→̂t0

wj(z) = lim
z→̂t0

w(j)(z)

j!
. (6.2.4)

ßêùî ãðàíèöi (6.2.4) iñíóþòü ïðè j = 0, . . . , 2n+ 1, ìè ìîæåìî ïîáóäóâàòè

íàñòóïíi ìàòðèöi

Uw
n (t0) :=


w0(t0)

∗ w1(t0)
∗ . . . wn(t0)

∗

0 w0(t0)
∗ . . . ...

... . . . . . . w1(t0)
∗

0 . . . 0 w0

 , (6.2.5)

Hw
n (t0) :=


w1(t0) w2(t0) . . . wn+1(t0)

w2(t0) w3(t0) . . . wn+2(t0)
... ... ...

wn+1(t0) wn+2(t0) . . . w2n+1(t0)

 , (6.2.6)

à òàêîæ ìàòðèöþ

Pwn (t0) = Hw
n (t0)Ψn(t0)Uw

n (t0), (6.2.7)

äå Ψn(t0) = [Ψj`]
n
j,`=0 âåðõíüî òðèêóòíà ìàòðèöÿ

Ψn(t0) =



t0 −t20 t30 · · · (−1)n
(

n

0

)
tn+1
0

0 −t30 2t40 · · · (−1)n
(

n

1

)
tn+2
0

... t50 · · · (−1)n
(

n

2

)
tn+3
0

... . . . ...

0 · · · · · · 0 (−1)n
(

n

n

)
t2n+1
0


, (6.2.8)

òîáòî,

Ψj` =

 0, if j > `

(−1)`
(

`

j

)
t`+j+1
0 , if j ≤ `.

(6.2.9)

Òàêîæ áóäåìî âèêîðèñòîâóâàòè ìàòðèöi ñõîæî¨ ñòðóêòóðè, àñîöiéîâàíi ç
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òî÷êîþ t0 ∈ T i äîâiëüíîþ ïîñëiäîâíiñòþ êîìïëåêñíèõ ÷èñåë {wj}:

U(w0, . . . , wn) =


w∗0 . . . w∗n
... . . . ...

0 . . . w∗0

 , H(w1, . . . , w2n+1) = [wi+j+1]
n
i,j=0

(6.2.10)

i

P(t0, w0, . . . , w2n+1) := H(w1, . . . , w2n+1)Ψn(t0)U(w0, . . . , wn). (6.2.11)

Âèçíà÷åííÿ 6.22. Íåõàé t0 ∈ T. Áóäåìî ãîâîðèòè, ùî ïîñëiäîâíiñòü

{w0, . . . , wn} êîìïëåêñíèõ ÷èñåë ¹ t0-içîìåòðè÷íîþ, ÿêùî

U(w0, . . . , wn)Ψn(t0)U(w0, . . . , wn) = Ψn(t0), (6.2.12)

äå ìàòðèöÿ U ñêëàäåíà ç åëåìåíòiâ êîìïëåêñíî-ñïðÿæåíèõ åëåìåíòàì U.
Íåñêií÷åííó ïîñëiäîâíiñòü {wi}∞i=0 áóäåìî íàçèâàòè t0-içîìåòðè÷íîþ, ÿêùî

ðiâíîñòi (6.2.12) âèêîíóþòüñÿ ïðè áóäü-ÿêîìó n ∈ Z+.

Çàóâàæåííÿ 6.23. Â ñèëó âåðõíüî-òðèêóòíî¨ ñòðóêòóðè ìàòðèöü â

(6.2.12), ÿêùî ïîñëiäîâíiñòü {w0, . . . , wn} ¹ t0-içîìåòðè÷íîþ, òî i ¨¨ ÷àñòèíà
{w0, . . . , wk} ¹ t0-içîìåòðè÷íîþ ïðè áóäü-ÿêîìó k < n. Âiäçíà÷èìî, ùî ïðè

n = 0 t0-içîìåòðè÷íiñòü îçíà÷à¹, ùî |w0| = 1.

Íàñòóïíà òåîðåìà äîâåäåíà â ïîïåðåäíüîìó ðîçäiëi (Òåîðåìà 6.2).

Òåîðåìà 6.24. Íåõàé w ∈ S, t0 ∈ T, n ∈ Z+ i íåõàé dw,n(z) âèçíà÷åíà

ôîðìóëîþ (6.2.3). Íàñòóïíi âëàñòèâîñòi åêâiâàëåíòíi

1. Íàñòóïíà íèæíÿ ãðàíèöÿ ¹ ñêií÷åííîþ

d̃n := lim inf
z→t0

dw,n(z) <∞. (6.2.13)

2. Íàñòóïíà íåäîòè÷íà ãðàíèöÿ iñíó¹ i ¹ ñêií÷åííîþ

dw,n(t0) := lim
z→̂t0

dw,n(z) <∞. (6.2.14)

3. Ìåæîâà ìàòðèöÿØâàðöà-Ïiêà Pw
n (t0), ùî âèçíà÷åíà ÿê íåäîòè÷íà ãðà-

íèöÿ (6.2.2) iñíó¹.
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4. Íåäîòè÷íi ìåæîâi çíà÷åííÿ wj(t0) iñíóþòü ïðè j = 0, . . . , 2n+ 1 i çàäî-

âîëüíÿþòü

|w0(t0)| = 1 i Pwn (t0) ≥ 0,

äå Pwn (t0) ìàòðèöÿ âèçíà÷åíà â (6.2.7).

Ïðè âèêîíàííi öèõ óìîâ d̃n = dw,n(t0) i Pw
n (t0) = Pwn (t0).

Âèÿâëÿ¹òüñÿ, ùî âëàñòèâiñòü (3) Òåîðåìè 6.24 âèïëèâà¹ íàâiòü ç áiëüø

ñëàáêèõ ïðèïóùåíü (íå òiëüêè äëÿ ôóíêöié êëàñó Øóðà)

|w0(t0)| = 1 i Pwn (t0) = Pwn (t0)
∗, (6.2.15)

Íàñòóïíó òåîðåìó áóäå äîâåäåíî â Ðîçäiëi 6.2.3.

Òåîðåìà 6.25. Ïðèïóñòèìî, ùî ôóíêöiÿ w àíàëiòè÷íà â îêîëi Ut0 òî÷êè
t0 ∈ T, ïðèïóñòèìî, ùî iñíóþòü íåäîòè÷íi ìåæîâi çíà÷åííÿ wj(t0) ïðè

j = 0, . . . , 2n+ 1. Òîäi íàñòóïíi âëàñòèâîñòi åêâiâàëåíòíi:

1. Ìàþòü ìiñöå ñïiââiäíîøåííÿ (6.2.15).

2. Ïîñëiäîâíiñòü {w0(t0), . . . , w2n+1(t0)} ¹ t0-içîìåòðè÷íîþ, òîáòî,

U(w0, . . . , w2n+1)Ψ2n+1(t0)U(w0, . . . , w2n+1) = Ψ2n+1(t0).

3. Iñíó¹ ðàöiîíàëüíà óíiìîäóëÿðíà íà êîëi T ôóíêöiÿ f (âiäíîøåííÿ äâîõ

ñêií÷åííèõ äîáóòêiâ Áëÿøêå) òàêà, ùî

w(z) = f(z) + o((z − t0)2n+1) ïðè z→̂t0 (6.2.16)

çñåðåäèíè êðóãó.

4. Àñèìïòîòèêà

w(z) =
2n+1∑
j=0

wj(t0)(z − t0)j + o((z − t0)2n+1) (6.2.17)

ìà¹ ìiñöå, êîëè z çáiãà¹òüñÿ äî t0 íåäîòè÷íèì ÷èíîì çñåðåäèíè i (!)

ççîâíi îäèíè÷íîãî êðóãó D, äå ïðè |z| > 1 ìè ââàæà¹ìî, ùî

w(z) :=
1

w(1/z̄)
. (6.2.18)
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Êðiì òîãî, ïðè âèêîíàííi öèõ óìîâ ìåæîâà ìàòðèöÿ Øâàðöà-Ïiêà Pw
n (t0)

iñíó¹ i äîðiâíþ¹ Pwn (t0).

Çàóâàæåííÿ 6.26. Ïðîäîâæåííÿ (6.2.18) íàçèâà¹òüñÿ ïðîäîâæåííÿì çà

ñèìåòði¹þ i íiÿê íå ïîâ'ÿçàíå ç àíàëiòè÷íèì ïðîäîâæåííÿì çà âèíÿòêîì

òîãî âèïàäêó, êîëè ôóíêöiÿ w óíiìîäóëÿðíà íà äåÿêié äóçi êîëà T. Iñíóâàí-
íÿ íåäîòè÷íî¨ àñèìïòîòèêè (6.2.17) äëÿ ôóíêöié w(z) çñåðåäèíè êðóãó D ç

w(t0) 6= 0 ñïðè÷èíÿ¹ iñíóâàííÿ àñèìïòîòèêè òîãî æ ïîðÿäêó ççîâíi êðóãó

(äëÿ ïðîäîâæåííÿ ôóíêöi¨ w çà ñèìåòði¹þ). Îäíàê, â çàãàëüíîìó âèïàäêó,

êîåôiöi¹íòè àñèìïòîòèê çñåðåäèíè i ççîâíi âiäðiçíÿþòüñÿ îäíi âiä îäíèõ.

Òàêèì ÷èíîì, çáiã äâîõ àñèìïòîòèê ¹ ñïåöiàëüíîþ âëàñòèâiñòþ ôóíêöi¨ w.

Òåîðåìà 6.25 çîêðåìà ñòâåðäæó¹, ùî öåé çáiã ñïðè÷èíÿ¹ (6.2.13), à Òåîðå-

ìà 6.24 ïîêàçó¹, ùî äëÿ ôóíêöié êëàñó Øóðà çáiã àñèìïòîòèê âèïëèâà¹ ç

(6.2.13). ßê áóäå ïîêàçàíî â ïàðàãðàôi 6.2.4, ó çàãàëüíîìó âèïàäêó (6.2.13)

íå ñïðè÷èíÿ¹ çáiã âíóòðiøíüî¨ i çîâíiøíüî¨ àñèìïòîòèêè, àëå äëÿ ôóíêöié

óçàãàëüíåíîãî êëàñó Øóðà - ñïðè÷èíÿ¹. I, âçàãàëi, Òåîðåìà 6.25 áóêâàëüíî

ïåðåíîñèòüñÿ íà óçàãàëüíåíèé êëàñ Øóðà. Çáiã âíóòðiøíüî¨ i çîâíiøíüî¨

àñèìïòîòèêè áóëî ïîêëàäåíî I. Â. Êîâàëiøèíîþ â îñíîâó ¨¨ âèâ÷åííÿ ìå-

æîâî¨ çàäà÷i iíòåðïîëÿöi¨ â ðîáîòi [73]. Íà âiäìiíó âiä öüîãî, íàøi ïîáóäîâè

çàñíîâàíi íà (6.2.13).

Íàñòóïíà òåîðåìà (¨¨ òåæ áóäå äîâåäåíî â ïàðàãðàôi 6.2.4) ¹ âåðñi¹þ

Òåîðåìè 6.25 ïðè äåêiëüêà îñëàáëåíèõ ïðèïóùåííÿõ: iñíóâàííÿ íåäîòè÷-

íîãî ìåæîâîãî çíà÷åííÿ w2n+1(t0) îñëàáëåíå äî íåäîòè÷íî¨ îáìåæåíîñòi

w(2n+1):

sup
z∈Γt0,α

|w(2n+1)(z)| <∞ ïðè äåÿêîìó α ∈ (0,
π

2
). (6.2.19)

ßê áóäå ïîêàçàíî â Ëåìi 6.36, öÿ óìîâà çàáåçïå÷ó¹ iñíóâàííÿ íåäîòè÷íèõ

ìåæîâèõ çíà÷åíü wj(t0) := lim
z→̂t0

w(j)(z)

j!
ïðè j = 0, . . . , 2n.

Òåîðåìà 6.27. Íåõàé w àíàëiòè÷íà â îêîëi Ut0 òî÷êè t0 ∈ T. Òîäi òàêi
âëàñòèâîñòi åêâiâàëåíòíi
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1. Ìà¹ ìiñöå îáìåæåíiñòü (6.2.19) i ïîñëiäîâíiñòü {w0(t0), . . . , w2n(t0)} ¹
t0-içîìåòðè÷íîþ.

2. Iñíó¹ ðàöiîíàëüíà óíiìîäóëÿðíà ôóíêöiÿ f (âiäíîøåííÿ ñêií÷åííèõ äî-

áóòêiâ Áëÿøêå) òàêà, ùî

w(z) = f(z) +O((z − t0)2n+1) êîãäà z→̂t0. (6.2.20)

3. Ìà¹ ìiñöå àñèìïòîòè÷íèé ðîçêëàä

w(z) =
2n∑
j=0

wj(t0)(z − t0)j +O((z − t0)2n+1),

ïðè z→̂t0 çñåðåäèíè i ççîâíi êðóãó D.

Ïðè âèêîíàííi öèõ óìîâ

sup
z∈Γt0,α

dw,n(z) <∞. (6.2.21)

Â ÿêîñòi íàñëiäêó îòðèìó¹ìî íàñòóïíó ðîçøèðåíó âåðñiþ Òåîðåìè 6.24

äëÿ ôóíêöié êëàñó Øóðà.

Òåîðåìà 6.28. Íåõàé w ∈ S, t0 ∈ T, n ∈ Z+. Òâåðäæåííÿ 1-4 Òåîðåìè 6.24,

òâåðäæåííÿ 1-4 Òåîðåìè 6.25 i òâåðäæåííÿ 1-3 Òåîðåìè 6.27 åêâiâàëåíòíi.

Äëÿ äîêàçó äîñèòü çàóâàæèòè, ùî êîæíà âëàñòèâiñòü â Òåîðåìi 6.25

ñïðè÷èíÿ¹ (6.2.14), à óìîâà (6.2.21) î÷åâèäíî ñèëüíiøà íiæ (6.2.13).

6.2.2 t0-içîìåòðè÷íi ïîñëiäîâíîñòi. Â ñèëó Âèçíà÷åííÿ 6.22, ïî-

ñëiäîâíiñòü {w0, . . . , wn} ¹ t0-içîìåòðè÷íîþ, ÿêùî
w0 . . . wn

. . . ...

0 w0

Ψn(t0)


w∗0 . . . w∗n

. . . ...

0 w∗0

 = Ψn(t0). (6.2.22)

Çàóâàæåííÿ 6.29. Çàóâàæèìî, ùî öÿ ìàòðè÷íà ðiâíiñòü åêâiâàëåíòíà íà-

ñòóïíié ñèñòåìi n+ 1 ðiâíîñòåé
k∑
j=0

k−j∑
`=0

(−1)`
(

k − `
j

)
tj−`0 wjw

∗
` = 1 ïðè k = 0, . . . , n. (6.2.23)
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Äiéñíî, ïîìíîæóþ÷è îáèäâi ÷àñòèíè (6.2.23) íà (−1)ktk+1
0 i âèêîðèñòî-

âóþ÷è âèçíà÷åííÿ (6.2.9) ÷èñåë Ψj`, îòðèìó¹ìî
k∑
j=0

k−j∑
`=0

wjΨj,k−`w
∗
` = Ψ0,k for k = 0, . . . , n,

ùî ìîæå áóòè çàïèñàíî íàñòóïíèì ÷èíîì

[
w0 . . . wn

]
Ψn(t0)


w∗0 . . . w∗n

. . . ...

0 w∗0

 =
[

Ψ00 . . . Ψ0n

]
. (6.2.24)

Òàêèì ÷èíîì îòðèìàíî ðiâíiñòü ïåðøèõ ðÿäêiâ â (6.2.22). ßê áóëî ïîêàçàíî

â [31], (6.2.24) åêâiâàëåíòíî (6.2.22).

Ëåìà 6.30. Íåõàé t0 ∈ T, w0, . . . , wn ∈ C i íåõàé T ∈ C(n+1)×(n+1) iM, E ∈
C(n+1)×1 âèçíà÷åíi ÿê

Tn =


t0 0 . . . 0

1 t0
. . . ...

. . . . . . 0

0 1 t0

 , En =


1

0
...

0

 , Mn =


w0

w1
...

wn

 . (6.2.25)

Ðîçâ'ÿçîê X ðiâíÿííÿ

X − TnXT ∗n = EnE
∗
n −MnM

∗
n (6.2.26)

iñíó¹ òîäi i òiëüêè òîäi êîëè ïîñëiäîâíiñòü {w0, . . . , wn} ¹ t0-içîìåòðè÷íîþ.
Áiëüø òîãî, â öüîìó âèïàäêó áóäü-ÿêèé ðîçâ'ÿçîê X ðiâíÿííÿ (6.2.26) ìà¹

âèãëÿä (6.2.11) ç äåÿêèìè ÷èñëàìè wn+1, . . . , w2n+1 ∈ C.

Äîêàç öi¹¨ ëåìè ìiñòèòüñÿ â [31, Section 10].

Òåîðåìà 6.31. Ïðèïóñòèìî, ùî w àíàëiòè÷íà íà ìíîæèíi

Dr, ε(t0) = {z : r < |z| < 1

r
, arg t0 − ε < arg z < arg t0 + ε}

i óíiìîäóëÿðíà íà Dr, ε(t0) ∩ T. Ðîçêëàäåìî ôóíêöiþ w â ðÿä Òåéëîðà ç

öåíòðîì â òî÷öi t0.

w(z) =
∞∑
j=0

wj(t0)(z − t0)j (6.2.27)

Òîäi
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1. Iñíó¹ ìåæîâà ìàòðèöÿ Øâàðöà-Ïiêà Pw
n (t0) i ìà¹ ìiñöå ðiâíiñòü

Pw
n (t0) = Pwn (t0) (6.2.28)

äëÿ áóäü-ÿêîãî n ∈ Z+, äå Pwn (t0) âèçíà÷åíà çà ôîðìóëîþ (6.2.7). Îòæå,

Pwn (t0) åðìiòîâà.

2. Ïîñëiäîâíiñòü {wj(t0)}∞j=0 ¹ t0-içîìåòðè÷íîþ.

Äîâåäåííÿ. Îñêiëüêè w óíiìîäóëÿðíà íà Dr, ε(t0)∩T, òî ìà¹ ìiñöå ðiâíiñòü

w(z)w(1/z̄) = 1 äëÿ áóäü-ÿêîãî z ∈ Dr, ε(t0). (6.2.29)

Îòæå,

Kw(z, z) :=
1− w(z)w(z)

1− zz̄
=
w(z)− w(1/z̄)

z − 1
z̄

· w(z)

z̄
. (6.2.30)

Çàóâàæèìî, ùî ïðè z = 1/z, òîáòî â òî÷êàõ äóãè êîëà,

Kw(z, z) = zw′(z)w(z). (6.2.31)

Äëÿ îá÷èñëåííÿ

Pw
n (z) =

[
1

i!j!

∂i+j

∂zi∂z̄j
Kw(z, z)

]n
i,j=0

, (6.2.32)

ìè ñêîðèñòà¹ìîñÿ ïðåäñòàâëåííÿì (6.2.30) i ôîðìóëîþ Ëåéáíiöà:

(Pw
n )ij(z) =

1

i!j!

∂i+j

∂zi∂z̄j

(
w(z)− w(1/z̄)

z − 1
z̄

· w(z)

z̄

)
(6.2.33)

=
1

i!j!

j∑
`=0

(
j

`

)
∂i+`

∂zi∂z̄`

(
w(z)− w(1/z̄)

z − 1
z̄

)(
w(z)

z

)(j−`)
.

Ìè õî÷åìî ïîêàçàòè, ùî (Pw
n )ij(t0) äîðiâíþ¹ ij-ó åëåìåíòó ìàòðèöi Pwn (t0),

òîáòî, (â ñèëó ôîðìóëè (6.2.7)), ùî

(Pw
n )ij(t0) =

[
wi+1(t0) wi+2(t0) . . . wi+j+1(t0)

]
Ψn(t0)


wj(t0)

∗

...

w0(t0)
∗

0
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=

j∑
`=0

wi+`+1(t0)

j−∑̀
k=0

Ψ`,j−kwj−`−k(t0)
∗. (6.2.34)

Áåçïîñåðåäí¹ îá÷èñëåííÿ ïîêàçó¹ (ïîäðîáèöi ìîæíà çíàéòè â [34, Section

6]), ùî

1

i!k!

∂i+k

∂zi∂
(

1
z̄

)k (w(z)− w(1/z̄)

z − 1
z̄

)∣∣∣∣∣
z= 1

z̄

=
w(i+k+1)(z)

(i+ k + 1)!
= wi+k+1(z)

ïðè i, k ∈ Z+. Ç iíøîãî áîêó, äèôåðåíöiþþ÷è ñêëàäíó ôóíêöiþ, îòðèìó¹ìî

1

`!

∂`

∂z̄`
= (−1)`

`−1∑
k=0

(
`− 1

k

)
z̄`+k+1(k + 1)!

· ∂k+1

∂
(

1
z̄

)k+1
(` = 1, 2, . . .)

êîìáiíàöiÿ îñòàííiõ äâîõ ôîðìóë äà¹

1

i!`!

∂i+`

∂zi∂z̄`

(
w(z)− w(1/z̄)

z − 1
z̄

)∣∣∣∣
z= 1

z̄=t0

= (−1)`
`−1∑
k=0

(
`− 1

k

)
z̄`+k+1i!(k + 1)!

· ∂i+k+1

∂zi∂
(

1
z̄

)k+1

(
w(z)− w(1/z̄)

z − 1
z̄

)∣∣∣∣∣
z= 1

z̄=t0

= (−1)`
`−1∑
k=0

t`+k+1
0

(
`− 1

k

)
wi+k+2(t0)

ïðè ` = 1, 2, . . ., à ïðè ` = 0 ìà¹ìî

1

i!
.
∂i

∂zi

(
w(z)− w(1/z̄)

z − 1
z̄

)∣∣∣∣
z= 1

z̄=t0

= wi+1(t0).

Â ñèëó ôîðìóëè Ëåéáíiöà,

1

(j − `)!

(
w(z)

z

)(j−`)
∣∣∣∣∣
z=t0

=

j−∑̀
m=0

(−1)mt̄m+1
0 wj−`−m(t0).

I íàðåøòi, ïiäñòàâëÿþ÷è îñòàííi òðè ôîðìóëè â (6.2.33), îòðèìó¹ìî

(Pw
n )ij(t0) = wi+1(t0)

j∑
m=0

(−1)mt̄m+1
0 wj−m(t0)

∗
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+

j∑
`=1

`−1∑
k=0

j−∑̀
m=0

(−1)`+mt`+k+m+2
0

(
`− 1

k

)
wi+k+2(t0)wj−`−m(t0)

∗

= wi+1(t0)

j∑
m=0

(−1)mt̄m+1
0 wj−m(t0)

∗

+

j∑
`=1

wi+`+1(t0)

j−∑̀
k=0

(−1)j−ktj+`+1−k
0

(
j − k
`

)
wj−`−k(t0)

∗

=

j∑
`=0

wi+`+1(t0)

j−∑̀
k=0

(−1)j−ktj+`+1−k
0

(
j − k
`

)
wj−`−k(t0)

∗.

Çãàäóþ÷è âèçíà÷åííÿ (6.2.9) ÷èñåë Ψ`j,

(Pw
n )ij(t0) =

j∑
`=0

wi+`+1(t0)

j−∑̀
k=0

Ψ`,j−kwj−`−k(t0)
∗,

ùî çáiãà¹òüñÿ ç (6.2.34) i, îòæå, äîâîäèòü ðiâíiñòü (6.2.28). Öÿ ðiâíiñòü,

çîêðåìà, ñïðè÷èíÿ¹, ùî ñòðóêòóðíà ìàòðèöÿ Pwn (t0) âèäó (6.2.7) åðìiòîâà

(îñêiëüêè Pw
n (t0) ¹ òàêîþ). À òîäi, ÿê áóëî ïîêàçàíî â [36, Theorem 7.1],

Pwn (t0) çàäîâîëüíÿ¹ òîòîæíîñòi

Pwn (t0)− TnPwn (t0)T
∗
n = EnE

∗
n −Mw(t0)nM

w
n (t0)

∗,

äå Tn i En âèçíà÷åíi â (6.2.25) i

Mw
n (t0) =

[
w0(t0) . . . wn(t0)

]>
.

Àëå òîäi ïîñëiäîâíiñòü {w0, . . . , wn} ¹ t0-içîìåòðè÷íîþ çà Ëåìîþ 6.30.

Îñêiëüêè n ∈ Z+ äîâiëüíî, äðóãå òâåðäæåííÿ òåîðåìè äîâåäåíî. Âiäìiòè-

ìî, ùî t0-içîìåòðè÷íiñòü ïîñëiäîâíîñòi {w0, . . . , wn} ìîæå áóòè îòðèìàíà i
áåçïîñåðåäíüî ç ðiâíîñòi (6.2.29) øëÿõîì äèôåðåíöiþâàííÿ.

Ëåìà 6.32. Ïðèïóñòèìî, ùî t0 i w0, . . . , w2n+1 ∈ C òàêi, ùî |w0| = 1

i P(t0;w0, . . . , w2n+1), ùî âèçíà÷åíà â (6.2.11), ¹ åðìiòîâîþ. Òîäi iñíóþòü

÷èñëà f0, . . . , f2n+1 ∈ C òàêi, ùî |f0| = 1 i ìàòðèöi P(t0; f0, . . . , f2n+1) òà

P(t0; s0, . . . , s2n+1) ïîçèòèâíî âèçíà÷åíi, äå sj âèçíà÷àþòüñÿ íàñòóïíèì ÷è-
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íîì

sj =

j∑
`=0

fj−`w` ïðè j = 0, . . . , 2n+ 1. (6.2.35)

Äîâåäåííÿ. Ðîçãëÿíåìî ìàòðèöi âèçíà÷åíi â (6.2.10) i (6.2.11):

Uw
k := U(w0, . . . , wk), Hw

k := H(w0, . . . , w2k+1)

i

Pwk := P(t0;w0, . . . , w2k+1) = Hw
kΨk(t0)Uw

k , (6.2.36)

à òàêîæ àíàëîãi÷íi ìàòðèöi àñîöiéîâàíi ç ïîñëiäîâíîñòÿìè {fj} i {sj}.
Îñêiëüêè sj âèçíà÷åíi ôîðìóëàìè çãîðòêè (6.2.35), òî

Us
k = Uw

kU
f
k è Hs

k = (Uf
k)
∗Hw

k + Hf
n(t0)Us

k. (6.2.37)

Ïîòðiáíó ïîñëiäîâíiñòü {f0, . . . , f2n+1} áóäåìî áóäóâàòè iíäóêòèâíî. Ïðè

êîæíiì k < n ìàòðèöÿ Pwk ¹ åðìiòîâîþ ÿê ãîëîâíà ïiäìàòðèöÿ ìàòðèöi Pwn ,
ÿêà ¹ åðìiòîâîþ çà ïðèïóùåííÿì ëåìè. Ïðè k = 0 ìà¹ìî Pw0 := t0w1w

∗
0 ∈ R.

Âèáåðåìî f0 i f1 òàê ùîá

|f0| = 1 i Pf0 = t0f1f
∗
0 > max {0, −t0w1w

∗
0}.

Òîäi äëÿ s0 = f0w0 i s1 = f0w1 + f1w0 ìà¹ìî |s0| = 1 i

Ps0 = t0s1s
∗
0 = t0(f0w1 + f1w0)f

∗
0w
∗
0 = t0w1w

∗
0 + t0f1f

∗
0 > 0.

Òåïåð ïðèïóñòèìî, ùî äëÿ k < n âæå ïîáóäîâàíà ïîñëiäîâíiñòü

{f0, . . . , f2k−1} òàêà, ùî ìàòðèöi Pfk−1 i Psk−1 ïîçèòèâíî âèçíà÷åíi, äå sj çà-

äàíi ôîðìóëîþ (6.2.35), j = 0, . . . , 2k − 1.

Îñêiëüêè |f0| = 1 i Pfk−1 > 0, òî (äèâ, íàïðèêëàä, [73, 18, 33]), iñíó¹

ñêií÷åííèé äîáóòîê Áëÿøêå b(z) òàêèé, ùî

b(j)(t0)

j!
= fj ïðè j = 0, . . . , 2k − 1. (6.2.38)

Ïîêëàäåìî

f2k =
b(2k)(t0)

(2k)!
i f2k+1 =

b(2k+1)(t0)

(2k + 1)!
,
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âèçíà÷èìî s2k i s2k+1 çà ôîðìóëàìè (6.2.35). Òîäi ìàòðèöÿ

Pfk := Hf
kΨk(t0)Uf

k . (6.2.39)

ïîçèòèâíî âèçíà÷åíà, îñêiëüêè çà âèçíà÷åííÿì äîðiâíþ¹ ìàòðèöi Pbk(t0),
ïîâ'ÿçàíîþ ç ñêií÷åííèì äîáóòêîì Áëÿøêå b çà ôîðìóëîþ (6.2.7) i, îòæå,

äîðiâíþ¹ (çà Òåîðåìîþ 6.31) ìåæîâié ìàòðèöi Øâàðöà-Ïiêà Pb
n(t0), ÿêà ¹

ïîçèòèâíî âèçíà÷åíîþ, îñêiëüêè b ∈ S.

Îñêiëüêè ñòðóêòóðíà ìàòðèöÿ Pwk ¹ åðìiòîâîþ, âîíà çàäîâîëüíÿ¹ (äîêàç
ìiñòèòüñÿ â [36], Theorem 7.1 ) òîòîæíîñòi

Pwk − TkPwk T ∗k = EkE
∗
k −MkM

∗
k ,

äå Tk, Ek i Mk âèçíà÷åíi ôîðìóëàìè (6.2.25). Òîãäi, â ñèëó Ëåìè 6.30, ïî-

ñëiäîâíiñòü {w0, . . . , wk} ¹ t0-içîìåòðè÷íîþ:

Uw
kΨk(t0)Uw

k = Ψn(t0). (6.2.40)

Ðîçãëÿíåìî ìàòðèöþ

Psk := Hs
kΨk(t0)Us

k.

Ïiäñòàâèìî âèðàç (6.2.37) i ñêîðèñòà¹ìîñÿ (6.2.40)

Psk =
(

(Uf
k)
∗Hw

k + Hf
kUw

k

)
Ψk(t0)Uw

kU
f
k

= (Uf
k)
∗Hw

kΨn(t0)Uw
kU

f
k + Hf

kUwΨn(t0)Uw
kU

f
k

= (Uf
k)
∗Hw

kΨn(t0)Uw
kU

f
k + Hf

kΨn(t0)Uf
k ,

ùî ç óðàõóâàííÿì (6.2.36) i (6.2.39) íàáèðà¹ âèãëÿäó

Psk = (Uf
k)
∗PwkU

f
k + Pfk . (6.2.41)

Îñêiëüêè ìàòðèöi Pwk i Pfk ¹ åðìiòîâèìè, òî ìàòðèöÿ Psk òåæ åðìiòîâà. Çi

ñòðóêòóðè ìàòðèöi â ïðàâié ÷àñòèíi (6.2.39) âèäíî, ùî ¹äèíèé åëåìåíò Pfk ,
ÿêèé çàëåæèòü âiä f2k+1 � öå[

Pfk
]
k+1,k+1

=
k∑
`=0

k−∑̀
j=0

fk+`+1Ψ`,k−jf
∗
k−`−j
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= (−1)kt2k+1
0 f2k+1f

∗
0 +

k−1∑
`=0

fk+`+1

k−∑̀
j=0

Ψ`,k−jf
∗
k−`−j.

Âií íåâiä'¹ìíèé, îñêiëüêè Pfk ≥ 0. Îñêiëüêè |f0| = 1, òî çàìiíà

f2k+1 → f2k+1 + (−1)k t̄2k+1
0 f0x äå x > 0, (6.2.42)

òiëüêè çáiëüøó¹ öåé åëåìåíò ìàòðèöi Pfk íà x i íå âïëèâà¹ íà iíøi åëåìåíòè.
Ïðè öüîìó s2k+1 (çãiäíî ç (6.2.35)) çìiíèòüñÿ íàñòóïíèì ÷èíîì

s2k+1 → s2k+1 + (−1)k t̄2k+1
0 f0w0x = s2k+1 + (−1)k t̄2k+1

0 s0x,

àëå sj ïðè j ≤ 2k íå çìiíÿòüñÿ. Îñêiëüêè ìàòðèöÿ Uf
k çàëåæèòü òiëüêè âiä

f0, . . . , fk, ç (6.2.41) âèïëèâà¹, ùî óñi åëåìåíòè Psk çà âèíÿòêîì [Psk]k+1,k+1

íå çìiíþþòüñÿ, à öåé îñòàííié çáiëüøó¹òüñÿ íà x, i, îòæå, ñòàíå ïîçèòèâ-

íèì, ÿêùî x äîñèòü âåëèêå. Òèì ñàìèì ìàòðèöÿ Psk ñòàíå ïîçèòèâíîþ. Öå
çàâåðøó¹ äîêàç ëåìè.

Â Òåîðåìi 6.31 ìè áà÷èëè ÿê ôóíêöiÿ, ùî ¹ àíàëiòè÷íîþ â îêîëi t0 i

óíiìîäóëÿðíîþ íà äóçi êîëà, òâîðèòü íåñêií÷åííó t0-içîìåòðè÷íó ïîñëiäîâ-

íiñòü. Êðiì òîãî, öÿ t0-içîìåòðè÷íà ïîñëiäîâíiñòü äîäàòêîâî ìà¹ íàñòóïíó

âëàñòèâiñòü

lim sup
j→∞

|wj|
1
j <∞

îñêiëüêè ðàäióñ çáiæíîñòi ðÿäó (6.2.27) ïîçèòèâíèé. Âèïàäîê ñêií÷åííî¨ ïî-

ñëiäîâíîñòi ïðîñòiøèé: â íàñòóïíié òåîðåìi ïîêàçàíî, ùî êîæíà ñêií÷åííà

t0-içîìåòðè÷íà ïîñëiäîâíiñòü ¹ ïîñëiäîâíiñòþ êîåôiöi¹íòiâ Òåéëîðà â òî÷öi

t0 âiäíîøåííÿ äâîõ ñêií÷åííèõ äîáóòêiâ Áëÿøêå.

Òåîðåìà 6.33. Íåõàé t0 ∈ T i w0, . . . , w2n+1 ∈ C. Íàñòóïíi òâåðäæåííÿ ¹

åêâiâàëåíòíèìè:

1. |w0| = 1 i ìàòðèöÿ P(t0;w0, . . . , w2n+1), ùî âèçíà÷åíà â (6.2.11), ¹ åð-

ìiòîâîþ.

2. Ïîñëiäîâíiñòü {w0, . . . , w2n+1} ¹ t0-içîìåòðè÷íîþ.
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3. Iñíóþòü ñêií÷åííi äîáóòêè Áëÿøêå s i f òàêi, ùî ôóíêöiÿ w =
s

f
çàäî-

âîëüíÿ¹ iíòåðïîëÿöiéíèì óìîâàì

wj(t0) :=
w(j)(t0)

j!
= wj ïðè j = 0, . . . , 2n+ 1. (6.2.43)

Äîâåäåííÿ. Iìïëiêàöiÿ (3)⇒ (2) ìiñòèòüñÿ â òâåðäæåííi 2 Òåîðåìè 6.31.

(2) ⇒ (1): Ïðèïóñòèìî, ùî {w0, . . . , w2n+1} t0-içîìåòðè÷íà, íåõàé ìàò-

ðèöi T2n+1, E2n+1 i M2n+1 âèçíà÷åíi ôîðìóëàìè (6.2.25). Çà Ëåìîþ 6.30,

iñíó¹ ðîçâ'ÿçîê X = [Xij]
2n+1
i,j=0 ðiâíÿííÿ

X − T2n+1XT
∗
2n+1 = E2n+1E

∗
2n+1 −M2n+1M

∗
2n+1. (6.2.44)

Ïîðiâíþþ÷è ëiâó i ïðàâó ÷àñòèíè (6.2.44) ïîåëåìåíòíî, îòðèìó¹ìî ñèñòåìó

ðiâíÿíü

t0X0i = t̄0Xi0 = wi+1w
∗
0 (i = 0, . . . , 2n),

t0Xi+1,j + t̄0Xi,j+1 +Xij = wi+1w
∗
j+1 (i = 1, . . . , 2n; j = 0, . . . , 2n),

ÿêó ìîæíà ðîçâ'ÿçàòè ðåêóðñèâíî

Xk` =
∑̀
j=0

j∑
i=0

(−1)j

(
j

i

)
ti+j+1
0 wk+i+1w

∗
`−j, (6.2.45)

äå

0 ≤ k + ` ≤ 2n− 1. (6.2.46)

Òàêèì ÷èíîì åëåìåíòè ç iíäåêñàìè (6.2.46) ðîçâ'ÿçêó X ðiâíÿííÿ (6.2.44)

âèçíà÷åíi îäíîçíà÷íî. Áiëüø òîãî, öi åëåìåíòè ìàþòü âëàñòèâiñòü ñèìåòði¨

Xk` = X∗`k (0 ≤ k + ` ≤ 2n− 1) (6.2.47)

ÿêà âèïëèâà¹ ç çãàäàíî¨ âèùå ¹äèíîñòi i ç òîãî, ùîX∗ ¹ ðîçâ'ÿçêîì ðiâíÿííÿ

(6.2.44) òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè X ¹ ðîçâ'ÿçêîì. Âèêîðèñòîâóþ÷è ÷èñëà Ψij,

ùî âèçíà÷åíi â (6.2.9), ìîæíà ïåðåïèñàòè (6.2.45) íàñòóïíèì ÷èíîì

Xk` =
∑̀
j=0

j∑
i=0

wk+i+1Ψijw
∗
`−j ïðè 0 ≤ k + ` ≤ 2n− 1. (6.2.48)
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Îñòàíí¹ îçíà÷à¹, ùî äëÿ k, ` ∈ {0, . . . , n}, Xk` äîðiâíþþòü âiäïîâiäíèì

åëåìåíòàì ìàòðèöi P(t0;w0, . . . , w2n+1), âèçíà÷åíî¨ â (6.2.11). Iíøèìè ñëî-

âàìè, P(t0;w0, . . . , w2n+1) ¹ (n+1)× (n+1) ãîëîâíîþ ïiäìàòðèöåþ ìàòðèöi

X. Òèì ñàìèì (6.2.47) ñïðè÷èíÿ¹ åðìiòîâiñòü ìàòðèöi P(t0;w0, . . . , w2n+1).

Ðiâíiñòü |w0| = 1 ¹ ÷àñòèíîþ âèçíà÷åííÿ t0-ñèìåòði¨.

(1) ⇒ (3): Ïðèïóñòèìî, ùî |w0| = 1 i ùî ìàòðèöÿ P(t0;w0, . . . , w2n+1)

âèçíà÷åíà â (6.2.11) ¹ åðìiòîâîþ. Çà Ëåìîþ 6.32, iñíó¹ f0, . . . , f2n+1 ∈ C ç

|f0| = 1 òàêà, ùî P(t0; f0, . . . , f2n+1) i P(t0; s0, . . . , s2n+1) ïîçèòèâíî âèçíà-

÷åíi, äå sj âèçíà÷åíi ôîðìóëîþ (6.2.35). Îñêiëüêè s0 = w0f0, òî |s0| = 1. Â

ñèëó iíòåðïîëÿöiéíîãî ðåçóëüòàòó âèêîðèñòàíîãî â äîêàçi Ëåìè 6.32, iñíó-

þòü ñêií÷åííi äîáóòêè Áëÿøêå s(z) i f(z), ùî çàäîâîëüíÿþòü óìîâàì

s(j)(t0)

j!
= sj i

f (j)(t0)

j!
= fj ïðè j = 0, . . . , 2n+ 1.

Òîäi ç (6.2.35) âèïëèâà¹, ùî âiäíîøåííÿ w(z) =
s(z)

f(z)
çàäîâîëüíÿ¹ óìîâàì

(6.2.43).

Íà çàâåðøåííÿ öüîãî ðîçäiëó çðîáèìî äåêiëüêà çàóâàæåíü. Ïåðøå (äî-

êàç ìiñòèòüñÿ â [31, Corollary 7.9]) âñòàíîâëþ¹ çâ'ÿçîê ìiæ òðåòiìè òâåð-

äæåííÿìè â Òåîðåìàõ 6.25 i 6.33:

Çàóâàæåííÿ 6.34. Íåõàé t0 ∈ T, k ∈ Z+, w0, . . . , wk ∈ C i íåõàé w

àíàëiòè÷íà â Ut0. Íåäîòè÷íi ìåæîâi çíà÷åííÿ wj(t0) iñíóþòü i çàäîâîëü-

íÿþòü

wj(t0) := lim
z→̂t0

w(j)(z)

j!
= wj ïðè j = 0, . . . , k

òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè ìà¹ ìiñöå àñèìïòîòè÷íå ñïiââiäíîøåííÿ

w(z) = w0 + w1(z − t0) + . . .+ wk(z − t0)k + o((z − t0)k ïðè z→̂t0.

Çàóâàæåííÿ 6.35. Áóäü-ÿêà t0-içîìåòðè÷íà ïîñëiäîâíiñòü {w0, . . . , wn}
äîïóñêà¹ t0-içîìåòðè÷íå ïðîäîâæåííÿ. Ñïðàâäi, ÿêùî {w0, . . . , wn} t0-

içîìåòðè÷íà, òî |w0| = 1 (â ñèëó Çàóâàæåííÿ 6.23) i ðiâíÿííÿ (6.2.26) ìà¹



242

ðîçâ'ÿçîêX (çà Ëåìîþ 6.30). Áåçïîñåðåäíüî âèäíî, ùîX∗ òåæ çàäîâîëüíÿ¹

(6.2.26) i, îòæå, Y := 1
2(X + X∗) ¹ åðìiòîâèì ðîçâ'ÿçêîì (6.2.26). Â ñèëó

äðóãîãî òâåðäæåííÿ Ëåìè 6.30, iñíóþòü wn+1, . . . , w2n+1 òàêi, ùî

Y = P(t0, w0, . . . , w2n+1)

Îñêiëüêè Y åðìiòîâà, òî, çà Òåîðåìîþ 6.33 ïîñëiäîâíiñòü {w0, . . . , w2n+1} ¹
t0-içîìåòðè÷íîþ.

6.2.3 Äîâåäåííÿ Òåîðåì 6.25 òà 6.27 Ìè ïî÷íåìî ç êiëüêîõ ïî-

ïåðåäíiõ ðåçóëüòàòiâ.

Ëåìà 6.36. Íåõàé ôóíêöiÿ w àíàëiòè÷íà â Ut0 i íåõàé w(2n+1) îáìåæåíà ó

âiäêðèòîìó íåäîòè÷íîìó îêîëi Γt0,α òî÷êè t0 ∈ T:

|w2n+1(z)| ≤ γ (z ∈ Γt0,α). (6.2.49)

Òîäi iñíóþòü òàêi íåäîòè÷íi ãðàíèöi

wj(t0) = lim
z→t0

wj(z), wj(z) :=
w(j)(z)

j!

ïðè j = 0, . . . , 2n i

wj(z) =

2n−j∑
i=0

(
j + i

i

)
wj+i(t0)(z−t0)i+O((z−t0)2n−j+1) (z→̂t0). (6.2.50)

Äîâåäåííÿ. Çàïèøåìî ôîðìóëó Òåéëîðà äëÿ ôóíêöi¨ wj(z) ó âèãëÿäi

wj(z) =

2n−j∑
i=0

w
(i)
j (ω)

i!
(z − ω)i +

∫ z

ω

w
(2n−j+1)
j (ζ)

(2n− j)!
(z − ζ)2n−jdζ (6.2.51)

â òî÷öi ω ∈ Γt0,α. Îñêiëüêè

w
(i)
j (z)

i!
=
w(j+i)(z)

i! j!
=

(j + i)!

i! j!
wj+i(z) =

(
j + i

i

)
wj+i(z),

ôîðìóëà (6.2.51) ìîæå áóòè ïåðåïèñàíà ó âèãëÿäi

wj(z) =

2n−j∑
i=0

(
j + i

j

)
wj+i(ω)(z − ω)i
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+(2n+ 1)

(
2n

j

)∫ z

ω

w2n+1(ζ) (z − ζ)2n−jdζ. (6.2.52)

Îñòàííié iíòåãðàë íå çàëåæèòü âiä øëÿõó iíòåãðóâàííÿ ìiæ òî÷êàìè ω i z.

Ïîçíà÷èìî äëÿ ñòèñëîñòi

Gω,z =

∫ z

ω

w2n+1(ζ) (z − ζ)2n−jdζ. (6.2.53)

Îñêiëüêè w(z) îáìåæåíà â Γt0,α i z − ζ òåæ îáìåæåíà â Γt0,α × Γt0,α, ðî-

áèìî âèñíîâîê, ùî íàñòóïíi äâà iíòåãðàëà iñíóþòü i ìàþòü ìiñöå ãðàíè÷íi

ñïiââiäíîøåííÿ

Gω,t0 =

∫ t0

ω

w2n+1(ζ) (t0 − ζ)2n−jdζ = lim
z→̂t0

Gω,z,

i

Gt0,z =

∫ z

t0

w2n+1(ζ) (z − ζ)2n−jdζ = lim
ω→̂t0

Gω,z.

Íàïðàâëÿþ÷è z ∈ U äî t0 â (6.2.52) (ïðè ôiêñîâàíîìó ω), îòðèìà¹ìî iñíó-

âàííÿ ãðàíèöi

wj(t0) = lim
z→̂t0

wj(z) =

2n−j∑
i=0

(
j + i

j

)
wj+i(ω)(t0−ω)i + (2n+ 1)

(
2n

j

)
Gω,t0

ïðè j = 0, . . . , 2n. Öå äîâîäèòü ïåðøå òâåðäæåííÿ ëåìè i äîçâîëÿ¹ ïåðåé-

òè äî ãðàíèöi â (6.2.52) ïðè ω ∈ Γt0,α, ùî ïðÿìó¹ äî t0 i ôiêñîâàíîìó z.

Îòðèìó¹ìî

wj(z) =

2n−j∑
i=0

(
j + i

j

)
wj+i(t0)(z − t0)i + (2n+ 1)

(
2n

j

)
Gt0,z.

Âèáèðàþ÷è â ÿêîñòi øëÿõó iíòåãðóâàííÿ äëÿ Gt0,z ïðÿìîëiíiéíèé âiäðiçîê

ùî ç'¹äíó¹ òî÷êè z i t0 i âèêîðèñòîâóþ÷è (6.2.49), ïðèõîäèìî äî íåðiâíîñòi

|Gt0,z| ≤ γ|z − t0|2n−j+1, (6.2.54)

çâiäêè âèïëèâà¹ (6.2.50).

Ó íàñòóïíié Ëåìi

Pw
i,j(z) =

1

i!j!

∂i+j

∂zi∂z̄j
1− |w(z)|2

1− |z|2
(6.2.55)

ïîçíà÷à¹ ij-é åëåìåíò ìàòðèöi Øâàðöà-Ïiêà Pw
n (z).
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Ëåìà 6.37. Ïðèïóñòèìî, ùî w(z) i f(z) äâi ôóíêöi¨ àíàëiòè÷íi â D òàêi, ùî

w(2n+1)(z) i f (2n+1)(z) îáìåæåíi â äåÿêîìó âiäêðèòîìó íåäîòè÷íîìó îêîëi

Γt0,α òî÷êè t0 ∈ T i íåõàé

lim
z→t0

wj(z) = lim
z→t0

fj(z) =: wj(t0) ïðè j = 0, . . . , 2n (6.2.56)

(íàãàäà¹ìî, ùî ãðàíèöi â (6.2.56) iñíóþòü â ñèëó Ëåìè 6.36). Òîäi

Pw
i,j(z)−Pf

i,j(z) = O((z − t0)2n−i−j) (6.2.57)

äëÿ i, j = 0, . . . , n ïðè z→̂t0. Çîêðåìà, dw,n(z)− df,n(z) = O(1).

Äîâåäåííÿ. Áåçïîñåðåäí¹ äèôåðåíöiþâàííÿ äà¹

1

i!j!

∂i+j

∂zi∂z̄j
|w(z)|2

1− |z|2
=

i∑
k=0

j∑
`=0

wi−k(z)
uk,`(z)

(1− |z|2)k+`+1
wj−`(z)∗, (6.2.58)

äå, ÿê i ðàíiøå, wj(z) ïîçíà÷à¹ 1
j!w

(j)(z) i

uk,`(z) =

min(k,`)∑
m=0

(k + `−m)!

(k −m)! (`−m)!m!
z̄k−mz`−m(1− |z|2)m. (6.2.59)

Ïiäñòàâëÿþ÷è (6.2.55), (6.2.58) i àíàëîãi÷íi ôîðìóëè äëÿ f â (6.2.57) îòðè-

ìó¹ìî

Pw
i,j(z)−Pf

i,j(z) =
1

i!j!

∂i+j

∂zi∂z̄j
|f(z)|2 − |w(z)|2

1− |z|2
(6.2.60)

=
i∑

k=0

j∑
`=0

fi−k(z)
uk,`(z)

(1− |z|2)k+`+1
fj−`(z)∗

−
i∑

k=0

j∑
`=0

wi−k(z)
uk,`(z)

(1− |z|2)k+`+1
wj−`(z)∗

=
i∑

k=0

j∑
`=0

(fi−k(z)− wi−k(z))
uk,`(z)fj−`(z)∗

(1− |z|2)k+`+1

+
i∑

k=0

j∑
`=0

wi−k(z)uk,`(z)

(1− |z|2)k+`+1
(fj−`(z)∗ − wj−`(z)∗) .

Çàñòîñîâóþ÷è (6.2.50) äî ôóíêöi wk i fk âèêîðèñòîâóþ÷è ðiâíîñòi (6.2.56),

ðîáèìî âèñíîâîê, ùî

wk(z)− fk(z) = O
(
(z − t0)2n−k+1

)
ïðè z→̂t0
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äëÿ k = 0, . . . , 2n. Îñêiëüêè z − t0 = O(1 − |z|2) ïðè z→̂t0 íåäîòè÷íèì

÷èíîì, òî ìà¹ìî

fi−k(z)− wi−k(z)

(1− |z|2)k+`+1
= O

(
(z − t0)2n−i−`)), 0 ≤ k ≤ i ≤ n, (6.2.61)

fj−`(z)− wj−`(z)

(1− |z|2)k+`+1
= O

(
(z − t0)2n−j−k) , 0 ≤ ` ≤ j ≤ n. (6.2.62)

Àëå òîäi àñèìïòîòè÷íå ñïiââiäíîøåííÿ (6.2.57) âèïëèâà¹ ç (6.2.60), (6.2.61)

i (6.2.62). Îñòàíí¹ òâåðäæåííÿ âèïëèâà¹ ç (6.2.57) ïðè i = j = n.

Ëåìà 6.38. Íåõàé w i f äâi ôóíêöi¨ àíàëiòè÷íi â îêîëi Ut0 òî÷êè t0 ∈ T.
Ïðèïóñòèìî, ùî iñíóþòü íåäîòè÷íi ìåæîâi çíà÷åííÿ ¨õ ïîõiäíèõ äî ïîðÿäêó

2n+ 1 âêëþ÷íî â òî÷öi t0 i ùî âîíè ðiâíi:

wj(t0) = fj(t0) ïðè j = 0, . . . , 2n+ 1. (6.2.63)

Òîäi

Pw
n (z)−Pf

n(z) = o(1) ïðè z→̂t0 (6.2.64)

äå Pw
n (z) i Pf

n(z) ìàòðèöi Øâàðöà-Ïiêà ôóíêöié w i f , ùî âèçíà÷åíi çà

ôîðìóëîþ (6.2.1).

Äîâåäåííÿ. Â ñèëó Çàóâàæåííÿ 6.34, ðiâíîñòi (6.2.63) òÿãíóòü àñèìïòîòè÷íå

ñïiââiäíîøåííÿ

w(z)− f(z) = o((z − t0)2n+1) ïðè z→̂t0. (6.2.65)

Îòæå, ìà¹ìî

wk(z)− fk(z) = o
(
(z − t0)2n−k+1

)
äëÿ k = 1, . . . , 2n+ 1 ïðè z → t0.

Ïiäñòàâëÿþ÷è öþ àñèìïòîòèêó â (6.2.57), îòðèìó¹ìî

Pw
i,j(z)−Pf

i,j(z) = o((z − t0)2n−i−j) (i, j = 0, . . . , n),

ùî ñïðè÷èíÿ¹ (6.2.64).

Äîâåäåííÿ Òåîðåìè 6.25: Òðåò¹ òâåðäæåííÿ Òåîðåìè 6.25 ôîðìó-

ëþ¹òüñÿ åêâiâàëåíòíèì ÷èíîì: iñíó¹ ðàöiîíàëüíà óíiìîäóëÿðíà ôóíêöiÿ f
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ùî çàäîâîëüíÿ¹ óìîâàì (6.2.63). Çàñòîñîâóþ÷è òåïåð Òåîðåìó 6.33 äî ïîñëi-

äîâíîñòi {w0, . . . , w2n+1}, äå wj := wj(t0), ðîáèìî âèñíîâîê, ùî Òâåðäæåííÿ

1-3 Òåîðåìè 6.25 ¹ åêâiâàëåíòíèìè.

Ïðèïóñòèìî, ùî âèêîíóþòüñÿ àñèìïòîòè÷íi ñïiââiäíîøåííÿ (6.2.16) (öå

¹ åêâiâàëåíòíèì òîìó, ùî ìàþòü ìiñöå ðiâíîñòi (6.2.63)) ç ðàöiîíàëüíîþ

óíiìîäóëÿðíîþ ôóíêöi¹þ f . Òîäi Pwn (t0) = Pfn(t0), çà âèçíà÷åííÿì (6.2.7), i

ñïiââiäíîøåííÿ (6.2.64) âèêîíó¹òüñÿ â ñèëó Ëåìè 6.38. Äàëi, îñêiëüêè f ¹ ðà-

öiîíàëüíîþ i óíiìîäóëÿðíîþ íà T, òî iñíó¹ ìåæîâà ìàòðèöÿ Øâàðöà-Ïiêà

Pf
n(t0) i âîíà äîðiâíþ¹ Pfn(t0), çà Òâåðäæåííÿì 1 Òåîðåìè 6.31. Ïåðåõîäÿ÷è

òåïåð äî íåäîòè÷íî¨ ãðàíèöi â (6.2.64), îòðèìó¹ìî

Pw
n (t0) = lim

z→̂t0
Pw
n (z) = lim

z→̂t0
Pf
n(z) = Pf

n(t0) = Pfn(t0) = Pwn (t0).

Äëÿ çàâåðøåííÿ äîêàçó Òåîðåìè 6.25 çàëèøà¹òüñÿ ïîêàçàòè, ùî (3) ⇒
(4)⇒ (2).

Äîêàç iìïëiêàöi¨ (3)⇒ (4): Ïðèïóñòèìî, ùî ìà¹ ìiñöå àñèìïòîòè÷íà

ðiâíiñòü

w(z) = f(z) + o((z − t0)2n+1) (6.2.66)

(åêâiâàëåíòíî, âèêîíóþòüñÿ ðiâíîñòi (6.2.63)) ïðè z→̂t0 çñåðåäèíè i ççîâíi

êðóãó D, äå ôóíêöiÿ f ðàöiîíàëüíà i óíiìîäóëÿðíà íà êîëi. Òîäi ìà¹ìî ç

(6.2.66) ïðè |z| > 1

w(z) := w(1/z̄)
−1

=

(
f(1/z̄) + o((

1

z̄
− t0)2n+1)

)−1

.

Îñêiëüêè f ðàöiîíàëüíà i óíiìîäóëÿðíà íà T, òî

f(1/z̄) = f(z)−1.

Çàóâàæèìî, ùî

1

z
− t̄0 =

−t̄0(z − t0)
z

= O((z − t0)) ïðè z → t0. (6.2.67)

Ç óðàõóâàííÿì öüîãî îòðèìó¹ìî (|z| > 1)

w(z) =
(
f(z)−1 + o((z − t0)2n+1)

)−1
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= f(z)
(
1 + f(z)o((z − t0)2n+1)

)−1
= f(z) + o((z − t0)2n+1) (6.2.68)

ïðè z→̂t0 ççîâíi D. Òàêèì ÷èíîì (6.2.66) ìà¹ ìiñöå ïðè çáiæíîñòi z äî t0
çñåðåäèíè i ççîâíi D. Îñêiëüêè f àíàëiòè÷íà â îêîëi t0, òî ¨¨ àñèìïòîòèêè

çñåðåäèíè i ççîâíi êðóãó çáiãàþòüñÿ. Ìà¹ìî

w(z) =
2n+1∑
j=0

fj(t0)(z − t0)j + o((z − t0)2n+1

ïðè çáiæíîñòi z äî t0 çñåðåäèíè i ççîâíi. Òîäi, â ñèëó Çàóâàæåííÿ 6.34,

iñíóþòü ãðàíèöi wj(t0) ïðè j = 0, . . . , 2n + 1, êîëè z→̂t0 çñåðåäèíè i ççîâ-

íi D i âîíè çáiãàþòüñÿ ç fj(t0). Òèì ñàìèì àñèìïòîòè÷íi ðiâíîñòi (6.2.17)

äîâåäåíî.

Äîêàç iìïëiêàöi¨ (4)⇒ (2): Ïðèïóñòèìî, ùî àñèìïòîòè÷íi ñïiââiäíî-

øåííÿ (6.2.17) âèêîíóþòüñÿ çñåðåäèíè i ççîâíi D. Çà âèçíà÷åííÿì, ìà¹ìî

(ïðîäîâæåííÿ çà ñèìåòði¹þ íå îáîâ'ÿçêîâî çáiãà¹òüñÿ ç àíàëiòè÷íèì)

w(1/z̄) ≡ w(z)−1, |z| < 1.

Ïiäñòàâëÿþ÷è â (6.2.17) 1/z̄, |z| < 1, îòðèìó¹ìî (çíîâó ç óðàõóâàííÿì

(6.2.67))

w(1/z̄) =
k∑
j=0

wj(t0)
∗
(

1

z
− t̄0

)j
+ o((z − t0)k),

k = 0, . . . , 2n+ 1 i, îòæå, ùî

zkw(z)−1 ≡ zkw(1/z̄) =
k∑
j=0

wj(t0)
∗zk−j(1− zt̄0)j + o((z − t0)k)

=
k∑
j=0

(−t̄0)jwj(t0)∗zk−j(z − t0)j + o((z − t0)k).

ïðè |z| < 1. Ïåðåãðóïóâàííÿ ÷ëåíiâ, çàñíîâàíå íà ðiâíîñòi

z` =
∑̀
i=0

(
`

i

)
t`−i0 (z − t0)i,

âåäå äî

zkw(z)−1 =
k∑
j=0

(
k−j∑
`=0

(−1)`tj−`0

(
k − `
j

)
w`(t0)

∗

)
(z − t0)k−j + o((z − t0)k).
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Ïîìíîæèâøè îáèäâi ÷àñòèíè îñòàííüî¨ ðiâíîñòi íà w(z) i ïiäñòàâëÿþ÷è

àñèìïòîòèêó (6.2.17) (|z| < 1) îòðèìó¹ìî(
k∑
j=0

wj(t0)(z − t0)j
)(

k∑
j=0

(
k−j∑
`=0

(−1)`tj−`0

(
k − `
j

)
w`(t0)

∗

)
(z − t0)k−j

)

= zk + o((z − t0)k) =
k∑
j=0

(
k

j

)
tk−j0 (z − t0)j + o((z − t0)k)

Ïîðiâíþþ÷è êîåôiöi¹íòè ïðè (z − t0)k, îòðèìó¹ìî
k∑
j=0

k−j∑
`=0

(−1)`

(
k − `
j

)
tj−`0 wj(t0)w`(t0)

∗ = 1 ïðè k = 0, . . . , 2n+ 1.

Â ñèëó Çàóâàæåííÿ 6.29, îñòàííi ðiâíîñòi îçíà÷àþòü, ùî ïîñëiäîâíiñòü

{w0(t0), . . . , w2n+1(t0)} ¹ t0-içîìåòðè÷íîþ.

Äîâåäåíÿ Òåîðåìè 6.27: Ïðèïóñòèìî, ùî w(2n+1) îáìåæåíà â Γt0,α

i, ùî ïîñëiäîâíiñòü {w0, . . . , w2n} íåäîòè÷íèõ ìåæîâèõ çíà÷åíü wj :=

wj(t0) ¹ t0-içîìåòðè÷íîþ (iñíóâàííÿ öèõ ãðàíèöü ãàðàíòîâàíî Ëåìîþ 6.36).

Íåõàé w2n+1 � öå áóäü-ÿêå ÷èñëî òàêå, ùî ïðîäîâæåíà ïîñëiäîâíiñòü

{w0, . . . , w2n, w2n+1} ¹ t0-içîìåòðè÷íîþ (òàêå ÷èñëî iñíó¹ çãiäíî iç Çàóâàæåí-

íÿìè 6.35). Çà Òåîðåìîþ 6.33, iñíó¹ ðàöiîíàëüíà óíiìîäóëÿðíà ôóíêöiÿ f

òàêà, ùî fj(t0) = wj, j = 0, . . . , 2n+1. Ôóíêöi¨ f i w çàäîâîëüíÿþòü óìîâàì

Ëåìè 6.37. Îòæå,

dw,n(z)− df,n(z) = O(1) (6.2.69)

êîëè z çáiãà¹òüñÿ äî t0 íåäîòè÷íèì ÷èíîì. Îñêiëüêè f ðàöiîíàëüíà óíiìî-

äóëÿðíà ôóíêöiÿ, òî iñíó¹ df,n(t0). Çîêðåìà, df,n(z) îáìåæåíà â Γt0,α. Òîäi

(6.2.69) ñïðè÷èíÿ¹ (6.2.19). Iìïëiêàöi¨ (1) ⇔ (2)) ⇔ (3) Â Òåîðåìi 6.27

âñòàíîâëþþòüñÿ òàê ñàìî ÿê i â Òåîðåìi 6.25.

6.2.4 Óçàãàëüíåíèé êëàñ Øóðà. Óìîâà (6.2.13) íå ìà¹ âåëèêîãî

ñåíñó äëÿ àíàëiòè÷íèõ ôóíêöié çàãàëüíîãî âèãëÿäó. Íàïðèêëàä, ôóíêöiÿ

w(z) = e
i

1−z çàäîâîëüíÿ¹ óìîâi (6.2.13) (ïðè n = 0) â t0 = 1 îñêiëüêè

|w(z)| = 1 íà ðàäióñi [0, 1);îäíàê, ó öi¹¨ ôóíêöi¨ íåìà¹ ðàäiàëüíî¨ ãðàíèöi
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êîëè z çáiãà¹òüñÿ äî 1. Òàêèì ÷èíîì Òåîðåìà 6.24 íå ìîæå áóòè ïîøèðåíà

íà çàãàëüíi àíàëiòè÷íi ôóíêöi¨. Îäíàê âîíà çàëèøà¹òüñÿ ñïðàâåäëèâîþ äëÿ

ôóíêöié óçàãàëüíåíîãî êëàñó Øóðà. Äîêàçó öüîãî ïðèñâÿ÷åíî äàíèé ðîçäië.

Íàãàäà¹ìî, ùî ôóíêöiÿ w íàëåæèòü óçàãàëüíåíîãî êëàñó Øóðà Sκ, ÿêùî
âîíà äîïóñêà¹ ïðåäñòàâëåííÿ âèãëÿäó

w(z) =
s(z)

b(z)
, (6.2.70)

äå s ôóíêöiÿ êëàñó Øóðà i b - ñêií÷åííèé äîáóòîê Áëÿøêå ñòóïåíÿ κ. Öi

ôóíêöi¨ ìàþòü ñêií÷åííå ÷èñëî ïîëþñiâ â D. Áóäåìî ïîçíà÷àòè îáëàñòü

àíàëiòè÷íîñòi w (D áåç ñêií÷åííîãî ÷èñëà òî÷îê) ÷åðåç ρ(w). Äîáðå âiäîìà

âëàñòèâiñòü ôóíêöié êëàñó Sκ ïîëÿãà¹ â òîìó ùî, ÿäðî

Kw(z, ζ) :=
1− w(z)w(ζ)

1− zζ̄
ìà¹ κ âiä'¹ìíèõ êâàäðàòiâ. Ìàòðèöÿ Øâàðöà-Ïiêà Pw

n (z) ÿê i ðàíiøå ìî-

æå áóòè âèçíà÷åíà ôîðìóëîþ (6.2.1), âîíà ìà¹ íå áiëüøå íiæ κ âiä'¹ìíèõ

êâàäðàòiâ ïðè êîæíîìó z ∈ ρ(w) i êîæíîìó n ∈ Z+: sq−Pw
n (z) ≤ κ.

Çàóâàæåííÿ 6.39. ßêùî ìåæîâà ìàòðèöÿ Øâàðöà-Ïiêà Pw
n (t0) iñíó¹, òî

âîíà òåæ ìà¹ öþ âëàñòèâiñòü sq−Pw
n (t0) ≤ κ.

Íàñòóïíà òåîðåìà óçàãàëüíþ¹ Òåîðåìó 6.24.

Òåîðåìà 6.40. Íåõàé w ∈ Sκ, t0 ∈ T, n ∈ Z+ i âåëè÷èíà dw,n âèçíà÷åíà

ôîðìóëîþ (6.2.3). Íàñòóïíi òâåðäæåííÿ åêâiâàëåíòíi.

1. d̃ := lim inf
z→t0

dw,n(z) <∞.

2. dw,n(t0) := lim
z→̂t0

dw,n(z) <∞.

3. iñíó¹ ìåæîâà ìàòðèöÿ Øâàðöà-Ïiêà Pw
n (t0).

4. Iñíóþòü íåäîòè÷íi ìåæîâi çíà÷åííÿ wj(t0) ïðè j = 0, . . . , 2n+ 1 i âîíè

çàäîâîëüíÿþòü ñïiââiäíîøåííÿì

|w0(t0)| = 1, Pwn (t0) = Pwn (t0)
∗ è sq−Pwn (t0) ≤ κ,

äå ìàòðèöÿ Pwn (t0) âèçíà÷åíà ôîðìóëîþ (6.2.7).
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Ïðè âèêîíàííi öèõ óìîâ

d̃ = dw,n(t0) i Pw
n (t0) = Pwn (t0). (6.2.71)

Äîêàçó òåîðåìè ïåðåäóâàòèìå íèçêà òâåðäæåíü. Äëÿ ôóíêöi¨ w âèäó

(6.2.70) ìà¹ìî

1− |w(z)|2

1− |z|2
=

1− |s(z)|2

|b(z)|2(1− |z|2)
− 1− |b(z)|2

|b(z)|2(1− |z|2)
.

Çàñòîñîâóþ÷è 1
i!j!2

∂i+j

∂zi∂j̄n
äî îáîõ ÷àñòèí öi¹¨ ðiâíîñòi, îòðèìó¹ìî, çà âèçíà-

÷åííÿì (6.2.1),

Pw
n (z) = Ls,b(z)− Lb,b(z), (6.2.72)

äå

Ls,b(z) :=

[
1

i!j!

∂i+j

∂zi∂z̄j
1

b(z)

1− |s(z)|2

1− |z|2
1

b(z)

]n
i,j=0

, (6.2.73)

Lb,b(z) :=

[
1

i!j!

∂i+j

∂zi∂z̄j
1

b(z)

1− |b(z)|2

1− |z|2
1

b(z)

]n
i,j=0

. (6.2.74)

Â ñèëó ôîðìóëè Ëåéáíiöà, ç óðàõóâàííÿì àíàëiòè÷íîñòi (àíòèàíàëiòè÷íî-

ñòi) ìíîæíèêiâ, ìà¹ìî[
1

i!j!

∂i+j

∂zi∂z̄j
1

b(z)
K(z, z)

1

b(z)

]n
i,j=0

= U1/b
n (z)∗

[
1

i!j!

∂i+j

∂zi∂z̄j
K(z, z)

]n
i,j=0

U1/b
n (z)

äå

K(z, ζ) =
1− s(z)s(ζ)

1− zζ̄
àáî K(z, ζ) =

1− b(z)b(ζ)

1− zζ̄
.

Îñêiëüêè U1/b
n (z) = Ub

n(z)−1, ÿêùî b(z) 6= 0, òî

Ls,b(z) := Ub
n(z)−1∗Ps

n(z)Ub
n(z)−1 (6.2.75)

äå Ps
n(z) ìàòðèöÿ Øâàðöà-Ïiêà, âèçíà÷åíà ôîðìóëîþ (6.2.1). Àíàëîãi÷íî

Lb,b(z) = Ub
n(z)−1∗Pb

n(z)Ub
n(z)−1. (6.2.76)

Çàóâàæåííÿ 6.41. Ïðèïóñòèìî, ùî s ôóíêöiÿ êëàñó Øóðà i b ñêií÷åí-

íèé äîáóòîê Áëÿøêå. Íåõàé Ls,b(z) i Lb,b(z) âèçíà÷åíi ôîðìóëàìè (6.2.73)

i (6.2.74). Òîäi
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1. Íåäîòè÷íà ãðàíèöÿ

Ls,b(t0) := lim
z→̂t0

Ls,b(z) (6.2.77)

iñíó¹ òîäi i òiëüêè òîäi êîëè iñíó¹ ìåæîâà ìàòðèöÿØâàðöà-Ïiêà Ps
n(t0),

â öüîìó âèïàäêó

Ls,b(t0) = Ub
n(t0)

−1∗Ps
n(t0)Ub

n(t0)
−1. (6.2.78)

2. Ãðàíèöÿ

Lb,b(t0) = lim
z→t0

Lb,b(z) = Ub
n(t0)

−1∗Pb
n(t0)Ub

n(t0)
−1 (6.2.79)

iñíó¹ äëÿ áóäü-ÿêîãî n ∈ Z+, ïðè z, ùî çáiãà¹òüñÿ äî t0 ∈ T äîâiëüíèì

÷èíîì â C.

Äîâåäåííÿ. Îñêiëüêè b àíàëiòè÷íà â òî÷öi t0 ∈ T i b(t0) 6= 0, ìåæîâà ìàòðè-

öÿ Ub
n(t0) := limz→t0 Ub

n(z) iñíó¹ i çâîðîòíÿ. Òîäi ïåðøå òâåðäæåííÿ âèïëè-

âà¹ ç (6.2.75) øëÿõîì ïåðåõîäó äî ãðàíèöi ïðè z→̂t0. Â ñèëó Òåîðåìè 6.31,

iñíó¹ ìåæîâà ìàòðèöÿ Pb
n(t0). Çâiäñè âèïëèâà¹ äðóãå òâåðäæåííÿ.

Íàñëiäîê 6.42. Íåõàé w ∈ Sκ, òîáòî ìà¹ âèãëÿä (6.2.70) ç Øóðiâñü-

êîþ ôóíêöi¹þ s i ñêií÷åííèì äîáóòêîì Áëÿøêå b. Òîäi ìåæîâà ìàòðèöÿ

Øâàðöà-Ïiêà Pw
n (t0) iñíó¹ òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè iñíó¹ Ps

n(t0). Â öüîìó

âèïàäêó

Pw
n (t0) = Ub

n(t0)
−1∗ (Ps

n(t0)−Pb
n(t0)

)
Ub
n(t0)

−1. (6.2.80)

Äîâåäåííÿ. Îñêiëüêè ãðàíèöÿ (6.2.79) iñíó¹ ïðè áóäü-ÿêîìó ñïîñîái çáiæíî-

ñòi z äî t0, òî, ÿê âèäíî ç (6.2.72), Pw
n (t0) iñíó¹ òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè iñíó¹

Ls,b(t0); îñòàíí¹ åêâiâàëåíòíî iñíóâàííþ Ps
n(t0), çà Çàóâàæåííÿì 6.41. Ïå-

ðåõîäÿ÷è äî ãðàíèöi â (6.2.72) ïðè z→̂t0 i âèêîðèñòîâóþ÷è (6.2.78) i (6.2.79),
ïðèõîäèìî äî (6.2.80).

Ëåìà 6.43. Íåõàé s ∈ S0 � öå ôóíêöiÿ êëàñó Øóðà, f ôóíêöiÿ àíàëiòè÷íà

â òî÷öi t0 ∈ T i n ∈ Z+. Òîäi

lim inf
z→t0

∂2n

∂zn∂z̄n

(
f(z)

1− |s(z)|2

1− |z|2
f(z)

)
<∞
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òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè iñíó¹ ñêií÷åííà ãðàíèöÿ:

lim
z→̂t0

∂i+j

∂zi∂z̄j

(
f(z)

1− |s(z)|2

1− |z|2
f(z)

)
<∞ (i, j = 0, . . . , n). (6.2.81)

Â öüîìó âèïàäêó îáèäâi ãðàíèöi ¹ ðiâíèìè

lim inf
z→t0

∂2n

∂zn∂z̄n

(
f(z)

1− |s(z)|2

1− |z|2
f(z)

)
= lim

z→̂t0

∂2n

∂zn∂z̄n

(
f(z)

1− |s(z)|2

1− |z|2
f(z)

)
.

(6.2.82)

Öåé ðåçóëüòàò áóëî îòðèìàíî â [35] â êîíòåêñòi îïåðàòîðíî çíà÷íèõ

Øóðiâñüêèõ ôóíêöié s i âåêòîðíî çíà÷íèõ f . Òóò ìè çàñòîñîâó¹ìî òiëüêè

ñêàëÿðíèé âàðiàíò

Íàñëiäîê 6.44. Ïðèïóñòèìî, ùî s öå Øóðiâñüêà ôóíêöiÿ, b ñêií÷åííèé

äîáóòîê Áëÿøêå i

Ls,bnn(z) =
1

(n!)2

∂2n

∂zn∂z̄n
1− |s(z)|2

|b(z)|2(1− |z|2)
, (6.2.83)

(íèæíié äiàãîíàëüíèé åëåìåíò ìàòðèöi Ls,b(z) âèçíà÷åíî¨ ôîðìóëîþ

(6.2.73)). Ïðèïóñòèìî, ùî

lim inf
z→t0

Ls,bnn(z) <∞ (t0 ∈ T). (6.2.84)

Òîäi iñíó¹ íåäîòè÷íà ãðàíèöÿ (6.2.77) i

lim
z→̂t0

Ls,bnn(z) = lim inf
z→t0

Ls,bnn(z). (6.2.85)

Êðiì òîãî, iñíó¹ ìåæîâà ìàòðèöÿ Øâàðöà-Ïiêà Ps
n(t0).

Äîâåäåííÿ. Çðîáëåíi ïðèïóùåííÿ äîçâîëÿþòü çàñòîñóâàòè Ëåìó 6.43 ç

ôóíêöi¹þ f(z) = 1
b(z) . Ç ñïiââiäíîøåíü (6.2.81) âèäíî, ùî óñi åëåìåíòè ìàò-

ðèöi Ls,b(z) ìàþòü íåäîòè÷íi ìåæîâi ãðàíèöi, òîáòî iñíó¹ ãðàíèöÿ (6.2.77).

Òîäi, â ñèëó Çàóâàæåííÿ 6.41, iñíóþòü Ps
n(t0). Íàðåøòi, ðiâíiñòü (6.2.82) ç

f = 1
b äà¹ (6.2.85).

Äîêàç Òåîðåìè 6.40: Íåõàé w ∈ Sκ ôóíêöiÿ óçàãàëüíåíîãî êëàñó

Øóðà ç ïðåäñòàâëåííÿì Êðåéíà-Ëàíãåðà (6.2.70). Ïðèïóñòèìî, ùî

d̃ := lim inf
z→t0

dw,n(z) <∞
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Ïîðiâíÿííÿ íèæíiõ äiàãîíàëüíèõ åëåìåíòiâ â ìàòðè÷íié ðiâíîñòi (6.2.72)

äà¹

dw,n(z) = Ls,bnn(z)− Lb,bnn(z), (6.2.86)

äå Ls,bnn(z) âèçíà÷åíà â (6.2.83) i

Lb,bnn(z) =
1

(n!)2

∂2n

∂zn∂z̄n
1− |b(z)|2

|b(z)|2(1− |z|2)
.

Â ñèëó Çàóâàæåííÿ 6.41, iñíó¹ ãðàíèöÿ

Lb,bnn(t0) = lim
z→t0

Lb,bnn(z).

Òîäi ç (6.2.86) âèïëèâà¹, ùî

lim inf
z→t0

dw,n(z) = lim inf
z→t0

Ls,bnn(z)− Lb,bnn(t0) (6.2.87)

i îñêiëüêè íèæíÿ ãðàíèöÿ â ëiâié ÷àñòèíi ñêií÷åííà, ðîáèìî âèñíîâîê, ùî

âèêîíó¹òüñÿ óìîâà (6.2.84). Òîäi ìåæîâà ìàòðèöÿØâàðöà-Ïiêà Ps
n(t0) iñíó¹

çà Ñëiäñòâîì 6.44. Çà Ñëiäñòâîì 6.42, ìåæîâà ìàòðèöÿØâàðöà-Ïiêà Pw
n (t0)

òåæ iñíó¹. Òåïåð ìîæåìî ïåðåéòè äî ãðàíèöi â (6.2.86) ïðè z→̂t0:

dw,n(t0) = lim
z→̂t0

dw,n(z) = lim
z→̂t0

Ls,bnn(z)− Lb,bnn(t0).

Çâiäñè, âðàõîâóþ÷è (6.2.87) i ðiâíiñòü (6.2.85) (ÿêi âèêîíó¹òüñÿ â ñèëó Íà-

ñëiäêó 6.44), îòðèìó¹ìî

dw,n(t0) = lim inf
z→t0

dw,n(z).

Òèì ñàìèì äîâåäåíî iìïëiêàöi¨ (1) ⇒ (3) ⇒ (2) â Òåîðåìi 6.40 i ïåðøà

ðiâíiñòü â (6.2.71).

Îñêiëüêè s ∈ S, òî iñíóâàííÿ Ps
n(t0) ãàðàíòó¹ (çà Òåîðåìîþ 6.24) iñíó-

âàííÿ íåäîòè÷íèõ ìåæîâèõ çíà÷åíü

sj(t0) := lim
z→t0

s(j)(z)

j!
, j = 0, . . . , 2n+ 1, (6.2.88)

ïðè öüîìó |s0(t0)| = 1 i ìàòðèöÿ Psn(t0), âèçíà÷åíà ôîðìóëîþ (6.2.7), åð-

ìiòîâà. Òîäi, çà Òåîðåìîþ 6.33, {s0(t0), . . . , s2n+1(t0)} ¹ t0-içîìåòðè÷íîþ:

Us
2n+1(t0)Ψ2n+1(t0)Us

2n+1(t0) = Ψ2n+1(t0). (6.2.89)
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Ïîñëiäîâíiñòü {b0(t0), . . . , b2n+1(t0)} t0-içîìåòðè÷íà, ïî äðóãîìó òâåðäæåí-

íþ Òåîðåìè 6.31:

Ub
2n+1(t0)Ψ2n+1(t0)Ub

2n+1(t0) = Ψ2n+1(t0). (6.2.90)

Îñêiëüêè b àíàëiòè÷íà â t0 i b(t0) 6= 0, iñíóâàííÿ ìåæîâèõ çíà÷åíü

wj(t0) := lim
z→t0

w(j)(z)

j!
(j = 0, . . . , 2n+ 1) (6.2.91)

âèïëèâà¹ ç (6.2.70) i (6.2.90). Îñêiëüêè s = wb, òî Us
2n+1(t0) =

Uw
2n+1(t0)Ub

2n+1(t0), òîáòî

Uw
2n+1(t0) = Us

2n+1(t0)Ub
2n+1(t0)

−1.

Îñòàíí¹ ñïiëüíî ç (6.2.89) i (6.2.90) ñïðè÷èíÿ¹

Uw
2n+1(t0)Ψ2n+1(t0)Uw

2n+1(t0) = Ψ2n+1(t0)

òîáòî, ïîñëiäîâíiñòü {w0(t0), . . . , w2n+1(t0)} t0-içîìåòðè÷íà. Îòæå, çà Òåîðå-
ìîþ 6.25, óìîâà (6.2.15) âèêîíó¹òüñÿ i ìàòðèöÿ Pwn (t0), ùî âèçíà÷åíà ìåæî-

âèìè çíà÷åííÿìè (6.2.91) çà äîïîìîãîþ ôîðìóëè (6.2.7), çáiãà¹òüñÿ ç ìåæî-

âîþ ìàòðèöåþ Øâàðöà-Ïiêà Pw
n (t0). Öå äîâîäèòü äðóãó ðiâíiñòü â (6.2.71).

Êðiì òîãî, öÿ ðiâíiñòü ñïðè÷èíÿ¹ åðìiòîâiñòü Pwn (t0) i (â ñèëó Çàóâàæåííÿ

6.39) sq−Pw
n (t0) ≤ κ. Äîâåäåííÿ Òåîðåìè 6.40 çàâåðøåíî.

Íàñòóïíà òåîðåìà ÷àñòêîâî óçàãàëüíþ¹ Òåîðåìó 6.40.

Òåîðåìà 6.45. Íåõàé w =
s

f
âiäíîøåííÿ äâîõ ôóíêöié êëàñó Øóðà ÿêi

çàäîâîëüíÿþòü óìîâàì

lim inf
z→t0

ds,n(z) <∞ i lim inf
z→t0

df,n(z) <∞ (6.2.92)

äå t0 ∈ T è n ∈ Z+. Òîäi

1. Iñíóþòü íåäîòè÷íi ìåæîâi çíà÷åííÿ wj(t0), j = 0, . . . , 2n + 1 i

|w0(t0)| = 1.

2. Iñíó¹ ìåæîâà ìàòðèöÿ Øâàðöà-Ïiêà Pw
n (t0) i âîíà çáiãà¹òüñÿ ç ìàòðè-

öåþ Pwn (t0), âèçíà÷åíîþ ôîðìóëîþ (6.2.7). Çîêðåìà, Pwn (t0) åðìiòîâà.
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Çà Òåîðåìîþ 6.24, óìîâè (6.2.92) çàáåçïå÷óþòü iñíóâàííÿ ìåæîâèõ ìàò-

ðèöüØâàðöà-Ïiêà Ps
n(t0) è Pf

n(t0). Ðåøòà äîâîäèòüñÿ òàê ñàìî ÿê â Òåîðåìi

6.40.

Âiäçíà÷èìî, ùî ÿêùî w =
s

f
âiäíîøåííÿ äâîõ ôóíêöié êëàñó Øóðà, òî

óìîâà

lim inf
z→t0

dw,n(z) <∞ (6.2.93)

âèïëèâà¹ ç (6.2.92), àëå âçàãàëi êàæó÷è, íå ñïðè÷èíÿ¹ (6.2.92). Ìîæëèâî

ïðèïóùåííÿ Òåîðåìè 6.45 ìîæóòü áóòè ïîñëàáëåíi, àëå íå äî óìîâ (6.2.93).

6.2.5 Íåñêií÷åííi t0-içîìåòðè÷íi ïîñëiäîâíîñòi. Òåîðåìà 6.33

ïîêàçó¹, ùî áóäü-ÿêà ñêií÷åííà t0-içîìåòðè÷íà ïîñëiäîâíiñòü {w0, . . . , wn}
¹ ïîñëiäîâíiñòþ ïåðøèõ n + 1 êîåôiöi¹íòiâ Òåéëîðà â òî÷öi t0 äåÿêî¨ ðà-

öiîíàëüíî¨ óíiìîäóëÿðíî¨ ôóíêöi¨. Ó öüîìó ðîçäiëi ìè îòðèìà¹ìî ñõîæó

õàðàêòåðèçàöiþ íåñêií÷åííèõ t0-içîìåòðè÷íèõ ïîñëiäîâíîñòåé.

Âèçíà÷åííÿ 6.46. Áóäåìî íàçèâàòè ïîñëiäîâíiñòü êîìïëåêñíèõ ÷èñåë

{wj}∞j=0 t0-ïîçèòèâíîþ, ÿêùî |w0| = 1 i ìàòðèöÿ P(t0, w0, . . . , w2n+1), âèçíà-

÷åíà ôîðìóëîþ (6.2.11), íåâiä'¹ìíà ïðè âñiõ n ≥ 0.

Çàóâàæåííÿ 6.47. Çà Òåîðåìîþ 6.33, ïîñëiäîâíiñòü ¹ t0-içîìåòðè÷íîþ òîäi

i òiëüêè òîäi, êîëè |w0| = 1 i ìàòðèöÿ P(t0, w0, . . . , w2n+1) åðìiòîâà ïðè âñiõ

n ≥ 0. Çîêðåìà, áóäü-ÿêà t0-ïîçèòèâíà ïîñëiäîâíiñòü ¹ t0-içîìåòðè÷íîþ.

Âèçíà÷åííÿ 6.48. Íåõàé t0 ∈ T. Áóäåìî ãîâîðèòè, ùîØóðiâñüêà ôóíêöiÿ

w íàëåæèòü äî êëàñó St0, ÿêùî

lim inf
z→t0

dw,n(z) <∞ ïðè óñiõ n ≥ 0, (6.2.94)

åêâiâàëåíòíî, ÿêùî

lim
z→̂t0

dw,n(z) <∞ ïðè óñiõ n ≥ 0, (6.2.95)

äå dw,n(z) âèçíà÷åíà â (6.2.3). ×åðåç QSt0 áóäåìî ïîçíà÷àòè êëàñ ôóíêöié

w âèãëÿäó w =
s

f
, äå s, f ∈ St0.
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Òåîðåìà 6.49. Íåõàé t0 ∈ T i íåõàé w ∈ St0. Òîäi íåäîòè÷íi ìåæîâi çíà÷åí-
íÿ wj(t0) iñíóþòü ïðè âñiõ j ≥ 0 i ïîñëiäîâíiñòü {wj(t0)}∞j=0 ¹ t0-ïîçèòèâíîþ;

áóäü-ÿêà t0-ïîçèòèâíà ïîñëiäîâíiñòü ìîæå áóòè îòðèìàíà òàêèì ÷èíîì.

Äîâåäåííÿ. Ïåðøå òâåðäæåííÿ âèïëèâà¹ ç Òåîðåìè 6.24 i Âèçíà÷åííÿ (6.46)

t0-ïîçèòèâíîñòi. Äëÿ äîêàçó äðóãîãî íàãàäà¹ìî ðåçóëüòàò [67] (àíàëîãi÷íèé

êðèòåðiþ ðîçâ'ÿçíîñòi êëàñè÷íî¨ ïðîáëåìè ìîìåíòiâ Ãàìáóðãåðà [54]) ÿêèé

ñòâåðäæó¹, ùî ïîñëiäîâíiñòü {wj}∞j=0 t0-ïîçèòèâíà òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè

iñíó¹ ôóíêöiÿ êëàñó Øóðà w òàêà, ùî

wj(t0) := lim
z→̂t0

w(j)(z)

j!
= wj ïðè j ≥ 0.

Äëÿ öi¹¨ ôóíêöi¨ w ìà¹ìî |w0| = 1 i Pwn (t0) ≥ 0 äëÿ âñiõ n ≥ 0 i, îòæå, çà

Òåîðåìîþ 6.24 (iìïëiêàöiÿ (4) ⇒ (2)), ùî óìîâà (6.2.14) âèêîíó¹òüñÿ ïðè

âñiõ n ≥ 0, òîáòî, ùî w ∈ St0.

Òåîðåìà 6.50. Íåõàé t0 ∈ T i íåõàé w ∈ QS t0. Òîäi íåäîòè÷íi ìåæîâi
çíà÷åííÿ wj(t0) iñíóþòü äëÿ âñiõ j ≥ 0 i ïîñëiäîâíiñòü {wj(t0)}∞j=0 ¹ t0-

içîìåòðè÷íîþ; áóäü-ÿêà t0-içîìåòðè÷íà ïîñëiäîâíiñòü ìîæå áóòè îòðèìàíà

òàêèì ÷èíîì.

Äîâåäåííÿ. Ïåðøå òâåðäæåííÿ âèïëèâà¹ ç òåîðåìè 6.45. Äëÿ äîêàçó äðó-

ãîãî ïðèïóñòèìî, ùî {wj(t0)}∞j=0 t0-içîìåòðè÷íà ïîñëiäîâíiñòü. Òîäi çà Çà-

óâàæåííÿì 6.47, |w0| = 1 i P(t0, w0, . . . , w2n+1) åðìiòîâà ïðè áóäü-ÿêîìó

n ≥ 0. Çàñòîñó¹ìî iíäóêòèâíó ïîáóäîâó ç äîâåäåííÿ Ëåìè 6.32 i îòðèìó¹-

ìî t0-ïîçèòèâíó ïîñëiäîâíiñòü {fj}∞j=0 òàêó, ùî ïîñëiäîâíiñòü {sj}∞j=0, ùî

âèçíà÷à¹òüñÿ íàñòóïíèì ÷èíîì

sj =

j∑
`=0

fj−`w` äëÿ j = 0, 1, . . . (6.2.96)

¹ t0-ïîçèòèâíîþ. Çà Òåîðåìîþ 6.49, iñíóþòü ôóíêöi¨ s(z) i f(z) êëàñó St0,
ùî çàäîâîëüíÿþòü ñïiââiäíîøåííÿì

s(j)(t0)

j!
= sj i

f (j)(t0)

j!
= fj äëÿ j = 0, 1, . . . . (6.2.97)
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Òîäi ç (6.2.96) âèïëèâà¹, ùî âiäíîøåííÿ w(z) =
s

f
(ÿêå íàëåæèòü QSt0)

çàäîâîëüíÿ¹ (6.2.95).

Äëÿ äîâiëüíèõ àíàëiòè÷íèõ ôóíêöié ìà¹ìî íàñòóïíèé íåñêií÷åííèé

àíàëîã Òåîðåìè 6.25.

Òåîðåìà 6.51. Ïðèïóñòèìî, ùî w àíàëiòè÷íà â îêîëi Ut0 òî÷êè t0 ∈ T.
Íàñòóïíi âëàñòèâîñòi åêâiâàëåíòíi:

1. Iñíóþòü íåäîòè÷íi ìåæîâi çíà÷åííÿ wj(t0) ïðè óñiõ j ∈ Z+ i ïîñëiäîâ-

íiñòü {wj(t0)}∞j=0 ¹ t0-içîìåòðè÷íîþ.

2. Iñíó¹ ôóíêöiÿ f ∈ QSt0 òàêà, ùî

w(z) = f(z)+o((z−t0)n) äëÿ áóäü ÿêîãî n ≥ 0 ïðè z→̂t0. (6.2.98)

3. Ïðîäîâæåííÿ w çà ñèìåòði¹þ w(z) = 1
w(1/z̄)

¹ àíàëiòè÷íèì ó çîâíiøíüî-

ìó íåäîòè÷íîìó îêîëi

Γ̃t0,α,ε := {z 6∈ D : |z − t0| < ε, |arg(z − t0)| < α}

òî÷êè t0 ïðè áóäü ÿêîìó α ∈ (0, π2 ) i äåÿêîìó ε = ε(α) > 0 i ãðàíèöi

âñiõ ïîõiäíèõ â òî÷öi t0 çñåðåäèíè i ççîâíi çáiãàþòüñÿ.

Äîâåäåííÿ. Äëÿ äîâåäåííÿ (1) ⇔ (3) äîñèòü ïîìiòèòè, ùî íåäîòè÷íà

àñèìïòîòè÷íà ðiâíiñòü (6.2.17), ùî âèêîíó¹òüñÿ ïðè êîæíîìó n ∈ Z+ çñå-

ðåäèíè i ççîâíi îäèíè÷íîãî êðóãó, ¹ åêâiâàëåíòíîþ Âëàñòèâîñòi 3 Òåîðåìè

6.51. Åêâiâàëåíòíiñòü (1) ⇔ (2) âèïëèâà¹ ç Òåîðåìè 6.50: îñêiëüêè ãðàíè-

öi fj(t0) iñíóþòü äëÿ âñiõ j ≥ 0, ñïiââiäíîøåííÿ (6.2.98) ¹ åêâiâàëåíòíèì

iñíóâàííþ ãðàíèöü wj(t0) = fj(t0) äëÿ âñiõ j ≥ 0.

Âèñíîâêè äî Ðîçäiëó 6

Ó Ðîçäiëi 6 îòðèìàíî àíàëîã êëàñè÷íî¨ òåîðåìè Æþëià-Êàðàòåîäîði

ïðî êóòîâó ìåæîâó ïîõiäíó äëÿ ïîõiäíèõ âèùîãî ïîðÿäêó. Âèÿâëåíî óñi

åêâiâàëåíòíi óìîâè äëÿ ¨¨ iñíóâàííÿ ó ñåíñi àíàëîãi÷íîìó äî ïîõiäíî¨ ïåðøî-

ãî ïîðÿäêó. Òåîðåìó ñôîðìóëüîâàíî ó òåðìiíàõ âëàñòèâîñòåé âiäïîâiäíèõ
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ìàòðèöü. Ó ïiäðîçäiëi 6.2 ðîçãëÿíóòî âiäïîâiäíó ìåæîâó iíòåðïîëÿöiéíó

çàäà÷ó, ÿêà åêâiâàëåíòíà çàäà÷i ðîçãëÿíóòié ó Ðîçäiëi 5.2.1. Àëå íà âiäìi-

íó âiä Ðîçäiëó 5.2.1, äå óâàãà ñêîíöåíòðîâàíà íà ìíîæèíi ðîçâ'ÿçêiâ òà íà

âëàñòèâîñòÿõ êîåôiöi¹íòiâ ïàðàìåòðèçóþ÷î¨ ôîðìóëè, ó Ðîçäiëi 6.2 éäåòü-

ñÿ ïðî êîíêðåòíî àíàëiòè÷íèé çìiñò ìåæîâî¨ çàäà÷i. Çîêðåìà äîâåäåíî ùî

êðàòíèé àíàëîã óìîâè Æþëià-Êàðàòåîäîði ¹ åêâiâàëåíòíèì óìîâi ñèìåòði¨

ìåæîâèõ ïîõiäíèõ, ÿêà âèíèêàëà â ïðàöÿõ I.Â. Êîâàëiøèíî¨.

Ðåçóëüòàòè ðîçäiëó îïóáëiêîâàíî â ðîáîòàõ [32, 33, 35, 36, 37].
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ÐÎÇÄIË 7

IÍÒÅÐÏÎËßÖIß Ó ÐÎÇØÈÐÅÍÎÌÓ ÊËÀÑI

ÊÐÅÉÍÀ-ËÀÍÃÅÐÀ

7.1 Ðîçøèðåíèé êëàñ Êðåéíà�Ëàíãåðà: ñòðèáêè òà

ïîëþñè. Ñòàíäàðòíi ôóíêöi¨

Ó öüîìó ðîçäiëi ðîçãëÿäà¹òüñÿ êëàñ ôóíêöié âèçíà÷åíèõ â îäèíè÷íîìó

êðóçi (ìîæëèâî çà âèêëþ÷åííÿì ìíîæèíè içîëüîâàíèõ òî÷îê) òàêèõ ùî âñi

¨õ ìàòðèöi Ïiêà ìàþòü íå áiëüøå çàäàíîãî ÷èñëà âiä'¹ìíèõ êâàäðàòiâ. Ìå-

ðîìîðôíi ôóíêöi¨ òàêîãî òèïó âèâ÷àëèñÿ â êîíòåêñòi ñïåêòðàëüíî¨ òåîði¨

îïåðàòîðiâ â ïðîñòîðàõ Ïîíòðÿãiíà [74], [75], [48], ïðè ïîáóäîâi ôóíêöiî-

íàëüíèõ ìîäåëåé òàêèõ îïåðàòîðiâ [11]. ßê áóäå ïîêàçàíî, âèêîðèñòàííÿ

òàêèõ ôóíêöié òàêîæ ïðèðîäíî â çàäà÷àõ iíòåðïîëÿöi¨. Âèÿâëÿ¹òüñÿ ùî

òèïîâà ôóíêöiÿ öüîãî êëàñó àíàëiòè÷íà ïîçà ñêií÷åííîãî ÷èñëà òî÷îê, à

â öèõ òî÷êàõ ìà¹ àáî ïîëþñ àáî ñòðèáîê, êiëüêiñòü îñîáëèâèõ òî÷îê íå

ïåðåâèùó¹ ÷èñëà âiä'¹ìíèõ êâàäðàòiâ ìàòðèöü Ïiêà.

7.1.1 Ïîçíà÷åííÿ òà ôîðìóëþâàííÿ îñíîâíèõ ðåçóëüòàòiâ.

Êîìïëåêñíî-çíà÷íó ôóíêöiþ S íàçèâàþòü ôóíêöi¹þ êëàñó Øóðà ÿêùî S

âèçíà÷åíà ó âiäêðèòîìó îäèíè÷íîìó êðóçi D, àíàëiòè÷íà i |S(z)| ≤ 1 ïðè

áóäü-ÿêîìó z ∈ D. Òîáòî, S àíàëiòè÷íå âiäîáðàæåííÿ êðóãó D â ñåáå.

Ôóíêöi¨ êëàñó Øóðà äîïóñêàþòü òàêå åêâiâàëåíòíå âèçíà÷åííÿ: Ôóíêöiÿ

S âèçíà÷åíà â D ¹ ôóíêöi¹þ êëàñó Øóðà òîäi i òiëüêè òîäi êîëè ÿäðî

KS(z, w) =
1− S(z)S(w)∗

1− zw∗
(7.1.1)

íåâiä'¹ìíå â D. Íåâiä'¹ìíiñòü ÿäðà (7.1.1) â D îçíà÷à¹ ùî äëÿ áóäü-ÿêîãî

íàòóðàëüíîãî n i äëÿ áóäü-ÿêîãî íàáîðó òî÷îê z1, . . . , zn ∈ D, ìàòðèöÿ
Ïiêà

Pn(S; z1, . . . , zn) =

[
1− S(zi)S(zj)

∗

1− ziz∗j

]n
i,j=1
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íåâiä'¹ìíà: Pn(S; z1, . . . , zn) ≥ 0. Áiëüø òîãî, ÿê ïîêàçàâ Õiíäìàðø [55]

(äèâ. òàêîæ [49]), ÿêùî S âèçíà÷åíà íà äîâiëüíié ïiäìíîæèíi U ⊆ D i

âñi ìàòðèöi Ïiêà Pn(S; z1, z2, z3) íåâiä'¹ìíi, z1, z2, z3 ∈ U , òî S äîïóñêà¹

ïðîäîâæåííÿ â D äî ôóíêöi¨ êëàñó Øóðà.

Ó öüîìó ðîçäiëi ìè ðîçãëÿäà¹ìî ôóíêöi¨, ìàòðèöi Ïiêà ÿêèõ ìàþòü îá-

ìåæåíå ÷èñëî âiä'¹ìíèõ êâàäðàòiâ. Ç îãëÿäó íà òå ùî òàêi ôóíêöi¨ ìîæóòü

ìàòè ñèíãóëÿðíîñòi, ìè áóäåìî ïðèïóñêàòè ùî îáëàñòü âèçíà÷åííÿ öå D\Λ,
äå Λ ìíîæèíà içîëüîâàíèõ òî÷îê êðóãó, ÿêi ìîæóòü íàêîïè÷óâàòèñÿ òiëüêè

äî ìåæi. Ìíîæèíà Λ çàëåæèòü âiä ôóíêöi¨. Òî÷íiøå:

Âèçíà÷åííÿ 7.1. Íåõàé κ çàäàíå íàòóðàëüíå ÷èñëî. Êëàñ Sκ ñêëàäà¹òüñÿ
ç (êîìïëåêñíî-çíà÷íèõ) ôóíêöié f âèçíà÷åíèõ â Dom (f) = D \ Λ, äå Λ =

Λ(f) äèñêðåòíà ìíîæèíà, i òàêèõ ùî âñi ìàòðèöi Ïiêà

Pn(f ; z1, . . . , zn) :=

[
1− f(zi)f(zj)

∗

1− ziz∗j

]n
i,j=1

, z1, . . . , zn ∈ D \ Λ (7.1.2)

ìàþòü íå áiëüøå κ âiä'¹ìíèõ êâàäðàòiâ, i ïðèíàéìíi îäíà ç íèõ ìà¹ ðiâíî

κ âiä'¹ìíèõ êâàäðàòiâ.

Çàóâàæèìî ùî áåç îáìåæåííÿ çàãàëüíîñòi â Âèçíà÷åííi 7.1 ìîæíà ââà-

æàòè ùî âñi òî÷êè z1, . . . , zn ∈ D \Λ ¹ ðiçíèìè. Ìåðîìîðôíi ôóíêöi¨ êëàñó

Sκ âèâ÷àëèñÿ â ðiçíèõ êîíòåêñòàõ: â òåîði¨ àïðîêñèìàöi¨ [9], â òåîði¨ óíiòàð-
íèõ îïåðàòîðiâ â ïðîñòîðàõ Ïîíòðÿãiíà [74], [75] i ¨õ ôóíêöiîíàëüíèõ ìîäå-

ëåé [11], â çàäà÷àõ iíòåðïîëÿöi¨ [7], [82], [52], [19],

Áóäåìî äîòðèìóâàòèñÿ íàñòóïíèõ ïîçíà÷åíü: Dom (f) îáëàñòü âèçíà-

÷åííÿ ôóíêöi¨ f , Z(f) ìíîæèíà íóëiâ f :

Z(f) = {z ∈ Dom (f) : f(z) = 0}.

×èñëî âiä'¹ìíèõ êâàäðàòiâ ìàòðèöi P áóäåìî ïîçíà÷àòè ÷åðåç sq−P . Äëÿ

ôóíêöi¨ f âèçíà÷åíî¨ â D \ Λ, äå Λ äèñêðåòíà ìíîæèíà, ïîçíà÷èìî ÷åðåç

kn(f) ìàêñèìàëüíå ÷èñëî âiä'¹ìíèõ êâàäðàòiâ ìàòðèöü Ïiêà ïîðÿäêó n:

kn(f) := max
z1,...,zn∈D\Λ

sq−Pn(f ; z1, . . . , zn), (7.1.3)
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k0(f) = 0. Ïîñëiäîâíiñòü {kn(f)} ¹ íåñïàäíîþ i ÿêùî f ∈ Sκ, òî

kn(f) = κ (7.1.4)

äëÿ âñiõ äîñèòü âåëèêèõ n.

Íàñòóïíà êëàñè÷íà òåîðåìà Êðåéíà-Ëàíãåðà [74] õàðàêòåðèçó¹ ìåðî-

ìîðôíi ôóíêöi¨ êëàñó Sκ.

Òåîðåìà 7.2. Íåõàé f ¹ ôóíêöiÿ ìåðîìîðôíà â D. Òîäi f ∈ Sκ òîäi i

òiëüêè òîäi êîëè f(z) ìîæå áóòè ïðåäñòàâëåíî ó âèãëÿäi f(z) =
S(z)

B(z)
, äå

S ôóíêöiÿ êëàñó Øóðà i B äîáóòîê Áëÿøêå ñòóïåíÿ κ, S i B íå ìàþòü

ñïiëüíèõ íóëiâ.

Îäíàê, ÿê ïîêàçó¹ íàñòóïíèé ïðîñòèé ïðèêëàä, íå âñi ôóíêöi¨ êëàñó Sκ
¹ ìåðîìîðôíèìè.

Ïðèêëàä 7.3. Ðîçãëÿíåìî ôóíêöiþ f âèçíà÷åíó â D ÿê f(z) = 1 ïðè z 6= 0

i f(0) = 0. Pn(f ; z1, . . . , zn) = 0 ÿêùî âñi zj âiäìiííi âiä íóëþ; ÿêùî îäíà

ç òî÷îê íóëü (ñêàæiìî, z1 = 0), òî Pn(f ; z1, . . . , zn) ìàòðèöÿ ç îäèíèöÿìè

â ïåðøîìó ðÿäêó i ïåðøîìó ñòîâïöi i iíøèìè åëåìåíòàìè ðiâíèìè íóëþ.

Öÿ ìàòðèöÿ ìà¹ ðàíã äâà: îäèí äîäàòíié i îäèí âiä'¹ìíèé êâàäðàò. Îòæå,

f ∈ S1.

Âèçíà÷åííÿ 7.4. Áóäåìî íàçèâàòè ôóíêöiþ f ñòàíäàðòíîþ ôóíêöi¹þ

ÿêùî âîíà äîïóñêà¹ ïðåäñòàâëåííÿ

f(z) =


S(z)

B(z)
ÿêùî z 6∈ W ∪ Z,

γj ÿêùî z = zj ∈ Z,
(7.1.5)

äå:

1. Z = {z1, . . . , z`} i W = {w1, . . . , wp} äâi ñêií÷åííi ïiäìíîæèíè D ùî íå

ïåðåòèíàþòüñÿ;

2. B(z) äîáóòîê Áëÿøêå ñòóïåíÿ q ≥ 0 i S(z) ôóíêöiÿ êëàñó Øóðà òàêi

ùî

W ⊆ Z(B) ⊆ W ∪Z i Z(B) ∩ Z(S) = ∅;

äå Z(B) i Z(S) ìíîæèíè íóëiâ, âiäïîâiäíî B(z) i S(z).
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3. ÿêùî zj ∈ Z \ Z(B), òî
S(zj)

B(zj)
6= γj.

Îáëàñòþ âèçíà÷åííÿ ñòàíäàðòíî¨ ôóíêöi¨ f âèäó (7.1.5) ¹ Dom (f) =

D \ W . Ìåíø ôîðìàëüíî, f ìà¹ ñòðèáêè (f(z0) 6= limz→z0
f(z)) i ïîëþñè.

Êðiì òîãî, â äåÿêèõ ïîëþñàõ ôóíêöiÿ ìîæå òàêîæ ïðèéìàòè ñêií÷åííå

çíà÷åííÿ, à â äåÿêèõ ïîëþñàõ âîíà ìîæå áóòè íå âèçíà÷åíà. Ìíîæèíà W
ñêëàäà¹òüñÿ ç òèõ ïîëþñiâ ôóíêöi¨

S(z)

B(z)
äå f íå âèçíà÷åíà. Ìíîæèíà Z

ñêëàäà¹òüñÿ çi ñòðèáêiâ f i ïîëþñiâ
S(z)

B(z)
äå f âèçíà÷åíà. Îñòàííi òåæ

ìîæíà ââàæàòè ñòðèáêàìè (íåñêií÷åííî¨ âåëè÷èíè). Áóäåìî ãîâîðèòè ùî

f(z) ìà¹ q ïîëþñiâ (êiëüêiñòü íóëiâ B(z) ç óðàõóâàííÿì ¨õ êðàòíîñòi), i

` ñòðèáêiâ z1, . . . , z` (âêëþ÷àþ÷è i íåñêií÷åííi ñòðèáêè, òîáòî ïîëþñè â

ÿêèõ ôóíêöi¨ ïðèïèñàíå ñêií÷åííå çíà÷åííÿ). Òàêèì ÷èíîì òî÷êà ìîæå

îäíî÷àñíî áóòè i ïîëþñîì i (íåñêií÷åííèì) ñòðèáêîì.

Òåîðåìà 7.5. Ïðèïóñòèìî ùî ôóíêöiÿ f âèçíà÷åíà â D\Λ, äå Λ äèñêðåòíà

ìíîæèíà. Íåõàé κ íåâiä'¹ìíå öiëå ÷èñëî. Íàñòóïíi âëàñòèâîñòi åêâiâàëåíò-

íi:

1. f íàëåæèòü äî Sκ.

2. f äîïóñêà¹ ïðîäîâæåííÿ äî ñòàíäàðòíî¨ ôóíêöi¨ ç ` ñòðèáêàìè, 0 ≤
` ≤ κ, i κ − ` ïîëþñàìè. Âñi ñòðèáêè ïðîäîâæåííÿ ìiñòÿòüñÿ â D \ Λ.

Òàêå ïðîäîâæåííÿ ¹äèíå.

3. Iñíó¹ n ≥ 0 òàêå ùî

kn(f) = kn+3(f) = κ. (7.1.6)

Åêâiâàëåíòíiñòü 1⇔ 3 óçàãàëüíþ¹ òåîðåìó Õiíäìàðøà [55] (äèâ. òàêîæ

[49]), ÿêà âiäíîñèòüñÿ äî âèïàäêó κ = 0.

Ó çâ'ÿçêó ç òðåòiì òâåðäæåííÿì Òåîðåìè 7.5 âèíèêà¹ ïèòàííÿ ïðî ìiíi-

ìàëüíå çíà÷åííÿ n äëÿ ÿêîãî âèêîíó¹òüñÿ (7.1.4). Ïîçíà÷èìî öå ìiíiìàëüíå

çíà÷åííÿ ÷åðåç N(f):

N(f) = min
n
{n : kn(f) = κ}, f ∈ Sκ. (7.1.7)
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Òåîðåìà 7.6. Ïðèïóñòèìî ùî f öå ñòàíäàðòíà ôóíêöiÿ ç q ïîëþñàìè i `

ñòðèáêàìè. Òîäi f ∈ Sκ, äå κ = q + ` è

q + ` ≤ N(f) ≤ q + 2`. (7.1.8)

Ëiâà íåðiâíiñòü â (7.1.8) î÷åâèäíà (ùîá ìàòè κ âiä'¹ìíèõ êâàäðàòiâ,

åðìiòîâà ìàòðèöÿ ïîâèííà áóòè ÿê ìiíiìóì ðîçìiðó κ × κ). Ìè òàêîæ ïî-

êàæåìî ùî íåðiâíîñòi (7.1.8) ¹ òî÷íèìè. Íàâåäåìî òóò ïðîñòèé ïðèêëàä

ÿêèé iëþñòðó¹ öå

Ïðèêëàä 7.7. Ðîçãëÿíåìî ôóíêöiþ

f(z) =

{
1, z 6= 0,

a 6= 1, z = 0.

f(z) ¹ ñòàíäàðòíîþ ôóíêöi¹þ êëàñó S1 áåç ïîëþñiâ i ç îäíèì ñòðèáêîì. Çà

Òåîðåìîþ 7.6, 1 ≤ N(f) ≤ 2. ßêùî |a| > 1, òî kn(f) = 1 ïðè n ≥ 1 i, îòæå,

1 = N(f) < 2. ßêùî |a| ≤ 1, òî k1(f) = 0, kn(f) = 1 ïðè n ≥ 2 i, îòæå,

1 < N(f) = 2.

Íàñòóïíå çàóâàæåííÿ äîïîâíþ¹ Òåîðåìó 7.6 i âêàçó¹ ÿê ìîæíà âèáèðà-

òè q + 2` òî÷îê ùîá ìàòðèöÿ Ïiêà ìàëà q + ` âiä'¹ìíèõ êâàäðàòiâ.

Çàóâàæåííÿ 7.8. Ïðèïóñòèìî ùî f öå ñòàíäàðòíà ôóíêöiÿ ç q ïîëþñàìè

i ` ñòðèáêàìè. Íåõàé w1, . . . , wk öå ðiçíi ïîëþñè f êðàòíîñòåé r1, . . . , rk, i

íåõàé z1, . . . , z` (ðiçíi) ñòðèáêè f .Òîäi iñíó¹ ε > 0 òàêå ùî

sq−Pm(f ; y1, . . . , ym) = q + `

äëÿ áóäü-ÿêîãî íàáîðó m := q + 2` ðiçíèõ òî÷îê Y = {y1, . . . , ym}, ùî
çàäîâîëüíÿþòü íàñòóïíèì óìîâàì

1. ` òî÷îê ìíîæèíè Y çáiãàþòüñÿ ç z1, . . . , z`;

2. â ε îêîëi êîæíî¨ ç òî÷îê z1, . . . , z` âèáðàíå ùå ïî îäíié òî÷öi âiäìiííié

âiä íèõ;
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3. iíøi q òî÷îê ìíîæèíè Y âèáèðàþòüñÿ òàê: â ε îêîëi êîæíîãî ïîëþñà

wj, j = 1, . . . , k, âèáèðàþòüñÿ rj ðiçíèõ òî÷îê, âiäìiííèõ âiä wj i âiä

òî÷êè îáðàíî¨ â ïóíêòi 2.

Äîâåäåííÿ Çàóâàæåííÿ 7.8 ¹ ÷àñòèíîþ äîâåäåííÿ Òåîðåìè 7.6.

Êëàñ ôóíêöié Sκ äîïóñêà¹ ùå îäíó õàðàêòåðèçàöiþ:

Òåîðåìà 7.9. Íåõàé f ¹ ôóíêöi¹þ òàêîþ ÿê â Òåîðåìi 7.5 i κ íåâiä'¹ìíå

öiëå ÷èñëî. Òîäi:

1. ÿêùî k2κ(f) = k2κ+3(f) = κ, òî f ∈ Sκ.

2. ÿêùî f ∈ Sκ, òî k2κ(f) = κ.

Ïðèêëàä 7.7 (ç |a| ≤ 1) ïîêàçó¹ ùî ïðè κ = 1, iíäåêñ 2κ â Òåîðåìi 7.9

íå ìîæå áóòè çìåíøåíèé.

Òåîðåìè 7.5, 7.6 i 7.9 ñêëàäàþòü îñíîâíèé çìiñò öüîãî ðîçäiëó.

Äîâåäåííÿ Òåîðåì 7.5 i 7.6 ìiñòÿòüñÿ â ïàðàãðàôàõ 7.1.2 � 7.1.4. Â ïàðà-

ãðàôi 7.1.5 ïîêàçàíî ùî äëÿ áóäü-ÿêî¨ ôóíêöi¨ f ∈ Sκ i áóäü-ÿêî¨ âiäêðèòî¨
ìíîæèíè Ω ùî ìiñòèòüñÿ â Dom (f), íåîáõiäíå ÷èñëî âiä'¹ìíèõ âëàñíèõ çíà-

÷åíü ìàòðèöi Ïiêà Pn(f ; z1, . . . , zn) ìîæå áóòè äîñÿãíóòî íà íàáîðàõ òî÷îê

zj øî ëåæàòü â Ω.

ßêùî íå îáóìîâëåíå iíøå, òî âñi ôóíêöi¨ ââàæàþòüñÿ ñêàëÿðíèìè

êîìïëåêñíî-çíà÷íèìè. Ñèìâîë ∗ ïîçíà÷à¹ êîìïëåêñíî ñïðÿæåíå ÷èñëî àáî

êîìïëåêñíî ñïðÿæåíó ìàòðèöþ.

7.1.2 Òåîðåìà 7.5: ïî÷àòîê äîâåäåííÿ. Ó öüîìó ïàðàãðàôi ìè

äîâîäèìî iìïëiêàöiþ 3⇒ 1 Òåîðåìè 7.5. Ìè ïî÷íåìî ç êiëüêîõ ïîïåðåäíiõ

ëåì.

Ëåìà 7.10. Ïðèïóñòèìî ùî ìàòðèöÿ X ðîçìiðó m × m ìà¹ ðàíã k <

m. Â öüîìó âèïàäêó 0 ¹ âëàñíèì çíà÷åííÿì ìàòðèöi X. Ïðèïóñòèìî ùî

éîãî êðàòíiñòü äîðiâíþ¹m−k. Òîäi iñíó¹ íåâèðîäæåíà ãîëîâíà ïiäìàòðèöÿ
ìàòðèöi X ðîçìiðó k × k.
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Äîâåäåííÿ. Â ñèëó ïðèïóùåíü, õàðàêòåðèñòè÷íèé ïîëiíîì ìàòðèöi X ìà¹

âèãëÿä λm + am−1λ
m−1 + · · · + am−kλ

m−k, ãäå am−k 6= 0. Îñêiëüêè ±am−k ¹
ñóìîþ âñiõ ãîëîâíèõ ìiíîðiâ ìàòðèöi X ðîçìiðó k×k, òî õî÷à á îäèí ç íèõ
ïîâèíåí áóòè âiäìiííèì âiä íóëÿ.

Ëåìà 7.11. Ðîçãëÿíåìî åðìiòîâó ìàòðèöþ X ðîçìiðó n× n. Òîäi

1. sq−Y ≥ sq−X äëÿ áóäü-ÿêî¨ åðìiòîâî¨ ìàòðèöi Y ∈ Cn×n â äåÿêîìó

îêîëi X.

2. ßêùî X ′ ¹ ãîëîâíîþ ïiäìàòðèöåþ ìàòðèöi X ðîçìiðó s× s, òî

sq−X
′ ≤ sq−X ≤ sq−X

′ + n− s. (7.1.9)

3. Íåõàé {Xm}∞m=1 öå ïîñëiäîâíiñòü åðìiòîâèõ ìàòðèöü òàêà ùî sq−Xm ≤
k ïðè m = 1, 2, . . ., i lim

m→∞
Xm = X, òîäi òàêîæ sq−X ≤ k.

Äîâåäåííÿ. Ïåðøå i òðåò¹ òâåðäæåííÿ âèïëèâàþòü ç òîãî ùî âëàñíi çíà-

÷åííÿ åðìiòîâî¨ ìàòðèöi íåïåðåðâíî çàëåæàòü âiä ¨¨ åëåìåíòiâ. Äðóãå òâåð-

äæåííÿ âèïëèâà¹ ç òîãî ùî ÿêùîX ′ ãîëîâíà ïiäìàòðèöÿ ìàòðèöiX ðîçìiðó

(n−1)× (n−1) (äèâ., Íàïðèêëàä, [57] Òåîðåìà 4.3.17, ñòîð. 242) , òî âëàñíi

çíà÷åííÿ X ′ ïåðåìåæîâóþòüñÿ ç âëàñíèìè çíà÷åííÿìè X, îòæå

sq−X − 1 ≤ sq−X
′ ≤ sq−X,

ùî ¹ åêâiâàëåíòíèì

sq−X
′ ≤ sq−X ≤ sq−X

′ + 1.

Äàëi çàñòîñîâó¹ìî iíäóêöiþ.

Ëåìà 7.12. Ïðèïóñòèìî ùî ôóíêöiÿ f âèçíà÷åíà íà ìíîæèíi D \ Λ, äå Λ

öå äèñêðåòíà ìíîæèíà.

1. ßêùî ôóíêöiÿ g âèçíà÷åíà íà ìíîæèíi (D \ Λ) ∪ {w1, . . . , wk} , äå

{w1, . . . , wk} ⊂ Λ i g(z) = f(z) äëÿ âñiõ z ∈ D \ Λ, òî

kn(f) ≤ kn(g) ≤ max
0≤r≤min{k,n}

{kn−r(f) + r} ≤ kn(f) + k, n = 1, 2, . . . .

(7.1.10)
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2. ßêùî ôóíêöiÿ g âèçíà÷åíà íà ìíîæèíi D \ Λ, è g(z) = f(z) äëÿ âñiõ

z ∈ D \ Λ, çà âèíÿòêîì k ðiçíèõ òî÷îê z1, . . . zk ∈ D \ Λ, òî

kn(g) ≤ kn(f) + k, n = 1, 2, . . . .

Äîâåäåííÿ. Äîâåäåìî ïåðøå òâåðäæåííÿ. Ïåðøà íåðiâíiñòü â (7.1.10) âèï-

ëèâà¹ ç âèçíà÷åííÿ (7.1.3) kn(f). Âèáåðåìî n ðiçíèõ òî÷îê y1, . . . , yn â ìíî-

æèíi (D \ Λ) ∪ {w1, . . . , wk}, i ïðèïóñòèìî ùî r ç íèõ ìiñòÿòüñÿ â ìíî-

æèíi {w1, . . . wk}. Äëÿ ñïðîùåííÿ ïîçíà÷åíü ïðèïóñòèìî ùî y1, . . . , yr ∈
{w1, . . . wk}. Ìà¹ìî

Pn(g; y1, . . . , yn) =

[
× ×

× Pn−r(f ; yr+1, . . . , yn)

]
,

äå ñèìâîë × ïîçíà÷à¹ áëîêè ÿêi íàñ â äàíèé ìîìåíò íå öiêàâëÿòü. Â ñèëó

(7.1.9),

sq−Pn(g; y1, . . . , yn) ≤ sq−Pn−r(f ; yr+1, . . . , yn) + r ≤ kn−r(f) + r.

Äðóãà i òðåòÿ íåðiâíîñòi â (7.1.10) âèïëèâàþòü ç òîãî ùî

0 ≤ r ≤ min{n, k}.

Äîâåäåìî äðóãå òâåðäæåííÿ. Ðîçãëÿíåìî ñïî÷àòêó âèïàäîê k = 1. Âè-

áåðåìî äîâiëüíî n ðiçíèõ òî÷îê y1, . . . , yn â D \ Λ. Òîäi

Pn(g; y1, . . . , yn) = Pn(f ; y1, . . . , yn) +Q, (7.1.11)

äå Q àáî íóëüîâà ìàòðèöÿ (ÿêùî yj 6= z1), àáî Q ìiñòèòü íóëüîâó ãîëîâíó

ïiäìàòðèöþ ðîçìiðó (n− 1)× (n− 1) (ÿêùî yj = z1 ïðè äåÿêîìó j). Ðàíã

ìàòðèöi Q íå ïåðåâèùó¹ 2. ßêùî Q çíàêîâèçíà÷åíà (äîäàòíî àáî âiä'¹ìíî),

òî âñi ¨¨ íåäiàãîíàëüíi åëåìåíòè äîðiâíþþòü íóëþ, i, îòæå, ¨¨ ðàíã íå ïå-

ðåâèùó¹ 1. Òàêèì ÷èíîì, ÿêùî ðàíã Q äîðiâíþ¹ 2, òî âîíà íå ìîæå áóòè

çíàêîâèçíà÷åíîþ, i, îòæå ìà¹ îäíå âiä'¹ìíå i îäíå äîäàòíå çíà÷åííÿ. ßê ìè

áà÷èìî, â áóäü-ÿêîìó âèïàäêó Q ìà¹ íå áiëüøå îäíîãî âiä'¹ìíîãî âëàñíîãî

çíà÷åííÿ. Çàïèøåìî íåðiâíiñòü Âåéëÿ äëÿ âëàñíèõ çíà÷åíü ñóìè åðìiòîâèõ

ìàòðèöü (äèâ., íàïðèêëàä, [57], Òåîðåìà 4.3.1, ñòð. 239)

λi−j+1(P ) + λj(Q) ≤ λi(P +Q),
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ãäå 1 ≤ j ≤ i ≤ n, P = Pn(f ; y1, . . . , yn) i âëàñíi çíà÷åííÿ ïðîíóìåðîâàíi â

ïîðÿäêó çðîñòàííÿ. Çîêðåìà, ïðè j = 2

λi−1(P ) + λ2(Q) ≤ λi(P +Q), i ≥ 2.

Îñêiëüêè λ2(Q) ≥ 0, òî ìà¹ìî

λi−1(P ) ≤ λi(P +Q), i ≥ 2.

Çâiäñè âèïëèâà¹ ùî ÿêùî P ìà¹ s íåâiä'¹ìíèõ âëàñíèõ çíà÷åíü, òî P + Q

ìà¹ ÿê ìiíiìóì s−1 íåâiä'¹ìíå âëàñíå çíà÷åííÿ. Îòæå, äëÿ ÷èñëà âiä'¹ìíèõ

âëàñíèõ çíà÷åíü ìà¹ ìiñöå íàñòóïíà íåðiâíiñòü

sq−(P +Q) ≤ sq−P + 1.

Ïîâåðòàþ÷èñü äî íàøèõ ïîçíà÷åíü, ìà¹ìî

sq−Pn(g; y1, . . . , yn) ≤ sq−Pn(f ; y1, . . . , yn) + 1.

Äàëi çàñòîñîâó¹ìî iíäóêöiþ. Çàóâàæèìî ùî îñêiëüêè â öüîìó òâåðäæåííi

ôóíêöi¨ f i g ðiâíîïðàâíi, òî ìà¹ ìiñöå àíàëîãi÷íà íåðiâíiñòü ç ïåðåñòàíîâ-

êîþ f i g.

Äîâåäåííÿ iìïëiêàöi¨ 3⇒ 1 â Òåîðåìi 7.5. Ïðèïóñòèìî ùî f âèçíà÷åíà íà

ìíîæèíi D\Λ, äå Λ ¹ äèñêðåòíèì. Ïðèïóñòèìî ùî (7.1.6) âèêîíó¹òüñÿ ïðè

äåÿêîìó öiëîìó n ≥ 0 i ïðèïóñòèìî ùî ìíîæèíà

Z = {z1, . . . , zn} ⊂ D\Λ

òàêà ùî

sq−Pn(f ; z1, . . . , zn) = κ. (7.1.12)

Ïîêàæåìî ùî áåç îáìåæåííÿ çàãàëüíîñòi ìîæíà ââàæàòè ùî ìàòðèöÿ

Pn(f ; z1, . . . , zn) =

[
1− f(zi)f(zj)

∗

1− ziz∗j

]n
i,j=1

(7.1.13)

íåâèðîäæåíà. Ñïðàâäi, ÿêùî ìàòðèöÿ ( ref 2.1-bkr1-S) âèðîäæåíà i ¨¨ ðàíã

äîðiâíþ¹ m < n, òî çà Ëåìîþ 7.10, iñíó¹ m × m íåâèðîäæåíà ãîëîâíà
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ïiäìàòðèöÿ Pm(f ; zi1, . . . , zim) ìàòðèöi (7.1.13). Òîäi Øóðiâñüêå äîïîâíåííÿ

Pm(f ; zi1, . . . , zim) â ìàòðèöi (7.1.13) äîðiâíþ¹ íóëþ, i îòæå

sq−Pm(f ; zi1, . . . , zim) = κ.

À çíà÷èòü i km(f) = κ. Àëå òîäi, â ñèëó (7.1.6) i íåñïàäàííÿ ïîñëiäîâíîñòi

{kj(f)}∞j=1, îòðèìó¹ìî ùî km+3(f) = κ. Òèì ñàìèì äîâåäåííÿ çâîäèòüñÿ

äî íåâèðîäæåíîãî âèïàäêó ç çàìiíîþ n íà m.

Îòæå, íåõàé ìàòðèöÿ (7.1.13) ¹ íåâèðîäæåíîþ. Äëÿ ñòèñëîñòi áóäåìî

ïèñàòè ïðîñòî P çàìiñòü Pn(f ; z1, . . . , zn). Ìà¹ ìiñöå íàñòóïíà òîòîæíiñòü

P − TPT ∗ = FJF ∗, (7.1.14)

äå

T =


z1

. . .

zn

 , J =

[
1 0

0 −1

]
, F =


1 f(z1)
... ...

1 f(zn)

 . (7.1.15)

Ðîçãëÿíåìî 2× 2 ìàòðèöþ-ôóíêöiþ

Θ(z) = I2 − (1− z)F ∗(In − zT ∗)−1P−1(In − T )−1FJ (7.1.16)

Òîòîæíiñòü (7.1.14) òÿãíå (äèâ., íàïðèêëàä, [18, Ðîçäië 7.1]) íàñòóïíó ðiâ-

íiñòü

J −Θ(z)JΘ(w)∗ = (1− zw∗)F ∗(In − zT ∗)−1P−1(In − w∗T )−1F. (7.1.17)

Çàóâàæèìî ùî Θ(z) ¹ ðàöiîíàëüíîþ ìàòðèöåþ-ôóíêöi¹þ ùî ïðèéìà¹ J�

óíiòàðíi çíà÷åííÿ íà êîëi T: Θ(z)JΘ(z)∗ = J ïðè z ∈ T. Îòæå, â ñèëó

¹äèíîñòi àíàëiòè÷íî¨ ôóíêöi¨, ìà¹ìî

Θ(z)−1 = JΘ

(
1

z

)∗
J = I2 + (1− z)F ∗(In − T ∗)−1P−1(zIn − T )−1FJ.

Çâiäñè çîêðåìà âèïëèâà¹ ùî Θ(z) ¹ îáîðîòíîþ â êîæíié òî÷öi z 6∈ Z.
Îáåðåìî äîâiëüíèì ÷èíîì òðè òî÷êè ζ1, ζ2, ζ3 ∈ D\Λ. Ç îäíîãî áîêó

(äèâ. Ëåìó 7.11)

sq−Pn+3(f ; z1, . . . , zn, ζ1, ζ2, ζ3) ≥ sq−Pn(f ; z1, . . . , zn) = κ,
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ñ iíøîãî

sq−Pn+3(f ; z1, . . . , zn, ζ1, ζ2, ζ3) ≤ kn+3(f) = κ.

Îñòàííÿ ðiâíiñòü âèêîíó¹òüñÿ â ñèëó ïðèïóùåííÿ (7.1.6). Òàêèì ÷èíîì

sq−Pn+3(f ; z1, . . . , zn, ζ1, ζ2, ζ3) = κ (7.1.18)

äëÿ áóäü-ÿêîãî íàáîðó òî÷îê ζ1, ζ2, ζ3 ∈ D\Λ. Çàïèøåìî ìàòðèöþ (7.1.18)

â áëîêîâîìó âèãëÿäi

Pn+3(f ; z1, . . . , zn, ζ1, ζ2, ζ3) =

[
P Ψ∗

Ψ P3(f ; ζ1, ζ2, ζ3)

]
, (7.1.19)

äå

Ψ =


Ψ1

Ψ2

Ψ3

 i Ψi =

[
1− f(ζi)f(z1)

∗

1− ζiz∗1
. . .

1− f(ζi)f(zn)
∗

1− ζiz∗n

]
(i = 1, 2, 3).

Ôîðìóëó äëÿ Ψi ìîæå áóòè çàïèñàíî ç âèêîðèñòàííÿì ïîçíà÷åíü (7.1.15)

íàñòóïíèì ÷èíîì

Ψi = [1 − f(ζi)]F
∗(In − ζiT ∗)−1 (i = 1, 2, 3). (7.1.20)

Â ñèëó (7.1.12) i (7.1.18) ìà¹ìî

P3(f ; ζ1, ζ2, ζ3)−ΨP−1Ψ∗ ≥ 0,

àáî áiëüø äåòàëüíî,[
1− f(ζi)f(ζj)

∗

1− ζiζ∗j
−ΨiP

−1Ψ∗j

]3

i,j=1

≥ 0. (7.1.21)

Â ñèëó (7.1.20) i (7.1.17) ìà¹ìî

(7.1.22)
1− f(ζi)f(ζj)

∗

1− ζiζ∗j
−ΨiP

−1Ψ∗j

= [1 − f(ζi)]

{
J

1− ζiζ∗j
− F ∗(In − ζiT ∗)−1P−1(In − ζ∗jT )−1F

}[
1

−f(ζj)
∗

]
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= [1 − f(ζi)]
Θ(ζi)JΘ(ζj)

∗

1− ζiζ∗j

[
1

−f(ζj)
∗

]
,

ùî äîçâîëÿ¹ ïåðåïèñàòè (7.1.21) ó âèãëÿäi[[
1 −f(ζi)

] Θ(ζi)JΘ(ζj)
∗

1− ζiζ∗j

[
1

−f(ζj)
∗

]]3

i,j=1

≥ 0. (7.1.23)

Çîêðåìà [
1 −f(ζ)

] Θ(ζ)JΘ(ζ)∗

1− ζζ∗

[
1

−f(ζ)∗

]
≥ 0 (7.1.24)

äëÿ áóäü-ÿêîãî ζ ∈ D \ Λ. Çàïèøåìî Θ ó âèãëÿäi 2× 2 ìàòðèöi

Θ(z) =

[
θ11(z) θ12(z)

θ21(z) θ22(z)

]
.

Çàóâàæèìî ùî

d(z) := θ11(z)− f(z)θ21(z) =
[

1 −f(z)
] [ θ11(z)

θ21(z)

]
6= 0, z ∈ D \ (Z ∪Λ).

(7.1.25)

Ñïðàâäi, ïðèïóñêàþ÷è ùî d(ζ) = 0 ïðè äåÿêîìó ζ ∈ D\(Z ∪Λ), îòðèìà¹ìî

ùî [
1 −f(ζ)

] Θ(ζ)JΘ(ζ)∗

1− |ζ|2

[
1

−f(ζ)∗

]

= −
[

1 −f(ζ)
]
[
θ12(ζ)

θ22(ζ)

] [
θ12(ζ)∗ θ22(ζ)∗

]
1− |ζ|2

[
1

−f(ζ)∗

]
≤ 0,

ùî â ïî¹äíàííi ç (7.1.24) äà¹

[
1 −f(ζ)

]
[
θ12(ζ)

θ22(ζ)

] [
θ12(ζ)∗ θ22(ζ)∗

]
1− |ζ|2

[
1

−f(ζ)∗

]
= 0,

òîáòî, [
1 −f(ζ)

] [ θ12(ζ)

θ22(ζ)

]
= 0.
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Îñòàíí¹ â ïî¹äíàííi ç ïðèïóùåííÿì d(ζ) = 0 äà¹[
1 −f(ζ)

]
Θ(ζ) = 0.

Òàêèì ÷èíîì Θ(ζ) ¹ âèðîäæåíîþ. Îäíàê, ÿê ìè ïîìiòèëè âèùå, Θ(z) îáî-

ðîòíà â êîæíié òî÷öi ζ 6∈ Z. Öå ïðîòèði÷÷ÿ äîâîäèòü âiðíiñòü (7.1.25).

Òàêèì ÷èíîì

σ(z) =
θ12(z)− f(z)θ22(z)

θ21(z)f(z)− θ11(z)
(7.1.26)

âèçíà÷åíà íà ìíîæèíi D\(Z ∪ Λ). Áiëüø òîãî,[
1 −f(ζ)

]
Θ(ζ) = −d(ζ)−1

[
1 −σ(ζ)

]
i îòæå, íåðiâíiñòü (7.1.23) ìîæå áóòè çàïèñàíî â òåðìiíàõ ôóíêöi¨ σ[

d(ζi)
−1
[

1 −σ(ζi)
] J

1− ζiζ∗j

[
1

−σ(ζj)
∗

]
(d(ζj)

∗)−1

]3

i,j=1

≥ 0,

òîáòî, îñêiëüêè d(ζi) 6= 0,[
1− σ(ζi)σ(ζj)

∗

1− ζiζ∗j

]3

i,j=1

≥ 0.

Îñòàííÿ íåðiâíiñòü îçíà÷à¹ ùî P3(σ; ζ1, ζ2, ζ3) ≥ 0 äëÿ áóäü-ÿêîãî íàáîðó

òî÷îê ζ1, ζ2, ζ3 â D\(Z ∪ Λ). Â ñèëó òåîðåìè Õiíäìàðøà [55] (äèâ. òàêîæ

[49]), σ(z) ïðîäîâæó¹òüñÿ äî ôóíêöi¨ êëàñó Øóðà íà âñüîìó êðóçi D. Ç
(7.1.26) âèïëèâà¹ ùî f çáiãà¹òüñÿ ç ôóíêöi¹þ

F (z) =
θ11(z)σ(z) + θ12(z)

θ21(z)σ(z) + θ22(z)
. (7.1.27)

â êîæíié òî÷öi ìíîæèíè z ∈ D \ (Z ∪ Λ). Îñêiëüêè f íå âèçíà÷åíà íà Λ,

òî F ¹ (¹äèíèì) ìåðîìîðôíèì ïðîäîâæåííÿì f . Îäíàê, F íå îáîâ'ÿçêîâî

çáiãà¹òüñÿ ç f â òî÷êàõ Z .

Çàðàç ìè äîâåäåìî ùî f ∈ Sκ. Äëÿ öüîãî äîñòàòíüî ïåðåêîíàòèñÿ ùî

sq−Pn+r(f ; z1, . . . , zn, ζ1, . . . , ζr) = κ (7.1.28)

ïðè äîâiëüíîìó âèáîði òî÷îê ζ1, . . . , ζr ∈ D \ (Z ∪ Λ). Çàóâàæèìî ùî âñi

ìîæëèâi "ñòðèáêè"ôóíêöi¨ f ìiñòÿòüñÿ â ìíîæèíi Z , à ó âñiõ iíøèõ òî÷êàõ
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D \ Λ ìà¹ ìiñöå çáiã f(ζ) = F (ζ). Çàïèøåìî òåïåð ìàòðèöþ

Pn+r(f ; z1, . . . , zn, ζ1, . . . , ζr) =

[
P Ψ∗

Ψ Pr(f ; ζ1, . . . , ζr)

]
,

â áëîêîâîìó âèãëÿäi, äå

Ψ =


Ψ1
...

Ψr


i Ψi âèçíà÷åíi â (7.1.20) äëÿ i = 1, . . . , r. Ðîçãëÿäàþ÷è Øóðiâñüêi äîïîâ-

íåííÿ, ðîáèìî âèñíîâîê ùî

sq−Pn+r(f ; z1, . . . , zn, ζ1, . . . , ζr) = sq−P + sq−(Pr(f ; , ζ1, . . . , ζr)−ΨP−1Ψ∗).

(7.1.29)

ßê ïîêàçó¹ îá÷èñëåííÿ (7.1.22),

Pr(f ; ζ1, . . . , ζr)−ΨP−1Ψ∗ =

[[
1 −f(ζi)

] Θ(ζi)JΘ(ζj)
∗

1− ζiζ∗j

[
1

−f(ζj)
∗

]]r
i,j=1

.

Îñòàííié âèðàç ìîæå áóòè çàïèñàíî â òåðìiíàõ σ è d, âèçíà÷åíèõ ó (7.1.26)

i (7.1.25) âiäïîâiäíî, â òàêèé ñïîñiá

Pr(f ; ζ1, . . . , ζr)−ΨP−1Ψ∗ =

[
d(ζi)

−1 1− σ(ζi)σ(ζj)
∗

1− ζiζ∗j
(d(ζj)

∗)−1

]r
i,j=1

.

ßê ìè ïîêàçàëè âèùå, σ ¹ ôóíêöi¹þ êëàñó Øóðà, îòæå,

Pr(f ; ζ1, . . . , ζr)−ΨP−1Ψ∗ ≥ 0,

ùî òÿãíå (7.1.28) ç îãëÿäó íà (7.1.29).

7.1.3 Òåîðåìà 7.6: äîâåäåííÿ. Îñêiëüêè ïåðøà íåðiâíiñòü â (7.1.8)

¹ î÷åâèäíîþ, íàì ïîòðiáíî äîâåñòè ëèøå äðóãó. Ïîçíà÷èìî ÷åðåç f̃ ìå-

ðîìîðôíó ÷àñòèíó f . Çà Òåîðåìîþ 7.2, f̃ ∈ Sq, i, îòæå, çà Ëåìîþ 7.12,

kn(f) ≤ q + `, ïðè n = 1, 2, . . .. Òàêèì ÷èíîì, äîñèòü ïîêàçàòè ùî iñíóþòü

q + 2` ðiçíèõ òî÷îê u1, . . . , uq+2` ∈ Dom (f) òàêèõ ùî

sq−Pq+2`(f ;u1, . . . , uq+2`) ≥ q + `.
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Ïîçíà÷èìî ÷åðåç

Jr(a) =



a 0 0 · · · 0

1 a 0 · · · 0

0 1 a · · · 0
... ... ... . . . ...

0 0 0 · · · 1 a


, a ∈ C

íèæíüî òðèêóòíèé r× r Æîðäàíiâ áëîê ùî âiäïîâiäà¹ âëàñíîìó çíà÷åííþ

a. Ðîçãëÿíåìî íàñòóïíi âåêòîðè Er i Gr â Cr

Er =


1

0
...

0

 ∈ Cr, Gr =


1

1
...

1

 ∈ Cr. (7.1.30)

Äëÿ äîâiëüíîãî âïîðÿäêîâàíîãî íàáîðó ðiçíèõ òî÷îê êîìïëåêñíî¨ ïëîùèíè

Z = {z1, . . . , zk} âèçíà÷èìî íèæíüî òðèêóòíó k× k ìàòðèöþ Φ(Z) íàñòóï-

íèì ÷èíîì

Φ(Z) = [Φi,j]
k
i,j=1 , Φi,j =


1

φ′i(zj)
, ÿêùî i ≥ j,

0, ÿêùî i < j,
(7.1.31)

äå φi(z) =
∏i

j=1(z − zj). Äàëi, äëÿ öüîãî æ íàáîðó òî÷îê Z i êîìïëåêñíî¨

ôóíêöi¨ v(z) âèçíà÷èìî ðåêóðñèâíî ðîçäiëåíi ðiçíèöi [z1, . . . , zj]v

[z1]v = v(z1), [z1, . . . , zj+1]v =
[z1, . . . , zj]v − [z2, . . . , zj+1]v

z1 − zj+1
, j = 1, . . . , k.

Ðîçãëÿíåìî íàñòóïíi ìàòðèöi i âåêòîðè:

D(Z) =


z1 0 · · · 0

0 z2 · · · 0
... ... . . . ...

0 0 · · · zk

 , J(Z) =



z1 0 0 · · · 0

1 z2 0 · · · 0

0 1 z3 · · · 0
... ... ... . . . ...

0 0 0 · · · 1 zk


,
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v(Z) =


v(z1)

v(z2)
...

v(zk)

 , [Z]v =


[z1]v

[z1, z2]v
...

[z1, . . . , zk]v

 . (7.1.32)

Ëåìà 7.13. Íåõàé Z = {z1, . . . , zk} öå óïîðÿäêîâàíèé íàáið ðiçíèõ òî÷îê,

i íåõàé Φ(Z) âèçíà÷åíà ÿê â (7.1.31). Òîäi:

Φ(Z)D(Z) = J(Z)Φ(Z) i Φ(Z)v(Z) = [Z]v. (7.1.33)

ßêùî ôóíêöiÿ v(z) àíàëiòè÷íà â òî÷öi z0 ∈ C, i ðîçêëàäàííÿ Òåéëîðà ìà¹

âèãëÿä v(z) =
∞∑
k=0

vk(z − z0)
k, òî

lim
z1,...,zk→z0

Φ(Z)v(Z) =


v0

v1
...

vk−1

 . (7.1.34)

Äîâåäåííÿ. Ôîðìóëè (7.1.33) ïåðåâiðÿþòüñÿ ïðÿìèì îá÷èñëåííÿì; ôîðìó-

ëà (7.1.34) âèïëèâà¹ ç (7.1.33) îñêiëüêè

lim
zi→z0, i=1,...,j

[z1, . . . , zj]v =
v(j−1)(z0)

(j − 1)!
= vj−1, j = 1, . . . , k.

Áóäåìî ïîçíà÷àòè ÷åðåç diag (X1, . . . , Xk) áëîêîâî-äiàãîíàëüíó ìàòðè-

öþ ç äiàãîíàëüíèìè áëîêàìè X1, . . . , Xk (â çàçíà÷åíîìó ïîðÿäêó).

Ëåìà 7.14. Íåõàé w1, . . . , wk íàáið ðiçíèõ òî÷îê â D, i íåõàé K ¹äèíèé

ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ Ñòåéíà

K − AKA∗ = EE∗, (7.1.35)

äå

A =


Jr1

(w1)
. . .

Jrk(wk)

 , E =


Er1

...

Erk

 (7.1.36)
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è Erj âèçíà÷åíi ïåðøîþ ç ôîðìóë (7.1.30). Òîäi íîðìàëiçîâàíèé äîáóòîê

Áëÿøêå

b(z) = eiα
k∏
j=1

(
z − wj
1− zw∗j

)rj

, b(1) = 1, (7.1.37)

äîïóñêà¹ ðåàëiçàöiþ

b(z) = 1 + (z − 1)E∗(I − zA∗)−1K−1(I − A)−1E, (7.1.38)

à òàêîæ ìà¹ ìiñöå íàñòóïíà ôîðìóëà:

1− b(z)b(w)∗ = (1− zw∗)E∗(I − zA∗)−1K−1(I − w∗A)−1E, (7.1.39)

ïðè z, w ∈ D.

Äîâåäåííÿ. Ïî-ïåðøå, çàóâàæèìî ùî îñêiëüêè Aj ïðàãíå äî íóëÿ åêñïîíåí-

öiàëüíèì ÷èíîì, òî K ìîæå áóòè âèðàæåíà òàêèì çáiæíèì ðÿäîì

K =
∞∑
j=0

AjEE∗(A∗)j. (7.1.40)

Îñêiëüêè ïàðà (E∗, A∗) ¹ ñïîñòåðåæíîþ, òîáòî
∞⋂
j=0

Ker (E∗(A∗)j) = {0},

òî ìàòðèöÿ K ¹ äîäàòíî âèçíà÷åíîþ.

Ìè õî÷åìî ïåðåâiðèòè (7.1.38). Ïîçíà÷èìî ïðàâó ÷àñòèíó öi¹¨ ðiâíîñòi

÷åðåç b̃(z)

b̃(z) = 1 + (z − 1)E∗(I − zA∗)−1K−1(I − A)−1E.

Òîäi 1− b̃(z)̃b(w)∗ äîðiâíþ¹ ïðàâié ÷àñòèíi (7.1.39)

1− b̃(z)̃b(w)∗ = (1− zw∗)E∗(I − zA∗)−1K−1(I − w∗A)−1E.

Öå âèõîäèòü ïðÿìèì îá÷èñëåííÿì ç âèêîðèñòàííÿì òîòîæíîñòi (7.1.35)

(Àíàëîãi÷íî òîìó ÿê áóëà îòðèìàíà ôîðìóëà (7.1.17)). Ç îñòàííüîãî çî-

êðåìà âèïëèâà¹ ùî ôóíêöiÿ b̃ ¹ âíóòðiøíüîþ. Âèêîðèñòîâóþ÷è òîé ôàêò

ùî det (I +XY ) = det (I + Y X) äëÿ ìàòðèöü X i Y ðîçìiðiâ u× v i v × u
âiäïîâiäíî, ç óðàõóâàííÿì òîòîæíîñòi (7.1.38) îòðèìà¹ìî:

b̃(z) = det
(
I + (z − 1)(I − zA∗)−1K−1(I − A)−1EE∗

)
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= det
(
I + (z − 1)(I − zA∗)−1K−1(I − A)−1(K − AKA∗)

)
= det

(
(I − zA∗)−1K−1(I − A)−1

)
× det ((I − A)K(I − zA∗) + (z − 1)(K − AKA∗))

= det
(
(I − zA∗)−1K−1(I − A)−1

)
· det ((zI − A)K(I − A∗))

= c
det (zI − A)

det (I − zA∗)
,

äå c äåÿêå êîìïëåêñíå ÷èñëî, |c| = 1. Çâiäñè âèäíî ùî b̃(z) ¹ ðàöiîíàëüíîþ

ôóíêöi¹þ ñòóïåíÿ

r =
k∑
j=1

rj

i ùî b̃(z) ìà¹ íóëi â òî÷êàõ w1, . . . , wk êðàòíîñòåé r1, . . . , rk, âiäïîâiäíî.

Îñêiëüêè b̃(1) = 1, òî ôóíêöiÿ b̃(z) äiéñíî çáiãà¹òüñÿ ç äîáóòêîì Áëÿøêå

(7.1.37).

Âiäçíà÷èìî ùî ðåçóëüòàò Ëåìè 7.14 âiäîìèé i äëÿ áiëüø çàãàëüíîãî

âèïàäêó ìàòðè÷íî-çíà÷íèõ ôóíêöié (äèâ. [18, Ðàçäåë 7.4]).

Íåõàé òåïåð

f(z) =


S(z)

b(z)
, ÿêùî z 6∈ {z1, . . . , z`, wt+1, . . . , wk}

fj, ÿêùî z = zj, j = 1, . . . , `
(7.1.41)

äå S(z) ôóíêöiÿ êëàñó Øóðà ùî íå äîðiâíþ¹ íóëþ â òî÷êàõ zj, b(z) äîáóòîê

Áëÿøêå (7.1.37). Òî÷êè z1, . . . , z` ëåæàòü â D i âñi ðiçíi, òî÷êè w1, . . . , wk

òåæ ëåæàòü â D i ðiçíi. Ìè ïðèïóñêà¹ìî ùî wj = zj ïðè j = 1, . . . , t,

{wt+1, . . . , wk} ∩ {zt+1, . . . , z`} = ∅, i ùî S(zj)

b(zj)
6= fj ïðè j = t + 1, . . . , `.

Âèïàäêè êîëè t = 0, òîáòî, {w1, . . . , wk} ∩ {z1, . . . , z`} = ∅, àáî êîëè

t = min{k, `} íå âèêëþ÷àþòüñÿ, ïðîòå â öèõ âèïàäêàõ ôîðìóëþâàííÿ ùî

íàâåäåíi íèæ÷å ïîòðåáóþòü ïðèðîäíî¨ ìîäèôiêàöi¨.

Íåõàé N = 2`+
k∑
j=1

rj. Âèáåðåìî N ðiçíèõ òî÷îê â îäèíè÷íîìó êðóçi
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ùî çãðóïîâàíi â k + 2 óïîðÿäêîâàíèõ ïiäìíîæèíè

Mj = {µj,1, . . . , µj,rj}, j = 1, . . . , k; N = {ν1, . . . , ν`}; Z = {z1, . . . , z`}
(7.1.42)

òàêèì ÷èíîì ùî Mj ∩ W = ∅, j = 1, . . . , k, è N ∩ W = ∅, ãäå W =

{w1, . . . , wk}. Ðîçãëÿíåìî âiäïîâiäíó ìàòðèöþ Ïiêà

P = PN(f ;µ1,1, . . . , µk,rk, ν1, . . . , ν`, z1, . . . , z`).

Ïîêàæåìî ùî ÿêùî µj,i è νj äîñòàòíüî áëèçüêi äî wj i zj, âiäïîâiäíî, òî

sq−P ≥ N − `. Áåçïîñåðåäíüî ïåðåâiðÿ¹òüñÿ ùî P ¹ ¹äèíèì ðîçâ'ÿçêîì

ðiâíÿííÿ Ñòåéíà

P − TPT ∗ = GNG
∗
N − CC∗ (7.1.43)

äå GN ∈ CN âèçíà÷åíà â (7.1.30),

T =



D(M1)
. . .

D(Mk)

D(N )

D(Z)


, C =



f(M1)
...

f(Mk)

f(N )

f(Z)


.

Íàãàäà¹ìî ùî çà âèçíà÷åííÿì (7.1.32) i ç îãëÿäó íà (7.1.41),

f(Mj) =


f(µj,1)

...

f(µj,rj)

 , f(N ) =


f(ν1)
...

f(ν`)

 , f(Z) =


f1
...

f`

 .
Ðîçãëÿíåìî ìàòðèöi

Bj = Φ(Mj)diag
(
b(µj,1), . . . , b(µj,rj)

)
(j = 1, . . . , k).

Çàóâàæèìî ùî â ñèëó Ëåìè 7.13,

BjD(Mj) = Φ(Mj)D(Mj)diag
(
b(µj,1), . . . , b(µj,rj)

)
= J(Mj)Φ(Mj)diag

(
b(µj,1), . . . , b(µj,rj)

)
= J(Mj)Bj,

Bjf(Mj) = Φ(Mj)S(Mj) = [Mj]S ,
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BjGrj = Φ(Mj)b(Mj) = [Mj]b .

Òðè îñòàííiõ ðiâíîñòi òÿãíóòü (ç îãëÿäó íà áëîêîâó ñòðóêòóðó ìàòðèöü T ,

C i GN)

BT = T1B, Y1 = BY, i C1 = BC, (7.1.44)

äå

B = diag (B1, . . . , Bj, I2`) , T1 = diag (J(M1), . . . , J(Mk), D(N ), D(Z)) ,

(7.1.45)

Y1 =


[M1]b
...

[Mk]b

G2`

 i C1 =



[M1]S
...

[Mk]S

f(N )

f(Z)


. (7.1.46)

Ïîìíîæèâøè çëiâà i ñïðàâà (7.1.43) íà B è B∗, âiäïîâiäíî, ðîáèìî âèñíî-

âîê, ç îãëÿäó íà (7.1.44), ùî ìàòðèöÿ P1 := BPB∗ ¹ ¹äèíèì ðîçâ'ÿçêîì

ðiâíÿííÿ Ñòåéíà

P1 − T1P1T
∗
1 = Y1Y

∗
1 − C1C

∗
1 , (7.1.47)

äå T1, Y1, i C1 âèçíà÷åíi â (7.1.45) i (7.1.46).

Íàãàäà¹ìî ùî âñi åëåìåíòè â (7.1.47) çàëåæàòü âiä µj,i. Ñïðÿìó¹ìî òåïåð

µj,i → wj, ïðè i = 1, . . . , rj, j = 1, . . . , k. Îñêiëüêè b ìà¹ íóëü ïîðÿäêó rj â

wj, òî ç (7.1.34) âèïëèâà¹ ùî

lim
µj,i→wj

[Mj]b = 0, j = 1, . . . , k,

i, îòæå,

Y2 := lim
µj,i→wj

Y1 =

[
0

G2`

]
∈ CN .
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Àíàëîãi÷íî ç (7.1.32) îòðèìó¹ìî

C2 := lim
µj,i→wj

C1 =



Ŝ1
...

Ŝk

f(N )

f(Z)


, äå Ŝj =



S(wj)

S ′(wj)

1!...

S(rj−1)(wj)

(rj − 1)!


≡


sj,0

sj,1
...

sj,rj−1

 .

Ïåðåõîäÿ÷è äî ãðàíèöi â (7.1.45) ïðè µj,i → wj, îòðèìó¹ìî

T2 := lim
µj,i→wj

T1 = diag (Jr1
(w1), . . . , Jrk(wk), D(N ), D(Z))

= diag (A,D(N ), D(Z)),

äå A âèçíà÷åíà â (7.1.36). Îñêiëüêè òðè ðîçãëÿíóòèõ âèùå ãðàíèöi iñíóþòü,

òî òàêîæ iñíó¹ i ãðàíèöÿ

P2 := lim
µj,i→wj

P1. (7.1.48)

Ïðè öüîìó P2 ¹ ¹äèíèì ðîçâ'ÿçêîì ðiâíÿííÿ Ñòåéíà

P2 − T2P2T
∗
2 = Y2Y

∗
2 − C2C

∗
2 . (7.1.49)

Íåõàé íèæíüî òðèêóòíà Òüîïëiöåâà ìàòðèöÿ Sj âèçíà÷åíà íàñòóïíèì ÷è-

íîì:

Sj =



sj,0 0 . . . 0 0

sj,1 sj,0 . . . 0 0
... . . . . . . ... ...

sj,rj−2 . . . sj,0 0

sj,rj−1 sj,rj−2 . . . sj,1 sj,0


, j = 1, . . . , k.

Âîíà îáîðîòíà îñêiëüêè S(wj) = sj,0 6= 0, j = 1, . . . , k. Íåõàé

R := diag (S−1
1 , . . . , S−1

k , I2`) i C3 =


E

f(N )

f(Z)

 ,
äå âåêòîð E âèçíà÷åíî â (7.1.36). Áëîêîâà ñòðóêòóðà ìàòðèöü R, T2, C2,

C3, E i Y2 ñïiëüíî ç ñïiââiäíîøåííÿìè

S−1
j Jrj(wj) = Jrj(wj)S−1

j , S−1
j Ŝ1 = Erj (j = 1, . . . , k),
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òÿãíóòü

RT2 = T2R, RC2 = C3 i RY2 = Y2.

Ç óðàõóâàííÿì îñòàííiõ ðiâíîñòåé, ïîìíîæèìî (7.1.49) çëiâà íà R i ñïðà-

âà íà R∗. Â ðåçóëüòàòi îòðèìà¹ìî ùî ìàòðèöÿ P3 := RP2R
∗ ¹ ¹äèíèì

ðîçâ'ÿçêîì ðiâíÿííÿ Ñòåéíà

P3 − T2P3T
∗
2 = Y2Y

∗
2 − C3C

∗
3 . (7.1.50)

Ïðèéìåìî íàñòóïíi ïîçíà÷åííÿ

N1 = {ν1, . . . , νt}, Z1 = {z1, . . . , zt},

N2 = {νt+1, . . . , ν`}, Z2 = {zt+1, . . . , z`}.

Çà ïðèïóùåííÿì, Z2 ∩W = ∅. Íåõàé νj → zj ïðè j = t+ 1, . . . , `. Òîäi

f(N2)→
S

b
(Z2).

Çà ïðèïóùåííÿì,

S

b
(zj) 6= f(zj), j = t+ 1, . . . , `. (7.1.51)

Ïåðåõîäÿ÷è äî ãðàíèöü â (7.1.50) ïðè νj → zj (j = t+ 1, . . . , `), ïðèõîäèìî

äî ðiâíîñòi

P4 − T3P4T
∗
3 = Y2Y

∗
2 − C4C

∗
4 , P4 := lim

νj→zj , j=t+1,...,`
P3, (7.1.52)

äå

T3 = diag (A,D(N1), D(Z2), D(Z1), D(Z2)) , C4 =



E

f(N1)
S

b
(Z2)

f(Z1)

f(Z2)


.

Â ñèëó (7.1.51), ìàòðèöÿ

L := diag

((
S

b
− f

)
(zt+1), . . . ,

(
S

b
− f

)
(z`)

)
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îáîðîòíà. Ïîêëàäåìî

T4 =


A 0 0 0

0 D(Z2) 0 0

0 0 D(Z1) 0

0 0 0 D(N1)

 , C5 =


E

G`−t

f(Z1)

f(N1)

 , Y3 =

[
0

G2t

]

(7.1.53)

i

X =


IN−2` 0 0 0 0

0 0 L−1 0 −L−1

0 0 0 It 0

0 It 0 0 0

 .
Îñêiëüêè

XT3 = T4X, XC4 = C5, XY2 = Y3,

òî ÿêùî ïîìíîæèòè (7.1.52) çëiâà íà X i ñïðàâà íà X∗, òî îòðèìà¹ìî ùî

ìàòðèöÿ P5 := XP4X
∗ ¹ ¹äèíèì ðîçâ'ÿçêîì ðiâíÿííÿ Ñòåéíà

P5 − T4P5T
∗
4 = Y3Y

∗
3 − C5C

∗
5 . (7.1.54)

Â ñèëó (7.1.53) i (7.1.54), P5 ìà¹ âèãëÿä

P5 =


−K Q∗1 Q∗2 Q∗3

Q1 R11 R12 R13

Q2 R21 R22 R23

Q3 R31 R32 R33

 ,
äå K âèçíà÷åíà â (7.1.40), à Qj, j = 1, 2, 3 ¹ ðîçâ'ÿçêàìè ðiâíÿíü

Q1 −D(Z2)Q1A
∗ = −G`−tE

∗,

Q2 −D(Z1)Q2A
∗ = −f(Z1)E

∗,

Q3 −D(N1)Q3A
∗ = −f(N1)E

∗.

Ïîçíà÷èìî ÷åðåç [Qα]j j-èé ðÿäîê Qα, α = 1, 2, 3, ìà¹ìî (íàãàäà¹ìî ùî

wj = zj ïðè j = 1, . . . , t):

[Q1]j = −E∗(I − zj+tA∗)−1, j = 1, . . . , `− t;
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[Q2]j = −fjE∗(I − wjA∗)−1, j = 1, . . . , t;

[Q3]j = −f(νj)E
∗(I − νjA∗)−1, j = 1, . . . , t.

Äàëi, âèêîðèñòîâó¹ìî (7.1.39) i ç îãëÿäó íà b(wj) = 0, îòðèìà¹ìî íàñòóïíi

ðiâíîñòi

[Q1]jK
−1 [Q1]

∗
i =

1− b(zt+j)b(zt+i)∗

1− zt+jz∗t+i
, j, i = 1, . . . , `− t,

[Q2]jK
−1 [Q1]

∗
i =

fj
1− wjz∗t+i

, j = 1, . . . , t; i = 1, . . . , `− t,

[Q3]jK
−1 [Q1]

∗
i = f(νj)

1− b(νj)b(zt+i)∗

1− νjz∗t+i
, j = 1, . . . , t; i = 1, . . . , `− t,

[Q2]jK
−1 [Q2]

∗
i =

fjf
∗
i

1− wjw∗i
, j, i = 1, . . . , t,

[Q3]jK
−1 [Q2]

∗
i =

f(νj)f
∗
i

1− νjw∗i
, j, i = 1, . . . , t,

[Q3]jK
−1 [Q3]

∗
i = f(νj)f(νi)

∗1− b(νj)b(νi)∗

1− νjν∗i
, j, i = 1, . . . , t.

Ðîçãëÿíåìî òåïåð Øóðiâñüêå äîïîâíåííÿ R â P5[
Ru,v +QuK

−1Qv

]3
u,v=1

.

Äëÿ éîãî áëîêiâ ìà¹ìî íàñòóïíi ôîðìóëè[
R11 +Q1K

−1Q∗1
]
ji

=
−1

1− zt+jz∗t+i
+

1− b(zt+j)b(zt+i)∗

1− zt+jz∗t+i

= −b(zt+j)b(zt+i)
∗

1− zt+jz∗t+i
,[

R21 +Q2K
−1Q∗1

]
ji

= 0,[
R31 +Q3K

−1Q∗1
]
ji

= − f(νj)

1− νjz∗t+i
+ f(νj)

1− b(νj)b(zt+i)∗

1− νjz∗t+i

= −f(νj)
b(νj)b(zt+i)

∗

1− νjz∗t+i

= −S(νj)b(zt+i)
∗

1− νjz∗t+i
,

[
R22 +Q2K

−1Q∗2
]
ji

=
1− fjf ∗i
1− wjw∗i

+
fjf

∗
i

1− wjw∗i
=

1

1− wjw∗i
,
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[
R32 +Q3K

−1Q∗2
]
ji

=
1− f(νj)f

∗
i

1− νjw∗i
+

f(νj)f
∗
i

1− νjw∗i
=

1

1− νjw∗i
,[

R33 +Q3K
−1Q∗3

]
ji

=
1− f(νj)f(νi)

∗

1− νjν∗i
+ f(νj)f(νi)

∗1− b(νj)b(νi)∗

1− νjν∗i

=
1− S(νj)S(νi)

∗

1− νjν∗i
.

Ïåðåéäåìî äî ãðàíèöi â öüîìó Øóðiâñüêîìó äîïîâíåííi ïðè νj → wj (j =

1, 2, . . . , t) i ïîìíîæèìî éîãî çëiâà íà ìàòðèöþ

[
b(Z2)

−1 0

0 I2t

]
è ñïðàâà íà

ñïðÿæåíó äî íå¨. Â ðåçóëüòàòi îòðèìà¹ìî
−K11 0 K∗31

0 K22 K22

K31 K22

[
1− S(wj)S(wi)

∗

1− wjw∗i

]t
j,i=1

 , (7.1.55)

äå

K11 =

[
1

1− zt+jz∗t+i

]`−t
j,i=1

, K22 =

[
1

1− wjw∗i

]t
j,i=1

, K31 =

[
− S(wj)

1− wjz∗t+i

]t,`−t
j,i=1

.

(7.1.56)

Çàóâàæèìî ùî j-é ðÿäîê ìàòðèöiK31, [K31]j ìîæå áóòè çàïèñàíèé ó âèãëÿäi

[K31]j = S(wj)G
∗
`−t(I − wjD(Z2)

∗)−1 (j = 1, . . . , t).

Çàñòîñó¹ìî Ëåìó 7.11 i ç îãëÿäó íà ïåðåòâîðåííÿ âiä P äî P5, ùî âèêîíàíî

âèùå, ìè äîâåäåìî ùî sq−P ≥ N − ` ÿêùî ïåðåêîíà¹ìîñÿ ùî Øóðiâñü-

êå äîïîâíåííÿ S áëîêó

[
−K11 0

0 K22

]
â ìàòðèöi (7.1.55) ìà¹ íå ìåíøå t

âiä'¹ìíèõ âëàñíèõ çíà÷åíü, òîáòî, ¹ âiä'¹ìíî âèçíà÷åíèì. Öå Øóðiâñüêå

äîïîâíåííÿ äîðiâíþ¹

S =

[
1− S(wj)S(wi)

∗

1− wjw∗i

]t
j,i=1

+K31K
−1
11 K

∗
31 −K22 (7.1.57)

= −
[
S(wj)S(wi)

∗

1− wjw∗i

]t
j,i=1

+K31K
−1
11 K

∗
31

= −
[
S(wj)S(wi)

∗

1− wjw∗i
− [K31]jK

−1
11 ([K31]i)

∗
]t
j,i=1
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= −
[
S(wj)S(wi)

∗

1− wjw∗i
− S(wj)G`−t(I − wjD(Z2)

∗)−1 ×

×K−1
11 (I − w∗iD(Z2))

−1G∗`−tS(wi)
∗
]t
j,i=1

.

Ðîçãëÿíåìî ðàöiîíàëüíó ôóíêöiþ

ϑ(z) = 1 + (z − 1)G∗`−t(I − zD(Z2)
∗)−1K−1

11 (I −D(Z2))
−1G`−t. (7.1.58)

Çàóâàæèìî ùî K11 çàäîâîëüíÿ¹ ðiâíÿííþ Ñòåéíà

K11 −D(Z2)K11D(Z2)
∗ = G`−tG

∗
`−t.

Ïîêëàäåìî k = `−t, r1 = . . . = rk = 1 è âèáåðåìî òî÷êè zt+1, . . . , z` çàìiñòü

w1, . . . , wk â Ëåìi 7.14. Òîäi îòðèìà¹ìî A = D(Z2), K = K11, E = G`−t.

Çàñòîñó¹ìî Ëåìó 7.14, i çðîáèìî âèñíîâîê ùî

ϑ(z) = eiα
`−t∏
j=1

z − zt+j
1− zz∗t+j

, (7.1.59)

äå α ∈ R âèáðàíî òàê ùîá çàáåçïå÷èòè íîðìàëiçàöiþ ϑ(1) = 1. Ó öèõ

ïîçíà÷åííÿõ ñïiââiäíîøåííÿ (7.1.39) íàáèðà¹ âèãëÿäó

1− ϑ(z)ϑ(w)∗ = (1− zw∗)G∗`−t(I − zD(Z2)
∗)−1K−1

11 (I − w∗D(Z2))
−1G`−t.

(7.1.60)

Ç (7.1.59) âèïëèâà¹ ùî Z(ϑ) = Z2 (áiëüø äåòàëüíî, ϑ ¹ ðàöiîíàëüíîþ

ôóíêöi¹þ ñòóïåíÿ ` − t ìà¹ ïðîñòi íóëi â òî÷êàõ zt+1, . . . , z`). Îñêiëüêè

Z1 ∩ Z2 = ∅, òî ϑ(wj) 6= 0, j = 1, . . . , t. Âèêîðèñòîâóþ÷è (7.1.60), ïåðåïè-

øåìî (7.1.58) ó âèãëÿäi

S = −
[
S(wj)ϑ(wj)ϑ(wi)

∗S(wi)
∗

1− wjw∗i

]t
j,i=1

. (7.1.61)

Òàê ÿê S(wj)ϑ(wj) 6= 0 (j = 1, . . . , t), òî S âiä'¹ìíî âèçíà÷åíà. Ó ïiäñóìêó

ìà¹ìî

sq−P ≥ sq−P5 = sq−(−K) + sq−

[
−K11 0

0 K22

]
+ sq−S

= (N − 2`) + (`− t) + t = N − `.

Ùî çàâåðøó¹ äîâåäåííÿ.
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7.1.4 Òåîðåìè 7.5 òà 7.9: äîâåäåííÿ.

Äîâåäåííÿ Òåîðåìè 7.5. Iìïëiêàöiþ 3⇒ 1 âæå áóëî äîâåäåíî, iìïëiêàöiÿ 1

⇒ 3 âèïëèâà¹ ç âèçíà÷åííÿ Sκ. Ïðèïóñòèìî ùî âèêîíó¹òüñÿ 2, ïðèïóñòèìî
ùî f̃ ñòàíäàðòíà ôóíêöiÿ ÿêà ïðîäîâæó¹ f ÿê îïèñàíî â 2. Çà Òåîðåìîþ

7.6, f̃ ∈ Sκ. Òîäi, çà âèçíà÷åííÿì Sκ, f ∈ Sκ′ ç äåÿêèì κ′ ≤ κ. Îäíàê, çà

Çàóâàæåííÿì 7.8, κ′ = κ. Òèì ñàìèì 1 äîâåäåíî.

Çàëèøà¹òüñÿ äîâåñòè iìïëiêàöiþ 3⇒ 2. Ïðèïóñòèìî ùî f çàäîâîëüíÿ¹

3. Ìiðêóþ÷è òàê ñàìî ÿê i ïðè äîâåäåííi 3 ⇒ 1, ïîáóäó¹ìî ìåðîìîðô-

íó ôóíêöiþ F (z), ÿêà ìîæå áóòè âèðàæåíà ôîðìóëîþ (7.1.27), ïðè öüîìó

F (z) = f(z) äëÿ z ∈ D \ (Z ∪ Λ) (òóò ìè âèêîðèñòîâó¹ìî òi æ ïîçíà÷åííÿ

ùî i ïðè äîâåäåííi 3 ⇒ 1). Òàê ÿê iìïëiêàöiþ 3 ⇒ 1 âæå äîâåäåíî, òî ìè

çíà¹ìî ùî f ∈ Sκ. Â ñèëó äðóãîãî òâåðäæåííÿ Ëåìè 7.12, F̃ ∈ Sκ′ ïðè
äåÿêîìó κ′ ≤ κ + n, äå F̃ öå îáìåæåííÿ F íà ìíîæèíó D \ (Z ∪ Λ). Â ñè-

ëó íåïåðåðâíîñòi (Òâåðäæåííÿ 7.11), ôóíêöiÿ F , êîëè ðîçãëÿíóòà íà ñâî¨é

ïðèðîäíié îáëàñòi âèçíà÷åííÿ D \ P (F ), äå P (F ) öå ìíîæèíà ïîëþñiâ F ,

òåæ íàëåæèòü Sκ′. Çàñòîñîâóþ÷è Òåîðåìó 7.2, çàïèøåìî F = S
B , äå S ôóíê-

öiÿ êëàñó Øóðà, B äîáóòîê Áëÿøêå ñòóïåíÿ κ′, S i B íå ìàþòü ñïiëüíèõ

íóëiâ. Òàêèì ÷èíîì, f äîïóñêà¹ ïðîäîâæåííÿ äî ñòàíäàðòíî¨ ôóíêöi¨ f̃ ç

κ′ ïîëþñàìè i ρ ñòðèáêàìè, äå ρ äåÿêå íåâiä'¹ìíå öiëå ÷èñëî. Çà Òåîðåìîþ

7.6 i Çàóâàæåííÿì 7.8,

km(f) = κ′ + ρ, äëÿ âñiõ m ≥ κ′ + 2ρ. (7.1.62)

Ç iíøîãî áîêó, îñêiëüêè f ∈ Sκ, òî kn(f) = κ äëÿ âñiõ äîñòàòíüî âåëèêèõ n.

Ïîðiâíþþ÷è îñòàííþ ðiâíiñòü ç (7.1.62), áà÷èìî ùî κ′ + ρ = κ. Òèì ñàìèì

2 äîâåäåíî.

Äîâåäåííÿ Òåîðåìè 7.9. ßêùî f ∈ Sκ i f̃ ¹ ñòàíäàðòíèì ïðîäîâæåííÿì f

(ÿê îïèñàíî â òâåðäæåííi 2 Òåîðåìè 7.5), òî, çà Òåîðåìîþ 7.6,

N(f) ≤ N(f̃) ≤ 2κ.

ßêùî k2κ(f) = k2κ+3(f) = κ, òî âëàñòèâiñòü 3 Òåîðåìè 7.5 âèêîíó¹òüñÿ.

Îòæå, f ∈ Sκ, çà Òåîðåìîþ 7.5.
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7.1.5 Ëîêàëüíèé ðåçóëüòàò. Íåõàé Ω ⊆ D ¹ äåÿêà âiäêðèòà ïiä-

ìíîæèíà. Ïðèïóñòèìî ùî îáëàñòü âèçíà÷åííÿ ôóíêöi¨ f ìiñòèòü ìíîæèíó

Ω. Ïîêëàäåìî

kn(f ; Ω) := max
z1,...,zn∈Ω

sq−Pn(f ; z1, . . . , zn).

Âiäîìèé ëîêàëüíèé ðåçóëüòàò (äèâ. [11, Theorem 1.1.4]) ñòâåðäæó¹ ùî äëÿ

áóäü-ÿêî¨ ìåðîìîðôíî¨ ôóíêöi¨ f êëàñó Sκ i äëÿ áóäü-ÿêî¨ âiäêðèòî¨ ìíîæè-
íè Ω ⊆ D ÿêà íå ìiñòèòü ïîëþñè f , iñíó¹ öiëå ÷èñëî n òàêå ùî kn(f ; Ω) = κ.

Îäíàê, íà âiäìiíó âiä ãëîáàëüíîãî âèïàäêó (Òåîðåìà 7.6), ìiíiìàëüíå òà-

êå n ìîæå áóòè ÿê çàâãîäíî âåëèêèì. Öå ìîæíà ïîáà÷èòè íà íàñòóïíîìó

ïðèêëàäi.

Ïðèêëàä 7.15. Çàôiêñó¹ìî öiëå äîäàòíå ÷èñëî n i ðîçãëÿíåìî ôóíêöiþ

fn(z) =
zn(2− z)

2z − 1
=
S(z)

b(z)
,

äå S(z) = zn ôóíêöiÿ êëàñó Øóðà i b(z) = z−1/2
1−z/2 ìíîæíèê Áëÿøêå. Çà

Òåîðåìîþ 7.2, fn ∈ S1, òîáòî, ÿäðî

K(z, w) :=
1− fn(z)fn(w)∗

1− zw∗
= 1+zw∗+. . .+zn−1(w∗)n−1− 3zn(w∗)n

(2z − 1)(2w∗ − 1)

ìà¹ îäèí âiä'¹ìíèé êâàäðàò â D \ {1
2}. Îáåðåìî n ðiçíèõ òî÷îê Z =

{z1, . . . , zn} â îêîëi íóëÿ. Ïîìíîæèìî ìàòðèöþ Ïiêà Pn(f ; z1, . . . , zn) çëi-

âà íà Φ(Z) i ñïðàâà íà Φ(Z)∗, äå Φ(Z) âèçíà÷åíà â (7.1.31). Çà Ëåìîþ

7.13,

lim
z1,...,zn→0

Φ(Z)Pn(f ; z1, . . . , zn)Φ(Z)∗ =

[
1

i!

1

j!

(
∂i+j

∂zi∂(w∗)j
K(z, w)

)
z,w=0

]n−1

i,j=0

.

(7.1.63)

Îñòàííÿ ìàòðèöÿ ¹ îäèíè÷íîþ, çîêðåìà äîäàòíî âèçíà÷åíîþ. Çà Ëåìîþ

7.11, iñíó¹ δn > 0 òàêà ùî Pn(f ; z1, . . . , zn) ≥ 0 ïðè |z1|, . . . , |zn| < δn.

Ç iíøîãî áîêó, îñêiëüêè

∂2n

∂zn∂(w∗)n
K(z, w)

∣∣∣∣
z,w=0

= −3,
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òî âèáèðàþ÷è n + 1 ðiçíèõ òî÷îê Z ′ = {z1, . . . , zn+1} â îêîëi íóëÿ, àíàëî-
ãi÷íî (7.1.63), îòðèìà¹ìî

lim
z1,...,zn+1→0

Φ(Z ′)Pn+1(f ; z1, . . . , zn+1)Φ(Z ′)∗

=

[
1

i!

1

j!

(
∂i+j

∂zi∂(w∗)j
K(z, w)

)
z,w=0

]n
i,j=0

=

[
In 0

0 −3

]
.

Çíîâó çà Ëåìîþ 7.11, iñíó¹ δ′n > 0 òàêà ùî Pn+1(f ; z1, . . . , zn+1) ìà¹ îäíå

âiä'¹ìíå âëàñíå çíà÷åííÿ ÿêùî |z1|, . . . , |zn+1| < δ′n.

Àðãóìåíòè âèêîðèñòàíi â äîâåäåííi Òåîðåìè 7.5 äîçâîëÿþòü ïîøèðèòè

ëîêàëüíèé ðåçóëüòàò íà íåìåðîìîðôíi ôóíêöi¨ êëàñó Sκ:

Òåîðåìà 7.16. Ïðèïóñòèìî ùî f ∈ Sκ âèçíà÷åíà â D \ Λ, äå Λ äèñêðåò-

íà ìíîæèíà, òîäi äëÿ áóäü-ÿêî¨ âiäêðèòî¨ ìíîæèíè Ω ⊆ D \ Λ iñíó¹ öiëå

äîäàòíå n òàêå ùî

kn(f ; Ω) = κ′ := q + `Ω, (7.1.64)

äå `Ω ÷èñëî ñòðèáêiâ ôóíêöi¨ f ÿêi ïîòðàïëÿþòü â Ω à q ÷èñëî ïîëþñiâ f â

D ç óðàõóâàííÿì êðàòíîñòi.

Çàóâàæèìî ùî, ç îãëÿäó íà iìïëiêàöiþ 1 ⇔ 2 Òåîðåìè 7.5, f äîïóñêà¹

ïðîäîâæåííÿ äî ñòàíäàðòíî¨ ôóíêöi¨ ç q ïîëþñàìè i ` ñòðèáêàìè; κ = q+`.

Íåõàé f̃ âèõîäèòü ç f óñóíåííÿì ñòðèáêiâ ùî ëåæàòü ïîçà Ω. Òîäi, çíîâó ç

îãëÿäó íà iìïëiêàöiþ 1 ⇔ 2 Òåîðåìè 7.5, f̃ ëåæèòü â Sκ′ ç κ′ = q + `Ω =

κ − `Ωc, äå `Ω i `Ωc ÷èñëî ñòðèáêiâ f â Ω i â äîïîâíåííi äî Ω, âiäïîâiäíî;

`Ω + `Ωc = `. Îñêiëüêè f = f̃ â Ω, òî

km(f ; Ω) = km(f̃ ; Ω) ≤ κ′ = q + `Ω, (7.1.65)

äëÿ áóäü-ÿêîãî öiëîãî m > 0.

Äîâåäåííÿ. Ç îãëÿäó íà Òåîðåìó 7.5, áåç îáìåæåííÿ çàãàëüíîñòi ìîæíà

ââàæàòè ùî f ñòàíäàðòíà ôóíêöiÿ. Òàêîæ ìîæåìî ââàæàòè ùî f íå ìà¹
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ñòðèáêiâ ïîçà Ω, îñêiëüêè çíà÷åííÿ f â ñòðèáêàõ ïîçà Ω íå âïëèâàþòü íà

km(f ; Ω).

Íåõàé w1, . . . , wk ðiçíi ïîëþñè f â Ω ïîðÿäêiâ r1, . . . , rk, âiäïîâiäíî, i

íåõàé z1, . . . , z ell öå ñòðèáêè f . Çà àíàëîãi¹þ ç (7.1.41) ìîæíà ñêàçàòè ùî

f(z) =


Ŝ(z)

b(z)
ÿêùî z 6∈ {z1, . . . , z`, wt+1, . . . , wk}

fj ÿêùî z = zj, j = 1, . . . , `

(7.1.66)

äå b(z) äîáóòîê Áëÿøêå ç p íóëÿìè w1, . . . , wk ïîðÿäêiâ r1, . . . , rk, âiä-

ïîâiäíî (äèâ. (7.1.37)). Ïðèïóñòèìî, ùî wj = zj ïðè j = 1, . . . , t, ùî

{wt+1, . . . , wk}∩ {zt+1, . . . , z`} = ∅ i ùî Ŝ(zj)/b(zj) 6= fj ïðè j = t+ 1, . . . , `.

Ôóíêöiÿ Ŝ(z) ìà¹ âèãëÿä Ŝ(z) = S(z)/b1(z), äå S(z) ôóíêöiÿ êëàñó Øóðà,

ÿêà íå äîðiâíþ¹ íóëþ â òî÷êàõ w1, . . . , wk, à b1(z) äîáóòîê Áëÿøêå, ïîáóäî-

âàíèé çà ïîëþñàìè f (ç óðàõóâàííÿì êðàòíîñòi), ÿêi ëåæàòü ïîçà Ω. Íåõàé

N = 2`+
k∑
j=1

rj. Îáåðåìî N ðiçíèõ òî÷îê ÿê â (7.1.42), ç äîäàòêîâîþ óìîâîþ

ùî âñi öi òî÷êè ëåæàòü â Ω. Âèáåðåìî ùå n ðiçíèõ òî÷îê Ξ = {ξ1, . . . , ξn},
ξj ∈ Ω, âiäìiííèõ âiä (7.1.42), â îêîëi äåÿêî¨ òî÷êè z0 ∈ Ω; ïðèïóñêà¹ìî

ùî f àíàëiòè÷íà â z0. Êiëüêiñòü òî÷îê ξj i ¨õ âèáið áóäóòü áiëüø êîíêðåòíî

îïèñàíi íèæ÷å. Ðîçãëÿíåìî ìàòðèöþ Ïiêà

P = PN+n(f ;µj,i, ν1, . . . , ν`, z1, . . . , z`, ξ1, . . . , ξn).

Òóò ìè ïîâòîðèìî ìiðêóâàííÿ íàâåäåíi ìiæ ôîðìóëàìè (7.1.42) s (7.1.55)

ïðè äîâåäåííi Òåîðåìè 7.6, ó çàñòîñóâàííi äî ëiâîãî âåðõíüîãî áëîêó ðîç-

ìiðó N ×N ìàòðèöi P . Â ðåçóëüòàòi îòðèìà¹ìî íàñòóïíó áëî÷íó ìàòðèöþ

P6 =


−K11 0 K∗31 K∗41

0 K22 K22 K∗42

K31 K22 K33 K∗43

K41 K42 K43 K44

 , (7.1.67)

äå K11, K22 i K31 òàêi æ ÿê â (7.1.56), à

K41 =

[
− Ŝ(ξj)

1− ξjz∗t+i

]n,`−t
j,i=1

, K42 =

[
1

1− ξjw∗i

]n,`−t
j,i=1

,
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K43 =

[
1− Ŝ(ξj)Ŝ(wi)

∗

1− ξjw∗i

]n,`−t
j,i=1

, K44 =

[
1− Ŝ(ξj)Ŝ(ξi)

∗

1− ξjξ∗i

]n
j,i=1

,

K33 =

[
1− Ŝ(wj)Ŝ(wi)

∗

1− wjw∗i

]t
j,i=1

.

Ðîçìiðè ìàòðèöü K11, K22, K33 i K44 äîðiâíþþòü (`− t)× (`− t), t× t, t× t
i n× n, âiäïîâiäíî. Çâiäñè ñëiäó¹ ùî

sq−P ≥ N − 2`+ sq−P6 =
k∑
j=1

rj + sq−P6. (7.1.68)

Íåõàé S öå Øóðiâñüêå äîïîâíåííÿ áëîêó

[
−K11 0

0 K22

]
â (7.1.67):

S =

[
S11 S12

S21 S22

]
.

Òîäi

sq−P6 = `− t+ sq−S. (7.1.69)

Áëîê S22 ìàòðèöi S âèðàæà¹òüñÿ ôîðìóëîþ

S22 = K44 −K42K
−1
22 K

∗
42 +K41K

−1
11 K

∗
41.

Äëÿ ðåøòè áëîêiâ, çà àíàëîãi¹þ ç (7.1.58) i (7.1.61, îòðèìó¹ìî

S11 = −

[
Ŝ(wj)ϑ(wj)ϑ(wi)

∗Ŝ(wi)
∗

1− wjw∗i

]t
j,i=1

, (7.1.70)

S21 = −

[
Ŝ(ξj)ϑ(ξj)ϑ(wi)

∗Ŝ(wi)
∗

1− ξjw∗i

]t,n
j,i=1

,

äå ðàöiîíàëüíà ôóíêöiÿ ϑ âèçíà÷åíà ôîðìóëîþ (7.1.58). Çàóâàæèìî ùî

Ŝ(wi)ϑ(wi) 6= 0, i = 1, . . . , t.

Ïîìíîæèìî S çëiâà íà ìàòðèöþ

diag

(
1

Ŝ(w1)ϑ(w1)
, . . . ,

1

Ŝ(wt)ϑ(wt)
, I

)
(7.1.71)
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i ñïðàâà íà ñïðÿæåíó äî (7.1.71). Â ðåçóëüòàòi îòðèìà¹ìî

P7 =


−
[

1

1− wjw∗i

]t
j,i=1

−[Ŝ(ξj)ϑ(ξj)

1− ξjw∗i

]n,t
j,i=1

∗

−

[
Ŝ(ξj)ϑ(ξj)

1− ξjw∗i

]n,t
j,i=1

K44 −K42K
−1
22 K

∗
42 +K41K

−1
11 K

∗
41

 . (7.1.72)

Íàðåøòi, ðîçãëÿíåìî Øóðiâñüêi äîïîâíåííÿ, ÿêi ïîçíà÷èìî ÷åðåç P8, áëîêó

−
[

1

1− wjw∗i

]t
j,i=1

â ìàòðèöi P7. Òîäi

sq−S = t+ sq−P8. (7.1.73)

Åëåìåíò ç iíäåêñîì (j, i) â P8 îá÷èñëþ¹òüñÿ ÿê

1− Ŝ(ξj)Ŝ(ξi)
∗

1− ξjξ∗i
−G∗`−t(I − ξjD(W1)

∗)−1K−1
22 (I − ξ∗iD(W1))

−1G`−t

+Ŝ(ξj)G
∗
`−t(I − ξjD(Z2)

∗)−1K−1
11 (I − ξ∗iD(Z2))

−1G`−tŜ(ξi)
∗

+Ŝ(ξj)ϑ(ξj)G
∗
`−t(I − ξjD(W1)

∗)−1K−1
22 (I − ξ∗iD(W1))

−1G`−tϑ(ξi)
∗Ŝ(ξi)

∗.

Îñêiëüêè

K22 −D(W1)K22D(W1)
∗ = G`−tG

∗
`−t,

ðîáèìî âèñíîâîê (òàê ñàìî ÿê öå áóëî çðîáëåíî äëÿ ôóíêöi¨ ϑ ùî áóëî

âèçíà÷åíî çà ôîðìóëîþ (7.1.58)), ùî ðàöiîíàëüíà ôóíêöiÿ

ϑ̂(z) = 1 + (z − 1)G∗`−t(I − zD(W1)
∗)−1K−1

22 (I −D(W1))
−1G`−t

¹ âíóòðiøíüîþ i ¨¨ ìíîæèíà íóëiâ Z(ϑ̂) çáiãà¹òüñÿ ç W1: Z(ϑ̂) =W1. Âèêî-

ðèñòîâóþ÷è (7.1.60) i ôîðìóëó

1− ϑ̂(z)ϑ̂(w)∗ = G∗`−t(I − zD(W1)
∗)−1K−1

22 (I − w∗D(W1))
−1G`−t,

îòðèìà¹ìî, àíàëîãi÷íî (7.1.60), âèðàç äëÿ (j, i) - ãî åëåìåíòó P8:

1− Ŝ(ξj)Ŝ(ξi)
∗

1− ξjξ∗i
− 1− ϑ̂(ξj)ϑ̂(ξi)

∗

1− ξjξ∗i
+ Ŝ(ξj)

1− ϑ(ξj)ϑ(ξi)
∗

1− ξjξ∗i
Ŝ(ξi)

∗

+Ŝ(ξj)ϑ(ξj)
1− ϑ̂(ξj)ϑ̂(ξi)

∗

1− ξjξ∗i
ϑ(ξi)

∗Ŝ(ξi)
∗
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= ϑ̂(ξj)
1− Ŝ(ξj)ϑ(ξj)ϑ(ξi)

∗Ŝ(ξi)
∗

1− ξjξ∗i
ϑ̂(ξi)

∗.

Òåïåð âèáåðåìî òî÷êó z0 ∈ Ω, â îêîëi ÿêî¨ âèáèðàþòüñÿ òî÷êè Ξ, òàê ùîá

ϑ̂(z0) 6= 0. Òîäi, ïðè äîñòàòíüî ìàëîìó ðîçìiði îêîëó, òàêîæ ϑ̂(ξj) 6= 0,

j = 1, . . . , n. Ìíîæåííÿ P8 çëiâà íà ìàòðèöþ diag (ϑ̂(ξ1)
−1, . . . , ϑ̂(ξn)

−1) i

ñïðàâà íà ñïðÿæåíó ïðèâîäèòü äî ìàòðèöi

P9 =

[
1− T (ξj)T (ξi)

∗

1− ξjξ∗i

]n
j,i=1

,

ãäå T (z) = Ŝ(z)ϑ(z). Ìà¹ìî

sq−P8 = sq−P9 (7.1.74)

Çàóâàæèìî ùî T (z) ¹ ìåðîìîðôíîþ ôóíêöi¹þ ç ïîëþñàìè ùî ëåæàòü ïîçà

Ω. Â ñèëó [11, Theorem 1.1.4], iñíó¹ íàòóðàëüíå n i òî÷êè ξ1, . . . , ξn â îêîëi

z0 òàêi ùî P9 ìà¹ q −
k∑
j=1

rj (÷èñëî ïîëþñiâ T (z)) âiä'¹ìíèõ âëàñíèõ çíà-

÷åíü. Ïðè òàêîìó âèáîði ξj, êîìáiíóþ÷è (7.1.68), (7.1.69), (7.1.73) i (7.1.74),

îòðèìà¹ìî ùî

sq−P ≥ q + `.

Öÿ íåðiâíiñòü ðàçîì çi çâîðîòíîþ íåðiâíiñòþ (7.1.65) òÿãíóòü ðiâíiñòü

(7.1.64).

7.2 Çàäà÷à Íåâàíëiííè-Ïiêà ó ðîçøèðåíîìó êëàñi

Êðåéíà�Ëàíãåðà: ñòàíäàðòíi ðîçâ'ÿçêè

Â öüîìó ðîçäiëi âèâ÷à¹òüñÿ iíòåðïîëÿöiéíà çàäà÷à Íåâàíëiííè-Ïiêà

â ðîçøèðåíîìó êëàñi Êðåéíà-Ëàíãåðà Sκ (äèâ. Âèçíà÷åííÿ 7.1 â Ðîçäiëi

7.1.1). Ïîêàçàíî ùî ïðè ðîçâ'ÿçàííi çàäà÷i â öüîìó êëàñi, ïðèðîäíà ôîð-

ìóëà äëÿ ðîçâ'ÿçêiâ íå äà¹ � ñòîðîííiõ ôóíêöié �, ÿê öå ìà¹ ìiñöå ÿêùî

äîïóñêàþòüñÿ òiëüêè ìåðîìîðôíi ðîçâ'ÿçêè. Êðiì òîãî ïîêàçàíî ùî â ðàçi

âèðîäæåííÿ çàäà÷à ìà¹ ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê, ÿêèé íå îáîâ'ÿçêîâî ¹ ìåðîìîðô-

íèì. Òàêîæ ðîçãëÿäà¹òüñÿ çàäà÷à ïðîäîâæåííÿ ôóíêöi¨ êëàñó Sκ äî ìàê-

ñèìàëüíî¨ ôóíêöi¨ öüîãî êëàñó.
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7.2.1 Ïîçíà÷åííÿ òà îñíîâíi ðåçóëüòàòè. Âiäîìî ùî ôóíêöi¨ f

êëàñó S0 äîïóñêàþòü ïðîäîâæåííÿ äî ôóíêöié êëàñó Øóðà. Íàäàëi êëàñ

ôóíêöié Øóðà â îäèíè÷íîìó êðóçi òàêîæ áóäåìî ïîçíà÷àòè ÷åðåç S0.

Iíòåðïîëÿöiéíi çàäà÷i ðîçãëÿäàëèñÿ ðàíiøå òiëüêè äëÿ ìåðîìîðôíèõ

ôóíêöié êëàñó Sκ: Çàäà÷à Øóðà-Òàêàãi [7], Çàäà÷à Íåâàíëiííè-Ïiêà [82],

[52], [19]. ßê áóëî ïîêàçàíî â [18, Ðàçäåë 19.3], ïðè òàêié ïîñòàíîâöi ïðè-

ðîäíà ôîðìóëà, ùî ïàðàìåòðèçó¹ ðîçâ'ÿçêè, äà¹ � çàéâi ðîçâ'ÿçêè �. Öå

ïèòàííÿ òàêîæ ðîçãëÿäàëîñÿ â [47]. ßê ìè ïîêàçó¹ìî â öüîìó ðîçäiëi, ÿê-

ùî íå îáìåæóâàòèñÿ òiëüêè ìåðîìîðôíèìè ôóíêöiÿìè êëàñó Sκ, òî çàéâèõ
ðîçâ'ÿçêiâ íå áóäå.

Îòæå, â öüîìó ðîçäiëi ðîçãëÿäà¹òüñÿ íàñòóïíà çàäà÷à NPκ: Çàäàíi òî÷-

êè z1, . . . , zk ∈ D è êîìïëåêñíi ÷èñëà F1, . . . , Fk, çíàéòè âñi ôóíêöi¨ F ∈ Sκ
(íå îáîâ'ÿçêîâî ìåðîìîðôíi) òàêi ùî z1, . . . , zk íàëåæàòü îáëàñòi âèçíà-

÷åííÿ F i

F (zi) = Fi, (i = 1, . . . , k). (7.2.1)

Äëÿ áóäü-ÿêîãî ðîçâ'ÿçêó F çàäà÷i NPκ ìàòðèöÿ Ïiêà Pk(F ; z1, . . . , zk) ìà¹

âèãëÿä

P =

[
1− FiF ∗j
1− ziz∗j

]k
i,j=1

. (7.2.2)

Öÿ ìàòðèöÿ çàëåæèòü òiëüêè âiä äàíèõ iíòåðïîëÿöi¨. Áóäåìî íàçèâàòè ¨¨

ìàòðèöåþ Ïiêà çàäà÷i NPκ. Çàóâàæèìî ùî P ¹ ¹äèíèì ðîçâ'ÿçêîì ðiâ-

íÿííÿ Ñòåéíà

P − TPT ∗ = EE∗ − CC∗, (7.2.3)

äå

T =


z1

. . .

zk

 , E =


1
...

1

 , C =


F1
...

Fk

 . (7.2.4)

ßêùî iñíó¹ F ∈ Sκ ÿêà çàäîâîëüíÿ¹ iíòåðïîëÿöiéíèì óìîâàì (7.2.1), òî

sq−(P ) ≤ κ. Òàêèì ÷èíîì öå íåîáõiäíà óìîâà iñíóâàííÿ ðîçâ'ÿçêó çàäà÷i
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NPκ. Ç iíøîãî áîêó âiäîìî (äèâ. [18, Ðîçäië 19.3]) ùî ÿêùî

sq−(P ) = κ i detP 6= 0, (7.2.5)

òî çàäà÷à NPκ ìà¹ íåñêií÷åííî áàãàòî ìåðîìîðôíèõ ðîçâ'ÿçêiâ, ÿêi ïà-

ðàìåòðèçîâàíi äðîáîâî-ëiíiéíèì ïåðåòâîðåííÿì. Ìè íàâåäåìî òóò òî÷íå

ôîðìóëþâàííÿ öüîãî ðåçóëüòàòó. Âèçíà÷èìî 2× 2 ìàòðè÷íî-çíà÷íó ôóíê-

öiþ

Θ(z) =

[
Θ11(z) Θ12(z)

Θ21(z) Θ22(z)

]
(7.2.6)

= I2 + (z − 1)

[
E∗

C∗

]
(I − zT ∗)−1P−1(I − T )−1

[
E −C

]
.

Âîíà ¹ J -óíiòàðíîþ íà T âiäíîñíî ìåòðèêè

J =

[
1 0

0 −1

]
,

òîáòî, Θ(z)JΘ(z)∗ = J ïðè z ∈ T. Äiéñíî, âèêîðèñòîâóþ÷è âèçíà÷åííÿ

(7.2.6), ñòàíäàðòíèì îá÷èñëåííÿì îòðèìó¹ìî

J −Θ(z)JΘ(w)∗ =

[
E∗

C∗

]
(I − zT ∗)−1P−1(I − T )−1 ×

× L(z, w)(I − T ∗)−1P−1(I − w∗T )−1
[
E C

]
,

äå

L(z, w) = (1− z)(I − w∗T )P (I − T ∗) + (1− w∗)(I − T )P (I − zT ∗)

− (1− z)(1− w∗)(EE∗ − CC∗)

= (1− zw∗)(I − T )P (I − T ∗).

Â îñòàííié ðiâíîñòi âèêîðèñòàíî òîòîæíiñòü (7.2.3). Îòæå,

J −Θ(z)JΘ(w)∗ = (1− zw∗)

[
E∗

C∗

]
(I − zT ∗)−1P−1(I − w∗T )−1

[
E C

]
(7.2.7)
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âèêîíó¹òüñÿ âñþäè äå Θ âèçíà÷åíà. Çàóâàæèìî ùå ùî

det Θ(z) =
k∏
j=1

(z − zj)(1− z∗j )
(1− zz∗j )(1− zj)

(7.2.8)

è îòæå Θ(z) ¹ îáîðîòíîþ ïðè êîæíîìó z ∈ D \ {z1, . . . , zk}. Âiäîìèé òàêèé
ôàêò

Òåîðåìà 7.17 ([18], Ðîçäië 19.3). Íåõàé ìàòðèöÿ Ïiêà P çàäà÷i NPκ çàäî-

âîëüíÿ¹ óìîâàì (7.2.5) i íåõàé ìàòðèöÿ-ôóíêöiÿ Θ âèçíà÷åíà çà ôîðìóëîþ

(7.2.6). Òîäi âñå ìåðîìîðôíi ðîçâ'ÿçêè F çàäà÷i NPκ ïàðàìåòðèçîâàíi íà-

ñòóïíèì ÷èíîì

F (z) = TΘ[E ] :=
Θ11(z)E(z) + Θ12(z)

Θ21(z)E(z) + Θ22(z)
, (7.2.9)

äå E öå äîâiëüíà ôóíêöiÿ êëàñó Øóðà òàêà ùî

Θ21(zi)E(zi) + Θ22(zi) 6= 0 (i = 1, . . . , k). (7.2.10)

Ìîæíà ïîêàçàòè ùî ç íåâèðîäæåíîñòi P âèïëèâà¹ iñíóâàííÿ íåñêií-

÷åííîãî ÷èñëà ôóíêöié êëàñó Øóðà E , ÿêi çàäîâîëüíÿþòü (7.2.10). Îòæå,
çàäà÷à NPκ ìà¹ íåñêií÷åííî áàãàòî ìåðîìîðôíèõ ðîçâ'ÿçêiâ. Ïàðàìåòðè

E ÿêi íå çàäîâîëüíÿþòü óìîâàì (7.2.10) òðàäèöiéíî ç ðîçãëÿäó âèêëþ÷à-

ëèñÿ (äèâ. [52], [47]). Ôóíêöi¨ F ÿêi âiäïîâiäàþòü òàêèì ïàðàìåòðàì çà

ôîðìóëîþ (7.2.9) ìàþòü â äåÿêèõ òî÷êàõ iíòåðïîëÿöi¨ àáî ïîëþñ (â öüîìó

âèïàäêó iíòåðïîëÿöiéíà óìîâà ïîðóøó¹òüñÿ) àáî óñóíåíó îñîáëèâiñòü. Â

îñòàííüîìó âèïàäêó çíà÷åííÿ, ùî âèõîäèòü óñóíåííÿì îñîáëèâîñòi, òàêîæ

íå çáiãà¹òüñÿ ç çàäàíèì iíòåðïîëÿöiéíèì çíà÷åííÿì. Òàêèì ÷èíîì öi F íå

¹ ðîçâ'ÿçêàìè çàäà÷i â àíàëiòè÷íîìó ñåíñi. Êðiì òîãî, âèÿâëÿ¹òüñÿ ùî öi

F ëåæàòü â êëàñi Sκ′ ç κ′ < κ. Îäíàê, ÿêùî ïðèïèñàòè ¨ì � ïðàâèëüíi �

iíòåðïîëÿöiéíi çíà÷åííÿ ó âñiõ òî÷êàõ iíòåðïîëÿöi¨, òî ç îäíîãî áîêó âî-

íè ñòàíóòü ðîçâ'ÿçêàìè (íåõàé i íå ìåðîìîðôíèìè), à ç iíøîãî îïèíÿòüñÿ

â êëàñi Sκ. Öå i ñòàíîâèòü çìiñò îñíîâíî¨ òåîðåìè öüîãî ðîçäiëó: äà¹òüñÿ

îïèñ âñiõ ðîçâ'ÿçêiâ íåâèðîäæåíî¨ çàäà÷i NPκ, à íå òiëüêè ìåðîìîðôíèõ.
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Âiäçíà÷èìî ùî ç îãëÿäó íà Òåîðåìó 7.5 äîñòàòíüî ãîâîðèòè ïðî ôóíêöi¨

ñòàíäàðòíi â ñåíñi Âèçíà÷åííÿ 7.4.

Òåîðåìà 7.18. Ïðèïóñòèìî ùî ìàòðèöÿ Ïiêà P çàäà÷i NPκ çàäîâîëüíÿ¹

óìîâàì (7.2.5). Íåõàé Θ ìàòðèöÿ-ôóíêöiÿ âèçíà÷åíà â (7.2.6). Âñi ñòàí-

äàðòíi ðîçâ'ÿçêè F çàäà÷i NPκ îïèñóþòüñÿ íàñòóïíèì ÷èíîì

F (z) =


Θ11(z)E(z) + Θ12(z)

Θ21(z)E(z) + Θ22(z)
, ÿêùî z 6∈ ({z1, . . . , zk} ∪ { íóëi Θ21E + Θ22})

Fi, ÿêùî z = zi (i = 1, . . . , k).

(7.2.11)

Òóò ïàðàìåòð E ïðîáiãà¹ âåñü êëàñ Øóðà S0.

Ïiäêðåñëèìî ùå ðàç ùî ïðè óäàâàíié òðèâiàëüíîñòi òâåðäæåííÿ òåîðå-

ìè (âñi ôóíêöi¨ F ¹ ðîçâ'ÿçêàìè çà âèçíà÷åííÿì), íå ¹ î÷åâèäíèì òîé ôàêò

ùî âñi âîíè ëåæàòü â Sκ i ùî iíøèõ ðîçâ'ÿçêiâ â öüîìó êëàñi ó çàäà÷i íåìà¹.
Äîâåäåííÿ Òåîðåìè 7.18 íàâîäèòüñÿ â íàñòóïíîìó ïàðàãðàôi. Ó òðåòüî-

ìó ïàðàãðàôi âèâ÷à¹òüñÿ âèðîäæåíèé âèïàäîê çàäà÷i NPκ, êîëè ìàòðèöÿ

Ïiêà ¹ âèðîäæåíîþ. Äëÿ öüîãî âèïàäêó äîâîäèòüñÿ ¹äèíiñòü ðîçâ'ÿçêó, ÿêå

íå îáîâ'ÿçêîâî ¹ ìåðîìîðôíèì. Ó ÷åòâåðòîìó ïàðàãðàôi öi ðåçóëüòàòè çà-

ñòîñîâóþòüñÿ äëÿ äîêàçó òîãî ùî êîæíà ôóíêöiÿ êëàñó Sκ ùî âèçíà÷åíà íà
áóäü-ÿêié ïiäìíîæèíi îäèíè÷íîãî êðóãó (ïîðiâíÿíî Â Òåîðåìi 7.5 ðîçãëÿäà-

þòüñÿ òiëüêè âiäêðèòi ïiäìíîæèíè) äîïóñêà¹ ïðîäîâæåííÿ äî ñòàíäàðòíî¨

ôóíêöi¨ êëàñó Sκ. Ó öüîìó æ ïàðàãðàôi íàâîäèòüñÿ ïðèêëàä ÿêèé ïîêàçó¹

ùî ÿêùî îáìåæèòèñÿ ðîçãëÿäîì òiëüêè ìåðîìîðôíèõ ôóíêöié êëàñó Sκ,
òî öå òâåðäæåííÿ íå ¹ âiðíèì.

7.2.2 Äîâåäåííÿ Òåîðåìè 7.18. Íàì çíàäîáëÿòüñÿ äåÿêi ðåçóëü-

òàòè ç [30], ÿêi ìè çàðàç íàâåäåìî. Ââåäåìî íàñòóïíi ïîçíà÷åííÿ

UE(z) = Θ11(z)E(z) + Θ12(z), VE(z) = Θ21(z)E(z) + Θ22(z). (7.2.12)

Áóäåìî ãîâîðèòè ùî ôóíêöiÿ êëàñó Øóðà E ¹ ïàðàìåòðîì ìóëüòèïîðÿäêó

m = (m1, . . . ,mk) ó ôîðìóëi (7.2.9) ÿêùî ôóíêöiÿ VE = Θ21E+Θ22 ìà¹ íóëi

êðàòíîñòåé mi â òî÷êàõ zi, âiäïîâiäíî, ïðè i = 1, . . . , k:

VE(zi) = V ′E(zi) = . . . = V
(mi−1)
E (zi) = 0, V

(mi)
E (zi) 6= 0 (i = 1, . . . , k).
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Ç êîæíèì ìóëüòèiíäåêñîì m = (m1, . . . ,mk) çâ'ÿæåìî ÷èñëî

γm := ÷èñëî iíäåêñiâ i (i = 1, . . . , k) òàêèõ ùî mi > 0. (7.2.13)

Òåîðåìà 7.19. [30] Ïðèïóñòèìî ùî P îáîðîòíà i ùî sq−P = κ. Íåõàé E ∈
S0 ¹ ïàðàìåòðîì ìóëüòèïîðÿäêó m. Òîäi ìåðîìîðôíà ôóíêöiÿ S = TΘ[E ]

íàëåæèòü êëàñó Sκ−γm, ìà¹ ïîëþñ ïîðÿäêó mi − 1 â zi, ÿêùî mi > 1, i ìà¹

óñóâíó îñîáëèâiñòü â zi, ÿêùî mi = 1. Áiëüø òîãî, S(zi) = Fi, ÿêùî mi = 0,

i S(zi) 6= Fi, ÿêùî mi = 1 (â îñòàííüîìó âèïàäêó S(zi) öå çíà÷åííÿ ùî

îòðèìàíî àíàëiòè÷íèì óñóíåííÿì îñîáëèâîñòi).

Ç öi¹¨ òåîðåìè âèïëèâà¹ ùî âñi ôóíêöi¨ ÿêi âèõîäÿòü çà ôîðìóëîþ

(7.2.11) ¹ ñòàíäàðòíèìè ôóíêöiÿìè êëàñó Sκ i çàäîâîëüíÿþòü âñiì iíòåð-

ïîëÿöiéíèì óìîâàì çàäà÷i. Çàëèøà¹òüñÿ äîâåñòè Òåîðåìó 7.18 â çâîðîòíó

ñòîðîíó.

Äîâåäåííÿ Òåîðåìè 7.18. Íåõàé F âèçíà÷åíà ôîðìóëîþ (7.2.11) ç

äåÿêîþ E ∈ S0. Òîäi, çà âèçíà÷åííÿì, âîíà çàäîâîëüíÿ¹ âñiì iíòåðïîëÿ-

öiéíèì óìîâàì (7.2.1). Íåõàé E áóäå ïàðàìåòð ìóëüòèïîðÿäêó m. Òîäi, çà

Òåîðåìîþ 7.19, ôóíêöiÿ TΘ[E ] (ìåðîìîðôíà ÷àñòèíà F ) íàëåæèòü êëàñó

Sκ−γm i çàäîâîëüíÿ¹

TΘ[E ](zi) = Fi ÿêùî mi = 0; TΘ[E ](zi) 6= Fi ÿêùî mi > 0.

Îòæå, ôóíêöiÿ F , ùî âèçíà÷à¹òüñÿ ôîðìóëîþ (7.2.11), âèõîäèòü äîäàâàí-

íÿì γm ñòðèáêiâ äî ìåðîìîðôíî¨ ôóíêöi¨ TΘ[E ] êëàñó Sκ−γm. Òèì ñàìèì

âîíà ¹ ñòàíäàðòíîþ ôóíêöi¹þ i, çà Òåîðåìîþ 7.5, F íàëåæèòü êëàñó Sκ.

Äîâåäåííÿ â çâîðîòíó ñòîðîíó âèêîðèñòîâó¹ îá÷èñëåííÿ àíàëîãi÷íi òèì

ÿêi ïðîâåäåíi ïðè äîâåäåííi iìïëiêàöi¨ 3 ⇒ 1 â Òåîðåìi 7.5 (Ðîçäië 7.1.2).

Íåõàé F ¹ ñòàíäàðòíîþ ôóíêöi¹þ êëàñó Sκ ÿêà çàäîâîëüíÿ¹ iíòåðïîëÿöié-
íèì óìîâàì (7.2.1). Îáåðåìî r ðiçíèõ òî÷îê ζ1, . . . , ζr ∈ D i ðîçãëÿíåìî

ìàòðèöþ Ïiêà Pk+r(F ; z1, . . . , zk, ζ1, . . . , ζr). Îñêiëüêè F çàäîâîëüíÿ¹ óìî-

âàì (7.2.1), òî öÿ ìàòðèöÿ ìîæå áóòè çàïèñàíà â áëîêîâîìó âèãëÿäi ÿê

Pk+r(f ; z1, . . . , zk, ζ1, . . . , ζr) =

[
P Ψ∗

Ψ Pr(f ; ζ1, . . . , ζr)

]
, (7.2.14)
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äå

Ψ =


Ψ1
...

Ψr

 i Ψi =

[
1− F (ζi)F (z1)

∗

1− ζiz∗1
. . .

1− F (ζi)F (zk)
∗

1− ζiz∗k

]

ïðè i = 1, . . . , r. Ôîðìóëó äëÿ Ψi ìîæå áóòè çàïèñàíî â òåðìiíàõ (7.2.4) ÿê

Ψi = [1 − F (ζi)]

[
E∗

C∗

]
(Ik − ζiT ∗)−1 (i = 1, . . . , r). (7.2.15)

Îñêiëüêè F ∈ Sκ, òî ìàòðèöÿ Pk+r â (7.2.14) ìà¹ íå áiëüøå κ âiä'¹ìíèõ

âëàñíèõ çíà÷åíü. Îñêiëüêè ãîëîâíà ïiäìàòðèöÿ P ìà¹ κ âiä'¹ìíèõ âëàñíèõ

çíà÷åíü, òî

sq−Pk+r(f ; z1, . . . , zk, ζ1, . . . , ζr) = κ.

Îòæå Øóðiâñüêå äîïîâíåííÿ P â Pk+r ¹ äîäàòíî âèçíà÷åíèì

Pr(F ; ζ1, . . . , ζr)−ΨP−1Ψ∗ ≥ 0.

Áiëüø äåòàëüíî [
1− F (ζi)F (ζj)

∗

1− ζiζ∗j
−ΨiP

−1Ψ∗j

]r
i,j=1

≥ 0. (7.2.16)

Â ñèëó (7.2.15) i (7.2.7),

1− F (ζi)F (ζj)
∗

1− ζiζ∗j
−ΨiP

−1Ψ∗j

=
[

1 −F (ζi)
]{ J

1− ζiζ∗j

−

[
E∗

C∗

]
(I − ζiT ∗)−1P−1(I − ζ∗jT )−1

[
E C

]}[ 1

F (ζj)
∗

]

=
[

1 −F (ζi)
] Θ(ζi)JΘ(ζj)

∗

1− ζiζ∗j

[
1

−F (ζj)
∗

]
, (7.2.17)

ùî äîçâîëÿ¹ ïåðåïèñàòè (7.2.16) ó âèãëÿäi[[
1 −F (ζi)

] Θ(ζi)JΘ(ζj)
∗

1− ζiζ∗j

[
1

−F (ζj)
∗

]]r
i,j=1

≥ 0. (7.2.18)
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Ðîçáèâàþ÷è ìàòðèöþ Θ ÿêà âèçíà÷åíà â (7.2.6) íà ÷îòèðè ñêàëÿðíèõ áëîêè,

çàóâàæèìî ùî

d(z) := Θ21(z)F (z)−Θ11(z) 6= 0, z 6∈ {z1, . . . , zk}. (7.2.19)

Ñïðàâäi, ïðèïóñêàþ÷è ùî

Θ21(ζ)F (ζ) = Θ11(ζ)

ïðè äåÿêîìó ζ 6∈ {z1, . . . , zk}, îòðèìà¹ìî[
1 −F (ζ)

] Θ(ζ)JΘ(ζ)∗

1− |ζ|2

[
1

−F (ζ)∗

]

= −
[

1 −F (ζ)
]
[

Θ12(ζ)

Θ22(ζ)

] [
Θ12(ζ)∗ Θ22(ζ)∗

]
1− |ζ|2

[
1

−F (ζ)∗

]
≤ 0,

ùî â ïî¹äíàííi ç (7.2.18) òÿãíå det Θ(ζ) = 0. Àëå ç (7.2.8) âèïëèâà¹ ùî Θ(z)

¹ îáîðîòíîþ â êîæíié òî÷öi ζ 6∈ {z1, . . . , zk}.
Îòæå, ôóíêöiÿ

E(z) =
Θ12(z)− F (z)θ22(z)

Θ21(z)F (z)−Θ11(z)
(7.2.20)

âèçíà÷åíà â D\{z1, . . . , zk}. Îñêiëüêè[
1 −F (ζ)

]
Θ(ζ) = −d(ζ)−1

[
1 −E(ζ)

]
,

òî íåðiâíiñòü (7.2.18) ìîæå áóòè ïåðåïèñàíî â òåðìiíàõ E ÿê[
d(ζi)

−1
[

1 −E(ζi)
] J

1− ζiζ∗j

[
1

−E(ζj)
∗

]
(d(ζj)

∗)−1

]r
i,j=1

≥ 0,

àáî åêâiâàëåíòíî, (òàê ÿê d(ζi) 6= 0) ó âèãëÿäi[
1− E(ζi)E(ζj)

∗

1− ζiζ∗j

]r
i,j=1

≥ 0.

Îñêiëüêè ζ1, . . . , ζr äîâiëüíi òî÷êè â z ∈ D \ {z1, . . . , zk} i ¨õ êiëüêiñòü äî-

âiëüíà, òî îñòàííÿ íåðiâíiñòü îçíà÷à¹ ùî E(z) ¹ ôóíêöi¹þ êëàñó Øóðà. Ç

(7.2.20) âèïëèâà¹ ùî

F (z) =
Θ11(z)E(z) + Θ12(z)

Θ21(z)E(z) + Θ22(z)
(7.2.21)
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ïðè âñiõ z ∈ D \ ({z1, . . . , zk} ∪ {íóëi Θ21E + Θ22}).

7.2.3 Âèðîäæåíèé âèïàäîê. Ó öüîìó ïàðàãðàôi ïðèïóñêà¹ìî ùî

ìàòðèöÿ Ïiêà P çàäà÷i NPκ âèðîäæåíà i ïîêàçó¹ìî ùî â öüîìó âèïàäêó

çàäà÷à ìà¹ ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê. Ðîçãëÿíåìî çàäà÷óNPκ ç n iíòåðïîëÿöiéíèìè

óìîâàìè

F (zi) = Fi (i = 1, . . . , n). (7.2.22)

Ïðèïóñòèìî ùî ðàíã ìàòðèöi Ïiêà

P̂ =

[
1− FiF ∗j
1− ziz∗j

]n
i,j=1

(7.2.23)

äîðiâíþ¹ k < n i ùî sq−(P̂ ) = κ. Çà ñàìèì çìiñòîì âåëè÷èí, ìà¹ìî κ ≤
k. Áåç îáìåæåííÿ ñïiëüíîñòi ìîæíà ïðèïóñòèòè ùî âåðõíÿ k × k ãîëîâíà

ïiäìàòðèöÿ P ìàòðèöi P̂ ¹ îáîðîòíîþ. Òîäi

P̂ =

[
P P ∗1

P1 P2

]
, ãäå P2 = P1P

−1P ∗1 è sq−(P ) = κ. (7.2.24)

Îñêiëüêè ij -é åëåìåíò P2 äîðiâíþ¹ (1−Fk+iF
∗
k+j)/(1−zk+iz

∗
k+j) à q-é ðÿäîê

P1 äîðiâíþ¹

(E∗ − Fk+qC
∗) (Ik − zqT ∗)−1

(öå âèïëèâà¹ ç (7.2.14) i (7.2.15) ç çàìiíîþ ζq íà zk+q), òî ðiâíiñòü P2 =

P1P
−1P ∗1 òÿãíå

1− FiF ∗j
1− ziz∗j

= (E∗ − FiC∗) (I − ziT ∗)−1P−1(I − z∗jT )−1
(
E − CF ∗j

)
(7.2.25)

ïðè j, i = k + 1, . . . , n.

Òåîðåìà 7.20. Âèðîäæåíà çàäà÷à NPκ ìà¹ ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê â êëàñi ñòàí-

äàðòíèõ ôóíêöié ç Sκ. Ìåðîìîðôíà ÷àñòèíà öüîãî ðîçâ'ÿçêó ¹ âiäíîøåííÿì

äâîõ äîáóòêiâ Áëÿøêå: ÷èñåëüíèê ñòóïåíÿ k i çíàìåííèê ñòóïåíÿ íå âèùå

κ.

Äîâåäåííÿ. Îïèøåìî ñïî÷àòêó ìíîæèíó âñiõ ôóíêöié F ∈ Sκ ÿêi çàäîâîëü-
íÿþòü ïåðøèì k iíòåðïîëÿöiéíèì óìîâàì (7.2.22). Ìàòðèöÿ Ïiêà öi¹¨ çðiçà-
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íî¨ çàäà÷i äîðiâíþ¹ P , âîíà íå ¹ âèðîäæåíîþ i ìà¹ κ âiä'¹ìíèõ âëàñíèõ çíà-

÷åíü. Çà Òåîðåìîþ 7.18, âñi ôóíêöi¨ F ∈ Sκ ùî çàäîâîëüíÿþòü F (zi) = Fi

(i = 1, . . . , k), ïàðàìåòðèçîâàíi ôîðìóëîþ (7.2.11), äå Θ âèçíà÷åíà â (7.2.6)

i E äîâiëüíà ôóíêöiÿ ç S0. Òåïåð çàéìåìîñÿ ïîøóêîì ïàðàìåòðiâ E äëÿ

ÿêèõ ôóíêöiÿ F âèäó (7.2.11) çàäîâîëüíÿ¹ ðåøòi n − k iíòåðïîëÿöiéíèõ

óìîâ (7.2.22).

Çàóâàæèìî ùî ìåðîìîðôíà ÷àñòèíà TΘ[E ] ôóíêöi¨ F çàäîâîëüíÿ¹ óìîâàì

zi ∈ Dom (TΘ[E ]) i TΘ[E ](zi) = Fi (i = k + 1, . . . , n). (7.2.26)

Â iíøîìó âèïàäêó F ìàòèìå â öèõ òî÷êàõ äîäàòêîâi ñòðèáêè i, ïî Òåîðåìi

7.5, áóäå íàëåæàòè êëàñó Sκ′ ç κ′ > κ, ïðîòèði÷÷ÿ.

Ïîêàæåìî çàðàç ùî êîæåí ïàðàìåòð E , äëÿ ÿêîãî VE(zi) = 0 õî÷à á ïðè

îäíîìó i ∈ {k + 1, . . . , n}, íå âåäå äî ðîçâ'ÿçêó ïîâíî¨ çàäà÷i. ßêùî VE i

UE ìàþòü ñïiëüíèé íóëü â òî÷êàõ z, òî (äèâ. (7.2.12)) Θ(z) ¹ âèðîäæåíîþ,

ùî ìîæëèâî òiëüêè ïðè z ∈ {z1, . . . , zk}, â ñèëó (7.2.8). Òàêèì ÷èíîì, ÿêùî

VE(zi) = 0 ïðè äåÿêîìó i ∈ {k + 1, . . . , n}, òî UE(zi) 6= 0 è TΘ[E ] ìà¹

ïîëþñ â zi i íå ìîæå çàäîâîëüíÿòè âiäïîâiäíié óìîâi (7.2.26) áåç äîäàòêîâîãî

ñòðèáêà, ùî çíîâó ïåðåâîäèòü ôóíêöiþ â êëàñ ç áiëüøèì ÷èñëîì âiä'¹ìíèõ

âëàñíèõ çíà÷åíü. Ïðîòèði÷÷ÿ.

Îòæå, çàëèøàþòüñÿ ïàðàìåòðè E äëÿ ÿêèõ TΘ[E ] àíàëiòè÷íà â òî÷êàõ

zk+1, . . . , zn, òîáòî, òàêi ùî

Θ21(zi)E(zi) + Θ22(zi) 6= 0, ïðè i = k + 1, . . . , n. (7.2.27)

Ïîêàæåìî ùî äëÿ öèõ ïàðàìåòðiâ óìîâè (7.2.26) ¹ åêâiâàëåíòíèìè

aiE(zi) = −ci (i = k + 1, . . . , n), (7.2.28)

äå ai, ci âèçíà÷àþòüñÿ ôîðìóëîþ

[aj cj] = [1 − Fj] Θ(zj), j = k + 1, . . . , n. (7.2.29)

Äiéñíî, ïîìíîæèâ i-ó iíòåðïîëÿöiéíó óìîâó (7.2.26) íà Θ21(zi)E(zi) +

Θ22(zi) 6= 0, îòðèìà¹ìî

Θ11(zi)E(zi) + Θ12(zi) = Fi (Θ21(zi)E(zi) + Θ22(zi)) .
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Ïåðåãðóïó¹ìî ÷ëåíè

(Θ11(zi)− FiΘ21(zj)) E(zi) = FiΘ22(zi)−Θ12(zi).

Îñòàííþ ðiâíiñòü ìîæå áóòè çàïèñàíî ÿê

[1 − Fj]

[
Θ11(zi)

Θ21(zi)

]
E(zi) = − [1 − Fj]

[
Θ12(zi)

Θ22(zi)

]
,

ùî çáiãà¹òüñÿ ç (7.2.28), ç îãëÿäó íà (7.2.27).

Âèêîðèñòîâóþ÷è (7.2.25) ðàçîì ç (7.2.29) i ç (7.2.7), îòðèìà¹ìî (ïðè

j, i = k + 1, . . . , n):

aia
∗
j − cic∗j

1− ziz∗j

=
[
ai ci

] J

1− ziz∗j

[
a∗j

c∗j

]
=

[
1 −Fi

] Θ(zi)JΘ(zj)
∗

1− ziz∗j

[
1

−F ∗j

]

=
[

1 −Fi
] J

1− ziz∗j

[
1

−F ∗j

]

−
[

1 −Fi
] [ E∗

C∗

]
(I − zT ∗)−1P−1(I − w∗T )−1

[
E C

] [ 1

−F ∗j

]

=
1− FiF ∗j
1− ziz∗j

− (E∗ − FiC∗) (I − ziT ∗)−1P−1(I − z∗jT )−1
(
E − CF ∗j

)
= 0.

Çâiäñè çîêðåìà ðîáèìî âèñíîâîê ùî |aj| = |cj|, j = k+1, . . . , n. ßêùî aj = 0

ïðè äåÿêîìó j = k+1, . . . , n, òî cj = aj = 0 ïðè öüîìó æ j. Àëå òîäi, â ñèëó

(7.2.29), Θ(zj) âèðîäæåíà. Ùî ñóïåðå÷èòü (7.2.8). Òàêèì ÷èíîì, aj 6= 0 ïðè

j = k + 1, . . . , n i |E(zj)| = 1. Àëå òîäi, çà ïðèíöèïîì ìàêñèìóìó ìîäóëÿ,

E ∈ S0 ¹ óíiìîäóëÿðíîþ êîíñòàíòîþ i

E = − ck+1

ak+1
= . . . = − cn

an
. (7.2.30)

Îòæå, iñíó¹ òiëüêè îäíà ôóíêöiÿ E ∈ S0 äëÿ ÿêî¨ âèêîíóþòüñÿ óìîâè

(7.2.28) i âîíà ¹ óíiìîäóëÿðíîþ êîíñòàíòîþ (7.2.30).

Äàëi ïåðåâiðèìî ùî (7.2.27) âèêîíó¹òüñÿ äëÿ öi¹¨ E . Ïðè êîæíîìó j,
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j = k + 1, . . . , n, ìà¹ìî

Θ21(zj)E + Θ22(zj) = Θ22(zj)−Θ21(zj)
cj
aj

=
1

aj
[aj cj]

[
Θ22(zj)

−Θ21(zj)

]

(â ñèëó (7.2.29)) =
det Θ(zj)

aj
[1 − Fj] Θ(zj)Θ(zj)

−1

[
1

0

]
6= 0.

Çàëèøà¹òüñÿ âiäçíà÷èòè ùî ôóíêöiÿ TΘ[E ] ç E , ùî âèçíà÷åíà â (7.2.30), ¹
âiäíîøåííÿì äîäàòêiâ Áëÿøêå çàçíà÷åíèõ ñòóïåíiâ.

Â [44] áóëî ïîêàçàíî ùî âèðîäæåíà çàäà÷à NPκ íå çàâæäè ìà¹ ìåðî-

ìîðôíi ðîçâ'ÿçêè. ßê âèïëèâà¹ ç Òåîðåì 7.18 i 7.20, â íàøîìó êëàñi Sκ
ðîçâ'ÿçîê çàâæäè iñíó¹.

7.2.4 Ðåçóëüòàò ïðî ïðîäîâæåííÿ.

Òåîðåìà 7.21. Íåõàé ôóíêöiÿ F âèçíà÷åíà íà ìíîæèíi Ω ⊆ D. Ïðèïó-
ñòèìî ùî ìàòðèöi Ïiêà Pn(F ; z1, . . . , zn), z1, . . . , zn ∈ Ω, ìàþòü íå áiëüøå κ

âiä'¹ìíèõ âëàñíèõ çíà÷åíü à ÿêàñü iç íèõ ìà¹ κ âiä'¹ìíèõ âëàñíèõ çíà÷åíü.

Òîäi F äîïóñêà¹ ïðîäîâæåííÿ äî ñòàíäàðòíî¨ ôóíêöi¨ êëàñó Sκ.

Äîâåäåííÿ. ßêùî Ω ¹ ìíîæèíîþ ¹äèíîñòi äëÿH2, òî Òåîðåìà 7.21 âèïëèâà¹

ç Òåîðåì [8, Theorem 2.1] i Òåîðåìè 7.5. ßêùî Ω ñêií÷åííà ìíîæèíà, òî Òåî-

ðåìà 7.21 âèïëèâà¹ ç Òåîðåì 7.17 i 7.20. Íåõàé Ω ¹ íåñêií÷åííà äèñêðåòíà

ìíîæèíà ùî çàäîâîëüíÿ¹ óìîâi Áëÿøêå. Íåõàé Ω = {z1, . . . , zn, . . .}. ßêùî
ïðè äåÿêîìó n0 ìàòðèöÿ Ïiêà Pn0

(F ; z1, . . . , zn0
) ìà¹ κ âiä'¹ìíèõ âëàñíèõ

çíà÷åíü i ¹ âèðîäæåíîþ, òî, çà Òåîðåìîþ 7.20, iñíó¹ ¹äèíà ñòàíäàðòíà ôóíê-

öiÿ F̃ ∈ Sκ òàêà ùî F̃ (zj) = F (zj), j = 1, . . . , n0. Àëå òîäi F̃ (zj) = F (zj)

i ïðè j = n0 + 1, . . . (äèâ. äîâåäåííÿ Òåîðåìè 7.20). Çàëèøà¹òüñÿ âèïàäîê

êîëè ìàòðèöi Ïiêà Pn(F ; z1, . . . , zn), n ≥ n0, ìàþòü κ âiä'¹ìíèõ âëàñíèõ

çíà÷åíü i ¹ íåâèðîäæåíèìè.

Âiçüìåìî äåÿêèé ìåðîìîðôíèé ðîçâ'ÿçîê fn çàäà÷i NPκ ç ìàòðèöåþ

Ïiêà Pn(F ; z1, . . . , zn). Çàïèøåìî f â ôîðìi Êðåéíà-Ëàíãåðà ([74])

fn =
sn
bn
,



303

äå sn ôóíêöiÿ êëàñóØóðà, à bn äîáóòîê Áëÿøêå ñòóïåíÿ κ. Ìîæíà âèáðàòè

ïiäïîñëiäîâíiñòü nk òàê ùî

lim
k→∞

bnk(z) = b(z)

ðiâíîìiðíî íà êîìïàêòàõ â D, äå b äîáóòîê Áëÿøêå ñòóïåíÿ κ′ ≤ κ. Ùîá

ïåðåêîíàòèñÿ â öüîìó çàïèøåìî äîáóòîê Áëÿøêå ó âèãëÿäi

bn(z) =
pn(z)

zκpn(1/z)
,

äå pn ïîëiíîì ñòóïåíÿ κ ç íóëÿìè ó âiäêðèòîìó êðóçi D i ñòàðøèì êîåôi-

öi¹íòîì ðiâíèì 1. Òîäi

|pn(z)| ≤ (|z|+ 1)κ.

Îòæå ïîëiíîìè pn ðiâíîìiðíî (ïî n) îáìåæåíi íà êîìïàêòàõ â C. Òîäi i âñi
êîåôiöi¹íòè pn ðiâíîìiðíî (ïî n) îáìåæåíi. Öå âèäíî, íàïðèêëàä, ç ôîðìó-

ëè Êîøi. Òåïåð îáåðåìî nk òàê ùîá âñi êîåôiöi¹íòè pnk ìàëè ãðàíèöi. Òîäi

pnk(z) áóäóòü ðiâíîìiðíî íà êîìïàêòàõ â C çáiãàòèñÿ äî äåÿêîãî ïîëiíîìó

p(z) ñòóïåíÿ κ çi ñòàðøèì êîåôiöi¹íòîì 1. Çàóâàæèìî ùî ïðè |z| > 1

|pn(z)| ≥ (|z| − 1)κ

äëÿ âñiõ n. Îòæå, öÿ íåðiâíiñòü âèêîíó¹òüñÿ i äëÿ p(z). Çâiäêè âèïëèâà¹ ùî

âñi íóëi p(z) ëåæàòü â çàìêíåíîìó îäèíè÷íîìó êðóçi. Òåïåð ìà¹ìî çáiæ-

íiñòü bnk(z) äî

b(z) =
p(z)

zκp(1/z)

ðiâíîìiðíî íà êîìïàêòàõ â D. Îñêiëüêè äåÿêi íóëi p ìîæóòü áóòè íà êîëi,

òî b ¹ äîäàòêîì Áëÿøêå ñòóïåíþ íå âèùå κ.

Çà Òåîðåìîþ Ìîíòåëÿ (äèâ., íàïðèêëàä, [78]), ïðîðiäæóþ÷è äàëi ïiä-

ïîñëiäîâíiñòü nk (àëå çáåðiãàþ÷è ïîçíà÷åííÿ) îòðèìà¹ìî iñíóâàííÿ ðiâíî-

ìiðíî¨ íà êîìïàêòàõ â D ãðàíèöi

lim
k→∞

snk(z) = s(z),

äå s ¹ ôóíêöi¹þ êëàñó Øóðà.
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Âèçíà÷èìî òåïåð ôóíêöiþ

f(z) =
s(z)

b(z)
ÿêùî b(z) 6= 0, f(zi) = Fi ÿêùî z = zi ∈ Ω.

Îáëàñòþ âèçíà÷åííÿ f ¹ (D \ {íóëi b}) ∪ Ω. Çàóâàæèìî ùî íà âñié îáëàñòi

âèçíà÷åííÿ

f(z) = lim
k→∞

fnk(z), z ∈ Dom (f).

Äiéñíî, ÿêùî b(z) 6= 0, òî

f(z) =
s(z)

b(z)
=

lim
k→∞

snk(z)

lim
k→∞

bnk(z)
= lim

k→∞

snk(z)

bnk(z)
= lim

k→∞
fnk(z),

ÿêùî zi ∈ Ω, òî fnk(zi) = Fi äëÿ âñiõ äîñòàòíüî âåëèêèõ k. Òàê ÿê çà

âèçíà÷åííÿì f(zi) = Fi, òî

f(zi) = lim
k→∞

fnk(zi).

Çâiäñè çîêðåìà âèäíî ùî âèçíà÷åííÿ f íåñóïåðå÷ëèâî, òàê ÿê ÿêùî b(zi) 6=
0 i zi ∈ Ω, òî îáèäâi ôîðìóëè äàþòü îäíå i òåæ çíà÷åííÿ

f(zi) = lim
k→∞

fnk(zi) = Fi.

Îñêiëüêè ìàòðèöi Ïiêà f ¹ ãðàíèöÿìè âiäïîâiäíèõ ìàòðèöü Ïiêà f
nk
, òî

âîíè ìàþòü íå áiëüø κ âiä'¹ìíèõ âëàñíèõ çíà÷åíü. Îñêiëüêè ìàòðèöi Ïiêà

f â ÿêèõ áåðå ó÷àñòü äîñèòü áàãàòî òî÷îê Ω ìàþòü κ âiä'¹ìíèõ âëàñíèõ

çíà÷åíü, òî F ∈ Sκ.

Íà çàâåðøåííÿ öüîãî ïàðàãðàôà íàâåäåìî ïðèêëàä ôóíêöi¨ F êëàñó

S1, ùî âèçíà÷åíà íà äèñêðåòíié ìíîæèíi Ω ⊂ D, ÿêà äîïóñêà¹ ¹äèíå ïðî-
äîâæåííÿ äî ñòàíäàðòíî¨ ôóíêöi¨ êëàñó S1 i öå ¹äèíå ïðîäîâæåííÿ íå ¹

ìåðîìîðôíèì â D; â òîé æå ÷àñ îáìåæåííÿ F íà áóäü-ÿêó ñêií÷åííó ïiä-

ìíîæèíó Ω ìà¹ íå¹äèíå ïðîäîâæåííÿ â êëàñi S1 i, çîêðåìà, ìà¹ áàãàòî

ìåðîìîðôíèõ ïðîäîâæåíü.

Íåõàé Ω = {0} ∪ {zk}∞k=1, ãäå zk ∈ D ¹ ðiçíèìè, âiäìiííèìè âiä íóëÿ

i çàäîâîëüíÿþòü óìîâi Áëÿøêå
∞∑
k=1

(1 − |zk|)2 < ∞. Íåõàé ŵ íå âíóòðiø-

íÿ ôóíêöiÿ êëàñó Øóðà, ÿêà îäíîçíà÷íî âèçíà÷à¹òüñÿ ñâî¨ìè çíà÷åííÿìè
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ŵ(zk) â òî÷êàõ zk, k = 1, 2, . . .. Ïðèêëàä òàêî¨ ôóíêöi¨ íàâåäåíî â [3], [6].

Ðîçãëÿíåìî äâi ìàòðèöi-ôóíêöi¨

Θ1/2(z) =
1

3

[
4z − 1 2− 2z

2z − 2 4− z

]
, Θ2(z) =

1

3

[
4− z 2z − 2

2− 2z 4z − 1

]
,

ÿêi ¹ îêðåìèìè âèïàäêàìè (7.2.6) ïðè k = 1, T = 0, E = 1, C = 1/2, i ïðè

k = 1, T = 0, E = 1, C = 2, âiäïîâiäíî. Ôîðìóëà

w = TΘ1/2
[E ], E ∈ S0 (7.2.31)

ïàðàìåòðèçó¹ ðîçâ'ÿçêè çàäà÷i Íåâàíëiííè-Ïiêà w(0) = 1/2 â êëàñi S0 (äèâ.

Òåîðåìó 7.17). Ôîðìóëà

w(z) = GΘ2
[E ] :=

{
TΘ2

[E ], ÿêùî z 6= 0,

2, ÿêùî z = 0,
(7.2.32)

E ∈ S0 îïèñó¹ ñòàíäàðòíi ðîçâ'ÿçêè çàäà÷i w(0) = 2 â êëàñi S1 (äèâ. Òåîðåìó

7.18).

Ðîçãëÿíåìî

w1/2 = TΘ1/2
[ŵ]. (7.2.33)

w1/2(0) = 1/2 (äèâ. (7.2.31)). Îñêiëüêè ŵ íå ¹ âíóòðiøíüîþ ôóíêöi¹þ, òî i

w1/2 íå ¹ âíóòðiøíüîþ.

Òâåðäæåííÿ 7.22. Êîæíà ç íàñòóïíèõ äâîõ çàäà÷ Íåâàíëiííè-Ïiêà

w(0) = 1/2, w(zk) = w1/2(zk), k = 1, 2, . . . , w ∈ S0 (7.2.34)

i

w(zk) = w1/2(zk), k = 1, 2, . . . , w ∈ S0 (7.2.35)

ìà¹ ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê ùî äîðiâíþ¹ w1/2.

Äîâåäåííÿ. Ïðèðîäíî ¹äèíiñòü äëÿ ïåðøî¨ çàäà÷i âèïëèâà¹ ç ¹äèíîñòi äëÿ

äðóãî¨, ïðîòå ìè ñïî÷àòêó äîâåäåìî ¹äèíiñòü äëÿ ïåðøî¨, à ïîòiì âèêî-

ðèñòîâó¹ìî öå ïðè äîâåäåííi ¹äèíîñòi äëÿ äðóãî¨. Ïðèïóñòèìî ùî w ¹

ðîçâ'ÿçêîì çàäà÷i (7.2.34). òàê ÿê w(0) = 1/2, òî iñíó¹ ôóíêöiÿ E ∈ S0

òàêà ùî

w = TΘ1/2
[E ]. (7.2.36)
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Ç âèêîðèñòàííÿì (7.2.33) i (7.2.36)) ïåðåâiðÿ¹òüñÿ ùî E(zk) = ŵ(zk) ïðè

k = 1, 2, . . ., i îòæå E = ŵ â ñèëó ¹äèíîñòi ŵ.

Òåïåð ïðèïóñòèìî ùî äðóãà çàäà÷à (7.2.35) ìà¹ áàãàòî ðîçâ'ÿçêiâ. Âi-

äîìî [80], [93] ùî â öüîìó âèïàäêó ìíîæèíà ðîçâ'ÿçêiâ çàäà÷i (7.2.35) îïè-

ñó¹òüñÿ ôîðìóëîþ

w = TΘ[E ],

äå J-âíóòðiøíÿ 2 × 2 ìàòðèöÿ-ôóíêöiÿ Θ ïîáóäîâàíà çà äàíèìè çàäà÷i, à

E ∈ S0 âiëüíèé ïàðàìåòð. Îñêiëüêè w1/2 ¹ ðîçâ'ÿçêîì çàäà÷i (7.2.35), òî

w1/2 = TΘ[E1/2]

ç äåÿêèì ïàðàìåòðîì E1/2 ∈ S0. ßêùî |E1/2(0)| = 1, òî ôóíêöiÿ E1/2 ¹

óíiìîäóëÿðíîþ êîíñòàíòîþ, i îòæå w1/2 âíóòðiøíÿ ôóíêöiÿ, ùî ñóïåðå÷èòü

ïîáóäîâi. ßêùî |E1/2(0)| < 1, òî iñíó¹ íåñêií÷åííî áàãàòî ôóíêöié E ∈ S0

òàêèõ ùî E(0) = E1/2(0). Äëÿ êîæíî¨ òàêî¨ E

w(0) = TΘ[E ](0) = TΘ[E1/2](0) = w1/2(0) = 1/2.

Òàêèì ÷èíîì, êîæíà w = TΘ[E ] ç ïàðàìåòðîì E ∈ S0 òàêèì ùî E(0) =

E1/2(0) âèðiøó¹ íå òiëüêè çàäà÷ó (7.2.35) à i çàäà÷ó (7.2.34). Òîáòî, âèõî-

äèòü ùî çàäà÷à (7.2.34) ìà¹ íåñêií÷åííî áàãàòî ðîçâ'ÿçêiâ. Ùî ñóïåðå÷èòü

äîâåäåíîìó â ïåðøié ÷àñòèíi öi¹¨ òåîðåìè. Îòðèìàíi ïðîòèði÷÷ÿ ïîêàçóþòü

ùî çàäà÷à (7.2.35) ìà¹ ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê.

Íåõàé ïåðåòâîðåííÿ TΘ1/2
i GΘ2

âèçíà÷åíi ôîðìóëàìè (7.2.31) i (7.2.32),

âiäïîâiäíî. Ïîêëàäåìî

w0 = GΘ2
[w1/2] = GΘ2

TΘ1/2
[ŵ].

Îñêiëüêè

Θ2(z)Θ1/2(z) =
7z

9
I,

äå I îäèíè÷íà ìàòðèöÿ, òî

w0 =

{
ŵ, ÿêùî z 6= 0,

2, ÿêùî z = 0.
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Òàêèì ÷èíîì w0 íå ¹ ìåðîìîðôíîþ ôóíêöi¹þ. Ðîçãëÿíåìî íàñòóïíó iíòåð-

ïîëÿöiéíó çàäà÷ó

w(0) = 2, w(zk) = w0(zk), k = 1, 2, . . . , w ∈ S1. (7.2.37)

Ôóíêöiÿ w0 ¹ ¹äèíèì ñòàíäàðòíèì ðîçâ'ÿçêîì çàäà÷i (7.2.37). Ñïðàâäi, ÿê-

ùî w äåÿêèé ñòàíäàðòíèé ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i (7.2.37), òî çîêðåìà w(0) = 2.

Àëå òîäi

w = GΘ2
[E ]

ç äåÿêèì E ∈ S0. Äàëi, îñêiëüêè

w(zk) = w0(zk) = TΘ2
[w1/2](zk),

òî ôóíêöiÿ E çàäîâîëüíÿ¹ óìîâàì

E(zk) = w1/2(zk), k = 1, 2, . . . .

Îòæå, ç îãëÿäó íà Òâåðäæåííÿ 7.22, E = w1/2 i w = w0.

Âèñíîâêè äî ðîçäiëó 7

Ó Ðîçäiëi 7 âèâ÷åíî ðîçøèðåíèé êëàñ Êðåéíà-Ëàíãåðà, ÿêèé âèçíà-

÷à¹òüñÿ âiä'¹ìíèì iíäåêñîì iíåðöi¨ ìàòðèöü Øâàðöà- Ïiêà i ÿêèé (íà âiä-

ìiíó âiä êëàñè÷íîãî êëàñó Êðåéíà-Ëàíãåðà) ìiñòèòü íå òiëüêè ôóíêöi¨ ç

ïîëþñàìè, àëå é ôóíêöi¨ çi ñòðèáêàìè. Çîêðåìà ââåäåíî òà âèâ÷åíî ñòàí-

äàðòíi ôóíêöi¨ öüîãî êëàñó òà äîâåäåíî ùî áóäü-ÿêà ôóíêöiÿ êëàñó ìîæå

áóòè ïðîäîâæåíà äî ñòàíäàðòíî¨ ôóíêöi¨ öüîãî æ êëàñó. Ó ïiäðîçäiëi 7.2

ðîçãëÿíóòî çàäà÷ó Íåâàíëiííè-Ïiêà ó ðîçøèðåíîìó êëàñi Êðåéíà-Ëàíãåðà

òà îòðèìàíà ïàðàìåòðèçàöiÿ âñiõ ¨¨ ðîçâ'ÿçêiâ (ç ïîëþñàìè òà çi ñòðèáêà-

ìè). Óñiì ïàðàìåòðàì âiäïîâiäàþòü ðîçâ'ÿçêè, âèêëþ÷íèõ çíà÷åíü ïàðà-

ìåòðiâ íåìà¹, íà âiäìiíó âiä âèïàäêó êîëè äîçâîëÿþòüñÿ ëèøå ðîçâ'ÿçêè ç

ïîëþñàìè. Êðiì òîãî ðîçãëÿíóòî âèðîäæåíèé âèïàäîê i äîâåäåíî ùî òîäi

çàäà÷à çàâæäè ìà¹ ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê, ÿêèé ìîæå ìàòè ñòðèáêè, íà âiäìiíó

âiä êëàñè÷íî¨ ïîñòàíîâêè êîëè ðîçâ'ÿçêiâ ìîæå íå áóòè.

Ðåçóëüòàòè ðîçäiëó îïóáëiêîâàíî â ðîáîòàõ [38, 39, 40, 41, 42, 34].
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ÂÈÑÍÎÂÊÈ

Ó äèñåðòàöi¨ çàïðîïîíîâàíî i ðîçâèíóòî ìåòîäè ðîçâ'ÿçàíÿ iíòåðïîëÿ-

öiéíèõ çàäà÷ àíàëiçó, îñíîâàíi íà âèêîðèñòàííi óíiòàðíèõ ñèñòåì ðîçñiþ-

âàííÿ, ÿêi ïðèðîäíî ïîâ'ÿçàíi ç äàíèìè çàäà÷i òà ¨¨ ðîçâ'ÿçêàìè. Òàêîæ

âèðiøóþòüñÿ âiäïîâiäíi çâîðîòíi çàäà÷i.

Ó ðîáîòi îïèñàíî ìíîæèíó ðîçâ'ÿçêiâ çàãàëüíî¨ çàäà÷i ïðî ëiôòèíã êî-

ìóòàíòó, îòðèìàíî êðàòíèé àíàëîã óìîâè Æþëià-Êàðàòåîäîði ïðî êóòîâó

ìåæîâó ïîõiäíó òà âèâ÷åíî ïîâ'ÿçàíó ç íåþ ìåæîâó iíòåðïîëÿöiéíó çàäà-

÷ó ó êëàñi Øóðà, âèâ÷åíî ðîçøèðåíèé êëàñ Êðåéíà-Ëàíãåðà òà ðîçâ'ÿàíî

çàäà÷ó Íåâàíëiííè-Ïiêà â íüîìó. Äëÿ çàäà÷i ïðî ëiôòèíã êîìóòàíòó îòðè-

ìàíî ïàðàìåòðèçàöiþ óñiõ ñèìâîëiâ ëiôòèíãó ó ñàìîìó çàãàëüíîìó âèïàäêó

à òàêîæ îòðèìàíî ïîâíó õàðàêòåðèçàöiþ êîåôiöi¹íòiâ öi¹¨ ïàðàìåòðèçóþ÷î¨

ôîðìóëè. Äëÿ àíàëîãó óìîâè Æþëià-Êàðàòåîäîði îòðèìàíî íèçêó åêâiâà-

ëåíòíèõ óìîâ, çîêðåìà, îäíà ç öèõ óìîâ ôîðìóëþ¹òüñÿ ó òåðìiíàõ ïåâíî¨

ñèìåòði¨ ìåæîâèõ ïîõiäíèõ. ßê çàñòîñóâàííÿ öèõ ìåòîäiâ òà ðåçóëüòàòiâ,

ó ðîáîòi ðîçâ'ÿçàíi äâi ïðîáëåìè Ä. Ñàðàñîíà ïðî ðåãóëÿðíi òà ñèíãóëÿðíi

γ-òâiðíi ïàðè.

Äåòàëüíiøå, â Ðîçäiëi 2 âèêëàäåíî ïîïåðåäíi âiäîìîñòi ÿêi âèêîðèñòî-

âóþòüñÿ ó äèñåðòàöi¨. Íàâåäåíî óñi íåîáõiäíi âèçíà÷åííÿ ùî ñòîñóþòüñÿ

óíiòàðíèõ ñèñòåì ðîçñiþâàííÿ. Äåòàëüíî îïèñàíî ïðîñòðàíñòâî ìið Õåë-

ëiíãåðà, ùî âiäïîâiäà¹ çàäàíié îïåðàòîðíié ìiði, òà äåÿêi éîãî âëàñòèâîñòi.

Ïîêàçàíî ÿê óíiòàðíi ñèñòåìè ðîçñþâàííÿ ðåàëiçóþòüñÿ ó ïðîñòîði Õåë-

ëiíãåðà. Âèêëàäåíî êîíñòðóêöiþ Øóðiâñüêèõ äîïîâíåíü ìið òà âiäïîâiäíî-

ãî îðòîãîíàëüíîãî ðîçêëàäó ïðîñòîðó Õåëëiíãåðà. Íàâåäåíî ïàðàìåòðèçà-

öiþ óíiòàðíèõ ðîçøèðåíü içîìåòðié, ¨õ ðåçîëüâåíò. Âèêëàäåíî ñ÷èñëåííÿ

ç'¹äíàíü çi çâîðîòíèì çâ'ÿçêîì òà îá÷èñëåíî äèíàìiêó ç'¹äíàíî¨ ñèñòåìè.

Îá÷èñëåíî ôóíêöi¨ ðîçñiþâàííÿ ç'¹äíàíî¨ ñèñòåìè âiäíîñíî çàäàíîãî ìàñ-

øòàáó òà ìàñøòàáó ç'¹äíàííÿ.

Â Ðîçäiëi 3 ñïî÷àòêó âèêëàäåíî ñõåìó Àáñòðàêòíî¨ Çàäà÷i Iíòåðïîëÿ-

öi¨, ÿêó áóëî ðîçâèíóòî ðàíiøå i ÿêà äîáðå ïðàöþ¹ â çàäà÷àõ àíàëiçó äå
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ðîçâ'ÿçêè ¹ àíàëiòè÷íèìè ôóíêöiÿìè (òàêèõ ÿê çàäà÷à Íåâàíëiííè-Ïiêà,

çàäà÷à Ñàðàñîíà, Ïðîáëåìà Ìîìåíòiâ). Â îñíîâó öi¹¨ ñõåìè ïîêëàäåíî òåî-

ðiþ îïåðàòîðíèõ âóçëiâ. Äàëi ïîêàçàíî ÿê óíiòàðíèé âóçîë âêëàäà¹òüñÿ â

óíiòàðíó ñèñòåìó ðîçñiþâàííÿ. Ïîêàçàíî ÿê Àáñòðàêòíà Çàäà÷à Iíòåðïî-

ëÿöi¨ ïåðåôîðìóëþ¹òüñÿ (åêâiâàëåíòíèì ÷èíîì) ó òåðìiíàõ ñèñòåì ðîçñiþ-

âàííÿ (çàìiñòü óíiòàðíèõ âóçëiâ). Ïiñëÿ öüîãî âiäêèíóòî óìîâó îðòîãîíàëü-

íîñòi, ÿêà áóëà ïðèñóòíÿ â ïîïåðåðåäíié ñõåìi, i ñôîðìóëüîâàíî íîâó ñõåìó

Àáñòðàêòíî¨ Çàäà÷i Iíòåðïîëÿöi¨, ðîçâ'ÿçêàìè ÿêîi ìîæóòü áóòè íå òiëü-

êè àíàëiòè÷íi, àëå é ãàðìîíiéíi ôóíêöi¨. Äàëi öþ íîâó Àáñòðàêòíó Çàäà÷ó

Iíòåðïîëÿöi¨ ðîçâ'ÿçàíî ç âèêîðèñòàííÿì óíiòàðíèõ ðîçøèðåíü içîìåòðié

òà âiäïîâiäíèõ ñèñòåì ðîçñiþâàííÿ. Îòðèìàíî ïàðàìåòðèçàöiþ ðîçâ'ÿçêiâ

çàäà÷i.

Ó Pîçäiëi 4 äèñåðòàöi¨ âèâ÷åíî çàãàëüíó ïðîáëåìó ïðî ëiôòèíã êîìó-

òàíòó: ïîêàçàíî ùî âîíà âêëàäà¹òüñÿ â ñõåìó Àáñòðàêòíî¨ Çàäà÷i Iíòåð-

ïîëÿöi¨, äîñëiäæåíó â ïåðøîìó ðîçäiëi, âèâ÷åíî ñïåöèôiêó äàíèõ çàäà÷i

ïðî ëiôòèíã i îòðèìàíî îïèñ âñiõ ëiôòèíãiâ çàäàíîãî ñòèñíåííÿ â òåðìiíàõ

¨õ ñèìâîëiâ. Ïîíÿòòÿ ñèìâîëó ëiôòèíãó òàêîæ ââåäåíî â öié ðîáîòi i óçà-

ãàëüíþ¹ êëàñè÷íå ïîíÿòòÿ ñèìâîëó Ãàíêåëåâà îïåðàòîðà. Ó öüîìó áiëüø

çàãàëüíîìó âèïàäêó ñèìâîëàìè ¹ ìiðè, à íå ôóíêöi¨.

Â öüîìó æ ðîçäiëi ðîçâ'ÿçàíî âiäïîâiäíó çâîðîòíó çàäà÷ó, ÿêà ïîëÿãà¹ â

õàðàêòåðèçàöi¨ ðåçîëüâåíòíèõ ìàòðèöü ùî âèíèêàþòü ïðè ðîçâ'ÿçàííi ïðÿ-

ìî¨ çàäà÷i. Ó äèñåðòàöi¨ îòðèìàíi íåîáõiäíi i äîñòàòíi óìîâè íà êîåôiöi¹íòè

ïàðàìåòðèçóþ÷î¨ ôîðìóëè çàãàëüíî¨ çàäà÷i ïðî ëiôòèíã êîìóòàíòó â òåðìi-

íàõ ôóíêöiîíàëüíèõ ìîäåëåé. Áiëüø òîãî, ó ðîáîòi ðîçãëÿíóòî çàãàëüíèé (à

íå òiëüêè öiëêîì íåâèçíà÷åíèé) âèïàäîê. I â öüîìó âèïàäêó äîâåäåíî åêñ-

òðåìàëüíi âëàñòèâîñòi êîåôiöi¹íòiâ, ÿêi òóò ìàþòü âèãëÿä ìàêñèìàëüíèõ

ôàêòîðèçàöiéííèõ íåðiâíîñòåé (íà âiäìiíó âiä ðiâíîñòåé öiëêîì íåâèçíà÷å-

íîãî âèïàäêó).

Ó Pîçäiëi 5 ðåçóëüòàòè ïî çàãàëüíié Çàäà÷i ïðî Ëiôòèíã çàñòîñîâàíî

äî ñêàëÿðíî¨ íåâèçíà÷åíî¨ çàäà÷i Íåõàði. Ãîëîâíèì ÷èíîì çàñòîñîâàíî ðå-

çóëüòàò ïî çâîðîòíié çàäà÷i. Öå äîçâîëèëî äîïîâíèòè êëàñè÷íi ðåçóëüòàòè
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Àäàìÿíà, Àðîâà i Êðåéíà íîâîþ õàðàêòåðèçàöi¹þ ðåçîëüâåíòíèõ ìàòðèöü

çàäà÷i Íåõàði, åêâiâàëåíòíî: ðåãóëÿðíèõ γ - òâiðíèõ ïàð ôóíêöié. Äàëi,

âèêîðèñòîâóþ÷è îòðèìàíèé êðèòåðié, â ðîáîòi ðîçâ'ÿçàíî äâi ïðîáëåìè,

ïîñòàâëåíi Ä. Ñàðàñîíîì: ïðîáëåìó ðåãóëÿðèçàöi¨ äîâiëüíî¨ γ -òâiðíî¨ ïà-

ðè - âiäïîâiäü ïîçèòèâíà, ðåãóëÿðèçàöiÿ çàâæäè ìîæëèâà; i ïðîáëåìó ïðî

äîñòàòíiñòü àáñîëþòíî¨ íåïåðåðâíîñòi ìið ïîâ'ÿçàíèõ ç γ -òâiðíîþ ïàðîþ -

âiäïîâiäü íåãàòèâíà: óìîâà íå ¹ äîñòàòíüîþ. Â ðîáîòi íàâåäåíî êëàñ êîíòð-

ïðèêëàäiâ, çàñíîâàíèõ íà ìåæîâié iíòåðïîëÿöiéíié çàäà÷i, ùî ðîçãëÿíóòî

ó íàòóïíîìó ðîçäiëi. Áîëüø êîíêðåòíî, áóëî ïîêàçàíî ùî ïàðè (a, b), ùî

âèíèêàþòü ïðè ïàðàìåòðèçàöi¨ ðîçâ'ÿçêiâ ìåæîâî¨ iíòåðïîëÿöiéíî¨ çàäà-

÷i (ùî òiñíî ïîâ'ÿçàíà ç íåñêií÷åííîþ ïðîáëåìîþ ìîìåíòiâ) ìàþòü âëà-

ñòèâiñòü àáñîëþòíî¨ íåïåðåðâíîñòi, àëå ¹ ñèíãóëÿðíèìè, òîáòî íå ìîæóòü

áóòè ðåãóëÿðíèìè.

Ó Pîçäiëi 6 îòðèìàíî óçàãàëüíåííÿ êëàñè÷íî¨ òåîðåìè Æþëià-

Êàðàòåîäîði ïðî êóòîâó ìåæîâó ïîõiäíó íà âèïàäîê ïîõiäíèõ âèùîãî ïî-

ðÿäêó. Âèÿâëåíî óñi åêâiâàëåíòíi óìîâè äëÿ ¨¨ iñíóâàííÿ ó ñåíñi àíàëîãi÷íî-

ìó äî ïîõiäíî¨ ïåðøîãî ïîðÿäêó. Òåîðåìó ñôîðìóëüîâàíî ó òåðìiíàõ âëà-

ñòèâîñòåé âiäïîâiäíèõ ìàòðèöü. Ðîçãëÿäè iñòîòíî âèêîðèñòîâóþòü ôóíê-

öiîíàëüíi ìîäåëi Ë. äå Áðàíæà- Ä. Ðîâíÿêà i ¨õ âiäòâîðþþ÷i ÿäðà, çîêðåìà

âiäòâîðþþ÷i ÿäðà ùî âiäïîâiäàþòü ìåæîâié òî÷öi. Ó ïiäðîçäiëi 6.2 äîñëiä-

æåíî âiäïîâiäíó ìåæîâó iíòåðïîëÿöiéíó çàäà÷ó, ÿêà åêâiâàëåíòíà çàäà÷i

ðîçëÿíóòié ó Ðîçäiëi 5.2.1. Àëå íà âiäìiíó âiä Ðîçäiëó 5.2.1, äå óâàãó ñêîí-

öåíòðîâàíî íà ìíîæèíi ðîçâ'ÿçêiâ òà íà âëàñòèâîñòÿõ êîåôiöi¹íòiâ ïàðà-

ìåòðèçóþ÷î¨ ôîðìóëè, ó Ðîçäiëi 6.2 éäåòüñÿ ïðî êîíêðåòíî àíàëiòè÷íèé

çìiñò ìåæîâî¨ çàäà÷i. Çîêðåìà äîâåäåíî ùî êðàòíèé àíàëîã óìîâè Æþëià-

Êàðêòåîäîði ¹ åêâiâàëåíòíèì óìîâi ñèìåòði¨ ìåæîâèõ ïîõiäíèõ, ÿêà âèíè-

êàëà â ïðàöÿõ I.Â. Êîâàëiøèíî¨.

Ó Ðîçäiëi 7 âèâ÷åíî ðîçøèðåíèé êëàñ Êðåéíà-Ëàíãåðà, ÿêèé âèçíà-

÷à¹òüñÿ âiä'¹ìíèì iíäåêñîì iíåðöi¨ ìàòðèöüØâàðöà-Ïiêà i ÿêèé (íà âiäìiíó

âiä êëàñè÷íîãî êëàñó Êðåéíà-Ëàíãåðà) ìiñòèòü íå òiëüêè ôóíêöi¨ ç ïîëþ-

ñàìè, àëå é ôóíêöi¨ çi ñòðèáêàìè. Çîêðåìà ââåäåíî òà âèâ÷åíî ñòàíäàðòíi
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ôóíêöi¨ öüîãî êëàñó òà äîâåäåíî ùî áóäü-ÿêó ôóíêöiþ öüîãî êëàñó ìîæå

áóòè ïîøèðåíî äî ñòàíäàðòíî¨ ôóíêöi¨ öüîãî æ êëàñó. Ó ïiäðîçäiëi 7.2 ðîç-

ãëÿíóòî çàäà÷ó Íåâàíëiííè-Ïiêà ó ðîøèðåíîìó êëàñi Êðåéíà-Ëàíãåðà òà

îòðèìàíî ïàðàìåòðèçàöiþ âñiõ ¨¨ ðîçâ'ÿçêiâ (ç ïîëþñàìè òà çi ñòðèáêàìè).

Óñiì ïàðàìåòðàì âiäïîâiäàþòü ðîçâ'ÿçêè, âèêëþ÷íèõ çíà÷åíü ïàðàìåòðiâ

íåìà¹, íà âiäìiíó âiä âèïàäêó êîëè äîçâîëÿþòüñÿ ëèøå ðîçâ'ÿçêè ç ïîëþ-

ñàìè. Êðiì òîãî ðîçãëÿíóòî âèðîäæåíèé âèïàäîê i äîâåäåíî ùî òîäi çàäà÷à

çàâæäè ìà¹ ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê, ÿêèé ìîæå ìàòè ñòðèáêè, íà âiäìiíó âiä êëà-

ñè÷íî¨ ïîñòàíîâêè êîëè ðîçâ'ÿçêiâ ìîæå íå áóòè.

Çàãàëîì, ó äèñåðòàöi¨ çàïðîïîíîâàíèé i ñèñòåìàòè÷íî ðîçâèíóòèé ïiä-

õiä, ÿêèé âèêîðèñòîâó¹ óíiòàðíi ñèñòåìè ðîçñiþâàííÿ äëÿ äîñëiäæíåí-

íÿ iíòåðïîëÿöiéíèõ çàäà÷ àíàëiçó. Öåé ïiäõiä äîçâîëÿ¹ îòðèìóâàòè òîíêi

àíàëiòè÷íi ðåçóëüòàòè âèõîäÿ÷è ç âíóòðiøíüî¨ ñòðóêòóðè âiäïîâiäíèõ ñè-

ñòåì ðîçñiþâàííÿ, ÿêi ó ñâîþ ÷åðãó âiäîáðàæóþòü ñòðóêòóðó äàíèõ çàäà÷i

iíòåðïîëÿöi¨.

Óñi îñíîâíi ðåçóëüòàòè íàâåäåíî ç ïîâíèìè äîâåäåííÿìè. Îòðèìàíi ðå-

çóëüòàòè ìàþòü òåîðåòè÷íèé õàðàêòåð. Çàïðîïîíîâàíi ìåòîäè ìîæóòü áóòè

âèêîðèñòàíi äëÿ äîñëiäæåííÿ òà ðîçâ'ÿçàíÿ ðiçíîìàíiòíèõ iíòåðïîëÿöiéíèõ

çàäà÷ àíàëiçó.
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