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ЗАГАЛЬНА ХАРАКТЕРИСТИКА РОБОТИ

Актуальнiсть теми. Оператори перетворення для рiвнянь Штурма–
Лiувiлля є потужним iнструментом для дослiдження рiзноманiтних проблем
теорiї диференцiальних рiвнянь i математичної фiзики.

Нехай Tr : L2(0,+∞) → L2(0,+∞), D(Tr) = L2(0,+∞), є добре вiдомим
оператором перетворення1, який зберiгає асимптотику функцiй на нескiнченно-
стi, i такий, що

(
d2

dx2
− r(x)

)
Trg = Tr

d2

dξ2
g, g ∈ H2(0,+∞), (1)

за умов

r ∈ C1[0,+∞),

∫ ∞

0

x|r(x)| dx <∞, (2)

де H2(0,+∞) — простiр Соболєва. Оскiльки цей оператор є оборотним: T−1
r :

L2(0,+∞) → L2(0,+∞), D(T−1
r ) = L2(0,+∞), то для кожного λ ∈ C вiн

взаємно однозначно вiдображає множину розв’язкiв рiвняння

−v′′ = λ2v, x > 0, (3)

на множину розв’язкiв рiвняння

−y′′ + r(x)y = λ2y, x > 0, (4)

до того ж
y(x, λ)

v(x, λ)
→ 1, коли x→ +∞, (5)

якщо y(·, λ) = Trv(·, λ), λ ∈ C. Це дає можливiсть застосувати цей оператор (i
формулу (1)) для розв’язання рiзноманiтних проблем для хвильового рiвняння
на пiвосi

wtt = wxx − r(x)w, x > 0, t > 0. (6)

Проте, формула (1) справедлива лише для функцiй g ∈ H2(0,+∞), але задачi
для рiвняння (6) деколи доводиться розглядати в просторах функцiй, ширших
за H2(0,+∞), наприклад, задачi керування для такого рiвняння, як правило,
розглядаються для w(·, t) ∈ H0(0,+∞) або w(·, t) ∈ H1(0,+∞), t > 0. Тому
виникає проблема продовження цього оператора, щонайменше, на H−1(0,+∞).

Крiм того, досить цiкавою є проблема побудови оператора, подiбного до опе-
ратора перетворення, для трансформацiї розв’язкiв рiвняння (3) на розв’язки
рiвняння

−y′′ + q2y = λ2y, x > 0, (7)
1Марченко В.А. Операторы Штурма—Лиувилля и их приложения / В.А. Марченко. — К.: Наукова думка,

1977. — 331 с.
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за умови (5), де q > 0 є сталою. Нажаль, такий оператор не є взаємно одно-
значним, але вiн вiдiграє важливу роль в розв’язаннi проблем керованостi для
хвильового рiвняння

wtt = wxx − q2w, x > 0, t > 0, (8)

тому вiд також вартий на увагу. Його названо оператором впливу тому, що вiн,
зокрема, описує вплив керування на кiнцевий стан керованої системи.

Наступним кроком у розглядi оператора перетворення є узагальнення його
на диференцiальнi оператори другого порядку зi змiнними коефiцiєнтами. А са-
ме, побудова для заданогоm = −2,−1 бiєктивного оператора T : Hm(0,+∞) →
H

m(0,+∞), D(T) = L2(0,+∞), який вiдображає множину розв’язкiв рiвняння
(7) на множину розв’язкiв рiвняння

− 1

ρ(x)
(k(x)y′)

′ − γ(x)y = λ2y, x > 0, (9)

за деякого аналога умови (5), де ρ, k, γ ∈ C1[0,+∞), ρ та k є додатними на
[0,+∞). Тут H

m(0,+∞) є деяким новим простором соболєвського типу, який
слiд побудувати з урахуванням коефiцiєнтiв ρ i k. Такий оператор дає можли-
вiсть зведення вивчення властивостей хвильового рiвняння

ztt =
1

ρ(x)
(k(x)zx)x + γ(x)z, x > 0, t > 0, (10)

до властивостей рiвняння (7). Добре вiдомо2, що простори Соболєва Hm(R) є
“природним оточенням” для гiперболiчних рiвнянь зi сталими коефiцiєнтами,
зокрема, хвильових рiвнянь зi сталими коефiцiєнтами. Тому побудова операто-
ра перетворення T i просторiв H

m соболєвського типу, пов’язаних з ними, дає
можливiсть знайти таке “природне оточення” для хвильових рiвнянь зi змiнни-
ми коефiцiєнтами.

Таким чином, побудова операторiв перетворення для операторiв другого
порядку зi змiнними коефiцiєнтами i просторiв соболєвського типу, пов’язаних
з ними, а також теорiї їх застосування до проблем теорiї керування i теорiї
крайових задач є актуальною та сучасною галуззю математичних дослiджень.

Зв’язок роботи з науковими програмами, планами, темами. Дисер-
тацiйна робота виконана в математичному вiддiленнi Фiзико-технiчного iнсти-
туту низьких температур iм. Б.I.Вєркiна НАН України. Результати дисертацiї
є складовою частиною держбюджетних науково-дослiдних робiт “Методи ком-
плексного аналiзу та їх застосування в теорiї операторiв, теорiї ймовiрностей i
математичнiй статистицi” (номер державної реєстрацiї 0102U000320), “Методи

2Волевич Л.Р. Обобщенные функции и уравнения в свертках / Л.Р. Волевич, С.Г. Ґиндикин. — Москва:
Наука, 1994. — 336 с.
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комплексного аналiзу та їх застосування в спектральнiй теорiї, математичнiй
статистицi, теорiї диференцiальних рiвнянь та проблемi моментiв” (номер дер-
жавної реєстрацiї 0102U000321), “Теорiя функцiй та її застосування в спектраль-
нiй теорiї, аналiтичних питаннях математичної статистики, теорiї диференцi-
альних рiвнянь, ергодичнiй теорiї” (номер державної реєстрацiї 0105U001053),
“Теорiя функцiй та її застосування в теорiї операторiв, аналiтичних питаннях
теорiї ймовiрностей, теорiї диференцiальних та функцiональних рiвнянь, ерго-
дичнiй теорiї” (номер державної реєстрацiї 0108U000053) та “Новi методи теорiї
функцiй та їх застосування в спектральнiй теорiї, характеризацiйних задачах
математичної статистики, теорiї керування та ергодичнiй теорiї” (номер дер-
жавної реєстрацiї 0113U001130).

Мета i задачi дослiдження. Метою дослiдження є побудова нових ти-
пiв операторiв перетворення для диференцiальних операторiв другого порядку,
зокрема, операторiв iз змiнними коефiцiєнтами, та просторiв, породжених ни-
ми, i побудова теорiї застосування цих операторiв до проблем теорiї керування
та теорiї крайових задач.

Об’єктом дослiдження є диференцiальнi оператори другого порядку, опера-
тори перетворення та впливу для них, простори соболєвського типу, керованi
системи та нелокальнi крайовi задачi для хвильових рiвнянь на необмежених
областях.

Предметом дослiдження є властивостi операторiв перетворення для дифе-
ренцiальних операторiв другого порядку, властивостi просторiв соболєвського
типу, пов’язаних з ними, властивостi операторiв впливу, а також властивостi
керованостi, стабiлiзовностi та коректностi нелокальних крайових задач для
хвильових рiвнянь на необмежених областях.

Задачi дослiдження:

• побудувати i дослiдити оператори перетворення для диференцiальних опе-
раторiв другого порядку зi змiнними коефiцiєнтами на пiвосi та простори
соболєвського типу, пов’язанi з ними;

• побудувати i дослiдити оператори перетворення для двовимiрного оператора
Лапласа, визначеного на радiально симетричних розподiлах, та простори
соболєвського типу, пов’язанi з ними та застосувати одержанi результати
для вивчення керованостi хвильового рiвняння зi сталими коефiцiєнтами на
пiвплощинi;

• побудувати i дослiдити оператори впливу, що виникають в задачах керова-
ностi для хвильового рiвняння зi сталими коефiцiєнтами на пiвосi та засто-
сувати одержанi результати для вивчення керованостi цього рiвняння;

• вивчити проблеми стабiлiзовностi та властивостi коректностi нелокальних
крайових задач для хвильового рiвняння зi сталими коефiцiєнтами.
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• застосовуючи побудованi оператори перетворення для диференцiальних опе-
раторiв другого порядку зi змiнними коефiцiєнтами на пiвосi та властивостi
просторiв соболєвського типу, пов’язаних з ними, дослiдити проблеми ке-
рованостi, стабiлiзовностi та коректностi нелокальних крайових задач для
хвильового рiвняння зi змiнними коефiцiєнтами на пiвосi.

Методи дослiдження. У дисертацiйнiй роботi використовуються методи
математичного i функцiонального аналiзу, теорiї диференцiальних рiвнянь та
теорiї керування.

Наукова новизна одержаних результатiв. У роботi побудовано новi
типи операторiв перетворення для деяких диференцiальних операторiв другого
порядку та новi простори соболєвського типу, пов’язанi з ними, i розроблено
теорiю застосування цих операторiв до проблем теорiї керування та теорiї кра-
йових задач. Зокрема одержано наступнi результати:

• уперше введено i дослiджено оператори впливу (якi є подiбними до опера-
торiв перетворення), що виникають в задачах керованостi для хвильового
рiвняння зi сталими коефiцiєнтами на пiвосi, керованого крайовою умовою
Дiрiхле або Неймана;

• уперше введено i дослiджено оператори перетворення для диференцiального
оператора другого порядку зi змiнними коефiцiєнтами та новi простори H

m,
m = −2, 2, соболєвського типу, пов’язанi з ними;

• уперше введено та дослiджено оператори перетворення для двовимiрного
оператора Лапласа, визначеного на радiально симетричних розподiлах, i
новi простори Hs[1/2]

0 та H0
s[1/2], s ∈ R, соболєвського типу, пов’язанi з ними;

• застосовуючи оператори впливу та їх властивостi, одержано новi критерiї
керованостi за заданий i вiльний час для хвильового рiвняння зi сталими
коефiцiєнтами на пiвосi, керованого крайовими умовами Дiрiхле або Не-
ймана;

• застосовуючи оператори перетворення для двовимiрного оператора Лапла-
са, визначеного на радiально симетричних розподiлах, та властивостi про-
сторiв Hs[1/2]

0 та H0
s[1/2], s ∈ R, одержано новi критерiї керованостi за заданий

i вiльний час для хвильового рiвняння зi сталими коефiцiєнтами на пiвпло-
щинi, керованого крайовими умовами Дiрiхле або Неймана iмпульсного ти-
пу;

• розв’язано проблему стабiлiзовностi для хвильового рiвняння зi сталими ко-
ефiцiєнтами на пiвосi;

• одержано критерiї коректностi для нелокальних крайових задач для хви-
льового рiвняння зi сталими коефiцiєнтами;

• застосовуючи оператори перетворення для диференцiального оператора
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другого порядку зi змiнними коефiцiєнтами та властивостi просторiв H
m,

m = −2, 2, одержано новi критерiї керованостi, розв’язано проблему стабi-
лiзовностi i одержано новi критерiї коректностi нелокальних крайових задач
для хвильового рiвняння зi змiнними коефiцiєнтами на пiвосi.

Практичне значення одержаних результатiв. У дисертацiї проведено
фундаментальнi теоретичнi дослiдження, якi поглиблюють нашi знання про ди-
ференцiальнi оператори другого порядку зi сталими i змiнними коефiцiєнтами
та їх зв’язок з формуванням нових операторiв перетворення i нових просторiв
соболєвського типу. Вони можуть бути використанi в теорiї диференцiальних
рiвнянь, математичнiй фiзицi, теорiї просторiв соболєвського типу та iнших
роздiлах математики.

Особистий внесок здобувача. Усi результати дисертацiї одержано авто-
ром особисто. Зi спiльних праць до дисертацiї включено лише тi результати, якi
належать автору. У роздiлi 1 дисертацiї розповiдається про внесок спiвавторiв
до цих робiт.

Апробацiя результатiв дисертацiї. Основнi результати дослiджень, на-
веденi в дисертацiї, доповiдалися та обговорювалися на таких мiжнародних кон-
ференцiях та семiнарах:

• “Boundary-Value Problems, Special Functions and Fractional Calculus”, Мiнськ,
Бiлорусь, 1996;

• “2nd European Congress of Mathematics”, Будапешт, Угорщина, 1996;

• “Theory of Functions and Mathematical Physics”, Харкiв, 2001;

• “Inverse Problems and Nonlinear Equations”, Харкiв, 2002;

• “Mathematical Analysis and Economics”, Суми, 2003;

• “Nonlinear Partial Differential Equations” , Алушта, 2003, 2005;

• “First Karazin Scientific Readings”, Харкiв, 2004;

• “International Conference on Differential Equations”, Львiв, 2006;

• “Differential Equations and Related Topics” dedicated to I.G.Petrovskii, Москва,
Росiя, 2007;

• “Lyapunov Memorial Conference”, Харкiв, 2007;

• “Further Progress in Analysis”, 6th International ISAAC Congress, Анкара, Ту-
реччина, 2007;

• “International V.Ya.Skorobohatko Mathematical Conference”, Дрогобич, 2011,
2015;

• “Complex Analysis and its Applications”, Харкiв, 2011;

• “Spectral Theory and Differential Equations”, Харкiв, 2012;

• “Mathematical Analysis and Mathematical Physics”, Харкiв, 2015;
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• семiнар з теорiї функцiй в Iнститутi математики Мюнхенського унiверсите-
ту, Нiмеччина (керiвник Г. Зайдентоп);

• семiнар з теорiї функцiй i функцiонального аналiзу в Харкiвському нацiо-
нальному унiверситетi iм. В.Н. Каразiна (керiвник А.П. Гришин);

• семiнар математичного вiддiлення Фiзико-технiчного iнституту iм. Б.I. Вєр-
кiна НАН України (керiвник Є.Я. Хруслов);

• семiнар кафедри прикладної математики в Харкiвському нацiональному
унiверситетi iм. В.Н.Каразiна (керiвник В.I. Коробов)

• семiнар вiддiлу нелiнiйного аналiзу в Iнститутi математики НАН України,
Київ (керiвник В.А. Михайлець).
Публiкацiї. Результати дисертацiї опублiковано в 45 наукових публiкацi-

ях, в тому числi в 23 наукових статтях [1]–[23] у вiтчизняних та закордонних
фахових наукових виданнях та в 22 тезах доповiдей на наукових конференцiях
[24]–[45].

Структура та обсяг дисертацiї. Дисертацiя складається зi вступу, семи
роздiлiв, висновкiв та списку використаних джерел, що мiстить 120 наймену-
вань та займає 20 сторiнок. Загальний обсяг роботи становить 295 сторiнок,
основна частина становить 270 сторiнок.

ОСНОВНИЙ ЗМIСТ РОБОТИ

У вступi обґрунтовано актуальнiсть теми дисертацiї, сформульованi мета та
задачi, об’єкт та предмет дослiдження, розкрита наукова новизна одержаних
результатiв.

У роздiлi 1 зроблено огляд лiтератури за темою дисертацiї, наведено де-
якi попереднi результати та зроблено вибiр напрямку дослiдження. Зазначимо,
що оператори перетворення дослiджувалися i застосовувалися багатьма мате-
матиками: Б.Я. Левiним, Б.М. Левiтаном, В.О. Марченком, О.Я. Повзнером,
Є.Я. Хрусловим та iншими. Простори Соболєва та їх рiзноманiтнi модифiкацiї
дослiджувалися в роботах M. Dreher, J. Eckhardt, G. Floridia, L. Hörmander,
H. Triebel, I. Witt, Л.Р. Волевича, С.Г. Ґiндiкiна, В.А. Михайлеця, О.О. Мурача
та в роботах багатьох iнших математикiв. Вiдмiтимо, також, що питання керо-
ваностi та стабiлiзовностi для хвильових рiвнянь на обмежених за просторовими
змiнними областях вивчено досить добре i цьому йому присвячено роботи вели-
кої кiлькостi дослiдникiв: R. Curtain, R. Datko, S. Dolecki, M. Gugat, I. Lasiecka,
G. Leugering, N. Levan, J.-L. Lions, D.L. Russel, R. Triggiani, X. Zhang, В.О. Iльї-
на, Є.I. Моїсєєва, В.I. Коробова, Г.М. Скляра та багатьох iнших. На вiдмiну вiд
цього хвильовi рiвняння на необмежених за просторовими змiнними областях
вивчено набагато гiрше. Вивченню крайових задач також присвячено значну
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кiлькiсть робiт математикiв: В.М. Борок, I.Л. Вiленця, О.О. Дезiна, В.С. Iлькi-
ва, I.Я. Кмить, О.А. Макарова, А.Х. Мамяна, А.М. Нахушева, В.М. Полiщук,
Б.Й. Пташника, О.А. Самарського та iнших.

У R
n та C

n через |x| позначимо евклiдову норму вектора x, а через (x, y) —
скалярний (ермiтiв) добуток векторiв x та y. Позначимо xα = xα1

1 x
α2

2 . . . xαn
n для

вектора x ∈ R
n та мультиiндекса α ∈ N

n
0 , де N0 = N

⋃
{0}. Крiм того, позначимо

D = (−i∂/∂x1, . . . ,−i∂/∂xn).
Позначимо через

S(Rn) =
{
ϕ ∈ C∞(Rn) | ∀α ∈ N

n
0 ∀β ∈ N

n
0 sup

{∣∣xαDβϕ
∣∣ | x ∈ R

n
}
<∞

}

простiр швидко спадних функцiй iз наступною збiжнiстю: sk → 0, коли k →
∞, якщо ∀α ∈ N

n
0 ∀β ∈ N

n
0 x

αDβsk ⇒ 0 на R
n, коли k → ∞. Через S′(Rn)

позначимо двоїстий простiр помiрних розподiлiв (тобто, простiр неперервних
лiнiйних функцiоналiв на S(Rn)) iз слабкою топологiєю.

Позначимо через D простiр нескiнченно диференцiйовних функцiй на R з
компактними носiями, де ϕn → 0, коли n → ∞, тодi i лише тодi, коли iснує
a > 0 таке, що для кожного n = 1,∞ маємо suppϕn ∈ [−a, a] i для кожного
m = 1,∞ маємо ϕ(m)

n ⇒ 0 на R, коли n → ∞. Через D′ позначимо двоїстий до
нього простiр, тобто, простiр розподiлiв над D iз слабкою збiжнiстю.

Далi, для топологiчного простору Ψ завжди позначатимемо через Ψ′ спря-
жений (двоїстий) простiр iз слабкою топологiєю, а через Ψ∗ — спряжений про-
стiр iз сильною топологiєю. Через 〈f, ϕ〉 позначатимемо значення розподiлу f
на тестовiй функцiї ϕ.

Для s, l ∈ R позначимо

Hs
l (R

n) =
{
f ∈ S

′(Rn) |
(
1 + |x|2

)l/2 (
1 + |D|2

)s/2
f ∈ L2(Rn)

}

з нормою

‖f‖sl =
∥∥∥
(
1 + |x|2

)l/2 (
1 + |D|2

)s/2
f
∥∥∥
L2(Rn)

.

Простiр Hs
l (R

n) є рефлексивним, H−s
−l (R

n) = (Hs
l (R

n))∗ та

‖f‖−s
−l = sup

{ |〈f, ϕ〉|
‖ϕ‖sl

| 0 6= ϕ ∈ Hs
l (R

n)

}
, s, l ∈ R.

Простори Hs
l (R

n), l, s ∈ R, S(Rn) та S′(Rn) є повними вiдносно введеної тополо-
гiї. Властивостi просторiв Hs

l (R
n), l, s ∈ R, викладено в роботi Л.Р. Волевича i

С.Г. Ґiндiкiна3.
3Волевич Л.Р. Обобщенные функции и уравнения в свертках / Л.Р. Волевич, С.Г. Гиндикин. — Москва:

Наука, 1994. — 336 с.
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Для m ∈ N0 розглянемо простiр

Hm =
{
ϕ ∈ L2(R) | ∀k = 0,m ϕ(k) ∈ L2(R)

}

з нормою

‖ϕ‖m =

(
m∑

k=0

(∥∥∥ϕ(k)
∥∥∥
L2(R)

)2
)1/2

та спряжений до нього простiр H−m = (Hm)∗ з нормою

‖f‖m = sup

{ |〈f, ϕ〉|
‖ϕ‖m | 0 6= ϕ ∈ Hm

}
.

Добре вiдомо4, що простори D, D′ та Hm, m ∈ Z, є повними вiдносно вве-
деної топологiї. Також добре вiдомо (див. щойно згадану роботу Л.Р. Волевича
i С.Г. Ґiндiкiна), що для будь-якого m ∈ Z маємо Hm = Hm

0 (R), i тотожне
вкладення є iзоморфiзмом цих просторiв, зокрема,

1

Km
‖f‖m ≤ ‖f‖m0 ≤ Km ‖f‖m , f ∈ Hm,

де Km > 0 є деякою сталою.
Позначимо S = S(R), S′ = S′(R), Hs

l = Hs
l (R), s, l ∈ R. Для s, l ∈ R по-

значимо через H̃s
l пiдпростiр усiх непарних розподiлiв простору Hs

l , а через Ĥs
l

пiдпростiр усiх парних розподiлiв простору Hs
l . Зрозумiло, що простори H̃s

l та
Ĥs

l є повними вiдносно топологiї, iндукованої Hs
l . Позначимо H̃

s
0 = H̃s

0×H̃s−1
0 та

Ĥ
s
0 = Ĥs

0 × Ĥs−1
0 з нормою |||·|||s0, i позначимо H̃l = H̃l × H̃l−1 та Ĥl = Ĥl × Ĥl−1

з нормою |||·|||l. Для m ∈ Z позначимо через H̃m пiдпростiр усiх непарних роз-
подiлiв простору Hm, а через Ĥm — пiдпростiр усiх парних розподiлiв простору
Hm. Очевидно, що простори H̃m та Ĥm є повними вiдносно топологiї, iндуко-
ваної Hm. Позначимо H̃

m = H̃m × H̃m−1 та Ĥ
m = Ĥm × Ĥm−1 з нормою |||·|||m.

Маємо H̃
m = H̃

m
0 та Ĥ

m = Ĥ
m
0 i тотожнi вкладення є iзоморфiзмами для обох

пар просторiв (див. згадану вище роботу Л.Р. Волевича i С.Г. Гiндiкiна).
Далi скрiзь позначатимемо через D(A), N(A) та R(A) область визначення,

ядро та образ оператора A, вiдповiдно.
Розглянемо класичний оператор перетворення для оператора Штурма—

Лiувiлля на пiвосi, який зберiгає асимптотику на нескiнченностi. Далi ми вва-
жаємо, що виконано наступнi умови:

r ∈ C1[0,+∞) ∩ L∞(0,+∞) та
∫ ∞

0

λ |r(λ)| dλ <∞. (11)

4Hörmander L. The Analisis of Linear Partial Differential Operators: in 4 v / L. Hörmander. — Berlin—
Heidelberg—New York—Tokyo: Springer—Verlag, 1983—1985. — . — V. 1: Distribution Theory and Fourier
Analysis. — 1983. — 440 p.
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Нехай K є розв’язком системи




Ky1y1(y)−Ky2y2(y) = r(y1)K(y), y2 > y1 > 0,

K(y1, y1) =
1

2

∫ ∞

y1

r(ξ) dξ, y1 > 0

lim
y1+y2→∞

Ky1(y) = lim
y1+y2→∞

Ky2(y) = 0, y2 > y1 > 0.

(12)

Система (12) має єдиний розв’язок K, i справджується наступна теорема5.

Теорема 1.9. Нехай K є розв’язком системи (12). Тодi K ∈ C2{y ∈ R
2 |

y2 > y1 > 0} i

|K(y)| ≤M0σ0

(
y1 + y2

2

)
, y2 > y1 > 0 (13)

∣∣Kyj(y)
∣∣ ≤1

4

∣∣∣∣r
(
y1 + y2

2

)∣∣∣∣+M1σ0

(
y1 + y2

2

)
, y2 > y1 > 0, j = 1, 2. (14)

де M0 > 0, M1 > 0 та σ0(λ) =
∫∞
λ |r(ξ)| dξ, λ > 0.

Розглянемо оператор T0 : L
2(0,+∞) → L2(0,+∞), D (T0) = L2(0,+∞),

(T0g) (λ) = g(λ) +

∫ ∞

λ

K(λ, ξ)g(ξ) dξ, λ > 0, g ∈ D(T0).

Бачимо, що цей оператор зберiгає асимптотику функцiй на нескiнченностi, але
не зберiгає їх початковi значення. Крiм того, з результатiв вже згаданою роботи
В.О. Марченка випливає наступна формула

(
d2

dλ2
− r(·)

)
T0g = T0

d2

dξ2
g, g ∈ H2(0,+∞). (15)

У тiй же книзi В.О. Марченка також доведено, що оператор T0 є оборотним,
T−1

0 : L2(0,+∞) → L2(0,+∞), D
(
T−1

0

)
= L2(0,+∞),

(
T−1

0 f
)
(ξ) = f(ξ) +

∫ ∞

ξ

L(ξ, λ)f(λ) dλ, ξ > 0, f ∈ D(T−1
0 ),

де ядро L ∈ C2{y ∈ R
2 | y2 > y1 > 0} визначається спiввiдношенням

L(y) +K(y) +

∫ y2

y1

L(y1, ξ)K(ξ, y2) dξ = 0, y2 > y1 > 0, (16)

5Марченко В.А. Операторы Штурма—Лиувилля и их приложения / В.А. Марченко. — К.: Наукова думка,
1977. — 331 с.
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або

L(y) +K(y) +

∫ y2

y1

K(y1, ξ)L(ξ, y2) dξ = 0, y2 > y1 > 0, (17)

та для ядра L справедлива властивостi, аналогiчнi властивостям ядра K.
Продовження оператора T0 на H̃−2 було спочатку розглянуто i дослiдже-

но для деяких спецiальних потенцiалiв r в роботi [5], а потiм узагальнено на
випадок, коли потенцiал r задовольняє умову (11), в роботi К.С. Халiної6 та в
[2]. У наступних теоремах 1.11–1.15 викладено властивостi цього продовження,
одержанi у цих роботах.

Позначимо через T̃0 продовження оператора T0 на H̃0. Маємо T̃0 : H̃
0 → H̃0,

D
(
T̃0

)
= H̃0,

(
T̃0g

)
(λ) = g(λ) + sgnλ

∫ ∞

|λ|
K(|λ|, ξ)g(ξ) dξ, λ ∈ R, g ∈ D(T̃0).

Очевидно, що цей оператор є оборотним i T̃−1
0 : H̃0 → H̃0, D(T̃−1

0 ) = H̃0,

(
T̃−1

0 f
)
(ξ) = f(ξ) + sgn ξ

∫ ∞

|ξ|
L(|ξ|, λ)f(λ) dλ, ξ ∈ R, f ∈ D(T̃−1

0 ).

Для того, щоб продовжити оператор T̃0 на H̃−2, розглянемо спряжений до нього
оператор. Маємо T̃∗

0 : H̃
0 → H̃0, D(T̃∗

0) = H̃0,

(
T̃∗

0ϕ
)
(ξ) = ϕ(ξ) + sgn ξ

∫ |ξ|

0

K(λ, |ξ|)ϕ(λ) dλ, ξ ∈ R, ϕ ∈ D(T̃∗
0),

та (T̃−1
0 )∗ = (T̃∗

0)
−1 : H̃0 → H̃0, D

(
(T̃∗

0)
−1
)
= H̃0,

(
(T̃∗

0)
−1ψ

)
(λ) = ψ(λ) + sgnλ

∫ |λ|

0

L(ξ, |λ|)ψ(ξ) dξ, λ ∈ R, ψ ∈ D
(
(T̃∗

0)
−1)
)
.

Справедлива наступна теорема.

Теорема 1.11. Оператор T̃∗
0 є автоморфiзмом простору H̃m, m = 0, 1, 2.

Позначимо T̃r =
(
T̃∗

0|H̃2

)∗
. Маємо T̃r : H̃

−2 → H̃−2, D(T̃r) = H̃−2,

〈
T̃rg, ϕ

〉
=
〈
g, T̃∗

0ϕ
〉
, g ∈ D(T̃r), ϕ ∈ D(T̃∗

0) ∩ H̃2 = H̃2.

6Халiна К.С. Про керованiсть крайовими умовами Дiрiхле для неоднорiдної струни на пiвосi / К.С. Ха-
лiна // Доп. НАНУ. — 2012. — № 10. — С. 24-29.
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Тодi T̃−1
r =

((
T̃∗

0

)−1

|H̃2

)∗
i T̃−1

r : H̃−2 → H̃−2, D(T̃−1
r ) = H̃−2,

〈
T̃

−1
r f, ψ

〉
=

〈
g,
(
T̃∗

0

)−1

ψ

〉
, f ∈ D(T̃−1

r ), ψ ∈ D
(
(T̃∗

0)
−1)
)
∩ H̃2 = H̃2.

Справедлива також теорема.

Теорема 1.12. Оператор T̃r є автоморфiзмом простору H̃m, m = −2,−1, 0.

Крiм того для оператора T̃r має мiсце аналог формули (15).

Теорема 1.13. Якщо g ∈ H̃0 та iснує g(+0), то iснує
(
T̃rg

)
(+0) i

(
d2

dλ2
− r(| · |)

)
T̃rg − 2

(
T̃rg

)
(+0)δ′ = T̃r

(
d2

dξ2
g − 2g(+0)δ′

)
.

Наступна теорема також є корисною при дослiдженнi проблем керованостi.

Теорема 1.15. Маємо T̃r (δ
′) = δ′.

Аналогiчно оператор T0 продовжується на Ĥ−1. Продовжений оператор по-
значений через T̂r. Таке продовження було розглянуто i дослiджено в роботi
К.С. Халiної7 та в [1].

Нехай H0, H1, H2 є банаховими просторами, а H0 ⊂ H1 ⊂ H2 є щiльними
вкладеннями, оператори A : H2 → H2, D(A) = H0, та B : R → H2, D(B) = R,
є лiнiйними.

Розглянемо керовану систему

w′′ = Aw +Bu, t ∈ (0, T ), (18)

w(0) = w0
0, w′(0) = w0

1, (19)

де w(j) : [0, T ] → Hj, j = 0, 1, 2, w0
0 ∈ H0, w0

1 ∈ H1, u ∈ L∞(0, T ) є керуванням.
Позначивши

W =

(
w
w′

)
, W0 =

(
w0

0

w0
1

)
, H = H1 ×H2, H = H0 ×H1,

A =

(
0 Id
A 0

)
: H → H, D(A) = H, B =

(
0
B

)
: R → H, D(B) = R,

де Id є тотожнiм оператором, бачимо що система (18), (19) еквiвалентна системi

W′ = AW+Bu, t ∈ (0, T ), (20)

7Khalina K.S. On the Neumann boundary controllability for a non-homogeneous string on a half-axis /
K.S. Khalina // J. Math. Phys., Anal., Geom. — 2012. — V. 8. — P. 307–335.
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W(0) = W0, (21)

де W : [0, T ] → H, W′ : [0, T ] → H, W0 ∈ H, u ∈ L∞(0, T ) є керуванням.
Нехай T > 0. Для W0 ∈ H позначимо через RT (W

0) множину тих WT =(
wT

0

wT
1

)
∈ H, для яких iснує керування u ∈ L∞(0, T ) таке, що кожен розв’язок

задачi Кошi (18), (19) (або (20), (21)) задовольняє умову W(T ) =

(
w(T )
w′(T )

)
=

WT . Позначимо також R(W0) =
⋃

T>0RT (W
0).

Означення 1.21. Стан W0 ∈ H керованої системи (18), (19) (або (20), (21))
називається L∞-керованим за заданий час T > 0, якщо 0 ∈ RT (W

0).

Означення 1.22. Стан W0 ∈ H керованої системи (18), (19) (або (20), (21))
називається наближено L∞-керованим за заданий час T > 0, якщо 0 ∈ RT (W0)
(замикання розглядається в H).

Означення 1.23. Стан W0 ∈ H керованої системи (18), (19) (або (20), (21))
називається наближено L∞-керованим за вiльний час, якщо 0 ∈ R(W0) (зами-

кання розглядається в H).

Нехай оператор A є iнфiнiтезимальним генератором C0-групи S : R → L(H),
де L(H) є простором лiнiйних обмежених операторов, що визначенi на всьому
H i дiють в H. Тодi єдиним розв’язком (20), (21) є

W(t) = S(t)

(
W0 +

∫ t

0

S(−ξ)Bu(ξ) dξ
)
, t ∈ [0, T ]. (22)

Тому для W0 ∈ H маємо

RT (W
0) =

{
WT ∈ H | ∃u ∈ L∞(0, T ) S(−T )WT −W0 = Λu

}

де Λ : L2(0,+∞) → H є iнтегральним оператором

Λf = lim
T→∞

∫ T

0

S(−ξ)Bf(ξ) dξ,

визначеним для тих f ∈ L2(0,+∞), для яких iснує вiдповiдна границя.
Також у цьому роздiлi для загального рiвняння вигляду (18) поставленi

задачi стабiлiзовностi i коректної розв’язностi нелокальної крайової задачi.
У роздiлi 2 введено та дослiджено деякi допомiжнi простори Соболєва на

(0,+∞), якi дозволяють продовжувати розв’язки рiвняння (8) на простори
Hm

0 (R). Далi в класичних просторах Соболєва введено та дослiджено оператори
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впливу, що виникають в задачах керування для хвильового рiвняння зi стали-
ми коефiцiєнтами. Уведений вище оператор впливу Λ, для хвильового рiвняння
(8) зi сталими коефiцiєнтами на пiвосi, керованого крайовими умовами Дiрiхле,
набуває вигляду

Λf = −
(
ΨI

0
odd
f

Ψ̂I
0
odd
f

)
, f ∈ D(Λ) = L2(0,+∞),

де I
0
odd

є оператором непарного продовження, а Ψ та Ψ̂ визначенi нижче. Опе-
ратор Λ, а, в наслiдок цього, i оператори Ψ та Ψ̂, є центральним об’єктом при
дослiдженнi керованостi згаданого хвильового рiвняння. Цi оператори було на-
звано операторами впливу [7], тому що вони, фактично, описують вплив керу-
вання на кiнцевий стан керованої системи (20), (21). Тому тут ми дослiджуємо
оператори Ψ i Ψ̂ та їх властивостi, що будуть використанi при вивченнi рiв-
няння (8), керованого крайовою умовою Дiрiхле. Цi оператори залежать вiд
параметра q, який ми вважатимемо невiд’ємною сталою.

Нехай Ψ : H̃0
0 → H̃0

0 , D(Ψ) = H̃0
0 ,

Ψg = F
−1
σ→x

(
σ√

σ2 + q2
(Fg)

(√
σ2 + q2

))
, g ∈ D(Ψ). (23)

Якщо q = 0, то Ψ = Id.
Нехай Ψ̂ : H̃0

0 → H̃−1
0 , D(Ψ̂) = D(Ψ) = H̃0

0 ,

Ψ̂g =
d

dx
F
−1
σ→x

(
(F (sgn(·) g))

(√
σ2 + q2

))
, g ∈ D(Ψ̂). (24)

Якщо q = 0, то Ψ̂ = d
dx sgn(·), тобто,

(
Ψ̂g
)
(x) = (sgn x g(x))′.

Дослiдимо оператори Ψ та Ψ̂.

Теорема 2.6. Нехай q > 0. Тодi справедливi наступнi твердження:

(i) R(Ψ) =
{
f ∈ H̃0

0 | ∃f̃ ∈ H
1/2
0 Ff =

√
| · |Ff̃

}
, R(Ψ) = H̃0

0 ;

(ii) Ψ є обмеженим i ‖Ψ‖ ≤ 1;
(iii) N(Ψ) = {g ∈ D(Ψ) | suppFg ⊂ [−q, q]};

(iv) (Ψg) (x) = g(x)− qx

∫ ∞

|x|

J1
(
q
√
t2 − x2

)
√
t2 − x2

g(t) dt, g ∈ D(Ψ).

Тут Jν(ξ) є функцiєю Бесселя.

Аналогiчна теорема справедлива для оператора Ψ̂.

Теорема 2.7. Нехай q > 0. Тодi справедливi наступнi твердження:

(i) R(Ψ̂) =
{
f ∈ H̃−1

0 | ∃f̃ ∈ H
−1/2
0 Ff =

√
| · |Ff̃

}
, R(Ψ̂) = H̃−1

0 ;



14

(ii) Ψ̂ є обмеженим i
∥∥∥Ψ̂
∥∥∥ ≤ 1;

(iii) N(Ψ̂) =
{
g ∈ D(Ψ̂) | suppF (sgn(·) g) ⊂ [−q, q]

}
;

(iv)
(
Ψ̂g
)
(x) =

d

dx

(
sgn x g(x)− q

∫ ∞

|x|

tJ1
(
q
√
t2 − x2

)
√
t2 − x2

g(t) dt

)
, g ∈ D(Ψ̂).

Нехай m = −2,−1, 0, α > 0. Позначимо через H̃m
0 [−α, α] пiдпростiр усiх

розподiлiв в H̃m
0 , носiї яких лежать в [−α, α]. Очевидно, що простiр H̃m

0 [−α, α]
є повним вiдносно топологiї, iндукованої H̃m

0 . Позначимо через Ψα звуження
оператора Ψ на H̃0

0 [−α, α], а через Ψ̂α звуження оператора Ψ̂ на H̃0
0 [−α, α].

Очевидно, що Ψ̂αg = Ψα(sgn(·)g)′, g ∈ D(Ψα).

Теорема 2.8. Оператор Ψα є автоморфiзмом H̃0
0 [−α, α].

Теорема 2.10. Оператор Ψ̂α є iзоморфiзмом H̃0
0 [−α, α] та H̃−1

0 [−α, α].

Цi теореми дозволяють одержати критерiї керованостi за заданий час для
рiвняння (8), керованого крайовою умовою Дiрiхле.

Далi дослiджено множини N(Ψ) та Ψ̂(N(Ψ)). Оскiльки для q = 0 маємо
N(Ψ) = Ψ̂(N(Ψ)) = {0}, то ми дослiджуємо цi множини лише у випадку q > 0.
Зокрема, одержано наступнi чотири теореми, якi дозволяють одержати крите-
рiї керованостi за вiльний час для рiвняння (8), керованого крайовою умовою
Дiрiхле.

Теорема 2.17. Нехай q > 0, n = 0,∞, f(x) = sgn x |x|ne−q|x|, x ∈ R. Тодi

f ∈ Ψ̂(N(Ψ)) (замикання розглядається в H−1
0 ).

Теорема 2.18. Нехай q > 0. Тодi H̃−1
0 є замиканням множини Ψ̂ (N(Ψ)) за

нормою ‖·‖−1
0 .

Теорема 2.19. Нехай q > 0, n = 0,∞, f(x) = sgn x |x|ne−q|x|, x ∈ R. Тодi

f ∈ Ψ(N(Ψ̂)) (замикання розглядається в H0
0 ).

Теорема 2.20. Нехай q > 0. Тодi H̃0
0 є замиканням множини Ψ(N(Ψ̂))) за

нормою ‖·‖00.

Аналогiчнi дослiдження проведено для операторiв впливу Φ i Φ̂, що вини-
кають при дослiдженнi проблем керованостi для рiвняння (8), керованого кра-
йовою умовою Неймана. У цьому роздiлi також дослiджено зв’язок мiж опера-
торами впливу та операторами перетворення.

У роздiлi 3 введено i дослiджено оператори перетворення та простори собо-
лєвського типу для диференцiальних операторiв другого порядку зi змiнними
коефiцiєнтами.
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Нехай η ∈ C2(R) i θ ∈ C1(R) є парними додатними на R функцiями. Крiм
того, вважаємо

σ(x) =

∫ x

0

dµ

θ2(µ)
→ +∞, коли x→ +∞. (25)

Зрозумiло, що σ є непарною зростаючою на R функцiєю. Далi розглянемо ана-
лог соболєвського простору Hp, у якому звичайну похiдну d

dx замiнено на “лi-

нiйно деформовану” похiдну Dηθ = θ2
(

d
dx +

η′

η

)
, а звичайнi простори L2(R) —

на вiдповiднi ваговi простори з вагою η2

θ2 . А саме, позначимо

H
p =

{
ϕ ∈ L2

loc
(R) | ∀m = 0, p

(η
θ

(
Dm

ηθϕ
))

∈ H0
}
, p = 0, 1, 2,

з нормою

[]ϕ[]p =

(
p∑

m=0

(∥∥∥η
θ

(
Dm

ηθϕ
)∥∥∥

0
)2
)1/2

, ϕ ∈ H
p, p = 0, 1, 2,

i позначимо H
−p = (Hp)∗ з нормою

[]f []−p = sup

{ |〈〈f, ϕ〉〉|
[]ϕ[]p

| 0 6= ϕ ∈ H
p

}
, f ∈ H

−p, p = 0, 1, 2,

де 〈〈f, ϕ〉〉 є значенням розподiлу f ∈ H
−p на тестовiй функцiї ϕ ∈ H

p. Зокрема,
маємо H

0 =
(
H

0
)∗

та

〈〈f, ϕ〉〉 =
〈η
θ
f,
η

θ
ϕ
〉
=

∫ ∞

−∞
f(x)ϕ(x)

η2(x)

θ2(x)
dx, f, ϕ ∈ H

0.

Операцiя диференцiювання в H
p визначається наступною формулою

〈〈Dηθf, ϕ〉〉 = −〈〈f,Dηθϕ〉〉 , f ∈ H
−p, ϕ ∈ H

p+1, p = 0, 1.

Разом з просторами H
m розглянемо оператор S. Спочатку розглянемо до-

помiжний оператор S0 : H
0 → H

0, D(S0) = H0,

S0ψ =
ψ ◦ σ
η

, ψ ∈ D(S0),

де ψ ◦ σ є композицiєю ψ i σ, тобто, (ψ ◦ σ)(x) = ψ(σ(x)), x ∈ R. За побудовою,
оператор S0 є оборотним, S−1

0 : H0 → H0, D(S−1
0 ) = H

0,

S−1
0 ϕ = (ηϕ) ◦ σ−1, ϕ ∈ D(S−1

0 ).

Теорема 3.1. Мають мiсце наступнi твердження:
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(i) DηθS0ψ = S0
d
dλψ, ψ ∈ H1,

(ii) Оператор S0 є iзометричним iзоморфiзмом Hp i Hp, p = 0, 1, 2.

Скориставшись цiєю теоремою, ми продовжуємо оператор S0 на H−2. По-
значимо це продовження через S. Маємо S : H−2 → H

−2, D(S) = H−2,

〈〈Sg, ϕ〉〉 = 〈g, S−1
0 ϕ〉, g ∈ D(S), ϕ ∈ D(S−1

0 ) ∩H
2 = H

2.

Зрозумiло, що S є також оборотним, S−1 : H−2 → H−2, D(S−1) = H
−2,

〈S−1f, ψ〉 = 〈〈f, S0ψ〉〉 , f ∈ D(S−1), ψ ∈ D(S0) ∩H2 = H2.

Беручи до уваги конструкцiю S та теорему 3.1, одержуємо наступну теорему

Теорема 3.2. Для m = −2, 2 мають мiсце наступнi твердження:

(i) DηθSψ = S
d
dλψ, ψ ∈ Hm, m 6= −2,

(ii) Оператор S є iзометричним iзоморфiзмом Hm i Hm,

(iii) 〈〈f, ϕ〉〉 = 〈S−1f,S−1ϕ〉, f ∈ H
−m, ϕ ∈ H

m.

Також нам будуть потрiбнi наступнi двi теореми.

Теорема 3.3. Маємо Sδ = η(0)δ.

Теорема 3.4. Мають мiсце наступнi щiльнi вкладення:

D ⊂ H
m ⊂ H

n ⊂ D
′, −2 ≤ n ≤ m ≤ 2.

Зауваження 3.6. На прикладах показано, що для деяких η та θ простiр S

є пiдпростором H
m, але для деяких iнших η та θ простiр S не є пiдпростором

H
m, m = −2, 2. Аналогiчно, для деяких η та θ простiр H

m є пiдпростором S′,
але для деяких iнших η та θ простiр H

m не є пiдпростором S′, m = −2, 2.

Нехай k = −2, 2. Позначимо через H̃
k пiдпростiр усiх непарних розподiлiв

простору H
k, а через Ĥ

k — пiдпростiр усiх парних розподiлiв простору H
k.

Очевидно, що простори H̃
k та Ĥ

k є повними вiдносно топологiї, iндукованої
H

k. Позначимо ĨHIk = H̃
k × H̃

k−1 та ÎHIk = Ĥ
k × Ĥ

k−1 з нормою [][]·[][]k. З теореми
3.2 одразу одержуємо

Висновок 3.7. Оператор S є iзометричним iзоморфiзмом H̃k та H̃
k, а також

iзометричним iзоморфiзмом Ĥk та Ĥ
k, k = −2, 2.

Далi в цьому роздiлi введено та дослiджено деякi допомiжнi модифiкованi
простори соболєвського типу на (0,+∞), якi дозволяють продовжувати розв’яз-
ки рiвняння (10) на простори H

m
0 на R.
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У цьому ж роздiлi вивчено оператори перетворення для диференцiальних
операторiв зi змiнними коефiцiєнтами. Уважаємо, що умову (25) виконано. Не-
хай також r є парною функцiєю, для якої виконано умову (11).

Для дослiдження хвильового рiвняння (10) зi змiнними коефiцiєнтами, ке-
рованого крайовою умовою Дiрiхле, буде використано оператор T̃ = ST̃r. До-
слiдимо його.

З теореми 1.12 та висновку 3.7 одержуємо наступну теорему.

Теорема 3.13. Оператор T̃є iзоморфiзмом просторiв H̃m та H̃
m, m = −2, 0.

З теорем 1.13, 1.15, 3.2 та 3.3 випливають наступнi двi теореми

Теорема 3.14. Якщо g ∈ H̃0 i iснує g(+0) ∈ R, то iснує (T̃g)(+0) i

(
D2

ηθ − r ◦ σ
)
T̃g − 2η2(0)(T̃g)(+0)Dηθδ = T̃

(
d2

dξ2
g − 2g(+0)δ′

)
.

Теорема 3.16. Маємо T̃δ′ = η(0)Dηθδ.

У цьому роздiлi також дослiджено оператор перетворення T̂ = ST̂r, який
буде використано для вивчення хвильового рiвняння зi змiнними коефiцiєнтами
(10), керованого крайовою умовою Неймана.

У роздiлi 4 введено i дослiджено оператори перетворення Ψ та Φ i простори
H

s[1/2]
0 таH0

s[1/2], s ∈ R, соболєвського типу для двовимiрного оператора Лапласа
зi сталими коефiцiєнтами, визначеного на радiально симетричних розподiлах.

У роздiлi 5 на основi результатiв, одержаних у роздiлi 2, одержано кри-
терiї керованостi для хвильового рiвняння зi сталими коефiцiєнтами на пiвосi,
керованого крайовою умовою Дiрiхле або крайовою умовою Неймана.

Розглянемо хвильове рiвняння зi сталими коефiцiєнтами (8), кероване кра-
йовою умовою Дiрiхле

w(0, t) = u(t), t ∈ (0, T ), (26)

за початкових умов

w(x, 0) = w0
0(x), wt(x, 0) = w0

1(x), x > 0, (27)

де T > 0, q ≥ 0 — деякi сталi; u ∈ L∞(0, T ) — керування; w0
0 ∈ H0(0,+∞),

w0
1 ∈ H−1(0,+∞) — початковi данi, якi є непарно продовжуваними до розпо-

дiлiв в H̃0 i H̃−1, вiдповiдно. Цю керовану систему розглядаємо у просторах
Соболєва H−2(0,+∞). Скориставшись результатами роздiлу 2, непарно про-
довжуємо ров’язки цiєї системи до функцiй в H̃0. Позначимо через w, w0

0 та w0
1

непарнi продовження за x для w, w0
0 та w0

1, вiдповiдно. Тодi для w маємо

wtt = wxx − q2w − 2uδ′, x ∈ R, t ∈ (0, T ), (28)
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w(x, 0) = w0
0(x), wt(x, 0) = w0

1(x), x ∈ R, (29)

де δ — це розподiл Дiрака за x;
(
d
dt

)m
w : [0, T ] → H̃−m, m = 0, 1, 2; w0

0 ∈ H̃0,
w0

1 ∈ H̃−1. Доведено, що для розв’язку w системи (28), (29) виконано умову

w(+0, t) = u(t) м. с. на [0, T ], (30)

отже, звуження цього розв’язку на (0,+∞) задовольняє систему (8), (26), (27).
Таким чином, системи (8), (26), (27) i (28), (29) є еквiвалентними, тому далi
ми розглядатимемо систему (28), (29) замiсть (8), (26), (27). Позначимо W0 =(
w0

0

w0
1

)
. Бачимо, що W0 ∈ H̃

0.

Позначимо через A : H̃−2 → H̃−2 диференцiальний оператор
(

d
dx

)2 − q2, а
через B : R → H̃−2

0 — оператор множення на −2δ′(x). Отже, (28), (29) перетво-
рюється на (18), (19), де H0 = H̃0, H1 = H̃−1 та H2 = H̃−2. Керована система
(20), (21) еквiвалентна системi (18), (19), а, отже, i системам (8), (26), (27) та
(28), (29). Тому далi ми будемо розглядати систему (20), (21), де H = H̃

0 та
H = H̃

−1. У цьому роздiлi доведено, що оператор A керованої системи (20),
(21) генерує C0-групу S : R → L(H̃−1). Тому, скориставшись формулою (22) та
теоремами 2.6, 2.7, одержуємо наступну теорему

Теорема 5.1–5.2. Нехай u ∈ L∞(0, T ) та W0 ∈ H̃
0. Тодi розв’язок системи

(28), (29) є єдиним i задовольняє умову
∣∣∣∣
∣∣∣∣
∣∣∣∣
(
w(·, t)
wt(·, t)

)∣∣∣∣
∣∣∣∣
∣∣∣∣
0

≤ Q
∥∥W0

∥∥0 +
√
2T (1 + T 2)(1 + q2) ‖u‖L∞(0,T ) , t ∈ [0, T ]. (31)

тобто, задача (28), (29) є коректно поставленою. Тут Q = 1/q, якщо q > 0, i

Q = 2
√
1 + t2, якщо q = 0.

Використовуючи теореми 2.8, 2.10, доведено критерiй керованостi для си-
стеми (28), (29) за заданий час.

Теорема 5.7. Нехай T > 0.
(i) Стан W0 ∈ H̃

0 системи (28), (29) є наближено L∞-керованим за заданий

час T тодi i лише тодi, коли виконано двi умови:

suppw0
0 ⊂ [−T, T ], (32)

w0
1 − Ψ̂TΨ

−1
T w0

0 = 0. (33)

(ii) Стан W0 ∈ H̃
0 системи (28), (29) є L∞-керованим за заданий час T тодi i

лише тодi, коли виконано три умови: (32), (33) та

w0
0 ∈ L∞(R). (34)



19

Крiм того, за умов (32)–(34) керування u(t) = w0
0(t), t ∈ [0, T ], розв’язує

задачу L∞-керованостi за час T .

Зауваження 5.8. Для q = 0 умова (33) набирає вигляду

w0
1 −

(
sgn(·) w0

0

)′
= 0. (35)

За допомоги теорем 2.17–2.20 також доведено критерiї керованостi для си-
стеми (28), (29) за вiльний час.

Теорема 5.9. Для q > 0 будь-який стан W0 ∈ H̃
0 системи (28), (29) є

наближено L∞-керованим за вiльний час.

Теорема 5.10. Для q = 0 стан W0 ∈ H̃
0 системи (28), (29) є наближено

L∞-керованим за вiльний час тодi i лише тодi, коли виконано умову (35).

Бачимо, що властивостi керованостi за заданий час системи (28), (29) є по-
дiбними, а властивостi керованостi цiєї системи за вiльний час є суттєво вiдмiн-
ними у випадках q > 0 i q = 0.

Аналогiчнi результати одержано у цьому роздiлi для керованої системи (28),
(29), розглянутої у просторах H̃−5/2[1/2]

0 .
У цьому ж роздiлi для хвильового рiвняння зi сталими коефiцiєнтами (8),

керованого крайовою умовою Неймана, одержано аналоги всiх властивостей
встановлених вище для цього ж рiвняння, керованого умовою Дiрiхле.

Застосовуючи результати роздiлу 4 щодо операторiв перетворення Ψ та Φ i
просторiв Hs[1/2]

0 та H0
s[1/2], s ∈ R, а також результати щодо керованостi однови-

мiрного хвильового рiвняння зi сталими коефiцiєнтами (8) у просторах Hs[1/2]
0 ,

одержано також критерiї керованостi для двовимiрного хвильового рiвняння
зi сталими коефiцiєнтами на пiвплощинi, керованого крайовою умовою Дiрiхле
або крайовою умовою Неймана iмпульсного типу. У цьому ж роздiлi доведе-
но стабiлiзовнiсть хвильового рiвняння зi сталими коефiцiєнтами за допомоги
позицiйного керування без запiзнення або за допомоги такого керування iз запi-
зненням. Крiм того, одержано критерiї коректностi нелокальної крайової задачi
для хвильового рiвняння зi сталими коефiцiєнтами.

У роздiлi 6, застосовуючи результати, одержанi у роздiлi 3, основнi резуль-
тати роздiлу 5 узагальнено на хвильовi рiвняння зi змiнними коефiцiєнтами на
пiвосi.

Нехай ρ, k, γ — заданi функцiї такi, що γ ∈ C1[0,+∞), а ρ, k ∈ C1[0,+∞) є
позитивними на [0,+∞), (ρk) ∈ C2[0,+∞), (ρk)′(0) = 0 i

∫ x

0

√
ρ(µ)/k(µ) dµ→ +∞, коли x→ +∞. (36)
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Ми також вважаємо, що виконано двi умови:

P (k, ρ)− γ ∈ L∞(0,+∞)
⋂

C1[0,+∞), (37)

∃q = const ≥ 0 σ

√
ρ

k

(
P (k, ρ)− γ − q2

)
∈ L1(0,+∞), (38)

де P (k, ρ) = 1
4

√
k
ρ

(√
k
ρ

(
k′

k + ρ′

ρ

))′
+
(
1
4

√
k
ρ

(
k′

k + ρ′

ρ

))2
.

Позначимо через η парне продовження (kρ)1/4, а через θ — парне продов-
ження (k/ρ)1/4. Бачимо, що η ∈ C2(R) i θ ∈ C1(R) є парними додатними на
R функцiями. З (36) випливає що для них виконано умову (25). Як i в роздiлi
3, Dηθ = θ2 (d/dx+ η′/η), а σ визначається формулою (25). У цьому роздiлi ми
будемо використовувати оператор S i простори H

k , k = −2, 2, якi було введено
та дослiджено в роздiлi 3 за такими η i θ.

Нехай також γ̂ є парним продовженням γ, p = ν − γ̂, ν = Dηθ

(
θ2 η

′

η

)
. З (37)

i (38) випливає, що p ∈ C1(R) є парною функцiєю, для якої виконано умову

∃q = const ≥ 0

(
r = p ◦ σ−1− q2 ∈ C1(R) ∩ L∞(R) ∧

∫ ∞

0

λ|r(λ)| dλ <∞
)
, (39)

зокрема, p = r ◦σ+ q2, де q ≥ 0 — це стала з умови (38) та (39), а r задовольняє
умову (11). Далi ми будемо використовувати оператори T̃ = ST̃r та T̂ = ST̂r,
якi було вивчено в роздiлi 3.

Розглянемо хвильове рiвняння (10) зi змiнними коефiцiєнтами, кероване
крайовою умовою Дiрiхле

z(0, ·) = v(t), t ∈ (0, T ), (40)

за початкових умов

z(·, 0) = z00, zt(·, 0) = z01, x > 0, (41)

де T > 0 — деяка стала; v ∈ L∞(0, T ) — керування; z00 ∈ H
0(0,+∞),

z01 ∈ H
−1(0,+∞) — початковi данi, якi є непарно продовжуваними до розподiлiв

в H̃
0 i H̃−1, вiдповiдно. Цю керовану систему розглядаємо у просторах Соболє-

ва H
−2(0,+∞). Скориставшись результатами роздiлу 3, непарно продовжуємо

ров’язки цiєї системи до функцiй в H̃
0. Позначимо через z, z00 та z01 непарнi

продовження за x для z, z00 та z01 , вiдповiдно. Тодi z задовольняє систему

ztt = D2
ηθz− pz− 2η2(0)vDηθδ, x ∈ R, t ∈ (0, T ), (42)

z(·, 0) = z00, zt(·, 0) = z01, x ∈ R, (43)
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де δ — це розподiл Дiрака за x;
(
d
dt

)m
z : [0, T ] → H̃

−m, m = 0, 1, 2; z00 ∈ H̃
0,

z01 ∈ H̃
−1. Доведено, що для розв’язку z системи (42), (43) виконано умову

z(+0, t) = v(t) м. с. на [0, T ], (44)

отже, звуження цього розв’язку на (0,+∞) задовольняє систему (10),(40), (41).
Таким чином, системи (10),(40), (41) i (42), (43) є еквiвалентними, тому далi ми

розглядатимемо систему (42), (43) замiсть (10),(40), (41). Позначимо Z0 =

(
z00
z01

)
.

Бачимо, що Z0 ∈ ĨHI0. Зрозумiло, що ця керована система має вигляд (18), (19).
Далi за допомоги операторiв T̃ = ST̃r та їх властивостей, описаних в теоре-

мах 3.13, 3.14, 3.16, ми одержуємо властивостi керованостi системи (42), (43) з
властивостей керованостi системи (28), (29), яку було дослiджено в роздiлi 5.

Теорема 6.1. Нехай w є розв’язком керованої системи (28), (29) для деяких

u ∈ L∞(0, T ) i W0 ∈ H̃
0. Нехай також z(·, t) = T̃w(·, t), t ∈ [0, T ]. Тодi z є

розв’язком (42), (43) з Z0 = T̃W0 та

η(0)v(t) = u(t) +

∫ ∞

0

K(0, ξ)w(ξ, t) dξ, t ∈ [0, T ], (45)

i умову (44) виконано. Крiм того,

[][](
z(·, t)
zt(·, t)

)[][]0
≤ C0

∣∣∣∣
∣∣∣∣
∣∣∣∣
(
w(·, t)
wt(·, t)

)∣∣∣∣
∣∣∣∣
∣∣∣∣
0

, t ∈ [0, T ], (46)

‖v‖L∞(0,T ) ≤ C1

(
2(1 + T 2)2(1 + q2) ‖u‖L∞(0,T ) +Q(T )

∣∣∣∣∣∣W0
∣∣∣∣∣∣0
)
, (47)

де C0, C1 > 0 є сталими, що не залежать вiд q та T , а Q є сталою з оцiнки (31).

Теорема 6.3. Нехай z є розв’язком керованої системи (42), (43) для деяких

v ∈ L∞(0, T ) та Z0 ∈ ĨHI0. Нехай також w(·, t) = T̃
−1z(·, t), t ∈ [0, T ]. Тодi w є

розв’язком (28), (29) з W0 = T̃
−1Z0 та

u(t) = η(0)v(t) +

∫ ∞

0

L(0, x)S−1z(x, t) dx, t ∈ [0, T ]. (48)

Крiм того,

∣∣∣∣
∣∣∣∣
∣∣∣∣
(
w(·, t)
wt(·, t)

)∣∣∣∣
∣∣∣∣
∣∣∣∣
0

≤ G0

[][](
z(·, t)
zt(·, t)

)[][]0
, t ∈ [0, T ], (49)

‖u‖L∞(0,T ) ≤ G1Qe
TG2

(
‖v‖L∞(0,T ) +

[][]
Z0
[][]0)

, (50)

де Q є сталою з оцiнки (31), G0, G1, G2 > 0 є сталими, що не залежать вiд q,T .
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З теорем 6.1, 6.1 та 5.1–5.2 випливає наступний висновок.

Висновок 6.4–6.5. Нехай v ∈ L∞(0, T ) та Z0 ∈ ĨHI0. Тодi розв’язок системи

(42), (43) є єдиним i задовольняє умову
∣∣∣∣
∣∣∣∣
∣∣∣∣
(
z(·, t)
zt(·, t)

)∣∣∣∣
∣∣∣∣
∣∣∣∣
0

≤ Q1(T, q)
(∣∣∣∣∣∣Z0

∣∣∣∣∣∣0 + ‖u‖L∞(0,T )

)
, t ∈ [0, T ].

тобто, задача (42), (43) є коректно поставленою. Тут Q1(T, q) > 0 є сталою, що

залежить вiд T i q.

Таким чином, керована система (42), (43) iз загальним хвильовим операто-
ром є трансформацiєю за допомоги оператора T̃ керованої системи (28), (29) з
найпростiшим хвильовим оператором, i навпаки: керована система (28), (29) є
трансформацiєю за допомоги оператора T̃

−1 керованої системи (42), (43).
З теорем 6.2, 6.3 одразу випливають наступнi два висновки.

Висновок 6.6. Нехай Z0 ∈ ĨHI0, W0 = T̃
−1Z0 i час T > 0 є заданим. Тодi

(i) Стан Z0 системи (42), (43) є наближено L∞-керованим за час T тодi i лише

тодi, коли стан W0 системи (28), (29) є наближено L∞-керованим за той же

час;

(ii) Стан Z0 системи (42), (43) є L∞-керованим за час T тодi i лише тодi, коли

стан W0 системи (28), (29) є L∞-керованим за той же час.

Висновок 6.7. Нехай Z0 ∈ ĨHI0 i W0 = T̃
−1Z0. Тодi стан Z0 системи (42),

(43) є наближено L∞-керованим за вiльний час тодi i лише тодi, коли стан W0

системи (28), (29) є наближено L∞-керованим за вiльний час.

Таким чином, беручи до уваги теореми 5.7, 5.9 та 5.10, одержуємо наступнi
критерiї керованостi для системи (42), (43).

Теорема 6.8. Нехай Z0 ∈ ĨHI0 i час T > 0 є заданим. Тодi

(i) Стан Z0 системи (42), (43) є наближено L∞-керованим за час T тодi i лише

тодi, коли виконано двi умови

supp z00 ⊂ [−σ−1(T ), σ−1(T )], (51)

z01 − T̃Ψ̂TΨ
−1
T T̃

−1z00 = 0; (52)

(ii) Стан Z0системи (42), (43) є L∞-керованим за час T тодi i лише тодi, коли

ηz00 ∈ L∞(0, σ−1(T )) i виконано умови (51) та (52).

Теорема 6.9. Нехай q = 0. Стан Z0 ∈ ĨHI0системи (42), (43) є наближено

L∞-керованим за вiльний час тодi i лише тодi, коли

z01 − T̃

(
sgn(·) T̃−1z00

)′
= 0. (53)
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Вiдмiтимо, що для q = 0 умови (53) та (52) є еквiвалентними.

Теорема 6.10. Нехай q > 0. Кожний стан Z0 ∈ ĨHI0 системи (42), (43) є

наближено L∞-керованим за вiльний час.

Таким чином, трансформована керована система (42), (43) iз загальним хви-
льовим оператором вiдтворює властивостi керованостi вихiдної керованої систе-
ми (28), (29) з найпростiшим хвильовим оператором i навпаки.

У цьому роздiлi для хвильового рiвняння зi змiнними коефiцiєнтами (10),
керованого крайовою умовою Неймана, за допомогою оператора перетворення
T̂ = ST̂r одержано аналоги всiх властивостей встановлених вище для цього ж
рiвняння, керованого умовою Дiрiхле. Крiм того, для хвильового рiвняння зi
змiнними коефiцiєнтами (10), застосовуючи оператори перетворення T̃ = ST̃r

та T̂ = ST̂r, доведено стабiлiзовнiсть за допомоги позицiйного керування та
одержано критерiї коректностi нелокальної крайової задачi.

У роздiлi 7 наведено приклади, що iлюструють та доповнюють результати
попереднiх роздiлiв.

ВИСНОВКИ

У дисертацiйнiй роботi введено та дослiджено новi оператори перетворення

T̃ = ST̃r та T̂ = ST̂r для диференцiального оператора
1

ρ(x)

d

dx

(
k(x)

d

dx
(·)
)

i новi простори H
m, m = −2, 2, соболєвського типу та розроблено теорiю їх

застосування до задач теорiї керування та теорiї крайових задач.
Крiм того, введено i дослiджено оператори впливу Ψ та Φ (а також їх мо-

дифiкацiї Ψ̂ та Φ̂), якi є небiєктивними аналогами операторiв перетворення,
та застосовано їх для одержання критерiїв керованостi хвильового рiвняння зi
сталими коефiцiєнтами з керуванням в умовi Дiрiхле або в умовi Неймана.

Також введено i дослiджено оператори перетворення Ψ та Φ i простори
соболєвського типуHs[1/2]

0 таH0
s[1/2], s ∈ R, для двовимiрного оператора Лапласа

∆, визначеного на радiально симетричних розподiлах.
Застосовуючи оператори впливу (Ψ, Ψ̂, Φ та Φ̂) та їх властивостi, одержано

критерiї керованостi для хвильового рiвняння зi сталими коефiцiєнтами i сталим
потенцiалом, керованого крайовою умовою Дiрiхле або умовою Неймана.

Застосовуючи оператори перетворення Ψ та Φ, доведено, що двовимiрне
хвильове рiвняння зi сталими коефiцiєнтами на пiвплощинi, кероване крайовою
умовою Дiрiхле або крайовою умовою Неймана iмпульсного типу, вiдтворює
властивостi одновимiрного хвильового рiвняння зi сталими коефiцiєнтами на
пiвосi, керованого крайовою умовою Дiрiхле або крайовою умовою Неймана,
вiдповiдно. Тут перша проблема розглядається в класичних просторах Собо-
лева, а друга — у модифiкованих просторах Hs[1/2]

0 соболєвського типу. Таким
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чином, критерiй керованостi для двовимiрного хвильового рiвняння на пiвпло-
щинi одержано з критерiю керованостi одновимiрного хвильового рiвняння на
пiвосi.

Доведено стабiлiзовнiсть хвильового рiвняння зi сталими коефiцiєнтами за
допомоги позицiйного керування без запiзнення та за допомоги позицiйного
керування iз запiзненням. Також, одержано критерiї коректностi нелокальної
крайової задачi для хвильового рiвняння зi сталими коефiцiєнтам i сталим по-
тенцiалом.

Застосовуючи оператори перетворення T̃ = ST̃r та T̂ = ST̂r доведено, що
хвильове рiвняння зi змiнними коефiцiєнтами на пiвосi, кероване крайовою умо-
вою Дiрiхле або крайовою умовою Неймана, вiдтворює властивостi керованостi
хвильового рiвняння зi сталими коефiцiєнтами i сталим потенцiалом на пiвосi,
кероване крайовою умовою Дiрiхле або крайовою умовою Неймана, вiдповiд-
но. Тут перша керована система розглядається в модифiкованих просторах H

m

соболєвського типу, а друга — в класичних просторах Соболєва Hm. Таким чи-
ном, критерiй керованостi для хвильового рiвняння зi змiнними коефiцiєнтами
одержано з критерiю керованостi для хвильового рiвняння зi сталими коефiцi-
єнтами.

Застосовуючи оператор перетворення T̃ = ST̃r, одержано стабiлiзовнiсть
за допомоги позицiйного керування для хвильового рiвняння зi змiнними кое-
фiцiєнтами з вiдповiдного результату для рiвняння зi сталими коефiцiєнтами.
За допомоги операторiв перетворення T̃ = ST̃r та T̂ = ST̂r одержано також
критерiї коректностi нелокальної крайової задачi для хвильового рiвняння зi
змiнними коефiцiєнтам з вiдповiдних результатiв для рiвняння зi сталими кое-
фiцiєнтами.

Таким чином, усi основнi результати цiєї роботи, одержанi для хвильового
рiвняння зi сталими коефiцiєнтами, узагальнено за допомоги операторiв пере-
творення T̃ = ST̃r та T̂ = ST̂r на випадок хвильового рiвняння зi змiнними
коефiцiєнтами.

Усi основнi результати дисертацiї подано з повними математичними дове-
деннями. Одержанi результати носять теоретичний характер. Вони поглиблю-
ють нашi знання про диференцiальнi оператори другого порядку зi сталими i
змiнними коефiцiєнтами та їх зв’язок з формуванням нових операторiв пере-
творення i нових просторiв соболєвського типу. У роботi розроблено методику
застосування операторiв перетворення до задач теорiї керування i теорiї кра-
йових задач. Ця методика i, власне, самi результати можуть бути використанi
в теорiї диференцiальних рiвнянь, математичнiй фiзицi, теорiї просторiв собо-
лєвського типу та iнших роздiлах математики.
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АНОТАЦIЯ

Фардигола Л.В. Оператори перетворення та оператори впливу в за-

дачах керування. — Рукопис.
Дисертацiя на здобуття наукового ступеня доктора фiзико-математичних

наук за спецiальнiстю 01.01.01 — математичний аналiз. Фiзико-технiчний iн-
ститут низьких температур iм. Б.I. Вєркiна НАН України, Харкiв, 2016.

У дисертацiї введено та дослiджено новi оператори перетворення для ди-
ференцiального оператора другого порядку зi змiнними коефiцiєнтами та для
двовимiрного оператора Лапласа, що дiє на радiально симетричних розподiлах.
Разом з цими операторами введено та вивчено новi простори соболєвського ти-
пу, пов’язанi з ними. Також введено та дослiджено оператори впливу, якi дiють
у класичних просторах Соболєва. Застосовуючи оператори впливу, одержано
критерiї керованостi, доведено стабiлiзовнiсть та одержано критерiї коректно-
стi нелокальної крайової задачi для хвильового рiвняння на пiвосi зi сталими
коефiцiєнтами i сталим потенцiалом у просторах Соболєва. За допомоги опе-
раторiв перетворення одержано критерiї керованостi, доведено стабiлiзовнiсть
та одержано критерiї коректностi нелокальної крайової задачi для хвильово-
го рiвняння на пiвосi зi змiнними коефiцiєнтами в модифiкованих просторах
соболєвського типу з вiдповiдних властивостей для рiвняння зi сталими коефi-
цiєнтами, а також, одержано критерiї керованостi для двовимiрного хвильового
рiвняння на пiвплощинi, керованого крайовою умовою Дiрiхле або крайовою
умовою Неймана iмпульсного типу.

Ключовi слова: хвильове рiвняння, оператор перетворення, оператор

впливу, модифiкованi простори соболєвського типу, керована система, керова-

нiсть, стабiлiзовнiсть, коректнiсть, крайова задача.
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АННОТАЦИЯ

Фардигола Л.В. Операторы преобразования и операторы влияния в

задачах управления. — Рукопись.
Диссертация на соискание ученой степени доктора физико-математических

наук по специальности 01.01.01 — математический анализ. Физико-технический
институт низких температур им. Б.И. Веркина НАН Украины, Харьков, 2016.

В диссертации введены и исследованы новые операторы преобразования для
дифференциального оператора второго порядка с переменными коэффициен-
тами и для двумерного оператора Лапласа, действующего на радиально сим-
метричных распределениях. Вместе с этими операторами введены и изучены
новые пространства Соболева, связанные с ними. Также введены и исследова-
ны операторы влияния, действующие в классических пространствах Соболе-
ва. Применяя операторы влияния, получены критерии управляемости, доказа-
на стабилизируемость и получены критерии корректности нелокальной крае-
вой задачи для волнового уравнения с постоянными коэффициентами в про-
странствах Соболева. С помощью операторов преобразования получены крите-
рии управляемости, доказана стабилизируемость и получены критерии корре-
ктности нелокальной краевой задачи для волнового уравнения с переменными
коэффициентами в модифицированных пространствах соболевского типа, а та-
кже, получены критерии управляемости для двумерного волнового уравнения
на полуплоскости, управляемого краевым условием Дирихле или краевым усло-
вием Неймана импульсного типа.

Ключевые слова: волновое уравнение, оператор преобразования, опера-

тор влияния, модифицированные пространства соболевского типа, управляемая

система, управляемость, стабилизируемость, корректность, краевая задача.

ABSTRACT

Fardigola, L.V. Transformation operators and influence operators in

control problems. — Manuscript.
The thesis for obtaining the degree of Doctor of Sciences (Doctor Habilitatus) in

physics and mathematics, speciality 01.01.01 — Mathematical Analysis. B.I. Verkin
Institute for Low Temperature Physics and Engineering, Kharkiv, Ukraine, 2016.

In the thesis, novel transformation operators T̃ and T̂ are introduced and studi-

ed for the differential operator
1

ρ(x)

d

dx

(
k(x)

d

dx
(·)
)

. Here ρ ∈ C1[0,+∞) and

k ∈ C1[0,+∞) are positive functions on [0,+∞), and they satisfy some additional
restrictions. Together with this operators we introduce the special modified spaces
H

m, m = −2, 2, of the Sobolev type where the space L2(R) is replaced by the
space L2

ρ(R) with the weight
√
ρ̂ and the differential operator d/dx is replaced by
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the “linearly deformed” one
√
k̂/ρ̂
(
d/dx+

(
ρ̂′/ρ̂+ k̂′/k̂

)
/4
)
, k̂ and ρ̂ are the even

extensions of k and ρ, respectively. The growth of distributions from these spaces is
associated with the differential operator data ρ and k. The classical transformati-
on operator for the Sturm–Liouville problem saving the asymptotics of solutions at
infinity is also used in the thesis.

Together with the transformations operators, influence operators Ψ and Φ (and
their modifications Ψ̂ and Φ̂) are introduced and studied. These operators are non-
bijective analogs of transformation operators. They are used for studying the wave
equation wtt = wxx − q2w, x > 0, t ∈ (0, T ), controlled by the Dirichlet boundary
condition: w(0, t) = u(t), or by the Neumann one: wx(0, t) = u(t), t > 0, where
q ≥ 0, T > 0 are constants, u ∈ L∞(0, T ) is a control. These control systems are
considered in classical Sobolev spaces Hs and in some modified spaces Hs[1/2]

0 of the
Sobolev type. By using the influence operators Ψ and Φ, necessary and sufficient
conditions for L∞-controllability and approximate L∞-controllability are obtained
at a given time T > 0 and at a free time. It is proved that controllability properties
are similar at a given time in the cases q = 0 and q > 0. It is also proved that
the case q = 0 essentially differs from the case q > 0 at a free time. In particular,
if q > 0, then each initial state is approximately L∞-controllable at a free time.
However, if q = 0, then an initial state (w,wt) of this system is approximately L∞-
controllable at a free time iff wt(·, 0) = wx(·, 0). A similar relation is necessary for
L∞-controllability and approximate L∞-controllability at a given time in the both
cases: q = 0 and q > 0.

In the thesis, transformation operators Ψ and Φ are introduced and studied for
the 2D Laplace operator, acting in the Sobolev spaces of radially symmetric functi-
ons. Together with this operators, novel spaces Hs[1/2]

0 and H0
s[1/2] of the Sobolev

type are introduced and investigated here. By using the operators Ψ and Φ, it is
proved that the 2D wave equation on a half-plane controlled by the Dirichlet or the
Neumann boundary condition of the impulse type replicates controllability properti-
es of the 1D wave equation on a half-axis controlled by the Dirichlet or the Neumann
boundary condition, respectively. Here the first of these equations is considered in
the classical Sobolev spaces, and the second of them is considered in the modifi-
ed spaces Hs[1/2]

0 of the Sobolev type. Thus, necessary and sufficient conditions for
L∞-controllability and approximate L∞-controllability at a given time and at a free
time are obtained for the 2D wave equation on a half-plane from those for the 1D
wave equation on a half-axis.

In the thesis, the wave equation ztt = 1
ρ (kzx) x + γz, x > 0, t ∈ (0, T ), is

studied in the modified spaces H
m of the Sobolev type. Here ρ, k, and γ are given

functions on [0,+∞) under some restrictions. By using transformation operators
T̃ and T̂ introduced and studied in the thesis, we see that this equation controlled
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by the Dirichlet or the Neumann boundary condition replicates the controllability
properties of the auxiliary wave equation wtt = wxx − q2w, x > 0, t ∈ (0, T ),
controlled by the Dirichlet or the Neumann boundary condition, respectively. Here
q ≥ 0 is a constant determined by ρ, k, and γ. The auxiliary equation is considered
in the classical Sobolev spaces. Thus, necessary and sufficient conditions of L∞-
controllability and approximate L∞-controllability at a given time T > 0 and at a
free time are obtained for the main system from those for the auxiliary system.

In the thesis, it is proved that the wave equation with constant coefficients
on a half-axis is stabilizable by a feedback or a time-delayed feedback. Applying
the transformation operator T̃, it is proved that the wave equation with variable
coefficients on a half-axis replicates the stabilizability properties of the wave equation
with constant coefficients on a half-axis. Thus, stabilizability of the wave equation
with variable coefficients by a feedback is obtained from stabilizability of the wave
equation with constant coefficients.

In the thesis, necessary and sufficient conditions for well-posedness are obtai-
ned for the wave equation with constant coefficients on a half-axis. Applying the
transformation operators T̃ and T̂, it is proved that the wave equation with variable
coefficients on a half-axis replicates the well-posedness properties of the wave equati-
on with constant coefficients on a half-axis. Thus, necessary and sufficient conditions
for well-posedness are obtained for the wave equation with variable coefficients from
those for the wave equation with constant coefficients.

All the main results obtained in the thesis for the wave equation with constant
coefficients are generalized to the case of the wave equation with variable coefficients
using the transformation operators T̃ and T̂. In fact, in the thesis, a novel method
is developed for application of these transformation operators to the mathematical
control theory and the theory of boundary-value problems. This method and, indeed,
the results themselves can be used in the differential equation theory, the theory of
Sobolev spaces, mathematical physics, and other areas of mathematics.

Key words: wave equation, transformation operator, influence operator, modi-

fied spaces of the Sobolev type, control system, controllability, stabilizability, well-

posedness, boundary-value problem.
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