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Анотацiя

Сухоребська Д.Д. “Простi замкненi геодезичнi на правильних тетрае-

драх у просторах постiйної кривини”, - квалiфiкацiйна наукова праця на

правах рукопису.

Дисертацiя на здобуття наукового ступеня доктора фiлософiї за спецi-

альнiстю 111 «математика» (галузь знань 11 «математика та статистика»).

Фiзико-технiчний iнститут низьких температур iм. Б.I. Вєркiна НАН Укра-

їни.

Предметом дослiдження дисертацiйної роботи є простi замкненi геоде-

зичнi на правильних тетраедрах у тривимiрному сферичному просторi та

просторi Лобачевського.

Лiнiя називається геодезичною, якщо вона є локально найкоротшою. Це

означає, що для будь-яких близьких точок на цiй лiнiї вiдрiзок геодезичної

меж ними є найкоротшим серед усiх вiдрiзкiв на поверхнi, що з’єднують

цi точки. На опуклому багатограннику геодезична має наступнi властиво-

стi: 1) геодезична складається з прямолiнiйних вiдрiзкiв на гранях бага-

тогранника; 2) геодезична формує рiвнi кути з ребром на сусiднiх гранях;

3) геодезична не проходить через вершину опуклого багатогранника. Гео-

дезична називається простою, якщо вона не має точок самоперетину i не

накручуються на себе.

У Роздiлi 1 представлено огляд лiтератури про властивостi геодези-

чних на регулярних поверхнях додатної i вiд’ємної кривини та на багато-

гранниках у евкладовому просторi.

Гранi тетраедра у евклiдовому просторi мають нульову гаусову криви-

ну. Кривина тетраедра сконцентрована лише у його вершинах. Кут гранi

тетраедра визначений однозначно i дорiвнює 𝜋/3. Розгортка правильного

тетраедра вздовж геодезичної є частиною трiангуляцiї евклiдової площини

правильними трикутниками. Вершини трiангуляцiї допускають однозна-
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чне позначення, узгоджене з позначеннями вершин розгортки тетраедра.

З цього факту слiдує повна класифiкацiя замкнених геодезичних на пра-

вильному тетраедрi у евклiдовому просторi [18].

У сферичному просторi та у просторi Лобачевського гаусова кривина

граней тетраедра дорiвнює 1 або −1 вiдповiдно. У цьому випадку кривина

тетраедра визначається не лише його вершинами, але i гранями. У сфери-

чному просторi кут 𝛼 гранi тетраедра задовольняє умовам 𝜋/3 < 𝛼 ≤ 2𝜋/3.

У просторi Лобачевського кут 𝛼 гранi задовольняє 0 < 𝛼 < 𝜋/3. В обох

випадках внутрiшня геометрiя правильного тетраедра залежить вiд вели-

чини кута гранi. Взагалi не iснує розбиття сферичної площини або площи-

ни Лобачевського правильними трикутниками. Дослiдження нашої задачi

потребувало методи з рiманової геометрiї, топологiї, синтетичнi методи ро-

боти з сингулярностями та оцiнки з теорiї чисел.

Проста замкнена геодезична має тип (𝑝, 𝑞) на тетраедрi, якщо вона пе-

ретинає одну пару протилежних ребер у 𝑝 точках кожне, другу пару - у 𝑞

точках кожне, i у (𝑝 + 𝑞) точках кожне ребро третьої пари протилежних

ребер тетраедра. Пара взаємно простих натуральних чисел (𝑝, 𝑞) визначає

комбiнаторний тип геодезичної, тобто порядок, у якому геодезична пере-

тинає ребра тетраедра, з точнiстю до iзометрiї тетраедра. Вiдзначимо, що

це визначення не залежить вiд кривини граней тетраедра.

У Роздiлi 2 ми розглядали простi замкненi геодезичнi на правильних

тетраедрах у евклiдовому просторi. Вiдомо, що для кожної пари взаємно

простих натуральних чисел (𝑝, 𝑞) iснує цiлий клас простих замкнених геоде-

зичних типу (𝑝, 𝑞) на правильному тетраедрi у евклiдовому просторi (з

точнiстю до iзометрiї тетраедра). На розгортцi тетраедра геодезичнi, що

належать одному класу, паралельнi мiж собою. Зауважимо, що будь-яка

замкнена геодезична на правильному тетраедрi у евклiдовому просторi є

простою.

Ми показали, що у кожному класi простих замкнених геодезичних iснує

геодезична, яка проходить через середини двох пар протилежних ребер
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тетраедра. Як наслiдок, ми показали, що розгортка тетраедра вздовж про-

стої замкненої геодезичної складається з чотирьох рiвних багатокутникiв.

Будь-якi два сусiднi багатокутника переводяться один в одного поворотом

на кут 𝜋 навколо середини спiльного ребра.

У Роздiлi 3 розглядаються простi замкненi геодезичнi на правильних

тетраедрах у сферичному просторi. Якщо кут 𝛼 гранi тетраедра дорiвнює

2𝜋/3, то тетраедр є двомiрною сферою радiуса один. У цьому випадку на

ньому iснує нескiнченно багато простих замкнених геодезичних. Вони є ве-

ликими колами сфери. Надалi ми вважаємо, що кут 𝛼 задовольняє умовам

𝜋/3 < 𝛼 < 2𝜋/3.

На вiдмiну вiд евклiдового простору, на правильному тетраедрi у сфери-

чному просторi iснує скiнченна кiлькiсть простих замкнених геодезичних.

Довжина простої замкненої геодезичної менша 2𝜋. У роботi доведено на-

ступнi результати.

Теорема. Для будь-якої пари взаємно простих натуральних чисел (𝑝, 𝑞)

iснують такi числа 𝛼1, 𝛼2, де 𝜋/3 < 𝛼1 < 𝛼2 < 2𝜋/3, що

1) на правильному тетраедрi у сферичному просторi з кутом гранi

𝛼 ∈ (𝜋/3, 𝛼1) iснує проста замкнена геодезична типу (𝑝, 𝑞). Ця геодези-

чна єдина, з точнiстю до iзометрiї тетраедра, i вона проходить через

середини двох пар протилежних ребер тетраедра.

2) на правильному тетраедрi у сферичному просторi з кутом гранi

𝛼 ∈ (𝛼2, 2𝜋/3) не iснує простої замкненої геодезичної типу (𝑝, 𝑞).

У роботi Борисенка [5] було знайдено необхiдну i достатню умову iснува-

ння простої замкненої геодезичної на правильному тетраедрi у сферично-

му просторi, у термiнах довжини абстрактної найкоротшої лiнiї розгортки

(згiдно з визначенням, поданим у статтi).

У Роздiлi 4 представлена повна класифiкацiя простих замкнених геоде-

зичних на правильному тетраедрi у просторi Лобачевського. Нагадаємо, що

у цьому випадку кут 𝛼 гранi тетраедра задовольняє умовам 0 < 𝛼 < 𝜋/3.

У роботi доведено наступнi результати.
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Теорема. 1) Нехай (𝑝, 𝑞), 0 ≤ 𝑝 < 𝑞, – пара взаємно простих нату-

ральних чисел. Тодi на правильному тетраедрi з кутом гранi 𝛼 ∈ (0, 𝜋/3)

у просторi Лобачевського iснує проста замкнена геодезична типу (𝑝, 𝑞).

Ця геодезична єдина, з точнiстю до iзометрiї тетраедра, i вона прохо-

дить через середини двох пар протилежних ребер тетраедра.

2) Геодезичними типу (𝑝, 𝑞) вичерпуються усi простi замкненi геодезичнi

на правильному тетраедрi у просторi Лобачевського.

3) Асимптотичний рiст числа простих замкнених геодезичних довжини

не бiльше 𝐿 на правильному тетраедрi у просторi Лобачевського дорiвнює

𝑐(𝛼)𝐿2, де 𝐿 → ∞.

У Роздiлi 5 вивчається iзометричне занурення пiдмноговидiв малої ко-

вимiрностi з iндукованою метрикою обертання у простiр Лобачевського.

Розглядаються три природнi випадки, а саме, коли зовнiшня секцiйна кри-

вина iндукованої метрики 1) вiд’ємна, 2) нульова, 3) додатна. Отриманi

результати є узагальненням теорем, доведених у роботi Борисенка [9], сто-

совно пiдмноговидiв з iндукованою метрикою обертання у евклiдовому про-

сторi.

Теорема. Нехай 𝐹 𝑙 є пiдмноговидом простору Лобачевського 𝐻 𝑙+𝑝, i

нехай на 𝐹 𝑙 iндукована метрика обертання

𝑑𝑠2 =
(︀
𝑑𝑢1
)︀2

+ 𝜙2(𝑢1)𝑑𝜎2,

де 𝑑𝜎2 - рiманова метрика постiйної секцiйної кривини.

1) Припустимо 𝐹 𝑙 має вiд’ємну зовнiшню секцiйну кривину та 𝑝 = 𝑙− 1.

Якщо геодезичнi координатнi лiнiї 𝑢1 iндукованої метрики обертання 𝐹 𝑙

є лiнiями кривини, то пiдмноговид 𝐹 𝑙 є пiдмноговидом обертання.

2) Припустимо 𝐹 𝑙 має нульову зовнiшню секцiйну кривину та 𝑝 = 1.

Якщо геодезичнi координатнi лiнiї 𝑢1 iндукованої метрики обертання 𝐹 𝑙 є

лiнiями кривини, то пiдмноговид 𝐹 𝑙 є цилiндром, конусом або асимптотич-

ним конусом (в залежностi вiд кривини метрики 𝑑𝜎2) з одномiрною твiр-

ною.

3) Припустимо 𝐹 𝑙 має нульову зовнiшню секцiйну кривину та 𝑝 = 1.
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Якщо 𝑙 > 2, тодi 𝐹 𝑙 є гiперповерхнею обертання. Якщо 𝑙 = 2 та гео-

дезичнi координатнi лiнiї 𝑢1 є лiнiями кривини, то гiперповерхня 𝐹 2 є

поверхнею обертання у просторi Лобачевського 𝐻3.

Доведення проводиться у моделi просторi Лобачевського як у пiдмного-

видi псевдоевклiдового простору з iндукованою метрикою постiйної вiд’ємної кри-

вини.

Ключовi слова: простi замкненi геодезичнi, правильний тетраедр, сфе-

ричний простiр, простiр Лобачевського, пiдмноговид обертання.
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Abstract

D. Sukhorebska, “Simple closed geodesics on regular tetrahedra in spaces of

constant curvature” – Scholarly manuscript.

PhD Thesis in Mathematics (speciality code: 111). B. Verkin Institute for

Low Temperature Physics and Engineering of the National Academy of Sciences

of Ukraine.

In the Thesis all simple closed geodesics on a regular tetrahedron in three-

dimensional spherical or hyperbolic spaces are described.

A geodesic is a locally shortest curve. On a convex polyhedron a geodesic has

following properties: 1) it consists of line segments on faces of the polyhedron;

2) it forms equal angles with an edge on the adjacent faces; 3) the geodesic

cannot pass through a vertex of the convex polyhedron. A geodesic is called

simple if it has no points of self intersection and doesn’t go along itself.

In Chapter 1 we presented an overview of the literature about properties

of closed geodesics on regular closed surfaces of positive or negative curvature

and on polyhedra in Euclidean space.

In Euclidean space the faces of a tetrahedron have zero Gaussian curvature,

and the curvature of the tetrahedron is concentrated only on its vertices. The

classification of closed geodesics on a regular tetrahedron in Euclidean space

follows from a fact that a development of the tetrahedron along the geodesic

is contained in a standard triangular tiling of Euclidean plane. Vertices of the

tiling can be labelled in such way that for any development the labelling of the

vertices of the tetrahedron matches the labelling of the vertices of the tiling [18].

In spherical or hyperbolic space the Gaussian curvature of faces of a tetrahedron

is 1 or −1 respectively. The curvature of a tetrahedron is determined not only

by its vertices, but also by its faces. In spherical space the planar angle 𝛼 of

a face of a regular tetrahedron satisfies the conditions 𝜋/3 < 𝛼 ≤ 2𝜋/3. In

hyperbolic space the planar angle 𝛼 satisfies the inequalities 0 < 𝛼 < 𝜋/3. In
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both cases the intrinsic geometry of the tetrahedron depends on the value of

the planar angle. In general there is no tiling of hyperbolic or spherical plane by

regular triangles. For solving our problem it was necessary to use methods from

Riemannian geometry, topology, synthetic singular methods and evaluations

from the number theory.

A simple closed geodesic 𝛾 on a tetrahedron has type (𝑝, 𝑞) if 𝛾 has 𝑝 points

on each of two opposite edges of the tetrahedron, 𝑞 points on each of other two

opposite edges, and (𝑝 + 𝑞) points on each edge of the third pair of opposite

edges. The pair of coprime integers (𝑝, 𝑞) determines the combinatorial type of

the geodesic, and hence the order of intersections of the geodesic with edges of

the tetrahedron, up to isometries of the tetrahedron. Note, that this definition

doesn’t depend on the curvature of the ambient space of the tetrahedron.

In Chapter 2 we consider simple closed geodesics on a regular tetrahedron

in Euclidean space. It was known that for each ordered pair of coprime integers

(𝑝, 𝑞) there exists a class of simple closed geodesics of type (𝑝, 𝑞) on a regular

tetrahedron in Euclidean space (up to isometries of the tetrahedron). Geodesics

from one class are parallel to each other on a development of the tetrahedron.

Note, that any closed geodesic is simple on a regular tetrahedron in Euclidean

space [18].

We proved that in each class of simple closed geodesics of type (𝑝, 𝑞) there

is one that passes through the midpoints of two pairs of opposite edges of

the tetrahedron. As a consequence, we showed that the development of the

tetrahedron obtained by unrolling along a closed geodesic consists of four equal

polygons. Any two adjacent polygons are mapped to each other by rotating

through an angle 𝜋 around the midpoint of their common edge.

In Chapter 3 we consider simple closed geodesics on regular tetrahedra in

spherical space. If the planar angle 𝛼 of the regular tetrahedron equals 2𝜋/3,

then the tetrahedron is the two-dimensional unit sphere. Hence there are infini-

tely many simple closed geodesics on it and they are great circles of the sphere.

Thus we assume 𝛼 satisfies the inequalities 𝜋/3 < 𝛼 < 2𝜋/3.

9



We showed that, unlike to Euclidean space, on a regular tetrahedron in

spherical space there exist a finite number of simple closed geodesics. The length

of a simple closed geodesic is less than 2𝜋. The following result was proved.

Theorem. For any coprime integers (𝑝, 𝑞), 0 ≤ 𝑝 < 𝑞 there exist numbers

𝛼1 and 𝛼2, satisfying the inequalities 𝜋/3 < 𝛼1 < 𝛼2 < 2𝜋/3, such that

(i) if 𝜋/3 < 𝛼 < 𝛼1, then on a regular tetrahedron in spherical space wi-

th the planar angle 𝛼 there exists a simple closed geodesic 𝛾 of type

(𝑝, 𝑞). The geodesic 𝛾 is unique, up to the rigid motion of the tetrahedron,

and 𝛾 passes through the midpoints of two pairs of opposite edges of the

tetrahedron.

(ii) if 𝛼2 < 𝛼 < 2𝜋/3, then on a regular tetrahedron with the planar angle 𝛼

there is no simple closed geodesic of type (𝑝, 𝑞).

In [5] Borisenko proved a necessary and sufficient condition for the existence

of a simple closed geodesic on a regular tetrahedron in spherical space in terms

of the length of an abstract shortest curve in the development (according to

the definitions from this article).

In Chapter 4 we present the full classification of simple closed geodesics

on a regular tetrahedron in hyperbolic space. Recall that the planar angle 𝛼

of a regular tetrahedron in hyperbolic space satisfies 0 < 𝛼 < 𝜋/3. We proved

following results

Theorem. 1) Let (𝑝, 𝑞) be a pair of coprime integers, and 0 ≤ 𝑝 < 𝑞.

Then on a regular tetrahedron with the planar angle 𝛼 ∈ (0, 𝜋/3) in hyperbolic

space there exists a simple closed geodesic 𝛾 of type (𝑝, 𝑞). This geodesic 𝛾 is

unique, up to the rigid motion of the tetrahedron, and 𝛾 passes through the

midpoints of two pairs of opposite edges of the tetrahedron.

2) Geodesics of type (𝑝, 𝑞) exhaust all simple closed geodesics on a regular

tetrahedron in hyperbolic space.

3) The asymptotic growth of the number of simple closed geodesics of length at

most 𝐿 on a regular tetrahedron in hyperbolic space is equal to 𝑐(𝛼)𝐿2, when

𝐿 → ∞, and 𝑐(𝛼) > 0 far all 𝛼 ∈ (0, 𝜋/3).

10



In Chapter 5 we consider an isometric immersion of a submanifold of

low codimension with an induced metric of revolution in hyperbolic space. We

consider the following three natural cases, when the extrinsic sectional curvature

of the induced metric is 1) negative; 2) zero; 3) positive. The obtained results are

the generalization of the theorems proved by Borisenko [9] for the submanifolds

with induced metric of revolution in Euclidean space.

Theorem. Let 𝐹 𝑙 be a submanifold of hyperbolic space 𝐻 𝑙+𝑝 with induced

metric of revolution

𝑑𝑠2 =
(︀
𝑑𝑢1
)︀2

+ 𝜙2(𝑢1)𝑑𝜎2,

where 𝑑𝜎2 is a Riemannian metric of constant sectional curvature.

1) Suppose 𝐹 𝑙 has negative extrinsic sectional curvature and 𝑝 = 𝑙 − 1. If

geodesic coordinate lines 𝑢1 of the induced metric are lines of curvature of 𝐹 𝑙,

then the submanifold 𝐹 𝑙 is a submanifold of revolution in 𝐻2𝑙−1.

2) Suppose 𝐹 𝑙 has zero extrinsic sectional curvature and 𝑝 = 1. If the geodesic

coordinate lines 𝑢1 of the induced metric are the lines of curvature of 𝐹 𝑙, then

the submanifold 𝐹 𝑙 is either a cylinder, or a cone, or an asymptotic cone

(depending on the curvature of 𝑑𝜎2) with one-dimensional generator.

3) Suppose 𝐹 𝑙 has positive extrinsic sectional curvature and 𝑝 = 1. If 𝑙 > 2,

then 𝐹 𝑙 is a hypersurface of revolution. If 𝑙 = 2 and the coordinate lines 𝑢1 are

lines of curvature, then 𝐹 2 is a hypersurface of revolution in 𝐻3.

The proof is carried out in the model of hyperbolic space as in a submanifold

of the pseudoeuclidean space. The condition 𝑝 = 𝑙−1 in the first case is natural,

since there is no submanifold of codimension < 𝑙− 1 with a metric of negative

extrinsic sectional curvature. To prove the third case we use the Pogorelov’s

transformation of hyperbolic space into Euclidean.

Keywords: simple closed geodesics, regular tetrahedron, spherical space,

hyperbolic space, submanifolds of revolution.
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Вступ

Обґрунтування вибору теми дослiдження.

Замкненi геодезичнi на однозв’язних гладких двовимiрних поверхнях

виникають як iнтегрований граничний випадок плоскої обмеженої зада-

чi трьох тiл. У зв’язку з цим Пуанкаре у 1905 роцi висунув гiпотезу про

iснування як мiнiмум трьох простих замкнених геодезичних на гладкiй за-

мкненiй опуклiй двовимiрнiй поверхнi у евклiдовому просторi. Ця гiпотеза

була доведена Люстернiком i Шнарельманом у 1929 роцi [29]. З того ча-

су були розробленi методи пошуку замкнених геодезичних на регулярних

поверхнях додатної або вiд’ємної кривини.

На замкненому двовимiрному рiмановому многовидi вiд’ємної кривини

iснує нескiнченно багато замкнених геодезичних. Тому цiкаво оцiнити кiль-

кiсть замкнених геодезичних в залежностi вiд їх довжини на компактному

многовидi вiд’ємної кривини. Хубер [24], [25] показав, що на повному за-

мкненому двовимiрному рiмановому многовидi𝑀 2 постiйної вiд’ємної кри-

вини число замкнених геодезичних довжини не бiльше 𝐿 має порядок росту

𝑒𝐿/𝐿, коли 𝐿 прямує на нескiнченнiсть. Рiвiн [39] та Мiрзаханi [32] довели,

що на многовидi 𝑀 2 роду 𝑔 з 𝑛 каспами число простих замкнених геоде-

зичних довжини не бiльше 𝐿 має полiномiальний порядок росту 𝐿6𝑔−6+2𝑛,

коли 𝐿 прямує на нескiнченнiсть.

Теореми о геодезичних на опуклих двовимiрних поверхнях грають ва-

жливу роль у геометрiї “в цiлому” цих поверхонь у просторах постiйної

кривини. Важливi результати у цiй темi були отриманi Кон-Фоссеном [13],

Александровим [2], Погорєловим [34]. В однiй з найперших робiт [35] По-

горєлов довiв, що на замкненiй опуклiй поверхнi гауссової кривини ≤ 𝑘,
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де 𝑘 > 0, геодезична довжини < 𝜋/
√
𝑘 реалiзує найкоротшу вiдстань мiж

її кiнцями. Топоногов [44] довiв, що на 𝐶2-регулярнiй замкненiй поверхнi

кривини ≥ 𝑘 > 0 довжина простої замкненої геодезичної не бiльше 2𝜋/
√
𝑘.

Борисенко [10] узагальнив цей результат Топоногова на випадок простих

замкнених геодезичних у двовимiрних просторах Александрова.

Вивчалися також геодезичнi на нерегулярних поверхнях, у тому числi

на опуклих багатогранниках в евклiдовому просторi. На вiдмiну вiд ре-

гулярного випадку, iснують нерегулярнi поверхнi, якi не мають простих

замкнених геодезичних. Необхiдна умова iснування простої замкненої гео-

дезичної на опуклому багатограннику в евклiдовому просторi випливає з

узагальненої теореми Гаусса-Бонне. Ця умова не виповнюється для бiльшо-

стi опуклих багатогранникiв, але виконується на регулярних багатогранни-

кiв.

Д.Фукс та Е.Фукс доповнили та систематизували результати про за-

мкненi геодезичнi на регулярних багатогранниках у евклiдовому просторi

(див. [18] i [19]). Протасов [38] знайшов умову iснування простих замкнених

геодезичних на довiльному багатограннику у евклiдовому просторi.

У евклiдовому просторi гранi тетраедра мають нульову гауссову криви-

ну, i кривина тетраедра сконцентрована тiльки у його вершинах. Розгортка

правильного тетраедра вздовж геодезичної є частиною стандартної трiан-

гуляцiї евклiдової площини. З цього факту слiдує класифiкацiя замкнених

геодезичних на регулярних тетраедрах у евклiдовому просторi.

У просторi Лобачевського або у сферичному просторi гауссова кривина

граней дорiвнює 𝑘 = −1 або 1 вiдповiдно. Кривина тетраедра визначається

не тiльки його вершинами, але i гранями. У сферичному просторi кут гранi

𝛼 правильного тетраедра задовольняє умовам 𝜋/3 < 𝛼 ≤ 2𝜋/3. У просто-

рi Лобачевського кут гранi 𝛼 задовольняє 0 < 𝛼 < 𝜋/3. В обох випад-

ках внутрiшня геометрiя тетраедра залежить вiд величини кута гранi. Не

iснує розбиття площини Лобачевського або сферичної площини правильни-

ми трикутниками з будь-яким кутом 𝛼. Поведiнка замкнених геодезичних
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на правильному тетраедрi у тривимiрному просторi постiйної кривини 𝑘

рiзниться в залежностi вiд знаку 𝑘.

У дисертацiйний роботi були розробленi новi методи роботи з нерегуляр-

ними поверхнями у поєднаннi з теоремами рiманової геометрiї, топологiї та

оцiнками з теорiї чисел.

Властивостi простих замкнених геодезичних на правильних тетраедрах

слiдують з групи симетрiї правильного тетраедра. Група симетрiй правиль-

ного тетраедра є скiнченою групою поворотiв тривимiрної сфери, та не за-

лежить вiд кривини об’ємлюючого простору. У роботi також розглянутi

пiдмноговиди, група iзометрiй яких мiстить групу поворотiв сфери, а саме

пiдмноговиди обертання.

У евклiдовому просторi 𝐸3 двовимiрна поверхня обертання 𝐹 2 постiй-

ної гауссової кривини має стандартну систему координат, за якої метрика

поверхнi 𝐹 2 є метрикою обертання. З iншої сторони з того, що iндукована

метрика на 𝐹 2 ⊂ 𝐸3 є метрикою обертання, ще не слiдує, що поверхня 𝐹 2 є

поверхнею обертання. Iснує локальне iзометричне вкладення 𝐹 2 у 𝐸3 таке,

що геодезична лiнiя 𝑢2 = 0 є просторовою кривою з ненульовим крученням

у кожнiй точцi. Це слiдує з теореми Кошi-Ковалевської.

Природньо постає питання, коли багатовимiрний пiдмноговид 𝐹 𝑙 з iн-

дукованою метрикою обертання у просторi постiйної кривини 𝑀 𝑙+𝑝 є пiд-

многовидом обертання. Борисенко [9] вирiшив цю задачу у випадку, коли

об’ємлюючий простiр𝑀 𝑙+𝑝 є евклiдовим. Пiдмноговид малої ковимiрностi у

евклiдовому просторi з iндукованою метрикою обертання є пiдмноговидом

обертання за умови, коли координатнi геодезичнi лiнiї є лiнiями кривини.

У дисертацiйнiй роботi представлене узагальнення результатiв Борисен-

ко для многовидiв з iндукованою метрикою обертання у просторi Лобачев-

ського.

Отриманi результати важливi як з теоретичної точки зору, так i з при-

кладної.
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Мета i завдання дослiдження.

Головною метою дослiдження є знаходження усiх замкнених геодези-

чних без точок самоперетину на правильних тетраедрах у тривимiрному

сферичному просторi та просторi Лобачевського.

У сферичному просторi знайдено: 1) оцiнку зверху на кут гранi тетра-

едра, за якої на правильному тетраедрi iснує проста замкнена геодезична

даного типу та 2) оцiнку знизу на кут гранi тетраедра, за якої проста за-

мкнена геодезична даного типу не iснує на правильному тетраедрi.

У просторi Лобачевського дана повна класифiкацiя простих замкнених

геодезичних на правильному тетраедрi. Доведено, що число простих за-

мкнених геодезичних довжини не бiльше 𝐿 на правильному тетраедрi у

просторi Лобачевського має асимптотичний порядок росту 𝐿2, коли 𝐿 пря-

мує на нескiнченнiсть.

Другою метою дослiдження є розглянути локальне iзометричне вкладе-

ння пiдмноговиду малої ковимiрностi з iндукованою метрикою обертання

у простiр Лобачевського. Доведено, що пiдмноговид є пiдмноговидом обер-

тання, якщо геодезичнi координатнi лiнiї iндукованої метрики обертання є

лiнiями кривини пiдмноговиду.

Методи дослiдження.

Головною iдеєю було розглядати комбiнаторну структуру простої за-

мкненої геодезичної 𝛾 на тетраедрi, що не залежить вiд кривини об’ємлюючого

простору. Послiдовнiсть, у якiй 𝛾 перетинає ребра тетраедра, однозначно

визначається парою взаємно простих натуральних чисел (𝑝, 𝑞), 0 ≤ 𝑝 < 𝑞

(Роздiл 2).

Було побудовано спецiальне геодезичне вiдображення тетраедра у сфе-

ричному просторi на тетраедр у евклiдовому просторi. Таким чином було

отримано оцiнку знизу на кут гранi тетраедра, на якому не iснує простої

замкненої геодезичної даного типу (𝑝, 𝑞).

Для того, щоб отримати оцiнку зверху на кут гранi тетраедра, який

мiстить просту замкнену геодезичну типу (𝑝, 𝑞), у сферичному просторi, ми
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оцiнили рiзницю мiж розгорткою тетраедра у сферичному та у евклiдовому

просторi. Для цього було застосовано центральну проекцiю двовимiрної

сфери на евклiдовий простiр. (Роздiл 3).

Для роботи з правильними тетраедрами простору Лобачевського, роз-

глядалася модель Келi-Клейна цього простору. У цiй моделi простiр Лоба-

чевського є внутрiшнiстю одиничної кулi. Геодезичними лiнiями простору

Лобачевського у такiй моделi є хорди кулi. Певнi властивостi простих за-

мкнених геодезичних на правильному тетраедрi у просторi Лобачевського

були доведенi, використовуючи теореми з рiманової геометрiї. Цi властиво-

стi вiдiграли ключову роль у доведенi повної класифiкацiї простих замкне-

них геодезичних на правильних тетраедрах у просторi Лобачевського.

Для оцiнки числа 𝑁(𝐿, 𝛼) простих замкнених геодезичних на правиль-

ному тетраедрi у просторi Лобачевського було проаналiзовано структуру

розгортки тетраедра вздовж геодезичної. Застосував теорему з теорiї чи-

сел про асимптотику зростання функцiї Ейлера, ми отримали асимптотику

числа 𝑁(𝐿, 𝛼) (Роздiл 4).

Для дослiдження пiдмноговиду 𝐹 𝑙 з iндукованою метрикою обертання у

просторi Лобачевського, ми представили простiр Лобачевського у виглядi

гiперповерхнi у псевдоевклiдового простору. Розглядалися окремо насту-

пнi три природнi випадки: коли пiдмноговид 𝐹 𝑙 має вiд’ємну, нульову та

додатну зовнiшню секцiйну кривину. Використовуючи рiвняння Гауса та

Вейнгартена, було знайдено явну формулу радiус-вектора 𝐹 𝑙. У випадку

додатної зовнiшньої секцiйної кривини було використано перетворення По-

горєлова простору Лобачевського на евклiдовий простiр. (Роздiл 5).

Наукова новизна отриманих результатiв.

У дисертацiйний роботi вперше отримана класифiкацiя простих замкне-

них геодезичних на правильних тетраедрах у сферичному просторi та у

просторi Лобачевського. Отриманi наступнi результати.

Роздiл 2, Пiдроздiл 2.2 : Розгортка тетраедра вздовж простої замкнутої

геодезичної складається з чотирьох рiвних багатокутникiв. Будь-якi два су-
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сiднi багатокутники переводяться один в один поворотом на кут 𝜋 навколо

середини спiльного ребра.

Роздiл 3 : На правильному тетраедрi у сферичному просторi iснує скiн-

ченна кiлькiсть простих замкнених геодезичних. Довжина простої замкне-

ної геодезичної менше 2𝜋.

Для будь якої пари взаємно простих натуральних чисел (𝑝, 𝑞) було зна-

йдено числа 𝛼1 та 𝛼2, що задовольняють нерiвностi 𝜋/3 < 𝛼1 < 𝛼2 < 2𝜋/3,

i такi, що вiрнi наступнi твердження:

� Якщо 𝜋/3 < 𝛼 < 𝛼1, то на правильному тетраедрi з кутом гранi 𝛼

у сферичному просторi iснує єдина проста замкнена геодезична ти-

пу (𝑝, 𝑞), з точнiстю до iзометрiї тетраедра. Ця геодезична проходить

через середини двох пар протилежних ребер тетраедра.

� Якщо 𝛼2 < 𝛼 < 2𝜋/3, tтодi на правильному тетраедрi з кутом гранi

𝛼 у сферичному просторi не iснує простої замкненої геодезичної типу

(𝑝, 𝑞).

Роздiл 4 : На правильному тетраедрi у просторi Лобачевського для

будь якої пари взаємно простих чисел (𝑝, 𝑞), 0 ≤ 𝑝 < 𝑞, iснує єдина про-

ста замкнена геодезична типу (𝑝, 𝑞), з точнiстю до iзометрiї тетраедра. Ця

геодезична проходить через середини двох пар протилежних ребер тетра-

едра. Геодезичнi типу (𝑝, 𝑞) вичерпують усi простi замкненi геодезичнi на

правильному тетраедрi у просторi Лобачевського.

Число простих замкнених геодезичних на правильному тетраедрi у про-

сторi Лобачевського має порядок росту 𝑐(𝛼)𝐿2, коли 𝐿 → ∞.

Роздiл 5 : Розглядалося локально iзометричне вкладення пiдмноговидiв

малої ковимiрностi з iндукованою метрикою обертання у простiр Лобачев-

ського. Були отриманi наступнi результати:

(i) Нехай 𝐹 𝑙 є регулярним пiмноговидом простору Лобачевського 𝐻2𝑙−1 з

iндукованою метрикою обертання вiд’ємної зовнiшньої секцiйної кри-
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вини. Якщо геодезичнi координатнi лiнiї метрики є лiнiями кривини

𝐹 𝑙, тодi пiдмноговид 𝐹 𝑙 є пiдмноговидом обертанням.

(ii) Нехай 𝐹 𝑙 є регулярною гiперповерхнею у просторi Лобачевського𝐻 𝑙+1

з iндукованою метрикою обертання нульової зовнiшньої секцiйної кри-

вини. Якщо геодезичнi координатнi лiнiї цiєї метрики є лiнiями криви-

ни 𝐹 𝑙, тодi пiдмноговид 𝐹 𝑙 є цилiндром. конусом або асимптотичним

конусом з одномiрною твiрною.

(iii) Нехай 𝐹 𝑙 є регулярною гiперповерхнею у просторi Лобачевського𝐻 𝑙+1

з iндукованою метрикою обертання додатної зовнiшньої секцiйної кри-

вини. Якщо 𝑙 > 2, тодi 𝐹 𝑙 є пiдмноговидом обертання в𝐻3. Якщо 𝑙 = 2

i координатнi лiнiї метрики є лiнiями кривини 𝐹 𝑙, тодi пiдмноговид 𝐹 2

є пiдмноговидом обертанням.

Особистий внесок здобувача.

Постановка задач та iдеї доведення Теорем 3.4 та 4.4, розглянутi у ди-

сертацiї (i, вiдповiдно, у статтях [11], [41], [42], [40]) належать науковому

керiвниковi О.А. Борисенко. Доведення решти результатiв були отриманi

автором самостiйно. Результати, якi належать iншим науковцям, згадую-

ться за необхiднiстю для повноти викладу та супроводжуються вiдповiд-

ними посиланнями.

Апробацiя результатiв дисертацiї.

Отриманi у дисертацiйний роботi результати доповiдалися на десяти

мiжнародних конференцiях, семiнарах, вокршопах:

1. “Simple closed geodesics on regular tetrahedra in Lobachevsky space”,

Seminar of the topology laboratory of the Institute of Mathematics of Nati-

onal Academy of Sciences of Ukraine, the head: Prof. Dr. S. Maksymenko,

Kyiv, Ukraine (April 12, 2019).

2. “Complete classification of simple closed geodesics on regular tetrahedra in

Lobachevsky space”, International Conference “Geometry, Differential Equati-

ons and Analysis”, Kharkiv, Ukraine (June 17-21, 2019).
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3. “Simple closed geodesics on regular tetrahedra in Lobachevsky space”, Lake

Como School of Advanced Studies “Geometric Analysis on Riemannian and

Singular Metric Measure Spaces (3rd edition)”, Como, Italy (July 1-5, 2019).

4. “Simple closed geodesics on regular tetrahedra in spherical space”, Kharkiv

State Geometric Seminar, the head: Prof. Dr. A. Borisenko, Kharkiv, Ukraine

(February, 10 and 17, 2020).

5. “Geodesics on regular tetrahedra in spherical space”, International scienti-

fic online conference “Algebraic and geometric methods of analysis”, Odesa,

Ukraine (May 26-30, 2020).

6. “Simple closed geodesics on regular tetrahedra in spaces of constant curvature”,

8th European Congress of Mathematics (8ECM), Portoroz, Slovenia (June

20-26, 2021).

7. “The structure of multidimensional submanifolds with induced metric of

revolution in hyperbolic space” (poster presentation), Workshop on Curvature

and Global Shape, Münster, Germany (August 1-7, 2021).

8. “Simple closed geodesics on regular tetrahedra in hyperbolic and spheri-

cal space” (poster presentation), Workshop «The Young Geometers Meeting

on Geometric Analysis and Differential Geometry», Copenhagen, Denmark

(April 19-23, 2021).

9. “Simple closed geodesics on regular tetrahedra in spaces of constant curvature”,

Oberseminar of Differential geometry group at Mathematical Institute in

WWU Münster, the head: Prof. Dr. B. Wilking, Münster, Germany (April 4,

2022).

10. “Results on simple closed geodesics on tetrahedra in spherical and hyperbolic

spaces”, Oberseminar of Geometry group at Institute of Algebra and Geometry

in Karlsruhe Institute of Technology, the head: Prof. Dr. A. Lytchak, Karlsruher,

Germany (December 1, 2022).
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Структура та обсяг дисертацiї.

Дисертацiя складається зi змiсту, вступу, чотирьох роздiлiв, висновку та

списку використаних джерел, який мiстить 45 найменувань. Обсяг загаль-

ного тексту дисертацiї – 111 сторiнок. Обсяг основної частини роботи – 97

сторiнок.

Роздiл 1 присвячено огляду лiтератури за темою дисертацiї. У Роздiлi 2

доповнено та систематизовано результати про простi замкненi геодезичнi

на правильних тетраедрах в евклiдовому просторi. У Роздiлi 3 вивчаю-

ться умови iснування та не iснування простих замкнених геодезичних на

правильних тетраедрах у сферичному просторi. У Роздiлi 4 представлена

повна класифiкацiя простих замкнених геодезичних на правильному те-

траедрi у просторi Лобачевського та знайдена асимптотика числа таких

геодезичних довжини обмеженої зверху. У Роздiлi 5 розглядається локаль-

но iзометричне вкладення пiдмноговидiв малої ковимiрностi з iндукованою

метрикою обертання у простiр Лобачевського.

Практичне значення одержаних результатiв.

Дисертацiйна робота має теоретичний характер. Отриманi результати та

запропонованi методи будуть використовуватися у подальших дослiджен-

нях замкнених геодезичних на поверхнях з нерегулярними точками, зокре-

ма на багатогранниках. Багато задач у фiзицi, наприклад, ейлеровi рухи

твердого тiла, опис течiї iдеальної рiдини, задача трьох тiл, зводяться до

вивчення поведiнки геодезичних на многовидах. Задачi про геодезичнi лi-

нiї також вiдiграють важливу роль у механiцi, динамiчних системах та

варiацiйному численi. Правильнi багатогранники використовуються у тео-

рiї груп та у лiнiйних диференцiальних рiвняннях. Пiдмоговиди обертання

грають важливу роль у рiмановiй геометрiї, так як мають велику групу

iзометрiй.

Публiкацiї.

Основнi результати дисертацiйної роботи висвiтлено у чотирьох стат-

тях, двi з яких проiндексованi у мiжнародних наукометричних базах Scopus
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абоWeb of Science. Вiдповiдно до класифiкацiї SCImago Journal and Country

Rank, статтi [42] та [40], в яких вiдображено основнi результати роботи,

опублiковано у виданнi, яке, належить до квартилю Q3. Двi статтi [11] та

[41] опублiкованi у науковому виданнi, включеному до перелiку наукових

фахових видань України. Додатково, результати дисертацiї вiдображено у

трьох тезах конференцiй.
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Подяки

Хочу висловити свою щиру вдячнiсть науковому керiвниковi проф. Бори-

сенку Олександру Андрiйовичу за можливiсть працювати над цiєю зада-

чею, за постiйну пiдтримку i практичнi поради, а також за надання кори-

сних iдей пiд час навчання i роботи. Його керiвництво дало можливiсть

менi поглибити знання з кiлькох тем в математицi й отримати новi резуль-

тати.

Також хочу подякувати Горькавому Василю Олексiйовичу, Болотову

Дмитру Валерiйовичу та членам Харкiвського мiського геометричного се-

мiнару за надання конструктивних коментарiв, якi допомогли менi покра-

щити свою роботу.

Щиро вдячна спiвробiтникам вiддiлу диференцiальних рiвнянь i геоме-

трiї ФТIНТ iм. Б.I. Вєркiна НАН України за теплу та сприятливу робочу

атмосферу.

Хочу подякувати стипендiальнiй програмi IMU Breakout Graduate Fellowshi-

ps за фiнансову пiдтримку впродовж мого навчання. Також хочу вiдмiтити

Фонд Ахiєзера за надання гранду для пiдтримки молодих математикiв, якi

проживають у Харковi.

Я щиро вдячна Вестфальському Вiльгельм-Унiверситету Мюнстера (Нi-

меччина) за надання можливостi продовжити дисертацiйнi дослiдження в

рамках програми Math for Ukraine Scholarship. Окрему подяку хочу висло-

вити проф. Буркхарду Вiлкiну та членам групи диференцiальної геометрiї

Унiверситету Мюнстера за створення продуктивної та дружньої робочої

атмосфери.

Безмежна вдячнiсть усiм членам моєї родини за безперечну вiру в мене

та пiдтримку.
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Роздiл 1

Геодезичнi на замкнених рiманових
многовидах (огляд лiтератури)

1.1 Геодезичнi на регулярних замкнених рiманових мно-

говидах

Класична задача трьох тiл є однiєю з найдавнiших та найскладнiших задач

у фiзицi та в математицi. Головна мета цiєї задачi полягає у вивченi руху

трьох тiл пiд дiєю сил взаємного тяжiння. Розв’язки цiєї задачi, сформу-

льованi у термiнах динамiчної системи, мають вiдношення до геодезичних

потокiв на рiманових многовидах. Працюючи над перiодичним розв’язком

плоскої обмеженої задачi трьох тiл, Пуанкаре у 1905 р. сформулював гiпоте-

зу iснування щонайменше трьох простих замкнених геодезичних на гладкiй

замкненiй опуклiй двовимiрнiй поверхнi в евклiдовому просторi [37].

У 1929 р. Люстернiк i Шнiрельман [29], [30] довели гiпотезу Пуанкаре.

Проте їхня робота мiстила декiлька прогалин, якi пiзнiше заповнили Бал-

ман у 1978 р. [4] та, незалежно, Тайманов у 1992 р. [43]. У 1951-1952 р.

Люстернiк i Фет [28], [17] довели iснування замкненої геодезичної на 𝑛-

вимiрному регулярному замкненому многовидi.

У 1898 р. Адамар [22] показав, що на замкненному двовимiрному рiма-

новому многовидi вiд’ємної кривини будь-яка замкнена не гомотопна нулю

крива може бути продеформована у замкнену криву мiнiмальної довжи-

ни всерединi свого свободного гомотопiчного класу. Ця мiнiмальна крива

єдина i є замкненою геодезичною. Тому цiкавою є задача оцiнки числа
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замкнених геодезичних, в залежностi вiд їх довжини, на компактному рi-

мановому многовидi вiд’ємної кривини. Хубер [24], [25] довiв, що на повно-

му замкненому рiмановому многовидi сталої кривини −1 число замкнених

геодезичних довжини не бiльше 𝐿 має порядок росту 𝑒𝐿/𝐿, коли 𝐿 → ∞.

У роботi Рiвiна [39] i пiзнiше у роботi Мiрзаханi [32] показано, що на

повнiй рiмановiй поверхнi постiйної вiд’ємної кривини роду 𝑔 з 𝑛 каспами

число простих замкнених геодезичних довжини не бiльше 𝐿 мають асим-

птотичний рiст 𝐿6𝑔−6+2𝑛, коли 𝐿 → ∞.

Теореми, про геодезичнi лiнiї на опуклих двовимiрних поверхнях вiдiгра-

ють важливу роль у геометрiї “в цiлому”. Важливi результати були отри-

манi Кон-Фоссеном [13], Александровим [2], Погорєловим [34]. В однiй з

найперших своїх робiт Погорелов довiв, що на замкненiй поверхнi гауссової

кривини ≤ 𝑘, де 𝑘 > 0, вiдрiзок геодезичної довжини < 𝜋/
√
𝑘 є найкоро-

тшим серед вiдрiзкiв, що з’єднують його кiнцевi точки [35]. Топоногов [44]

довiв, що на 𝐶2 регулярнiй замкненiй поверхнi кривини ≥ 𝑘 > 0 довжина

простої замкненої геодезичної не бiльше 2𝜋/
√
𝑘. Борисенко [10] узагальнив

цей результат на випадок простих замкнених геодезичних у двовимiрному

простору Александрова. Вайгант i Матукевич [45] довiв, що на регулярнiй

замкненiй поверхнi кривини ≥ 𝑘 > 0 геодезична довжини ≥ 3𝜋/
√
𝑘 має

точку самоперетину.

1.2 Геодезичнi на нерегулярних замкнених поверхнях

Геодезичнi вивчалися також на нерегулярних поверхнях, у тому числi на

багатогранниках у евклiдовому просторi. На опуклому багатограннику гео-

дезична задовольняє наступним властивостям:

1) вона складається з прямолiнiйного вiдрiзка на гранi багатогранника;

2) вона утворює рiвнi кути з ребром на сусiднiх гранях;

3) геодезична не проходить через вершини опуклого багатогранника [2].
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На вiдмiну вiд гладких поверхонь, бiльшiсть опуклих поверхонь в евклi-

довому просторi E3 не мiстить простої замкненої геодезичної.

Галперiн [21] представив необхiдну умову iснування простої замкненої

геодезичної на опуклому багатограннику в евклiдовому просторi. Ця умова

випливає з узагальнення теореми Гауса-Бонне.Кривина опуклого багато-

гранника в евклiдовому просторi сконцентрована у його вершинах. Нехай

𝜃1, . . . , 𝜃𝑛 - повнi кути при вершинах 𝐴1, . . . , 𝐴𝑛 опуклого багатогранника.

Кривина вершини 𝐴𝑖 дорiвнює 𝜔𝑖 = 2𝜋 − 𝜃𝑖 > 0, 𝑖 = 1, . . . , 𝑛. Якщо на

опуклому багатограннику iснує проста замкнена геодезична, то iснує набiр

𝐼 ⊂ {1, 2, . . . , 𝑛} такий, що ∑︁
𝑖∈𝐼

𝜔𝑖 = 2𝜋.

Ця умова не виконується для бiльшостi опуклих багатогранникiв, тим не

менш вона виконується для правильних багатогранникiв.

Д.Фукс i К.Фукс доповнили та систематизували результати про замкне-

нi геодезичнi на правильних багатогранниках у тривимiрному евклiдовому

просторi (див. [18] i [19]). Лаусон та iншi [27] отримали повну класифiка-

цiю простих замкнених геодезичних на восьми опуклих багатогранниках

(дельтаедрах), усi гранi яких є рiвними трикутниками.

Протасов [38] знайшов умову iснування простої замкненої геодезичної

на довiльному тетраедрi в евклiдовому просторi та дав оцiнку зверху на

кiлькiсть таких геодезичних в термiнах рiзницi мiж 𝜋 та сумою кутiв при

вершинi тетраедра. Зокрема, вiн довiв, що довiльний симплекс має нескiн-

ченно багато рiзних простих замкнених геодезичних тодi i тiльки тодi, коли

усi його гранi є рiвними трикутниками. Акопян та Петрунiн [1] показали,

що якщо замкнена опукла поверхня 𝑀 в E3 має довiльно довгу просту

замкнену геодезичну, тодi 𝑀 є тетраедром, усi гранi якого є правильними

трикутниками.

У роботi [15] Давiс та iншi розглядали геодезичнi, якi починаються i

закiнчуються у вершинах, i не проходять через iншi вершини, на правиль-

ному тетраедрi та на кубi. Наприклад, було доведено, що така геодезична
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нiколи не приходить у вершину, з якої вона починається, та знайдена iмо-

вiрнiсть, з якою геодезична, що бере початок у вершинi, прийде в iншу

вершину. Фукс [20] узагальнив цей результат на правильний октаедр та

iкосаедр (зокрема, на таких поверхнях також не iснує геодезичних петель,

з вершиною у вершинi багатогранника).

О’Рурк та Вiлку [33] вивчали простi замкненi квазiгеодезичнi на тетрае-

дрi в E3. У той час, як геодезична має кут 𝜋 у будь-якiй точцi, то квазiгео-

дезична має кут не бiльше 𝜋 у кожнiй точцi. У порiвняннi з геодезичними,

квазiгеодезичнi можуть проходити через вершини з повним кутом < 2𝜋 на

поверхнi, тобто через вершини опуклого багатогранника [3].

В евклiдовому просторi гранi тетраедра мають нульову гауссову криви-

ну, та кривина тетраедра зосереджена у його вершинах. У просторi Ло-

бачевського та у сферичному просторi гауссова кривина граней дорiвнює

𝑘 = −1 або 1 вiдповiдно. Кривина тетраедра визначається не тiльки його

вершинами, але i гранями. У просторi Лобачевського кут 𝛼 гранi правиль-

ного тетраедра задовольняє умовам 0 < 𝛼 < 𝜋/3. У сферичному просторi

кут 𝛼 гранi задовольняє 𝜋/3 < 𝛼 ≤ 2𝜋/3. В обох випадках внутрiшня

геометрiя тетраедра залежить вiд 𝛼.

У евклiдовому просторi повна класифiкацiя простих замкнених геоде-

зичних на правильному тетраедрi випливає з того, що розгортка тетра-

едра є частиною розбиття евклiдової площини правильними трикутника-

ми. Бiльш того, вершини трiангуляцiї допускають однозначне позначення,

узгоджене з вершинами тетраедра. Будь-яка розгортка тетраедра є части-

ною цiєї трiангуляцiї. Це виконується тiльки для правильних тетраедрiв i

тiльки в евклiдовому просторi.

У роботi [5] Борисенко довiв, що якщо кути граней довiльного тетрае-

дра у просторi Лобачевського не бiльше 𝜋/4, то на такому тетраедрi iснує

нескiнченно багато простих замкнених геодезичних. Ця ситуацiя вiдрiзня-

ється вiд евклiдового випадку, де довiльний тетраедр не має простої за-

мкненої геодезичної [21].
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1.3 Висновки до Роздiлу 1

Наведений огляд лiтератури демонструє неабиякий iнтерес науковцiв, що

працюють у рiзних областях математики та фiзики, до поведiнки замкне-

них геодезичних лiнiй на регулярних та нерегулярних поверхнях. Важли-

во прослiдкувати вiдмiнностi, що виникають при переходi вiд регулярної

поверхнi до нерегулярної та вiд додатної кривини до вiд’ємної. Це пiдтвер-

джує актуальнiсть обраної тематики дисертацiї.
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Роздiл 2

Замкненi геодезичнi на правильному
тетраедрi в евклiдовому просторi

2.1 Повна класифiкацiя простих замкнених геодези-

чних на правильному тетраедрi

Результати, представленi у пiдроздiлi 2.1 не новi (див. [14], [18], [38]).

Вони використовуються у доведенi власних результатiв автора.

Результати пiдроздiлу 2.2 доведенi автором i опублiкованi у [42].

Розглянемо правильний тетраедр 𝐴1𝐴2𝐴3𝐴4 з ребром довжини 1 в ев-

клiдовому просторi.

Визначення 2.1. Проста замкнена геодезична має тип (𝑝, 𝑞) якщо вона

має по 𝑝 вершин на однiй парi протилежних ребер тетраедра, по 𝑞 вер-

шин на другiй парi протилежних ребер тетраедра, i по (𝑝+ 𝑞) вершин на

третiй парi протилежних ребер тетраедра.

Якщо 𝑝 = 0 i 𝑞 = 1, то геодезична типу (0, 1) складається з чотирьох

вiдрiзкiв, якi послiдовно перетинають чотири ребра тетраедра. Така геоде-

зична не проходить через одну пару протилежних ребер тетраедра. Надалi

будемо вважати, що 0 ≤ 𝑝 < 𝑞.

Зафiксуємо точку 𝑋 геодезичної на ребрi 𝐴1𝐴2 тетраедра та будемо ру-

хати тетраедр так, щоб геодезична завжди торкалася площини. Слiд на

площинi, який залишають гранi тетраедра при такому русi, називається
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𝐴3

𝐴4

𝑋

Рис. 2.1

розгорткою тетраедра вздовж геодезичної. Геодезична переходить у пря-

молiнiйний вiдрiзок всерединi розгортки.

Розгортка правильного тетраедра в E3 є частиною стандартної трiангу-

ляцiї евклiдової площини. Позначимо вершини трiангуляцiї у вiдповiдностi

до вершин тетраедра (див. Рис. 2.2). Розглянемо прямокутну декартову

систему координат з центром 𝐴1 та вiсю 𝑥 вздовж ребра 𝐴1𝐴2, що мiстить

𝑋. Тодi вершини 𝐴1 i 𝐴2 мають координати
(︀
𝑙, 𝑘

√
3
)︀
, та 𝐴3 i 𝐴4 мають

координати
(︀
𝑙 + 1/2, (2𝑘 + 1)

√
3/2
)︀
, де 𝑘, 𝑙 - цiлi числа.

Розглянемо два ребра 𝐴1𝐴2 трiангуляцiї, якi мають однакову ореєнтацiю

i не лежать на однiй прямiй. Зафiксуемо точки𝑋(𝜇, 0) та𝑋 ′(𝜇+𝑞+2𝑝, 𝑞
√
3)

на них. Параметр 𝜇 ∈ (0, 1) такий, що вiдрiзок𝑋𝑋 ′ не проходить через вер-

шини триангуляцiї. Вiдрiзок 𝑋𝑋 ′ є простою замкненою геодезичною 𝛾 на

правильному тетраедрi в евклiдовому просторi. Якщо числа (𝑝, 𝑞) взаємно

простi, тодi 𝛾 не накручується на себе. На тетраедрi 𝛾 має по 𝑝 вершин на

однiй парi протилежних ребер тетраедра, по 𝑞 вершин на другiй парi про-

тилежних ребер тетраедра, i по (𝑝+𝑞) вершин на третiй парi протилежних
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Рис. 2.2

ребер тетраедра, а отже 𝛾 має тип (𝑝, 𝑞).

Вiдрiзки геодезичної, що лежать на однiй гранi тетраедра, паралельнi

один одному. Iз цього слiдує, що будь-яка замкнена геодезична на пра-

вильному тетраедрi в евклiдовому просторi не має точок самоперетину,

тобто є простою.

Розглянемо вiдрiзки паралельнi 𝑋𝑋 ′. Вони характеризуються рiвнян-

ням

𝑦 =
𝑞
√
3

𝑞 + 2𝑝
(𝑥− 𝜇).

Ми можемо змiнювати параметр 𝜇 поки ця лiнiя не проходить через вер-

шини трiангуляцiї. Отже, для кожної пари чисел (𝑝, 𝑞) iснують 𝜇1, 𝜇2 ∈
(0, 1) такi, що для всiх 𝜇 ∈ (𝜇1, 𝜇2) вiдрiзок, що з’єднює точки 𝑋(𝜇, 0)

та 𝑋 ′(𝜇 + 𝑞 + 2𝑝, 𝑞
√
3) є простою замкненою геодезичною типу (𝑝, 𝑞) на

правильному тетраедрi.

Таким чином, вiрно наступне.
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Твердження 2.1. [14], [18] На правильному тетраедрi в Евклiдово-

му просторi для кожної впорядкованої пари взаємно простих натураль-

них чисел (𝑝, 𝑞) iснує клас простих замкнених геодезичних типу (𝑝, 𝑞), з

точнiстю до iзометрiї тетраедра. На розгортцi тетраедра геодезичнi з

одного класу паралельнi мiж собою.

Довжина простої замкненої геодезичної типу (𝑝, 𝑞) на правильному те-

траедрi дорiвнює

𝐿 = 2
√︀
𝑝2 + 𝑝𝑞 + 𝑞2. (2.1)

Таким чином, правильний тетраедр мiстить простi замкненi геодезичнi як

завгодно великої довжини.

Пара взаємно простих натуральних чисел (𝑝, 𝑞) визначає комбiнатор-

ну структуру простої замкненої геодезичної, тобто її порядок перетину з

ребрами тетраедра.

У роботi [38] було запропоновано узагальнення простих замкнених геоде-

зичних на багатогранниках. Ламаною на тетраедрi називається крива, що

складається з вiдрiзкiв, якi послiдовно з’єднують точки на ребрах цього те-

траедра. Абстрактною геодезичною на тетраедрi є замкнена ломана,

що задовольняє наступним властивостям:

1) вона не має точок самоперетину i сусiднi вiдрiзки лежать на рiзних гра-

нях;

2) вона перетинає бiльше трьох ребер тетраедра i не проходить через його

вершини.

Для будь-яких двох тетраедрiв iснує взаємно-однозначна вiдповiднiсть

мiж їхнiми вершинами. Позначимо вiдповiднi вершини тетраедрiв одна-

ково. Двi замкненi геодезичнi на цих тетраедрах називаються еквiвален-

тними, якщо вони перетинають однаково позначенi ребра в однаковому

порядку.
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Твердження 2.2. [38] Для кожної абстрактної геодезичної 𝛾 на тетра-

едрi в евклiдовому просторi iснує еквiвалентна їй проста замкнена геоде-

зична 𝛾 на правильному тетраедрi в евклiдовому просторi.

Вершина геодезичної 𝛾 називається вузлом зачеплення, якщо вона та двi

сусiднi до неї вершини 𝛾 лежать на ребрах, що виходять з однiєї вершини 𝐴𝑖

тетраедра, i цi три вершини 𝛾 є найближчими до𝐴𝑖 вершинами геодезичної.

Твердження 2.3. [38] Нехай 𝛾11 та 𝛾21 є вiдрiзками простої замкненої

геодезичної 𝛾, якi виходять iз вузла зачеплення на правильному тетра-

едрi. Нехай 𝛾12 та 𝛾22 є наступними за ними i т.д. Для кожного 𝑖 =

2, . . . , 2𝑝 + 2𝑞 − 1 вiдрiзки 𝛾1𝑖 та 𝛾2𝑖 лежать на однiй гранi тетраедра, i

мiж ними немає iнших точок геодезичної. Вiдрiзки 𝛾12𝑝+2𝑞 та 𝛾
2
2𝑝+2𝑞 зхо-

дяться у другий вузол зачеплення геодезичної.

2.2 Симетрiя розгортки правильного тетраедра вздовж

простої замкненої геодезичної

Теорема 2.1. На правильному тетраедрi в евклiдовому просторi кожен

клас простих замкнених геодезичних типу (𝑝, 𝑞) мiстить просту за-

мкнену геодезичну, що проходить через середини двох пар протилежних

ребер тетраедра.

Доведення. На розгортцi тетраедра геодезична типу (𝑝, 𝑞) є вiдрiзком пря-

мої

𝑦 =
𝑞
√
3

𝑞 + 2𝑝
(𝑥− 𝜇),

мiж точками 𝑋(𝜇, 0) та 𝑋 ′(𝜇+ 𝑞 + 2𝑝, 𝑞
√
3).

Для кожної пари (𝑝, 𝑞) iснують такi 𝜇1, 𝜇2 ∈ (0, 1), що лiнiї

𝛾𝑖 : 𝑦 =
𝑞
√
3

𝑞 + 2𝑝
(𝑥− 𝜇𝑖), 𝑖 = 1, 2 (2.2)

проходять через вершини 𝑃𝑖, трiангуляцiї вiдповiдно.
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Розглянемо замкнену геодезичну 𝛾0, що належить прямiй

𝛾0 : 𝑦 =
𝑞
√
3

𝑞 + 2𝑝

(︂
𝑥− 𝜇1 + 𝜇2

2

)︂
.

Покажемо, що 𝛾0 проходить через середину ребра. Нехай точки 𝑃1 i

𝑃2 є вiдповiдно вершинами 𝐴1 i 𝐴2 трiангуляцiї. Тодi вони мають коор-

динати 𝑃1(𝑙1, 𝑘1
√
3) i 𝑃2(𝑙2, 𝑘2

√
3), де 𝑘1, 𝑘2, 𝑙1, 𝑙2 - цiлi числа. Геодезична

𝛾0 проходить через точку 𝑃0

(︀
(𝑙1 + 𝑙2)/2,

√
3(𝑘1 + 𝑘2)/2

)︀
. Оскiльки 𝑃0 не є

вершиною трiангуляцiї, то 𝑃0 є серединою ребра 𝐴1𝐴2 або 𝐴3𝐴4.

Випадки, коли 𝑃1 та 𝑃2 збiгаються з iншими вершинами трiангуляцiї,

доводяться аналогiчно.

Тепер доведемо, що якщо геодезична проходить через середину одно-

го ребра, то вона проходить через середини двох пар протилежних ребер

тетраедра.

Припустимо, що проста замкнена геодезична 𝛾0 проходить через сере-

дину ребра 𝐴1𝐴2. На розгортцi тетраедра геодезична 𝛾0 є вiдрiзком прямої

𝑦 =
𝑞
√
3

𝑞 + 2𝑝

(︂
𝑥− 1

2

)︂
(2.3)

мiж точками 𝑋1 (1/2, 0) та 𝑋 ′
1

(︀
𝑞 + 2𝑝+ 1/2, 𝑞

√
3
)︀
.

Пiдставимо координати вершин 𝐴3 i 𝐴4 у рiвняння (2.3):

𝑞(2𝑙 − 2𝑘 − 1) = 2𝑝(2𝑘 + 1). (2.4)

Якщо 𝑞 - парне число, то iснують 𝑘 i 𝑙, якi задовольняють рiвнянню

(2.4). Iз цього випливає, що 𝛾0 проходить через вершину трiангуляцiї. Iз

цього протирiччя ми отримуємо, що 𝑞 є непарним числом.

Розглянемо точку 𝑋2

(︀
𝑞/2 + 𝑝+ 1/2, 𝑞

√
3/2
)︀
, що є серединою вiдрiзка

𝑋1𝑋
′
1. Оскiльки 𝑞 непарне, представимо 𝑞 = 2𝑞1 + 1. Тодi координати то-

чки𝑋2 дорiвнюють
(︀
𝑞1 + 𝑝+ 1, (𝑞1 + 1/2)

√
3
)︀
. Вираз другої координати𝑋2

передбачає, що 𝑋2 належить прямiй з вершинами 𝐴3 i 𝐴4. Оскiльки перша

координата 𝑋2 є цiлим числом, то 𝑋2 є серединою ребра 𝐴3𝐴4.
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Нехай 𝑌1 є серединою вiдрiзка𝑋1𝑋2. Тодi вона має наступнi координати:

𝑌1

(︃
𝑞1 + 𝑝

2
+

3

4
,
(2𝑞1 + 1)

√
3

4

)︃
.

Легко помiтити, що 𝑌1 є центром одного з ребер 𝐴1𝐴3, або 𝐴3𝐴2, або 𝐴2𝐴4,

або 𝐴4𝐴1.

Аналогiчно можна довести, що середина 𝑌2 вiдрiзка 𝑋2𝑋
′
1 є серединою

ребра трiангуляцiї. На тетраедрi ребра, що мiстять точки 𝑌1 та 𝑌2 вiдпо-

вiдно, не мають спiльної вершини.

Наслiдок 2.1.1. Розгортка тетраедра вздовж простої замкненої геоде-

зичної складається з чотирьох рiвних багатокутникiв. Будь-якi два сусi-

днi багатокутники переводяться один в одного поворотом на кут 𝜋 нав-

коло середини їх спiльного ребра.

Доведення. Не порушуючи загальностi, припустимо, що проста замкнена

геодезична 𝛾0 проходить через точки 𝑋1, 𝑋2, 𝑌1 i 𝑌2, що є серединами ребер

𝐴1𝐴2, 𝐴4𝐴3, 𝐴1𝐴3 i 𝐴2𝐴4 вiдповiдно.

𝐴1

𝐴2

𝑋1

𝐴2

𝐴1

𝑋 ′
1𝑋2

𝑌2𝑌1

𝐴3

𝐴4

𝐴2
𝐴4

𝐴1

𝐴3

Рис. 2.3

Поворот правильного тетраедра на кут 𝜋 навколо прямої, що проходить

через точки 𝑋1 i 𝑋2 є iзометрiєю тетраедра. Цей поворот мiняє мiсцями то-

чки 𝑌1 та 𝑌2. Крiм того, сегмент 𝛾0, який починається з 𝑋1 на гранi 𝐴1𝐴2𝐴4

вiдображається у сегмент 𝛾0, який починається з точки 𝑋1 на 𝐴1𝐴2𝐴3. Тоб-

то вiдрiзки 𝑋1𝑌1 i 𝑋1𝑌2 переходять один в одний. Так само пiсля повороту

вiдрiзки 𝑋2𝑌1 та 𝑋2𝑌2 геодезичної 𝛾0 також мiняються мiсцями.

38



Iз цього випливає, що розгортка тетраедра вздовж вiдрiзка 𝑌1𝑋1𝑌2 гео-

дезичної є центрально-симетричним багатокутником з центром 𝑋1. Розгор-

тка вздовж 𝑌1𝑋2𝑌2 є центрально-симетричною вiдносно 𝑋2.

Тепер розглянемо поворот правильного тетраедра на кут 𝜋 навколо пря-

мої, що проходить через точки 𝑌1 i 𝑌2. З тих самих аргументiв, що є вище,

випливає, що розгортка тетраедра уздовж вiдрiзка 𝑋1𝑌1𝑋2 є центрально-

симетричним багатокутником з центром 𝑌1, а розгортка вздовж 𝑋2𝑌2𝑋1 є

центрально-симетричною вiдносно 𝑌2 (див. Рис. 2.3).

Лема 2.2. Нехай 𝛾 є простою замкненою геодезичною типу (𝑝, 𝑞) на пра-

вильному тетраедрi в евклiдовому просторi, i нехай 𝛾 перетинає середини

двох пар протилежних ребер. Тодi вiдстань ℎ вiд вершин тетраедра до 𝛾

задовольняє умовi

ℎ ≥
√
3

4
√︀
𝑝2 + 𝑝𝑞 + 𝑞2

. (2.5)

Доведення. Припустимо, 𝛾 перетинає ребро 𝐴1𝐴2 в точцi 𝑋, що є сере-

диною цього ребра. Тодi геодезична 𝛾 розгортається у вiдрiзок 𝑋𝑋 ′, що

лежить на прямiй

𝑦 =
𝑞
√
3

𝑞 + 2𝑝

(︂
𝑥− 1

2

)︂
.

Вiдрiзок 𝑋𝑋 ′ перетинає ребра 𝐴1𝐴2 в точках

(𝑥𝑏, 𝑦𝑏) =

(︂
2(𝑞 + 2𝑝)𝑘 + 𝑞

2𝑞
, 𝑘
√
3

)︂
,

де 𝑘 ≤ 𝑞. Оскiльки 𝑋𝑋 ′ не проходить через вершини розгортки, 𝑥𝑏 не може

бути цiлим числом. Отже, на ребрi 𝐴1𝐴2 вiдстань вiд вершин тетраедра до

точок 𝛾 не менше 1/2𝑞.

Аналогiчно на ребрi 𝐴3𝐴2 вiдстань вiд вершин тетраедра до точок 𝛾 не

менше 1/2𝑝.

Розгорнемо гранi 𝐴1𝐴2𝐴4 i 𝐴2𝐴4𝐴3 на площину. Позначимо точки 𝐵1

на ребрi 𝐴2𝐴1 i 𝐵2 на ребрi 𝐴2𝐴3 так, щоб довжина 𝐴2𝐵1 дорiвнює 1/2𝑞,

а довжина 𝐴2𝐵2 дорiвнює 1/2𝑝. Нехай 𝐴2𝐻 - висота трикутника 𝐵1𝐴2𝐵2.
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Тодi

|𝐴2𝐻| =
√
3

4
√︀
𝑝2 + 𝑝𝑞 + 𝑞2

.

Вiдстань ℎ вiд вершини 𝐴2 до 𝛾 не менше нiж |𝐴2𝐻|.

2.3 Висновки до Роздiлу 2

У цьому Роздiлi доповнено результати про простi замкненi геодезичнi на

правильному тетраедрi в евклiдовому просторi.

Порядок, у якому проста замкнена геодезична 𝛾 перетинає ребра тетра-

едра однозначно визначається парою взаємно простих натуральних чисел

(𝑝, 𝑞), 0 ≤ 𝑝 < 𝑞. Для кожної впорядкованої пари взаємно простих чисел

(𝑝, 𝑞) на правильному тетраедрi в евклiдовому просторi iснує цiлий клас

простих замкнених геодезичних типу (𝑝, 𝑞), з точнiстю до iзометрiї тетра-

едра. Усерединi розгортки тетраедра геодезичнi одного класу є паралель-

ними мiж собою (Пiдроздiл 2.1 ).

Ми довели, що у кожному класi є проста замкнена геодезична 𝛾0, яка

проходить через середини двох пар протилежних ребер тетраедра (Тео-

рема 2.1). Як наслiдок показано, що розгортка тетраедра уздовж простої

замкненої геодезичної складається з чотирьох рiвних багатокутникiв. Будь-

якi два сусiднi багатокутники переводяться один в одний поворотом на кут

𝜋 навколо середини спiльного ребра. Додатково ми оцiнили вiдстань вiд

вершин тетраедра до 𝛾0 (Пiдроздiл 2.2).
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Роздiл 3

Простi замкненi геодезичнi на
правильних тетраедрах у сферичному
просторi

Результати цього Роздiлу опублiкованi у роботах [41], [42].

3.1 Визначення i приклади

Сферичним трикутником є опуклий багатокутник на одиничнiй сферi,

обмежений трьома найкоротшими лiнiями.

Правильним тетраедром 𝐴1𝐴2𝐴3𝐴4 у тривимiрному сферичному просторi

S3 є замкнений опуклий багатограник, усi гранi якого є правильними сфе-

ричними трикутниками, i всi вершини – правильними тригранними кутами.

Кут 𝛼 гранi правильного тетраедра в S3 задовольняє умовi 𝜋/3 < 𝛼 ≤ 2𝜋/3.

Зазначимо, що iснуює єдиний (з точнiстю до iзометрiї) правильний тетра-

едр у сферичному просторi з заданим кутом гранi. Довжина ребра тетра-

едра дорiвнює

𝑎 = arccos

(︂
cos𝛼

1− cos𝛼

)︂
, (3.1)

lim
𝛼→𝜋/3

𝑎 = 0; lim
𝛼→𝜋/2

𝑎 = 𝜋/2; lim
𝛼→2𝜋/3

𝑎 = 𝜋 − cos−1 1/3. (3.2)

Якщо 𝛼 = 2𝜋/3, то тетраедр є двовимiрною одиничною сферою. На

ньому iснує нескiнченно багато простих замкнених геодезичних.

Надалi будемо вважати, що 𝛼 ∈ (𝜋/3, 2𝜋/3).
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Сферичний простiр кривини 1 реалiзується одиничною тривимiрною

сферою 𝑆3 у чотиривимiрному евклiдовому просторi. Правильний тетра-

едр 𝐴1𝐴2𝐴3𝐴4 розташований у вiдкритiй пiвкулi. Розглянемо евклiдовий

простiр, дотичний до цiєї пiвкулi в точцi, що є центром описаної сфери те-

траедра. Центральна проекцiя пiвкулi на цей дотичний простiр вiдображає

правильний тетраедр зi сферичного простору у правильний тетраедр в ев-

клiдовому просторi. Проста замкнена геодезична 𝛾 на 𝐴1𝐴2𝐴3𝐴4 проектує-

ться в абстрактну геодезичну на правильному тетраедрi в евклiдовому про-

сторi. З Твердження 2.2 випливає, що iснує проста замкнена геодезична на

правильному тетраедрi в евклiдовому просторi, еквiвалентна абстрактнiй

геодезичнiй. Iз цього можна зробити висновок, що проста замкнена геоде-

зична на правильному тетраедрi в S3 характеризується парою взаємно

простих натуральних чисел (𝑝, 𝑞) i має таку ж комбiнаторну структуру,

як замкнена геодезична на правильному тетраедрi в евклiдовому просторi.

Лема 3.1. 1) На правильному тетраедрi з кутом гранi 𝛼 ∈ (𝜋/3, 2𝜋/3)

у сферичному просторi iснують три рiзнi простi замкненi геодезичнi

типу (0, 1). Вони є рiвними з точнiстю до iзометрiї тетраедра.

2) Геодезичними типу (0, 1) вичерпуються усi простi замкненi геодези-

чнi на правильному тетраедрi з кутом гранi 𝛼 ∈ [𝜋/2, 2𝜋/3) у сфе-

ричному просторi.

3) На правильному тетраедрi з кутом гранi 𝛼 ∈ (𝜋/3, 𝜋/2) у сфери-

чному просторi iснують три рiзнi простi замкненi геодезичнi типу

(1, 1). Вони є рiвними з точнiстю до iзометрiї тетраедра.

Доведення. 1) Розглянемо правильний тетраедр 𝐴1𝐴2𝐴3𝐴4 в S3 з кутом

гранi 𝛼 ∈ (𝜋/3, 2𝜋/3). Нехай 𝑋1 i 𝑋2 є серединами ребер 𝐴1𝐴4 i 𝐴3𝐴2, та 𝑌1
i 𝑌2 – серединами 𝐴4𝐴2 i 𝐴1𝐴3 вiдповiдно. З’єднаємо цi точки послiдовно

вiдрiзками через гранi. Трикутники 𝑋1𝐴4𝑌1, 𝑌1𝐴2𝑋2, 𝑋2𝐴3𝑌2 i 𝑌2𝐴1𝑋1 рiв-

нi. З цього випливає, що замкнена ламана 𝑋1𝑌1𝑋2𝑌2 є простою замкненою

геодезичною типу (0, 1) на правильному тетраедрi у сферичному просторi
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(див. Рис. 3.1). З’єднуючи середини iнших пар протилежних ребер тетрае-

дра, будуються iншi двi геодезичнi типу (0, 1) на тетраедрi.

𝐴1

𝐴2

𝐴3

𝐴4

𝑋1

𝑋2

𝑌1

𝑌2 𝐴1

𝐴3𝐴4 𝐴4

𝐴1𝐴2

𝑋1 𝑌1 𝑌2𝑋2
𝑋 ′

1

𝐸1

Рис. 3.1

2) Розглянемо правильний тетраедр iз кутом гранi 𝛼 ≥ 𝜋/2.

Оскiльки геодезична є прямолiнiйним вiдрiзком всерединi розгортки те-

траедра, то вона не може послiдовно перетинати три ребра, що виходять з

однiєї вершини тетраедра.

Якщо проста замкнена геодезична на правильному тетраедрi має тип

(𝑝, 𝑞), де 𝑝 = 𝑞 = 1 або 1 < 𝑝 < 𝑞, тодi ця геодезична послiдовно пе-

ретинає три ребра, що виходять з однiєї вершини (див.Твердження 2.3).

Тiльки проста замкнена геодезична типу (0, 1) перетинає два ребра те-

траедра, якi мають спiльну вершину, i не перетинає третє ребро. Звiдси

випливає, що на правильному тетраедрi у сферичному просторi з кутом

гранi 𝛼 ∈ [𝜋/2, 2𝜋/3) iснує лише три простi замкненi геодезичнi типу

(0, 1) i немає iнших.

3) Розглянемо правильний тетраедр 𝐴1𝐴2𝐴3𝐴4 в S3 з кутом гранi 𝛼 ∈
(𝜋/3, 𝜋/2). Як i вище, точки 𝑋1, 𝑋2, 𝑌1, 𝑌2 є серединами ребер 𝐴1𝐴4, 𝐴3𝐴2,

𝐴4𝐴2 i 𝐴1𝐴3 вiдповiдно.
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𝐴1

𝐴2

𝐴3

𝐴4

𝑋1

𝑋2

𝑌1

𝑌2 𝐴1 𝐴1

𝐴1

𝐴4

𝐴4
𝐴4

𝐴3

𝐴3

𝐴2

𝐴2

𝑋1

𝑌1

𝑌2
𝑋2

𝑋 ′
1

𝑄1

Рис. 3.2

Розгорнемо двi сусiднi гранi 𝐴1𝐴4𝐴3 i 𝐴4𝐴3𝐴2 на площину i побудує-

мо вiдрiзок геодезичної 𝑋1𝑌1. Оскiльки 𝛼 < 𝜋/2, то сегмент 𝑋1𝑌1 лежить

всерединi розгортки i перетинає ребро 𝐴4𝐴2 пiд прямим кутом. Далi роз-

горнемо двi сусiднi гранi 𝐴4𝐴1𝐴2 i 𝐴1𝐴2𝐴3 i побудуємо вiдрiзок 𝑌1𝑋2. Ана-

логiчно з’єднаємо точки 𝑋2 та 𝑌2 по гранях 𝐴2𝐴3𝐴4 i 𝐴3𝐴4𝐴1, i точки 𝑌2 та

𝑋1 через 𝐴3𝐴1𝐴2 та 𝐴1𝐴2𝐴4 (див. Рис. 3.2). Трикутники 𝑋1𝐴4𝑌1, 𝑌1𝐴2𝑋2,

𝑋2𝐴3𝑌2 i 𝑌2𝐴1𝑋1 рiвнi. Отже, вiдрiзки 𝑋1𝑌1, 𝑌1𝑋2, 𝑋2𝑌2, 𝑌2𝑋1 утворюють

просту замкнену геодезичну типу (1, 1) на тетраедрi.

Двi iншi простi замкненi геодезичнi типу (1, 1) на тетраедрi можна по-

будувати аналогiчно, з’єднуючи середини iнших пар протилежних ребер

тетраедра.

У подальншому ми будемо вважати, що 𝛼 задовольняє умовам 𝜋/3 <

𝛼 < 𝜋/2.
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3.2 Властивостi простої замкненої геодезичної на пра-

вильному тетраедрi

Лема 3.2. Довжина простої замкненої геодезичної на правильному те-

траедрi у сферичному просторi менше 2𝜋.

Доведення. Нехай 𝛾 - проста замкнена геодезична типу (𝑝, 𝑞) на правильно-

му тетраедрi 𝐴1𝐴2𝐴3𝐴4 у сферичному просторi. Оскiльки 𝛾 має таку саму

комбiнаторну структуру, як i проста замкнена геодезична на правильно-

му тетраедрi в евклiдовому просторi, то будемо дослiджувати структуру 𝛾

використовуючи Твердження 2.3.

𝐴1

𝐴2
𝐴3

𝐴4

𝐵0

𝐵1
1

𝐵2
1

𝐵𝑝𝑞𝐵1
𝑝𝑞

𝐵2
𝑝𝑞

Рис. 3.3

Припустимо, 𝛾 має по 𝑝 точок на ребрах 𝐴1𝐴2 i 𝐴3𝐴4, по 𝑞 точок на 𝐴1𝐴4

i 𝐴2𝐴3, i по 𝑝 + 𝑞 точок на 𝐴2𝐴4 i 𝐴1𝐴3. Розглянемо вузол зачеплення 𝐵0

геодезичної 𝛾 на ребрi 𝐴4𝐴2. Вершини 𝐵1
1 i 𝐵

2
1 геодезичної є найближчими

точками 𝛾 до 𝐴4 на ребрах 𝐴4𝐴1 i 𝐴4𝐴3 вiдповiдно. Вiдрiзки геодезичної

𝐵0𝐵
1
1 i 𝐵0𝐵

2
1 вiдповiдають 𝛾

1
1 i 𝛾

2
1 . На розгортцi граней 𝐴1𝐴2𝐴4 та 𝐴2𝐴4𝐴3

вiдрiзки 𝛾11 i 𝛾
2
1 утворюють прямолiнiйний вiдрiзок. Трикутник 𝐵

1
1𝐴4𝐵

2
1 на

розгортцi будемо називати трикутником зачеплення.
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Вiдрiзки 𝛾12𝑝+2𝑞 i 𝛾
2
2𝑝+2𝑞 сходяться у другий вузол зачеплення 𝐵𝑝𝑞 геоде-

зичної. Не порушуючи загальностi, будемо вважати, що 𝐵𝑝𝑞 є найближчою

вершиною 𝛾 до 𝐴1 на ребрi 𝐴1𝐴3. Сусiднi вершини 𝐵1
𝑝𝑞 i 𝐵

2
𝑝𝑞 геодезичної

є найближчими точками 𝛾 до 𝐴1 на ребрах 𝐴1𝐴2 i 𝐴1𝐴4 вiдповiдно. Вони

утворюють другий трикутник зачеплення 𝐵1
𝑝𝑞𝐴1𝐵

2
𝑝𝑞.

З трикутникiв зачеплення 𝐵1
1𝐴4𝐵

2
1 i 𝐵

1
𝑝𝑞𝐴1𝐵

2
𝑝𝑞 маємо наступнi нерiвностi

|𝐵1
1𝐵

2
1 | < |𝐵1

1𝐴4|+ |𝐴4𝐵
2
1 |; |𝐵2

𝑝𝑞𝐵
1
𝑝𝑞| < |𝐵2

𝑝𝑞𝐴1|+ |𝐴1𝐵
1
𝑝𝑞|. (3.3)

Тепер розгорнемо тетраедр на двовимiрну сферу вздовж частин 𝛾1𝑖 i 𝛾
2
𝑖 ,

𝑖 = 2, . . . , 2𝑝 + 2𝑞 − 1 геодезичної. Вiдрiзки 𝛾12 i 𝛾22 починаються в точках

𝐵1
1 i 𝐵2

1 на гранi 𝐴1𝐴4𝐴3 вiдповiдно. Далi вони перетинають ребро 𝐴1𝐴3.

Вiдрiзки 𝛾1𝑖 i 𝛾2𝑖 , 𝑖 = 3, . . . , 2𝑝 + 2𝑞 − 2, розгортаються у два прямолiнiйнi

вiдрiзки на сферi, якi перетинають ребра тетраедра в однаковому поряд-

ку, i мiж ними немає iнших точок геодезичної. Останнi вiдрiзки 𝛾12𝑝+2𝑞−1 i

𝛾22𝑝+2𝑞−1 геодезичної перетинають ребро 𝐴2𝐴4, переходять на грань 𝐴1𝐴2𝐴4

i закiнчуються в точках 𝐵1
𝑝𝑞 i 𝐵

2
𝑝𝑞 вiдповiдно. Iз цього випливає, що верши-

ни 𝐴4 i 𝐴1 тетраедра лежать всерединi сферичної лунки, утвореної двома

дугами великих кул, що мiстять 𝐵1
1𝐵

1
𝑝𝑞 i 𝐵

2
1𝐵

2
𝑝𝑞. Ми отримали опуклий ше-

стикутник 𝐵1
1𝐴4𝐵

2
1𝐵

2
𝑝𝑞𝐴1𝐵

1
𝑝𝑞 на сферi (див. Рис. 3.4).

З нерiвностей (3.3) випливає, що довжина геодезичної 𝛾 менша за пе-

риметр шестикутника 𝐵1
1𝐴4𝐵

2
1𝐵

2
𝑝𝑞𝐴1𝐵

1
𝑝𝑞. Оскiльки периметр опуклого ба-

гатокутника на одиничнiй сферi менше 2𝜋, отримуємо, що на правильному

тетраедрi у сферичному просторi з кутом гранi 𝛼 < 𝜋/2 довжина простої

замкненої геодезичної менше 2𝜋.

З Леми 3.1 вiдомо, що на правильному тетраедрi з кутом гранi 𝛼 ∈
[𝜋/2, 2𝜋/3) iснує лише три простi замкненi геодезичнi, i вони мають тип

(0, 1). Довжина цих геодезичних дорiвнює

𝐿0,1 = 4arccos

(︂
sin(3𝛼/2)

2 sin(𝛼/2)

)︂
. (3.4)

Легко перевiрити, що 𝐿0,1 < 2𝜋, коли 𝜋/3 < 𝛼 < 2𝜋/3.
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𝐴1

𝐴4

𝐴3

𝐴1

𝐴2 𝐴4

𝐵1
1

𝐵2
1

𝐵1
𝑝𝑞

𝐵2
𝑝𝑞

Рис. 3.4

Зауваження 3.1. Лему 3.2 можна розглядати як окремий випадок ре-

зультату, доведеного у роботi Борисенко [10], про узагальнення теореми

Топоногова [44] на випадок двовимiрного простору Александрова.

Лема 3.3. На правильному тетраедрi у сферичному просторi проста за-

мкнена геодезична перетинає середини двох пар протилежних ребер.

Доведення. Нехай 𝛾 є простою замкненою геодезичною на правильному

тетраедрi 𝐴1𝐴2𝐴3𝐴4 в S3. Як показано вище, на правильному тетраедрi в

евклiдовому просторi iснує проста замкнена геодезична ̃︀𝛾 еквiвалентна 𝛾.

З Теореми 2.1 будемо вважати, що ̃︀𝛾 проходить через ̃︀𝑋1 i ̃︀𝑋2 – середини

ребер 𝐴1𝐴2 i 𝐴3𝐴4 на тетраедрi. Позначимо через 𝑋1 i 𝑋2 вершини 𝛾 на

ребрах 𝐴1𝐴2 i 𝐴3𝐴4 тетраедра в S3 такi, що 𝑋1 i 𝑋2 еквiвалентнi точкам̃︀𝑋1 i ̃︀𝑋2.

Розглянемо розгортку тетраедра вздовж 𝛾, починаючи з точки 𝑋1, на

двовимiрнiй одиничнiй сферi. Геодезична 𝛾 розгортається у вiдрiзок 𝑋1𝑋
′
1

довжини < 2𝜋 всерединi розгортки. Позначимо через 𝑇1 i 𝑇2 частини роз-

гортки уздовж 𝑋1𝑋2 i 𝑋2𝑋
′
1 вiдповiдно.
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Нехай 𝑀1 i 𝑀2 — середини ребер 𝐴1𝐴2 i 𝐴3𝐴4 на тетраедрi в S3 вiдпо-
вiдно. Поворот на кут 𝜋 навколо прямої 𝑀1𝑀2 є iзометрiєю тетраедра. Це

означає, що розгортка тетраедра є центрально-симетричним багатокутни-

ком з центром 𝑀2.

З iншого боку, симетрiя вiдносно 𝑀2 мiняє мiсцями частини 𝑇1 i 𝑇2.

Точка 𝑋 ′
1 на ребрi 𝐴1𝐴2 частини 𝑇2 вiдображається у точку ̂︀𝑋 ′

1 на ребрi

𝐴2𝐴1 частини 𝑇1. Довжини 𝐴2𝑋1 i ̂︀𝑋 ′
1𝐴1 рiвнi. Симетричною до точки 𝑋1

на 𝑇1 є точка ̂︀𝑋1 на ребрi 𝐴1𝐴2 в 𝑇2. Оскiльки 𝑀2 є серединою 𝐴3𝐴4, то

симетрiя вiдображає точку 𝑋2 у точку ̂︀𝑋2 на тому самому ребрi 𝐴3𝐴4.

Довжини 𝐴4𝑋2 i ̂︀𝑋2𝐴3 рiвнi. Отже, вiдрiзок 𝑋1𝑋
′
1 центральною симетрiєю

вiдображається у вiдрiзок ̂︀𝑋 ′
1
̂︀𝑋1 всерединi розгортки.

𝐴1

𝐴2

𝑋1

𝐴2

𝐴4

𝑋2

𝐴1

𝐴3

𝑋 ′
1

̂︀𝑋 ′
1

̂︀𝑋1̂︀𝑋2

𝑀1

𝑍1

𝑍2

𝑀1

𝑇1

𝑇2

Рис. 3.5

Припустимо, вiдрiзки ̂︀𝑋 ′
1
̂︀𝑋2 i 𝑋1𝑋2 перетинаються в точцi 𝑍1 всерединi

𝑇1. Тодi вiдрiзки ̂︀𝑋2
̂︀𝑋1 i 𝑋2𝑋

′
1 перетинаються в точцi 𝑍2 на 𝑇2. Точки 𝑍1 i

𝑍2 є центрально симетричними вiдносно 𝑀2 (див. Рис. 3.5). Всерединi ба-

гатокутника на сферi отримуємо двi дуги кола 𝑋1𝑋
′
1 i ̂︀𝑋 ′

1
̂︀𝑋1, якi перетина-

ються у двох точках. Це означає, що 𝑍1 i 𝑍2 є дiаметрально протилежними

точками на сферi, i довжина геодезичного вiдрiзка 𝑍1𝑋2𝑍2 дорiвнює 𝜋.

Тепер розглянемо розгортку тетраедра вздовж 𝛾, починаючи з точки𝑋2.
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Ця розгортка також складається з двох сферичних багатокутникiв 𝑇2 i 𝑇1,

але у даному випадку вони склеюються вздовж ребра 𝐴1𝐴2, i є центрально-

симетричними вiдносно 𝑀1.

Симетрiя вiдносно 𝑀1 на розгордцi змiнює мiсцями вiдрiзки 𝑋2𝑋1𝑋
′
2 î︀𝑋2

̂︀𝑋1
̂︀𝑋 ′
2. Оскiльки симетрiї вiдносно 𝑀1 та 𝑀2 вiдповiдають однiй iзоме-

трiї тетраедра, то дуги 𝑋2𝑋1𝑋
′
2 i ̂︀𝑋2

̂︀𝑋1
̂︀𝑋 ′
2 також перетинаються в точках

𝑍1 i 𝑍2. Звiдси випливає, що довжина вiдрiзка 𝑍1𝑋1𝑍2 геодезичної також

дорiвнює 𝜋.

Отже, довжина геодезичної 𝛾 на правильному тетраедрi у сферичному

просторi дорiвнює 2𝜋, що суперечить Лемi 3.2. Це означає, що вiдрiзки̂︀𝑋 ′
1
̂︀𝑋2 i 𝑋1𝑋2 або не перетинаються, або збiгаються.

Якщо 𝑋1𝑋2 i ̂︀𝑋 ′
1
̂︀𝑋2 не перетинаються, то вони утворюють чотирику-

тник 𝑋1𝑋2
̂︀𝑋2
̂︀𝑋 ′
1 всерединi 𝑇1. Оскiльки 𝛾 є замкненою геодезичною, то

∠𝐴1𝑋1𝑋2 + ∠𝐴2
̂︀𝑋 ′
1
̂︀𝑋2 = 𝜋. Крiм того, ∠𝑋1𝑋2𝐴3 + ∠ ̂︀𝑋 ′

1
̂︀𝑋2𝐴4 = 𝜋. Отри-

муємо опуклий чотирикутник на сферi, сума внутрiшнiх кутiв якого до-

рiвнює 2𝜋. Тодi iнтеграл вiд гаусової кривини за площею чотирикутника

𝑋1𝑋2
̂︀𝑋2
̂︀𝑋 ′
1 на сферi дорiвнює нулю. Це можливо лише у випадку, коли

вiдрiзки 𝑋1𝑋2 i ̂︀𝑋 ′
1
̂︀𝑋2 збiгаються при симетрiї розгортки. Тобто точки 𝑋1

i 𝑋2 геодезичної 𝛾 є серединами ребер 𝐴1𝐴2 i 𝐴3𝐴4 вiдповiдно.

Аналогiчно доводиться, що 𝛾 перетинає середини другої пари протиле-

жних ребер тетраедра.

Наслiдок 3.3.1. Якщо двi простi замкненi геодезичнi на правильному

тетраедрi у сферичному просторi перетинають ребра тетраедра в одна-

ковому порядку, то цi геодезичнi спiвпадають.
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3.3 Оцiнка на кут 𝛼, за якого не iснує простої замкне-

ної геодезичної типу (𝑝, 𝑞)

Теорема 3.4. Нехай (𝑝, 𝑞) – пара взаемно простих натуральних чисел, i

нехай 𝛼 < 𝜋/2 та

𝛼 > 2 arcsin

√︃
𝑝2 + 𝑝𝑞 + 𝑞2

4(𝑝2 + 𝑝𝑞 + 𝑞2)− 𝜋2
. (3.5)

Тодi на правильному тетраедрi у сферичному просторi з кутом гранi 𝛼,

не iснує простої замкненої геодезичної типу (𝑝, 𝑞).

Доведення. Нехай 𝐴1𝐴2𝐴3𝐴4 – правильний тетраедр у сферичному просто-

рi з кутом гранi 𝛼 ∈ (𝜋/3, 𝜋/2) i нехай 𝛾 – проста замкнена геодезична

типу (𝑝, 𝑞) на ньому.

Кожна грань тетраедра є правильним сферичним трикутником. Розгля-

немо двовимiрну одиничну сферу, що мiстить грань 𝐴1𝐴2𝐴3. Побудуємо ев-

клiдову площину Π, яка проходить через точки 𝐴1, 𝐴2 i 𝐴3. Перетин сфери

з Π є малим колом.

Розглянемо геодезичне вiдображення трикутника 𝐴1𝐴2𝐴3 на площину

Π. Через кожну точку на 𝐴1𝐴2𝐴3 проведено промiнь з початком у центрi

сфери 𝑂. Образом сферичного трикутника 𝐴1𝐴2𝐴3 є трикутник ̃︀△𝐴1𝐴2𝐴3

на евклiдовiй площинi Π.

Ребра ̃︀△𝐴1𝐴2𝐴3 є хордами, що з’єднюють вершини сферичного трику-

тника. З формули (3.1) випливає, що довжина ̃︀𝑎 ребра ̃︀△𝐴1𝐴2𝐴3 дорiвнює

̃︀𝑎 =

√︀
4 sin2(𝛼/2)− 1

sin(𝛼/2)
. (3.6)

Вiдрiзки геодезичної 𝛾, що лежать всерединi 𝐴1𝐴2𝐴3, вiдображаються

у прямолiнiйнi вiдрiзки всерединi ̃︀△𝐴1𝐴2𝐴3 (див. Рис. 3.6).

Аналогiчно iншi гранi тетраедра 𝐴2𝐴3𝐴4, 𝐴2𝐴4𝐴1 i 𝐴1𝐴4𝐴3 вiдобража-

ються у плоскi трикутники ̃︀△𝐴2𝐴3𝐴4, ̃︀△𝐴2𝐴4𝐴1 i ̃︀△𝐴1𝐴4𝐴3 вiдповiдно.

Оскiльки сферичний тетраедр правильний, то побудованi плоскi трикутни-

ки рiвнi. Ми можемо склеїти їх разом у правильний тетраедр в евклiдовому
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Рис. 3.6

просторi. Оскiльки вiдрiзки 𝛾 вiдображаються у прямолiнiйнi вiдрiзки все-

рединi плоских трикутникiв, то вони утворюють абстрактну геодезичну ̃︀𝛾
на правильному тетраедрi в E3, яка еквiвалентна 𝛾.

Покажемо, що довжина 𝛾 бiльша за довжину ̃︀𝛾. Розглянемо дугу 𝑀𝑁

геодезичної 𝛾 на гранi 𝐴1𝐴2𝐴3. Променi 𝑂𝑀 i 𝑂𝑁 перетинають площину

Π у точках ̃︁𝑀 i ̃︀𝑁 вiдповiдно. Вiдрiзок ̃︁𝑀 ̃︀𝑁 , що лежить в ̃︀△𝐴1𝐴2𝐴3, є

геодезичним образом дуги 𝑀𝑁 (див. Рис. 3.6). Припустимо, що довжина

дуги 𝑀𝑁 дорiвнює 2𝜙. Тодi довжина вiдрiзка ̃︁𝑀 ̃︀𝑁 дорiвнює 2 sin𝜙. Тому

довжина 𝛾 на правильному тетраедрi у сферичному просторi бiльша нiж

довжина його образу ̃︀𝛾 на правильному тетраедрi в евклiдовому просторi.

З Твердження 2.2 вiдомо, що на правильному тетраедрi в евклiдовому

просторi iснує проста замкнена геодезична ̂︀𝛾 еквiвалентна ̃︀𝛾. На розгортцi
тетраедра геодезична ̂︀𝛾 є вiдрiзком прямої лiнiї, а абстрактна геодезична̃︀𝛾 є ламаною. Тодi довжина ̂︀𝛾 менша за довжину ̃︀𝛾.

Отже, на правильному тетраедрi 𝐴1𝐴2𝐴3𝐴4 в S3 з кутом гранi 𝛼 дов-

жина 𝐿𝑝,𝑞 простої замкненої геодезичної 𝛾 типу (𝑝, 𝑞) бiльша за довжину

простої замкненої геодезичної ̂︀𝛾 типу (𝑝, 𝑞) на правильному тетраедрi з
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ребром довжини ̃︀𝑎 в E3. З рiвнянь (2.1) i (3.6) отримуємо, що

𝐿𝑝,𝑞 > 2
√︀
𝑝2 + 𝑝𝑞 + 𝑞2

√︀
4 sin2(𝛼/2)− 1

sin(𝛼/2)
.

Якщо 𝛼 таке, що виконується наступна нерiвнiсть

2
√︀
𝑝2 + 𝑝𝑞 + 𝑞2

√︀
4 sin2(𝛼/2)− 1

sin(𝛼/2)
> 2𝜋, (3.7)

тодi не виконується необхiдна умова iснування простої замкненої геодези-

чної типу (𝑝, 𝑞) на правильному тетраедрi з кутом гранi 𝛼 у сферичному

просторi. Таким чином, якщо

𝛼 > 2 arcsin

√︃
𝑝2 + 𝑝𝑞 + 𝑞2

4(𝑝2 + 𝑝𝑞 + 𝑞2)− 𝜋2
,

то не iснує простої замкненої геодезичної типу (𝑝, 𝑞) на тетраедрi з кутом

гранi 𝛼 у сферичному просторi.

Наслiдок 3.4.1. [42] На правильному тетраедрi в сферичному просторi

iснує скiнченна кiлькiсть простих замкнених геодезичних.

Доведення. Якщо числа (𝑝, 𝑞) прямують на нескiнченнiсть, то

lim
𝑝,𝑞→∞

2 arcsin

√︃
𝑝2 + 𝑝𝑞 + 𝑞2

4(𝑝2 + 𝑝𝑞 + 𝑞2)− 𝜋2
= 2arcsin

1

2
=
𝜋

3
.

З нерiвностi (3.5) отримуємо, що для великих чисел (𝑝, 𝑞) проста замкнена

геодезична типу (𝑝, 𝑞) на правильному тетраедрi у сферичному просторi

може iснувати, якщо кут гранi 𝛼 є близьким до 𝜋/3.

Пари 𝑝 = 0, 𝑞 = 1 та 𝑝 = 1, 𝑞 = 1 не задовольняють умови (3.5). Геоде-

зичнi цього типу описанi в Лемi 3.1.

3.4 Оцiнка на кут 𝛼, за якого iснує проста замкнена

геодезична типу (𝑝, 𝑞)

Так як 𝛼 > 𝜋/3, запишемо 𝛼 = 𝜋/3 + 𝜀, де 𝜀 > 0. Враховуючи твердження

Леми 3.1, будемо вважати 𝜀 < 𝜋/6.
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Теорема 3.5. Нехай (𝑝, 𝑞) – пара взаємно простих натуральних чисел,

0 ≤ 𝑝 < 𝑞, i нехай 𝜀 задовольняє умовi

𝜀 < min

⎧⎪⎨⎪⎩
√
3

4𝑐0
√︀
𝑝2 + 𝑞2 + 𝑝𝑞

∑︀[𝑝+𝑞
2 ]+2

𝑖=0

(︁
𝑐𝑙(𝑖) +

∑︀𝑖
𝑗=0 𝑐𝛼(𝑗)

)︁ ; 1

8 cos 𝜋
12(𝑝+ 𝑞)2

⎫⎪⎬⎪⎭ ,

(3.8)

де

𝑐0 =
3− (𝑝+𝑞+2)

𝜋 cos 𝜋
12 (𝑝+𝑞)2 − 16

∑︀[𝑝+𝑞
2 ]+2

𝑖=0 tan2
(︁

𝜋𝑖
2(𝑝+𝑞)

)︁
1− (𝑝+𝑞+2)

2𝜋 cos 𝜋
12 (𝑝+𝑞)2 − 8

∑︀[𝑝+𝑞
2 ]+2

𝑖=0 tan2
(︁

𝜋𝑖
2(𝑝+𝑞)

)︁ ,
𝑐𝑙(𝑖) =

cos 𝜋
12(𝑝+ 𝑞)2

(︀
4 + 𝜋2(2𝑖+ 1)2

)︀
(𝑝+ 𝑞 − 𝑖− 1)2

,

𝑐𝛼(𝑗) = 4

(︂
8𝜋(𝑝+ 𝑞)2 cos

𝜋

12
tan2

𝜋𝑗

2(𝑝+ 𝑞)
+ 1

)︂
.

Тодi на правильному тетраедрi в сферичному просторi з кутом гранi

𝛼 = 𝜋/3 + 𝜀 iснує i єдина (з точнiстю до iзометрiї тетраедра) проста

замкнена геодезична типу (𝑝, 𝑞).

Спочатку доведемо допомiжнi леми.

Лема 3.6. Довжина ребра правильного тетраедра в сферичному просторi

кривини 1 задовольняє нерiвностi

𝑎 < 𝜋
√︀
2 cos(𝜋/12)

√
𝜀, (3.9)

де 𝛼 = 𝜋/3 + 𝜀 – кут гранi тетраедра.

Доведення. З (3.1) вiрно

sin 𝑎 =

√︀
4 sin2(𝛼/2)− 1

2 sin2(𝛼/2)
.

Пiдставивши 𝛼 = 𝜋/3 + 𝜀, отримуємо

sin 𝑎 =

√︀
sin(𝜀/2) cos (𝜋/6− 𝜀/2)

sin2 (𝜋/6 + 𝜀/2)
.
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Так як 𝜀 < 𝜋/6, то

cos (𝜋/6− 𝜀/2) < cos 𝜋/12, sin (𝜋/6 + 𝜀/2) > sin 𝜋/6 i sin(𝜀/2) < 𝜀/2.

Використовуючи цi оцiнки, ми отримуємо

sin 𝑎 < 2
√︀

2 cos(𝜋/12)
√
𝜀.

З нерiвностi 𝑎 < 𝜋/2 випливає, що sin 𝑎 > (2/𝜋)𝑎. Таким чисном

𝑎 < 𝜋
√︀
2 cos(𝜋/12)

√
𝜀.

До цього ми вважали, що правильний тетраедр розташований у сфери-

чному просторi кривини 1. Гранями тетраедра є правильнi сферичнi три-

кутники з кутами 𝛼 на одиничнiй двовимiрнiй сферi. Довжина 𝑎 ребер

тетраедра є функцiєю вiд 𝛼, заданою формулою (3.1).

Сферичний простiр кривини 1 реалiзується як одинична тривимiрна

сфера 𝑆3 в E4. Застосуємо гомотетiю з центром у центрi сфери 𝑆3 i ко-

ефiцiєнтом 𝜆 = 1/𝑎. Тодi кривина сферичного простору дорiвнює 𝑎2. Гранi

тетраедра є правильними сферичними трикутниками на двовимiрнiй сферi

радiуса 𝑅 = 1/𝑎, а довжина ребер тетраедра дорiвнює 1.

Розглянемо наступну параметризацiю двовимiрної сфери 𝑆2 радiуса 𝑅

в евклiдовому просторi: ⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
𝑥 = 𝑅 sin𝜙 cos 𝜃

𝑦 = 𝑅 sin𝜙 sin 𝜃

𝑧 = −𝑅 cos𝜙

, (3.10)

де 𝜙 ∈ [0, 𝜋], 𝜃 ∈ [0, 2𝜋).

Нехай точка 𝑃 має координати 𝜙 = 𝑟/𝑅, 𝜃 = 0, де 𝑟/𝑅 < 𝜋/2, а

точка 𝑋1 вiдповiдає 𝜙 = 0.

Позначимо через 𝑃𝑟 : 𝑆2 → E2 центральну проекцiю пiвкулi 𝜙 ∈ [0, 𝜋/2],

𝜃 ∈ [0, 2𝜋) на евклiдову площину, дотичну до сфери в точцi 𝑋1.
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Рис. 3.7

Лема 3.7. Центральна проекцiя 𝑃𝑟 вiдображає кут 𝛼 = 𝜋/3 + 𝜀 з вер-

шиною у точцi 𝑃 (𝑅 sin(𝑟/𝑅), 0,−𝑅 cos(𝑟/𝑅)) на пiвкулi у кут ̂︀𝛼𝑟 на пло-

щинi, який задовольняє нерiвностî⃒⃒⃒︀𝛼𝑟 − 𝜋/3
⃒⃒⃒
< 𝜋 tan2(𝑟/𝑅) + 𝜀. (3.11)

Доведення. Побудуємо площини Π1 i Π2, якi проходять через центр пiвкулi

i точку 𝑃 (𝑅 sin(𝑟/𝑅), 0,−𝑅 cos(𝑟/𝑅)) :

Π1 : 𝑎1 cos(𝑟/𝑅) 𝑥+
√︁
1− 𝑎21 𝑦 + 𝑎1 sin(𝑟/𝑅) 𝑧 = 0;

Π2 : 𝑎2 cos(𝑟/𝑅) 𝑥+
√︁

1− 𝑎22 𝑦 + 𝑎2 sin(𝑟/𝑅) 𝑧 = 0,

де

|𝑎1|, |𝑎2| ≤ 1. (3.12)

Якщо кут мiж цими площинами Π1 i Π2 дорiвнює 𝛼, тодi

cos𝛼 = 𝑎1𝑎2 +
√︁

(1− 𝑎21)(1− 𝑎22). (3.13)
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Рiвняння дотичної площини до 𝑆2 у точцi 𝑋1 є 𝑧 = −𝑅. Площини Π1 i

Π2 перетинають дотичну площину вздовж прямих, якi утворюють кут ̂︀𝛼𝑟

(див. Рис. 3.7), i

cos ̂︀𝛼𝑟 =
𝑎1𝑎2 cos

2(𝑟/𝑅) +
√︀
(1− 𝑎21)(1− 𝑎22)√︀

1− 𝑎21 sin
2(𝑟/𝑅)

√︀
1− 𝑎22 sin

2(𝑟/𝑅)
. (3.14)

З рiвнянь (3.13) i (3.14) отримуємо

| cos ̂︀𝛼𝑟 − cos𝛼| < |𝑎1𝑎2 sin2(𝑟/𝑅)|√︀
1− 𝑎21 sin

2(𝑟/𝑅)
√︀

1− 𝑎22 sin
2(𝑟/𝑅)

. (3.15)

З нерiвностей (3.12) i (3.15) випливає

| cos ̂︀𝛼𝑟 − cos𝛼| < tan2(𝑟/𝑅). (3.16)

Вiрно, що

| cos ̂︀𝛼𝑟 − cos𝛼| =
⃒⃒⃒
2 sin

̂︀𝛼𝑟 − 𝛼

2
sin
̂︀𝛼𝑟 + 𝛼

2

⃒⃒⃒
Тодi з нерiвностей 𝛼 > 𝜋/3 i ̂︀𝛼𝑟 < 𝜋 та⃒⃒⃒⃒

sin
̂︀𝛼𝑟 + 𝛼

2

⃒⃒⃒⃒
> sin

𝜋

6
i

⃒⃒⃒⃒
sin
̂︀𝛼𝑟 − 𝛼

2

⃒⃒⃒⃒
>

2

𝜋

⃒⃒⃒⃒ ̂︀𝛼𝑟 − 𝛼

2

⃒⃒⃒⃒
,

маємо
2

𝜋

⃒⃒⃒⃒ ̂︀𝛼𝑟 − 𝛼

2

⃒⃒⃒⃒
< | cos ̂︀𝛼𝑟 − cos𝛼|.

З (3.17), (3.16) i 𝛼 = 𝜋/3 + 𝜀 отримуємо⃒⃒⃒̂︀𝛼𝑟 − 𝜋/3
⃒⃒⃒
< 𝜋 tan2(𝑟/𝑅) + 𝜀.

На сферi (3.10) розглянемо дугу довжини 1 з початком у точцi 𝑃 та

координатами 𝜙 = 𝑟/𝑅, 𝜃 = 0, де 𝑟/𝑅 < 𝜋/2 (див. Рис. 3.8).

Лема 3.8. Центральна проекцiя 𝑃𝑟 вiдображає дугу довжини 1 з поча-

тком у точцi 𝑃 (𝑅 sin(𝑟/𝑅), 0,−𝑅 cos(𝑟/𝑅)) у вiдрiзок довжини ̂︀𝑙𝑟, який
задовольняє нерiвностi

̂︀𝑙𝑟 − 1 <
cos(𝜋/12)

(︀
4 + 𝜋2(2𝑟 + 1)2

)︀
(1− (2𝜋)𝑎(𝑟 + 1))2

· 𝜀. (3.17)
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Рис. 3.8

Доведення. Точка 𝑃 (𝑅 sin(𝑟/𝑅), 0,−𝑅 cos(𝑟/𝑅)) на сферi 𝑆2 вiдображає-

ться у ̂︀𝑃 (𝑅 tan(𝑟/𝑅), 0,−𝑅) на дотичнiй площинi 𝑧 = −𝑅.
Розглянемо точку 𝑄(𝑅𝑎1, 𝑅𝑎2, 𝑅𝑎3) на сферi таку, що довжина дуги 𝑃𝑄

дорiвнює 1. Тодi ∠ 𝑃𝑂𝑄 = 1/𝑅, де 𝑂 – центр сфери 𝑆2 (див. Рис. 3.8).

Маємо наступнi умови на 𝑎1, 𝑎2, 𝑎3:

𝑎1 sin(𝑟/𝑅)− 𝑎3 cos(𝑟/𝑅) = cos(1/𝑅); (3.18)

𝑎21 + 𝑎22 + 𝑎23 = 1. (3.19)

Центральна проекцiя на площину 𝑧 = −𝑅 вiдображає точку 𝑄 у точку̂︀𝑄(︁−𝑎1
𝑎3
𝑅,−𝑎2

𝑎3
𝑅,−𝑅

)︁
. Довжина ̂︀𝑃 ̂︀𝑄 дорiвнює

| ̂︀𝑃 ̂︀𝑄| = 𝑅

√︁
(𝑎1/𝑎3 − tan(𝑟/𝑅))2 + 𝑎22/𝑎

2
3 (3.20)

За методом невизначених множникiв Лагранжа для знаходження ло-

кального екстремуму функцiї | ̂︀𝑃 ̂︀𝑄|, отримуємо, що | ̂︀𝑃 ̂︀𝑄| досягає мiнiмум,
коли 𝑄 має координати

𝑄 (𝑅 sin ((𝑟 − 1)/𝑅) , 0, 𝑅 cos ((𝑟 − 1)/𝑅)) .

Тодi

| ̂︀𝑃 ̂︀𝑄|𝑚𝑖𝑛 = 𝑅 |tan(𝑟/𝑅)− tan ((𝑟 − 1)/𝑅)| = 𝑅 sin(1/𝑅)

cos(𝑟/𝑅) cos ((𝑟 − 1)/𝑅)
.
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Зазначимо, що | ̂︀𝑃 ̂︀𝑄|𝑚𝑖𝑛 > 1.

Функцiя | ̂︀𝑃 ̂︀𝑄| досягає максимуму в точцi
𝑄 (𝑅 sin ((𝑟 + 1)/𝑅) , 0, 𝑅 cos ((𝑟 + 1)/𝑅)) .

Максимальне значення дорiвнює

| ̂︀𝑃 ̂︀𝑄|𝑚𝑎𝑥 = 𝑅 |tan(𝑟/𝑅)− tan ((𝑟 + 1)/𝑅)| = 𝑅 sin(1/𝑅)

cos(𝑟/𝑅) cos ((𝑟 + 1)/𝑅)
.

Так як 𝑅 = 1/𝑎, то довжина ̂︀𝑙𝑟 проекцiї 𝑃𝑄 задовольняє

̂︀𝑙𝑟 < sin 𝑎

𝑎 cos(𝑎𝑟) cos
(︀
𝑎(𝑟 + 1)

)︀ .
Так як sin 𝑎 < 𝑎, отримуємо

̂︀𝑙𝑟 − 1 <
2− cos 𝑎− cos

(︀
𝑎(2𝑟 + 1)

)︀
2 cos(𝑎𝑟) cos

(︀
𝑎(𝑟 + 1)

)︀ . (3.21)

З рiвняння (3.9) випливає

1− cos 𝑎 =
sin2 𝑎

1 + cos 𝑎
≤ 8 cos(𝜋/12) 𝜀. (3.22)

Аналогiчно з нерiвностi (3.9) маємо

1− cos (𝑎(2𝑟 + 1)) ≤ 2𝜋2 cos(𝜋/12)(2𝑟 + 1)2 𝜀; (3.23)

Оцiнемо знаменник (3.21), використовуючи нерiвнiсть cos𝑥 > 1 − (2/𝜋)𝑥,

де 𝑥 < 𝜋/2. Враховуючи (3.22) i (3.23), ми отримуємо

̂︀𝑙𝑟 − 1 <
4 cos(𝜋/12) + 𝜋2 cos(𝜋/12)(2𝑟 + 1)2

(1− (2/𝜋)𝑎 (𝑟 + 1))2
· 𝜀.

Доведення Теореми 3.5. Зафiксуємо пару взаємно простих натуральниих

чисел (𝑝, 𝑞), 0 < 𝑝 < 𝑞. Розглянемо просту замкнену геодезичну ̃︀𝛾 типу

(𝑝, 𝑞) на правильному тетраедрi ̃︀𝐴1
̃︀𝐴2
̃︀𝐴3
̃︀𝐴4 з ребром довжини 1 в евклiдо-

вому просторi. Припустимо, що ̃︀𝛾 проходить через точки ̃︀𝑋1, ̃︀𝑋2 i ̃︀𝑌1, ̃︀𝑌2,
якi є серединами ребер ̃︀𝐴1

̃︀𝐴2 i ̃︀𝐴3
̃︀𝐴4 i ̃︀𝐴1

̃︀𝐴3, ̃︀𝐴4
̃︀𝐴2 вiдповiдно.
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Розглянемо розгортку ̃︀𝑇𝑝𝑞 тетраедра вздовж ̃︀𝛾, починаючи з точки ̃︀𝑋1.

Геодезична розгортається у сегмент ̃︀𝑋1
̃︀𝑌1 ̃︀𝑋2

̃︀𝑌2̃︁𝑋 ′
1 всерединi ̃︀𝑇𝑝𝑞. З Наслiд-

ку 2.1.1 вiдомо, що частини розгортки вздовж вiдрiзкiв ̃︀𝑋1
̃︀𝑌1, ̃︀𝑌1 ̃︀𝑋2, ̃︀𝑋2

̃︀𝑌2
i ̃︀𝑌2 ̃︀𝑋 ′

1 є рiвними багатокутниками, i будь-якi два сумiжнi багатокутники

можна перевести один в одний поворотом на кут 𝜋 навколо середини їх

спiльного ребра.

Тепер розглянемо двовимiрну сферу 𝑆2 радiуса 𝑅 = 1/𝑎, де 𝑎 залежить

вiд 𝛼 за формулою (3.1). На цiй сферi вiзьмемо кiлька копiй правильних

сферичних трикутникiв з кутом 𝛼 ∈ (𝜋/3, 𝜋/2). Складемо цi трикутники в

тому ж порядку, в якому розгорталися гранi евклiдового тетраедра вздовж̃︀𝛾 на площину. Iншими словами, побудуємо багатокутник 𝑇𝑝𝑞 на сферi 𝑆2,

утворений такою ж послiдовнiстю правильних трикутникiв, як багатоку-

тник ̃︀𝑇𝑝𝑞 в E3. Позначимо вершини 𝑇𝑝𝑞 вiдповiдно до вершин ̃︀𝑇𝑝𝑞. За побу-
довою сферичний багатокутник 𝑇𝑝𝑞 має таку ж властивiсть симетрiї, як i

евклiдовий ̃︀𝑇𝑝𝑞.
Оскiльки групи iзометрiй правильних тетраедрiв в S3 i в E3 рiвнi, то

багатокутник 𝑇𝑝𝑞 вiдповiдає розгортцi правильного тетраедра з кутом гранi

𝛼 у сферичному просторi.

Позначимо через 𝑋1, 𝑋 ′
1 i 𝑋2, 𝑌1, 𝑌2 середини ребер 𝐴1𝐴2, 𝐴3𝐴4, 𝐴1𝐴3,

𝐴4𝐴2 вiдповiдно на 𝑇𝑝𝑞. Цi середини вiдповiдають точкам ̃︀𝑋1, ̃︀𝑋 ′
1 i ̃︀𝑋2, ̃︀𝑌1,̃︀𝑌2 евклiдової розгортки ̃︀𝑇𝑝𝑞. Побудуємо дуги великих кiл 𝑋1𝑌1, 𝑌1𝑋2, 𝑋2𝑌2

i 𝑌2𝑋 ′
1. З властивостi симетрiї 𝑇𝑝𝑞 випливає, що цi дуги утворюють одну

велику дугу 𝑋1𝑋
′
1 на 𝑆

2. Якщо кут 𝛼 такий, що 𝑋1𝑋
′
1 лежить всерединi

𝑇𝑝𝑞, то 𝑋1𝑋
′
1 вiдповiдає простiй замкненiй геодезичнiй типу (𝑝, 𝑞) на пра-

вильному тетраедрi з плоским кутом 𝛼 в S3.
Надалi будемо розглядати тiльки частину багатокутника 𝑇𝑝𝑞 вздовж

𝑋1𝑌1, i для зручностi позначаємо її також як 𝑇𝑝𝑞. Ця частина складається

з 𝑝+ 𝑞 правильних сферичних трикутникiв iз ребрами довжини 1.

Багатокутник 𝑇𝑝𝑞 лежить всерединi вiдкритої пiвкулi, якщо

𝑎(𝑝+ 𝑞) < 𝜋/2, (3.24)
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Оскiльки 𝛼 = 𝜋/3 + 𝜀, то з нерiвностi (3.9) випливає, що (3.24)

виконується за умови

𝜀 <
1

8 cos(𝜋/12)(𝑝+ 𝑞)2
. (3.25)

У цьому випадку довжина дуги 𝑋1𝑌1 менша нiж 𝜋/2𝑎, i тому 𝑋1𝑌1 задо-

вольняє необхiднiй умовi з Леми 3.2.

Застосуємо центральну проекцiю сфери 𝑆2 на дотичну площину 𝑇𝑋1
𝑆2

у точцi 𝑋1. Образом сферичної розгортки 𝑇𝑝𝑞 є багатокутник ̂︀𝑇𝑝𝑞 на 𝑇𝑋1
𝑆2.

Позначимо через ̂︀𝐴𝑖 вершину ̂︀𝑇𝑝𝑞, яка є образом вершини 𝐴𝑖 на 𝑇𝑝𝑞. Ду-

га 𝑋1𝑌1 вiдображається у вiдрiзок ̂︀𝑋1
̂︀𝑌1 на 𝑇𝑋1

𝑆2, який з’єднує середини

ребер ̂︀𝐴1
̂︀𝐴2 i ̂︀𝐴1

̂︀𝐴3. Якщо 𝛼 таке, що вiдрiзок ̂︀𝑋1
̂︀𝑌1 лежить всерединi бага-

токутника ̂︀𝑇𝑝𝑞, то дуга 𝑋1𝑌1 також лежить всерединi 𝑇𝑝𝑞 на сферi.

Вектор ̂︀𝑋1
̂︀𝑌1 дорiвнює̂︀𝑋1

̂︀𝑌1 = ̂︀𝑎0 + ̂︀𝑎1 + · · ·+ ̂︀𝑎𝑠 + ̂︀𝑎𝑠+1, (3.26)

де ̂︀𝑎𝑖 – послiдовнiсть векторiв границi ̂︀𝑇𝑝𝑞, ̂︀𝑎0 = ̂︁𝑋1
̂︁𝐴2, ̂︀𝑎𝑠+1 = ̂︁𝐴1

̂︀𝑌1, i
𝑠 =

[︀
𝑝+𝑞
2

]︀
+ 1 (якщо ми вiзьмемо границю ̂︀𝑇𝑝𝑞 з iншої сторони, то ̂︀𝑋1

̂︀𝑌1,
then 𝑠 =

[︀
𝑝+𝑞
2

]︀
) (див. Рис. 3.9).

З iншого боку на евклiдовiй площинi 𝑇𝑋1
𝑆2 iснує розгортка ̃︀𝑇𝑝𝑞 правиль-

ного евклiдового тетраедра ̃︀𝐴1
̃︀𝐴2
̃︀𝐴3
̃︀𝐴4 з ребром довжини 1 вздовж простої

замкненої геодезичної ̃︀𝛾. Розгортка ̃︀𝑇𝑝𝑞 еквiвалентна 𝑇𝑝𝑞, а отже, еквiвален-
тна ̂︀𝑇𝑝𝑞. Вiдрiзок ̃︀𝑋1

̃︀𝑌1 лежить всерединi ̃︀𝑇𝑝𝑞 i вiдповiдає вiдрiзку ̃︀𝛾.
Нехай розгортка ̃︀𝑇𝑝𝑞 розмiщена так, що точка ̃︀𝑋1 збiгається з ̂︀𝑋1

̂︀𝑇𝑝𝑞 , а
вектор ̂︀𝑋1

̂︀𝐴2 має той самий напрямок як ̃︀𝑋1
̃︀𝐴2. Аналогiчно запишемо̃︀𝑋1

̃︀𝑌1 = ̃︀𝑎0 + ̃︀𝑎1 + · · ·+ ̃︀𝑎𝑠 + ̃︀𝑎𝑠+1, (3.27)

де ̃︀𝑎𝑖 – послiдовнiсть векторiв границi ̃︀𝑇𝑝𝑞, 𝑠 =
[︀
𝑝+𝑞
2

]︀
+ 1 and ̃︀𝑎0 = ̃︀𝑋1

̃︀𝐴2,̃︀𝑎𝑠+1 = ̃︀𝐴1
̃︀𝑌1 (див. Рис. 3.9).

Припустимо, що мiнiмальна вiдстань вiд вершин ̃︀𝑇𝑝𝑞 до вiдрiзка ̃︀𝑋1
̃︀𝑌1

досягається у вершинi ̃︀𝐴𝑘 i дорiвнює ̃︀ℎ за формулою (2.5). Оцiнимо вiдстань̂︀ℎ мiж вiдповiдною вершиною ̂︀𝐴𝑘 та вiдрiзком ̂︀𝑋1
̂︀𝑌1 на ̂︀𝑇𝑝𝑞.
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̃︀𝐴1
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̃︀𝐴1
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̂︀𝑌1
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̃︀𝑎1
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̃︀𝑎3 ̃︀𝑎4

Рис. 3.9

Геодезична на правильному тетраедрi в E3 перетинає не бiльше трьох

ребер, що починаються з однiєї вершини тетраедра. Iз цього випливає, що

внутрiшнi кути багатокутника ̃︀𝑇𝑝𝑞 не бiльшi за 4𝜋/3. Отже, кути ̂︀𝑇𝑝𝑞 не

перевищують 4̂︀𝛼𝑖. Застосовуючи (3.11) для 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑠, ми отримуємо, що

кут мiж ̂︀𝑎𝑖 i ̃︀𝑎𝑖 задовольняє нерiвностi
∠(̂︀𝑎𝑖, ̃︀𝑎𝑖) < 𝑖∑︁

𝑗=0

4

(︂
𝜋 tan2

𝑗

𝑅
+ 𝜀

)︂
. (3.28)

Так як 𝑅 = 1/𝑎, тодi, використовуючи (3.9), отримуємо

tan
𝑗

𝑅
< tan

(︂
𝑗𝜋

√︂
2 cos

𝜋

12

√
𝜀

)︂
. (3.29)

Нерiвнiсть (3.24) виконується, якщо виконується наступна умова

tan

(︂
𝑗𝜋

√︂
2 cos

𝜋

12

√
𝜀

)︂
< tan

𝜋𝑗

2(𝑝+ 𝑞)
. (3.30)

Якщо tan𝑥 < tan𝑥0, то tan𝑥 < tan𝑥0

𝑥0
𝑥. З (3.30) випливає

tan

(︂
𝑗𝜋

√︂
2 cos

𝜋

12

√
𝜀

)︂
< 2(𝑝+ 𝑞) tan

𝜋𝑗

2(𝑝+ 𝑞)

√︂
2 cos

𝜋

12

√
𝜀. (3.31)

61



Таким чином, з (3.29) та (3.31) отримуємо

tan
𝑗

𝑅
< 2(𝑝+ 𝑞) tan

𝜋𝑗

2(𝑝+ 𝑞)

√︂
2 cos

𝜋

12

√
𝜀. (3.32)

Використовуючи (3.28) i (3.32) отримуємо остаточну оцiнку на кут мiж

векторами ̂︀𝑎𝑖 i ̃︀𝑎𝑖:
∠(̂︀𝑎𝑖, ̃︀𝑎𝑖) < 𝑖∑︁

𝑗=0

4

(︂
8𝜋(𝑝+ 𝑞)2 cos

𝜋

12
tan2

𝜋𝑗

2(𝑝+ 𝑞)
+ 1

)︂
𝜀. (3.33)

Тепер знайдемо оцiнку на довжину вектора ̂︀𝑎𝑖 − ̃︀𝑎𝑖. Вiрна наступна не-
рiвнiсть

|̂︀𝑎𝑖 − ̃︀𝑎𝑖| ≤ ⃒⃒⃒⃒ ̂︀𝑎𝑖|̂︀𝑎𝑖| − ̃︀𝑎𝑖 ⃒⃒⃒⃒+ ⃒⃒⃒⃒ ̂︀𝑎𝑖 − ̂︀𝑎𝑖
|̂︀𝑎𝑖|
⃒⃒⃒⃒
. (3.34)

Так як ̃︀𝑎𝑖 – одиничний вектор, то⃒⃒⃒⃒ ̂︀𝑎𝑖
|̂︀𝑎𝑖| − ̃︀𝑎𝑖 ⃒⃒⃒⃒ ≤ ∠(̂︀𝑎𝑖, ̃︀𝑎𝑖) and

⃒⃒⃒⃒ ̂︀𝑎𝑖 − ̂︀𝑎𝑖
|̂︀𝑎𝑖|
⃒⃒⃒⃒
≤ ̂︀𝑙𝑖 − 1. (3.35)

З нерiвностi (3.17) отримуємо⃒⃒⃒⃒ ̂︀𝑎𝑖 − ̂︀𝑎𝑖
|̂︀𝑎𝑖|
⃒⃒⃒⃒
<

cos 𝜋
12

(︀
4 + 𝜋2(2𝑖+ 1)2

)︀(︀
1− 2

𝜋𝑎(𝑖+ 1)
)︀2 · 𝜀. (3.36)

Оцiнемо знаменник у (3.36) за допомогою 3.24).⃒⃒⃒⃒ ̂︀𝑎𝑖 − ̂︀𝑎𝑖
|̂︀𝑎𝑖|
⃒⃒⃒⃒
<

cos 𝜋
12(𝑝+ 𝑞)2

(︀
4 + 𝜋2(2𝑖+ 1)2

)︀
(𝑝+ 𝑞 − 𝑖− 1)2

· 𝜀. (3.37)

З (3.34), (3.33) та (3.37) отримуємо

|̂︀𝑎𝑖 − ̃︀𝑎𝑖| ≤ (︃𝑐𝑙(𝑖) + 𝑖∑︁
𝑗=0

𝑐𝛼(𝑗)

)︃
𝜀, (3.38)

де

𝑐𝑙(𝑖) =
cos 𝜋

12(𝑝+ 𝑞)2
(︀
4 + 𝜋2(2𝑖+ 1)2

)︀
(𝑝+ 𝑞 − 𝑖− 1)2

, (3.39)

𝑐𝛼(𝑗) = 4

(︂
8𝜋(𝑝+ 𝑞)2 cos

𝜋

12
tan2

𝜋𝑗

2(𝑝+ 𝑞)
+ 1

)︂
. (3.40)
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Оцiнемо довжину ̂︀𝑌1̃︀𝑌1 за допомогою (3.38)

|̂︀𝑌1̃︀𝑌1| < 𝑠+1∑︁
𝑖=0

|̂︀𝑎𝑖 − 𝑎𝑖| <
𝑠+1∑︁
𝑖=0

(︃
𝑐𝑙(𝑖) +

𝑖∑︁
𝑗=0

𝑐𝛼(𝑗)

)︃
𝜀. (3.41)

З (3.33) випливає, що кут ∠̂︀𝑌1 ̂︀𝑋1
̃︀𝑌1 задовольняє нерiвностi

∠̂︀𝑌1 ̂︀𝑋1
̃︀𝑌1 < 𝑠+1∑︁

𝑖=0

𝑐𝛼(𝑖)𝜀. (3.42)

Вiдстань мiж вершинами ̂︀𝐴𝑘 i ̃︀𝐴𝑘 задовольняє нерiвностi

| ̂︀𝐴𝑘
̃︀𝐴𝑘| <

𝑘∑︁
𝑖=0

(︃
𝑐𝑙(𝑖) +

𝑖∑︁
𝑗=0

𝑐𝛼(𝑗)

)︃
𝜀. (3.43)

Опустимо перпендикуляр ̂︀𝐴𝑘
̂︀𝐻 з вершини ̂︀𝐴𝑘 на вiдрiзок ̂︀𝑋1

̂︀𝑌1. Довжина̂︀𝐴𝑘
̂︀𝐻 дорiвнює ̂︀ℎ. Далi опустимо перпендикуляр ̃︀𝐴𝑘

̃︀𝐻 на вiдрiзок ̃︀𝑋1
̃︀𝑌1.

Довжина ̃︀𝐴𝑘
̃︀𝐻 дорiвнює ̃︀ℎ (див. Рис. 3.10).

̃︀𝐴𝑘 ̂︀𝐴𝑘

̃︀𝑋1
̃︀𝐻 ̃︀𝑌1

̂︀𝑌1̂︀𝐻
𝐹 𝐺

𝐾

Рис. 3.10

Нехай точка 𝐹 на ̃︀𝑋1
̃︀𝑌1 така, що вiдрiзок ̃︀𝐴𝑘𝐹 перпендикулярний до̂︀𝑋1

̂︀𝑌1. Тодi довжина ̃︀𝐴𝑘𝐹 не менше ̃︀ℎ. Нехай 𝐺 – точка перетину ̃︀𝑋1
̃︀𝑌1 з

продовженням ̂︀𝐴𝑘
̂︀𝐻. Нехай 𝐹𝐾 – перпендикуляр до ̂︀𝐻𝐺 (див. Рис. 3.10).

Тодi довжина 𝐹𝐾 не бiльша за довжину ̂︀𝐴𝑘
̃︀𝐴𝑘, i ∠𝐾𝐹𝐺 = ∠̂︀𝑌1 ̂︀𝑋1

̃︀𝑌1. З
трикутника 𝐺𝐹𝐾 отримуємо

|𝐹𝐺| = |𝐹𝐾|
cos∠̂︀𝑌1 ̂︀𝑋1

̃︀𝑌1 . (3.44)
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Використовуючи нерiвнiсть cos𝑥 > 1− 2
𝜋𝑥 при 𝑥 < 𝜋/2, отримуємо

|𝐹𝐺| < | ̂︀𝐴𝑘
̃︀𝐴𝑘|

1− 2
𝜋∠
̂︀𝑌1 ̂︀𝑋1

̃︀𝑌1 . (3.45)

З нерiвностей (3.42), (3.43) i (3.45) випливає

|𝐹𝐺| <

∑︀𝑘
𝑖=0

(︁
𝑐𝑙(𝑖) +

∑︀𝑖
𝑗=0 𝑐𝛼(𝑗)

)︁
𝜀

1−
∑︀𝑠

𝑖=0

(︁
64𝜋(𝑝+ 𝑞)2 cos 𝜋

12 tan
2 𝜋𝑖
2(𝑝+𝑞) +

8
𝜋

)︁
𝜀
. (3.46)

Застосовуючи (3.25) до знаменника в (3.46), отримуємо

|𝐹𝐺| <

∑︀𝑘
𝑖=0

(︁
𝑐𝑙(𝑖) +

∑︀𝑖
𝑗=0 𝑐𝛼(𝑗)

)︁
𝜀

1− (𝑝+𝑞+2)
2𝜋 cos 𝜋

12 (𝑝+𝑞)2 − 8
∑︀𝑠+1

𝑖=0 tan
2
(︁

𝜋𝑖
2(𝑝+𝑞)

)︁ . (3.47)

Отже, маємо ̃︀ℎ ≤ ̃︀𝐴𝑘𝐹 ≤ ̂︀ℎ+ | ̂︀𝐻𝐺|+ | ̂︀𝐴𝑘
̃︀𝐴𝑘|+ |𝐹𝐺|; (3.48)

Помiтимо, що | ̂︀𝐻𝐺| < |̂︀𝑌1̃︀𝑌1|. З Леми 2.2 випливає

̃︀ℎ > √
3

4
√︀
𝑝2 + 𝑞2 + 𝑝𝑞

.

З (3.48) отримуємо

̂︀ℎ > √
3

4
√︀
𝑝2 + 𝑞2 + 𝑝𝑞

− |̂︀𝑌1̃︀𝑌1| − | ̂︀𝐴𝑘
̃︀𝐴𝑘| − |𝐹𝐺|. (3.49)

Використовуючи оцiнки (3.41), (3.43), (3.47) та рiвнiсть 𝑠 =
[︀
𝑝+𝑞
2

]︀
+1, маємо

̂︀ℎ > √
3

4
√︀
𝑝2 + 𝑞2 + 𝑝𝑞

− 𝑐0

[𝑝+𝑞
2 ]+2∑︁
𝑖=0

(︃
𝑐𝑙(𝑖) +

𝑖∑︁
𝑗=0

𝑐𝛼(𝑗)

)︃
𝜀, (3.50)

де 𝑐𝑙(𝑖) визначене формулою (3.39), та 𝑐𝛼(𝑗) – формулою (3.40) та

𝑐0 =
3− (𝑝+𝑞+2)

𝜋 cos 𝜋
12 (𝑝+𝑞)2 − 16

∑︀[𝑝+𝑞
2 ]+2

𝑖=0 tan2
(︁

𝜋𝑖
2(𝑝+𝑞)

)︁
1− (𝑝+𝑞+2)

2𝜋 cos 𝜋
12 (𝑝+𝑞)2 − 8

∑︀[𝑝+𝑞
2 ]+2

𝑖=0 tan2
(︁

𝜋𝑖
2(𝑝+𝑞)

)︁ ,
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З нерiвностi (3.50) випливає, що якщо 𝜀 задовольняє умовi

𝜀 <

√
3

4𝑐0
√︀
𝑝2 + 𝑞2 + 𝑝𝑞

∑︀[𝑝+𝑞
2 ]+2

𝑖=0

(︁
𝑐𝑙(𝑖) +

∑︀𝑖
𝑗=0 𝑐𝛼(𝑗)

)︁ , (3.51)

то вiдстань вiд вершин багатокутника ̂︀𝑇𝑝𝑞 да ̂︀𝑋1
̂︀𝑌1 бiльше нуля.

Враховуючи оцiнку (3.25) отримуємо, що якщо

𝜀 < min

⎧⎪⎨⎪⎩
√
3

4𝑐0
√︀
𝑝2 + 𝑞2 + 𝑝𝑞

∑︀[𝑝+𝑞
2 ]+2

𝑖=0

(︁
𝑐𝑙(𝑖) +

∑︀𝑖
𝑗=0 𝑐𝛼(𝑗)

)︁ ; 1

8 cos 𝜋
12(𝑝+ 𝑞)2

⎫⎪⎬⎪⎭ ,

(3.52)

то вiдрiзок ̂︀𝑋1
̂︀𝑌1 лежить всерединi багатокутника ̂︀𝑇𝑝𝑞. Тодi дуга 𝑋1𝑌1 на

сферi лежить всерединi розгортки 𝑇𝑝𝑞. Дуга 𝑋1𝑌1 вiдповiдає простiй за-

мкненiй геодезичнiй 𝛾 типу (𝑝, 𝑞) на правильному тетраедрi з кутом гранi

𝛼 = 𝜋/3 + 𝜀 у сферичному просторi. З Наслiдку 3.3.1 випливає, що ця

геодезична едина з точнiстю до iзометрiї тетраедра.

Зазначимо, що геодезична 𝛾 iнварiантна вiдносно повороту тетраедра

на кут 𝜋 навколо прямої, що проходить через середини протилежних ребер

тетраедра. Поворот тетраедра на кут 2𝜋/3 або 4𝜋/3 навколо висоти, опу-

щеної з вершини тетраедра до центру її протилежної гранi, вiдображає 𝛾

у iншу просту замкнену геодезичну типу (𝑝, 𝑞).

Тож якщо 𝜀 задовольняє умовi (3.52), то на правильному тетраедрi з

кутом гранi 𝛼 = 𝜋/3 + 𝜀 у сферичному просторi iснують три рiзнi простi

замкненi геодезичнi типу (𝑝, 𝑞), не враховуючи iзометрiї тетраедра.

Розглянемо правильний тетраедр iз кутом гранi 𝛼 у сферичному про-

сторi S3 кривини 1.

Якщо 𝛼 < 𝜋/3 + 𝜀, де 𝜀 задовольняє умовi Теореми 3.5, то на цьому

тетраедрi iснує проста замкнена геодезична 𝛾𝑝,𝑞 типу (𝑝, 𝑞). Нехай 𝑇𝑝,𝑞(𝛼)

– розгортка тетраедра вздовж 𝛾𝑝,𝑞. З Леми 2.1.1 випливає, що розгортка

𝑇𝑝,𝑞(𝛼) має чотири точки симетрiї 𝑋1(𝛼), 𝑋2(𝛼), 𝑌1(𝛼), 𝑌2(𝛼) i 𝑋 ′
1(𝛼) що

вiдповiдають серединам двох пар протилежних ребер тетраедра. Через цi

середини проходить геодезична 𝛾𝑝,𝑞.
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Розглянемо однопараметричний клас замкнених багатокутникiв 𝑇𝑝,𝑞(𝛼)

з параметром 𝛼 ∈ (𝜋/3, 2𝜋/3). Розгортка 𝑇𝑝,𝑞(𝛼) може мати перекриття на

сферi. Тим не менш, 𝑇𝑝,𝑞(𝛼) розглядається як абстрактний багатокутник,

гомеоморфний диску, з внутрiшньою метрикою, оскiльки кожна внутрiшня

точка цього багатокутника має окiл, iзометричний внутрiшнiй частинi ди-

ска на одиничнiй сферi S2. Цей багатокутник локально iзометрично вкла-

дений у сферу S2 (див. Рис. 3.11). Розгортка 𝑇𝑝,𝑞(𝛼) також має властивiсть

симетрiї для всiх 𝛼 ∈ (𝜋/3, 2𝜋/3).

Рис. 3.11

Розглянемо спрямнi кривi 𝜎𝑝,𝑞(𝛼) на 𝑇𝑝,𝑞(𝛼), якi з’єднюють точки 𝑋1(𝛼),

𝑋 ′
1(𝛼) i проходити через 𝑋2(𝛼), 𝑌1(𝛼), 𝑌2(𝛼). Якщо 𝑋1(𝛼)𝑋

′
1(𝛼) лежить

всерединi розгортки 𝑇𝑝,𝑞(𝛼), то 𝜎𝑝,𝑞(𝛼) є простою замкненою геодезичною

на правильному тетраедрi. З Теореми 3.5 випливає, що це вiрно, якщо

𝛼 < 𝜋/3 + 𝜀. З Леми 3.2 знаємо, що довжина 𝜎𝑝,𝑞(𝛼) менша 2𝜋.

У роботi [5] Борисенко довiв, що ця умова також достатня для iснування

простої замкненої геодезичної на правильному тетраедрi в S3.
Iнфiмум 𝐿𝑝,𝑞(𝛼) довжин кривих 𝜎𝑝,𝑞(𝛼) називається довжиною абстра-

ктної найкоротшої кривої на розгортцi.
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Теорема 3.9. [5] На правильному тетраедрi у сферичному просторi кри-

вини 1 iснує проста замкнена геодезична типу (𝑝, 𝑞) тодi i тiльки тодi,

коли довжина абстрактної найкоротшої кривої на розгортцi менше 2𝜋.

З Теореми 3.9 випливає достатня умова iснування простої замкненої гео-

дезичної типу (𝑝, 𝑞) на правильному тетраедрi у сферичному просторi. Ця

умова формулюється в термiнах довжини 𝑎 ребра тетраедра. Довжина 𝑎

залежить вiд кута 𝛼 за формулою (3.1).

Наслiдок 3.9.1. [5] Якщо ребро 𝑎 правильного тетраедра у сферичному

просторi задовольняє нерiвностi

𝑎 < 2 arcsin
𝜋√︀

𝑝2 + 𝑝𝑞 + 𝑞2 +
√︀
(𝑝2 + 𝑝𝑞 + 𝑞2) + 2𝜋2

(3.53)

тодi на цьому тетраедрi iснує проста замкнена геодезична типу (𝑝, 𝑞).

3.5 Висновки до Роздiлу 3

У цьому Роздiлi розглядалися простi замкнутi геодезичнi на правильному

тетраедрi у сферичному просторi. Кут 𝛼 гранi такого тетраедра задоволь-

няє умовi 𝜋/3 < 𝛼 < 2𝜋/3.

З бiєкцiєї мiж правильним тетраедром у сферичному просторi та евклi-

довим випливає, що проста замкнута геодезична 𝛾 на правильному тетрае-

дрi у сферичному просторi також характеризується впорядкованою парою

взаємно простих натуральних чисел (𝑝, 𝑞).

На вiдмiну вiд евклiдового простору, на правильному тетраедрi у сфе-

ричному просторi кожен клас простих замкнутих геодезичних типу (𝑝, 𝑞)

мiстить тiльки одну просту замкнуту геодезичну, з точнiстю до iзометрiї

тетраедра. Ця геодезична проходить через середини двох пар протилежних

ребер тетраедра.

У роботi показано, що довжина простої замкненої геодезичної 𝛾 на пра-

вильному тетраедрi у сферичному просторi менша 2𝜋 (див. Пiдроздiл 3.3,
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Лема 3.2). Для доведення розглядається порядок, у якому 𝛾 перетинає ре-

бра тетраедра.

Потiм ми побудували спецiальне геодезичне вiдображення правильно-

го тетраедра сферичного простору на правильний тетраедр в евклiдовому

просторi. Iз цього було отримано оцiнку знизу на довжину простої замкну-

тої геодезичної типу (𝑝, 𝑞) на правильному тетраедрi у сферичному просто-

рi. Поєднуючи з необхiдною умовою на довжину геодезичної, було знайдено

оцiнку знизу на кут 𝛼 гранi правильного тетраедра, який не має простої за-

мкненої геодезичної типу (𝑝, 𝑞), у сферичному просторi (див. Пiдроздiл 3.2,

Теорема 3.4). З цього також випливає, що на правильному тетраедрi в сфе-

ричному просторi iснує скiнченна кiлькiсть простих замкнутих геодези-

чних. Кiлькiсть простих замкнутих геодезичних зменшується при збiль-

шеннi 𝛼. Наприклад, на правильному тетраедрi в сферичному просторi з

кутом гранi 𝛼 ∈ [𝜋/2, 2𝜋/3) iснує лише одна проста замкнута геодезична

(з точнiстю до iзометрiй тетраедра). Ця геодезична має тип (0, 1).

У останньому Пiдроздiлi 3.4 ми розглянули центральну (геодезичну)

проекцiю двовимiрної сфери на евклiдову площину. Отже, ми змогли оцiни-

ти знизу вiдстань вiд вершин правильного тетраедра у сферичному просто-

рi до простої замкненої геодезичної типу (𝑝, 𝑞) на ньому. З цього випливала

оцiнка вище на кут 𝛼 гранi правильного тетраедра, за якої цей тетраедр

у сферичному просторi мiстить просту замкнену геодезичну типу (𝑝, 𝑞).

Пiзнiше ця оцiнка була вдосконалена в роботi Борисенка [5].
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Роздiл 4

Простi замкненi геодезичнi на
правильних тетраедрах у просторi
Лобачевського

Результати цього Роздiлу опублiкованi у роботах [11], [42].

4.1 Необхiднi умови простоти замкненої геодезичної

Правильним тетраедром 𝐴1𝐴2𝐴3𝐴4 у тривимiрному просторi Лобачев-

ського H3 є замкнений опуклий багатогранник, усi гранi якого є правиль-

ними сферичними трикутниками, i всi вершини – правильними тригранни-

ми кутами. Кут 𝛼 гранi правильного тетраедра в H3 задовольняє умовам

0 < 𝛼 < 𝜋/3 i довжина ребра 𝑎 дорiвнює

𝑎 = arcosh

(︂
cos𝛼

1− cos𝛼

)︂
. (4.1)

Не порушуючи загальностi, будемо вважати, що гаусова кривина про-

стору ЛобачевськогоH3 дорiвнює−1. Розглянемо модель Келi-Клейна про-

стору Лобачевського. У цiй моделi простiр Лобачевського є внутрiшнiстю

одиничної кулi, i його геодезичнi лiнiї є хордами кулi. Нехай центр опи-

саної навколо правильного тетраедра сфери спiвпадає з центром моделi.

Тодi правильний тетраедр простору Лобачевського 𝐴1𝐴2𝐴3𝐴4 є правиль-

ним тетраедром евклiдового простору. Проста замкнена геодезична 𝛾 на

𝐴1𝐴2𝐴3𝐴4 у цiй моделi є абстрактною геодезичною на евклiдовому тетра-

едрi. З Твердження 2.2 вiдомо, що iснує проста замкнена геодезична на
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правильному тетраедрi в евклiдовому просторi, еквiвалентна абстрактнiй

геодезичнiй. Iз цього можна зробити висновок, що проста замкнена геоде-

зична на правильному тетраедрi в H3 характеризується парою взаємно

простих натуральних чисел (𝑝, 𝑞) i має таку ж комбiнаторну структуру,

як замкнена геодезична на правильному тетраедрi в евклiдовому просторi.

Лема 4.1. Якщо геодезична на правильному тетраедрi у просторi Лоба-

чевського перетинає пiдряд три ребра, якi виходять з однiєї вершини, i

повертається на перше ребро, то така геодезична має точку самопере-

тину.

Доведення. Нехай 𝛾 перетинає ребра 𝐴4𝐴1, 𝐴4𝐴2 i 𝐴4𝐴3 пiдряд у точках

𝑋1, 𝑋2, 𝑋3 вiдповiдно, i далi знову перетинає ребро 𝐴4𝐴1 у точцi 𝑌1. Якщо

𝑌1 збiгається з 𝑋1, то очевидно, що це i є точка самоперетину 𝛾.

Припустимо, що довжина 𝐴4𝑋1 менша довжини 𝐴4𝑌1.

Розгорнемо гранi 𝐴1𝐴2𝐴4, 𝐴4𝐴2𝐴3 i 𝐴4𝐴3𝐴1 на площину. Розглянемо

площину Лобачевського в моделi Келi-Клейна i розташуємо розгортку те-

траедра так, щоб вершина𝐴4 збiгалась з центром моделi. Частина𝑋1𝑋2𝑋3𝑌1

геодезичної розгорнеться у прямолiнiйний вiдрiзок всерединi розгортки.

Отримати трикутник 𝑋1𝐴4𝑌1.

Нехай 𝜌(𝑋) – вiдстань вiд точки 𝐴4 до точки 𝑋 на 𝛾. Вiдомо, що якщо

𝛾 є геодезичною на повному однозв’язному рiмановому многовидi 𝑀 недо-

датної кривини, то вiдстань 𝜌(𝑋) вiд фiксованої точки 𝐴 на 𝑀 до точки

𝑋 на 𝛾 є опуклою функцiєю вiд 𝑋. Мiнiмум 𝜌(𝑋) досягається у точцi 𝐻0

на 𝛾 такiй, що 𝐴4𝐻0 перпендикулярно 𝛾 i ∠𝐻0𝐴4𝑌1 > 3𝛼/2.

Нехай 𝑍1 – точка вiдрiзку 𝐻0𝑌1 така, що ∠𝐻0𝐴4𝑍1 = 3𝛼/2. З протиле-

жної сторони вiд 𝐻0 на 𝛾 оберемо точку 𝑍2 так, щоб ∠𝐻0𝐴4𝑍2 = 3𝛼/2.

Точка 𝑍2 також лежить на гранi тетраедра при вершинi 𝐴4.

Так як ∠𝐻0𝐴4𝑍1 = ∠𝐻0𝐴4𝑍2 = 3𝛼/2, то 𝑍1 i 𝑍2 вiдповiдають однiй точцi

𝑍 на твiрнiй 𝐴4𝑍, протилежнiй до 𝐴4𝐻0 на тетраедрi. У такому випадку

точка 𝑍 є точкою самоперетину 𝛾 (див. Рис. 4.1).
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𝐴1

𝐴2

𝐴3

𝐴4

Рис. 4.1

Лема 4.2. Нехай 𝑑 – мiнiмальна вiдстань вiд вершин правильного тетра-

едра у просторi Лобачевського до простої замкненої геодезичної на цьому

тетраедрi. Тодi

𝑑 >
1

2
ln

(︃√
2𝜋3 + (𝜋 − 3𝛼)

3
2

√
2𝜋3 − (𝜋 − 3𝛼)

3
2

)︃
, (4.2)

де 𝛼 – кут гранi тетраедра.

Доведення. Нехай 𝛾 – проста замкнена геодезична на правильному тетра-

едрi 𝐴1𝐴2𝐴4𝐴3 у просторi Лобачевського H3. Припустимо, що мiнiмальна

вiдстань 𝑑 вiд вершин правильного тетраедра до 𝛾 досягається на верши-

нi 𝐴4 гранi 𝐴2𝐴4𝐴3. Побудуємо твiрну 𝐴4𝐻, ортогональну до 𝛾 у точцi

𝐻0. Позначимо через 𝛽 кут ∠𝐴2𝐴4𝐻. Не втрачаючи загальностi, будемо

вважати, що 0 ≤ 𝛽 ≤ 𝛼/2.

Побудуємо твiрну 𝐴4𝐾 так, що кут мiж 𝐴4𝐾 i 𝐴4𝐻 дорiвнює 3𝛼/2 на

поверхнi тетраедра. Тодi 𝐴4𝐾 лежить всерединi гранi 𝐴1𝐴4𝐴3 i ∠𝐴1𝐴4𝐾 =

𝛼/2− 𝛽. Помiтимо, що якщо 𝛽 = 𝛼/2, то 𝐴4𝐾 спiвпадає з 𝐴4𝐴1. Якщо 𝛽 =

0, то 𝐴4𝐾 спiвпадає з висотою гранi тетраедра i має найменшу довжину ℎ

(див. Рис. 4.2).
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𝑍

Рис. 4.2

Розрiжемо тригранний кут при вершинi 𝐴4 вздовж твiрної 𝐴4𝐾 та роз-

горнемо його на площину Лобачевського у моделi Келi-Клейна. Розташу-

ємо вершину 𝐴4 у центрi моделi. Розгорткою тригранного кута є опуклий

багатокутник 𝐾1𝐴4𝐾2𝐴3𝐴2𝐴1, де ∠𝐾1𝐴4𝐾2 = 3𝛼. Вiдрiзок 𝐴4𝐻 вiдповiдає

бiсектрисi кута 𝐾1𝐴4𝐾2. Геодезична 𝛾 є прямолiнiйним вiдрiзком всерединi

розгортки, який є ортогональним до 𝐴4𝐻 у точцi 𝐻0.

Оберемо точки 𝑃1 i 𝑃2 на вiдрiзках 𝐴4𝐾1 i 𝐴4𝐾2 вiдповiдно так, що

|𝐴4𝑃1| = |𝐴4𝑃2| = ℎ. Вiдрiзок 𝑃1𝑃2 є ортогональним до 𝐴4𝐻 у точцi 𝐻𝑝, i

tanh |𝐴4𝐻𝑝| = cos(3𝛼/2) tanhℎ.

Якщо 𝑑 ≤ |𝐴4𝐻𝑝|, то 𝛾 розташована вище вiдрiзка 𝑃1𝑃2 на розгортцi, а

отже перетинає 𝐴4𝐾1 i 𝐴4𝐾2 у точках 𝑍1 i 𝑍2 вiдповiдно. Коли ми повер-

немо розгортку назад на тетраедр, вiдрiзки 𝐴4𝐾1 i 𝐴4𝐾2 вiдобразяться у

один вiдрiзок 𝐴4𝐾 на тетраедрi, i точки 𝑍1 i 𝑍2 – у одну точку 𝑍, яка i

буде точкою самоперетину 𝛾.

Таким чином, для того, щоб 𝛾 не мала точок самоперетину необхiдно,

щоб 𝑑 було бiльше довжини 𝐴4𝐻𝑝. Iз цього випливає

tanh 𝑑 > cos(3𝛼/2) tanhℎ. (4.3)

72



Висота ℎ гранi тетраедра задовольняє

tanhℎ = tanh 𝑎 cos𝛼/2 = cos𝛼/2

√
2 cos𝛼− 1

cos𝛼
. (4.4)

Поєднюючи (4.4) i (4.3), отримуємо

tanh 𝑑 > cos𝛼/2 cos(3𝛼/2)

√
2 cos𝛼− 1

cos𝛼
, (4.5)

Тепер оцiнемо знизу вираз у правiй частинi (4.5). Розглянемо функцiю
√
2 cos𝛼− 1:

2 cos𝛼− 1 = 4 sin (𝜋/6− 𝛼/2) sin (𝜋/6 + 𝛼/2) .

Так як функцiя sin(𝜋/6 + 𝛼/2) є зростаючою на iнтервалi (0, 𝜋/3), то

sin(𝜋/6 + 𝛼/2) > 1/2 when 𝛼 ∈ (0, 𝜋/3).

Функцiя sin (𝜋/6− 𝛼/2) спадає на iнтервалi (0, 𝜋/3). З того, що sin 𝑦 >

(2/𝜋)𝑦, коли 0 < 𝑦 < 𝜋/2, ми маємо

sin(𝜋/6− 𝛼/2) >
1

𝜋
(𝜋/3− 𝛼) .

Отримуємо
√
2 cos𝛼− 1 >

√︂
2

3𝜋
(𝜋 − 3𝛼). (4.6)

Функцiя cos(3𝛼/2) спадає на iнтервалi 0 < 𝛼 < 𝜋/3. Вiрно, що cos 𝑦 >

1− (2/𝜋)𝑦, коли 0 < 𝑦 < 𝜋/2. Iз цього слiдує

cos(3𝛼/2) >
1

𝜋
(𝜋 − 3𝛼) . (4.7)

До того ж cos𝛼/2 >
√
3/2, коли 0 < 𝛼 < 𝜋/3.

Iз цих нерiвностей, разом з (4.6) i (4.7) ми маємо наступну оцiнку

tanh 𝑑 >
1√
2𝜋3

(𝜋 − 3𝛼)3/2 . (4.8)

З нерiвностi (4.8) випливає необхiдна оцiнка (4.2).

73



4.2 Єдинiсть простої замкненої геодезичної на правиль-

ному тетраедрi

Для правильних тетраедрiв у просторi Лобачевського виконується насту-

пний аналог Леми 3.3

Лема 4.3. На правильному тетраедрi у просторi Лобачевського проста

замкнена геодезична перетинає середини двох пар протилежних ребер.

Доведення. Нехай 𝛾 є простою замкненою геодезичною на правильному

тетраедрi 𝐴1𝐴2𝐴3𝐴4 у просторi Лобачевського H3.

Як показано вище, правильний тетраедр у моделi Келi-Клейна просто-

ру Лобачевського реалiзується правильним тетраедром евклiдового просто-

ру. З Твердження 2.2 випливає, що на евклiдовому тетраедрi iснує проста

замкнена геодезична ̃︀𝛾, еквiвалентна 𝛾. Враховуючи Теорему 2.1, будемо

вважати, що ̃︀𝛾 проходить через ̃︀𝑋1 i ̃︀𝑋2 – середини ребер 𝐴1𝐴2 i 𝐴3𝐴4

на тетраедрi. З Наслiдку 2.1.1 випливає, що розгортка тетраедра вздовж̃︀𝛾, починаючи з ̃︀𝑋1, є центрально симетричним багатокутником вiдносно

точки �̃�2.

Позначимо через 𝑋1 i 𝑋2 вершини 𝛾 на ребрах 𝐴1𝐴2 i 𝐴3𝐴4 тетраедра

в H3 такi, що 𝑋1 i 𝑋2 еквiвалентнi точкам ̃︀𝑋1 i ̃︀𝑋2. Розглянемо розгортку

тетраедра вздовж 𝛾, починаючи з точки 𝑋1, на площинi Лобачевського.

Геодезична розгортається у вiдрiзок 𝑋1𝑋
′
1 всерединi розгортки.

Позначимо через 𝑀1 i 𝑀2 — середини ребер 𝐴1𝐴2 i 𝐴3𝐴4 на тетраедрi

в H3 вiдповiдно. Так як поворот на кут 𝜋 навколо прямої 𝑀1𝑀2 є iзоме-

трiєю тетраедра, то розгортка тетраедра також є центрально-симетричним

багатокутником вiдносно 𝑀2.

Позначимо через 𝑇1 i 𝑇2 частини розгортки тетраедра вздовж 𝑋1𝑋2 i

𝑋2𝑋
′
1 вiдповiдно. Центральна симетрiя розгортки навколо точки𝑀2 змiнює

мiсцями 𝑇1 i 𝑇2.

Ребро 𝐴1𝐴2, яке мiстить 𝑋 ′
1, вiдображається у ребро 𝐴2𝐴1, яке мiстить

𝑋1. Точка 𝑋 ′
1 переходить у точку ̂︀𝑋 ′

1 так, що довжини 𝐴2𝑋1 та 𝑋 ′
1𝐴1 рiвнi.
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Рис. 4.3

Точку 𝑋2 центрально симетрична точцi ̂︀𝑋2 на тому самому ребрi 𝐴3𝐴4,

i довжини 𝐴4𝑋2 та 𝑋 ′
2𝐴3 рiвнi. До того ж ∠𝑋1𝑋2𝐴4 = ∠𝑋 ′

1𝑋
′
2𝐴4. Так як

геодезична 𝛾 замкнена, то ∠𝐴1𝑋1𝑋2 = ∠𝐴1𝑋
′
1𝑋

′
2 (див. Рис. 4.3).

Отримуємо опуклий чотирикутник 𝑋1𝑋2
̂︀𝑋2
̂︀𝑋 ′
1 всерединi 𝑇1, сума вну-

трiшнiх кутiв якого дорiвнює 2𝜋. Тодi iнтеграл вiд −1 за площею чоти-

рикутника 𝑋1𝑋2
̂︀𝑋2
̂︀𝑋 ′
1 на площинi Лобачевського дорiвнює нулю. Отже,

вiдрiзки 𝑋2𝑋
′
1 i 𝑋1𝑋2 є центрально-симетричними вiдносно точки 𝑀2. Це

означає, що точки 𝑋1 i 𝑋2 геодезичної 𝛾 є серединами ребер 𝐴1𝐴2 i 𝐴3𝐴4

вiдповiдно.

Аналогiчно доводиться, що 𝛾 перетинає середини другої пари протиле-

жних ребер тетраедра в H3.

Наслiдок 4.3.1. [42] Якщо двi простi замкненi геодезичнi на правильно-

му тетраедрi у просторi Лобачевського перетинають ребра тетраедра в

однаковому порядку, то цi геодезичнi спiвпадають.
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4.3 Iснування простої замкненої геодезичної на пра-

вильному тетраедрi

Теорема 4.4. На правильному тетраедрi у просторi Лобачевського для

кожної впорядкованої пари взаємно простих натуральних чисел (𝑝, 𝑞)

iснує i єдина, з точнiстю до iзометрiї тетраедра, проста замкнена гео-

дезична типу (𝑝, 𝑞). Геодезичними типу (𝑝, 𝑞) вичерпуються усi простi

замкненi геодезичнi на правильному тетраедрi у просторi Лобачевського.

Доведення. Нехай ̃︀𝛾 – проста замкнена геодезична типу (𝑝, 𝑞) на правиль-

ному тетраедрi ̃︀𝐴1
̃︀𝐴2
̃︀𝐴3
̃︀𝐴4 в евклiдовому просторi. Припустимо, що ̃︀𝛾 про-

ходить через точки ̃︀𝑋1, ̃︀𝑋2, ̃︀𝑌1 i ̃︀𝑌2, якi є серединами ребер ̃︀𝐴1
̃︀𝐴2, ̃︀𝐴3

̃︀𝐴4, ĩ︀𝐴1
̃︀𝐴3 i ̃︀𝐴4

̃︀𝐴2 вiдповiдно.

Розглянемо розгортку ̃︀𝑇𝑝𝑞 тетраедра вздовж ̃︀𝛾, починаючи з точки ̃︀𝑋1.

Геодезична розгортається у прямолiнiйний вiдрiзок ̃︀𝑋1
̃︁𝑋 ′

1 всерединi ̃︀𝑇𝑝𝑞. З
Наслiдку 2.1.1 вiдомо, що ̃︀𝑇𝑝𝑞 складається з чотирьох рiвних багатокутни-

кiв, i будь-якi два сумiжнi багатокутники можна перевести один в одний

поворотом на кут 𝜋 навколо середини їх спiльного ребра. Внутрiшнi ку-

ти ̃︀𝑇𝑝𝑞 дорiвнюють 𝜋/3, 2𝜋/3, 𝜋, або 4𝜋/3. Кут 4𝜋/3 з’являється у тому

разi, коли ̃︀𝛾 перетинає пiдряд три ребра, якi виходять з однiєї вершини

тетраедра.

Тепер вiзьмемо правильнi трикутники з кутом при вершинi 𝛼 на площинi

Лобачевського. Складемо цi трикутники у тому ж порядку, у якому роз-

горталися гранi правильного тетраедра вздовж ̃︀𝛾 в евклiдовому просторi.

Iншими словами, побудуємо багатокутник 𝑇𝑝𝑞 на площинi Лобачевського,

утворений такою ж послiдовнiстю правильних трикутникiв, як i багатоку-

тник ̃︀𝑇𝑝𝑞 в евклiдовому просторi. Позначимо вершини 𝑇𝑝𝑞 у вiдповiдностi

до вершин ̃︀𝑇𝑝𝑞. Тодi багатокутник 𝑇𝑝𝑞 є розгорткою правильного тетраедра

з кутом гранi 𝛼 у просторi Лобачевського (див. Рис. 4.4).

Бiльш того, багатокутник 𝑇𝑝𝑞 має таку ж властивiсть симетрiї, як i ̃︀𝑇𝑝𝑞.
Позначимо через 𝑋1, 𝑋2, 𝑌1, 𝑌2 i 𝑋 ′

1 середини ребер 𝐴1𝐴2, 𝐴3𝐴4, 𝐴1𝐴3 i

𝐴2𝐴4 на 𝑇𝑝𝑞 вiдповiдно. Побудуємо прямолiнiйнi вiдрiзки 𝑋1𝑌1, 𝑌1𝑋2, 𝑋2𝑌2,
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𝑋 ′
1

𝑌1

𝑌2

𝐶1
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𝑌2𝑋
′
1. Iз властивостi симетрiї 𝑇𝑝𝑞 випливає, що цi прямолiнiйнi вiдрiзки на-

справдi утворюють один прямолiнiйний вiдрiзок 𝑋1𝑋
′
1 на розгортцi. До

того ж кути при вершинах 𝑋1 та 𝑋 ′
1 такi, що якщо 𝑋1𝑋

′
1 лежить всере-

динi розгортки, то вiн є простою замкненою геодезичною типу (𝑝, 𝑞) на

правильному тетраедрi у просторi Лобачевського.

За побудовою, внутрiшнi кути 𝑇𝑝𝑞 дорiвнюють 𝛼, 2𝛼, 3𝛼 або 4𝛼, у вiд-

повiдностi до евклiдової розгортки.

Припустимо, що 𝛼 ∈ (0, 𝜋/4]. Тодi багатокутник 𝑇𝑝𝑞 є опуклим, i вiдрi-

зок 𝑋1𝑋
′
1 лежить всерединi нього. Iз цього випливає, що вiдрiзок 𝑋1𝑋

′
1 є

простою замкненою геодезичною 𝛾 типу (𝑝, 𝑞) на правильному тетраедрi з

кутом гранi 𝛼 ∈ (0, 𝜋/4] у просторi Лобачевського.

Тепер будемо збiльшувати кут 𝛼, починаючи з 𝛼 = 𝜋/4. Багатокутник

𝑇𝑝𝑞 бiльше не єопуклим, так як вiн має внутрiшнiй кут 4𝛼 > 𝜋.

Нехай 𝛼0 дорiвнює супремуму 𝛼, для яких вiдрiзок 𝑋1𝑋2 лежить все-

рединi розгортки 𝑇𝑝𝑞. Припустимо, що 𝛼0 < 𝜋/3. Для всiх 𝛼 < 𝛼0 вiдрiзок

𝑋1𝑋
′
1 лежить всерединi 𝑇𝑝𝑞 i вiдповiдає простiй замкненiй геодезичнiй 𝛾 на

правильному тетраедрi у просторi Лобачевського. Вiдстань 𝑑 вiд вершин

тетраедра до 𝛾 задовольняє умовi (4.2). Таким чином, iснує 𝛼1 = 𝛼0+ 𝜀 та-
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кий, що вiдрiзок 𝑋1𝑋2 лежить всерединi 𝑇 . Це суперечить максимальностi

𝛼0. Отже, 𝛼0 = 𝜋/3.

Iз цього можна зробити висновок, що для будь-якого 𝛼 ∈ (0, 𝜋/3) на

правильному тетраедрi у просторi Лобачевського iснує проста замкнена

геодезична типу (𝑝, 𝑞).

З Наслiдку 4.3.1 випливає єдинiсть простої замкненої геодезичної типу

(𝑝, 𝑞) на правильному тетраедрi в H3. Така геодезична має по 𝑝 вершин

на однiй парi протилежних ребер тетраедра, по 𝑞 вершин на другiй парi

протилежних ребер тетраедра, i по (𝑝 + 𝑞) вершин на третiй парi проти-

лежних ребер тетраедра. Для кожної пари взаємно простих натуральних

чисел (𝑝, 𝑞), 0 ≤ 𝑝 < 𝑞, iснує три простi замкненi геодезичнi типу (𝑝, 𝑞) на

правильному тетраедрi в H3. Вони переводяться одна в одну поворотом на

кут 2𝜋/3 та 4𝜋/3 навколо висоти тетраедра, яка проведена з вершини до

протилежної гранi.

Так як будь-яка проста замкнена геодезична на правильному тетраедрi в

H3 еквiвалентна простiй замкненiй геодезичнiй на правильному тетраедрi

в E3, то не iснує iнших простих замкнених геодезичних на правильному

тетраедрi в H3.

У роботi [5] Борисенко довiв iснування нескiнченного числа простих за-

мкнених геодезичних на довiльному тетраедрi у просторi Лобачевського,

за умови, що кути граней тетраедра достатньо малi. Це твердження сут-

тєво вiдрiзняється вiд евклiдового випадку, де не iснує простої замкненої

геодезичної на довiльному тетраедрi.

Теорема 4.5. [5] Якщо кути граней тетраедра у просторi Лобачевського

не бiльше 𝜋/4, то для будь-якої пари взаємно простих натуральних чисел

(𝑝, 𝑞) iснує проста замкнена геодезична типу (𝑝, 𝑞) на цьому тетраедрi.
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4.4 Асимптотика числа простих замкнених геодези-

чних

Нехай 𝑁(𝐿, 𝛼) – число простих замкнених геодезичних довжини не бiль-

ше 𝐿 на правильному тетраедрi з кутом гранi 𝛼 у просторi Лобачевського.

Лема 4.6. Якщо довжина простої замкненої геодезичної типу (𝑝, 𝑞) на

правильному тетраедрi простору Лобачевського не бiльше 𝐿, то

𝐿 ≥ 2(𝑝+ 𝑞) ln

(︂
2
√
3

(︂
1− 3𝛼

𝜋

)︂
+ 1

)︂
,

де 𝛼 – кут гранi тетраедра.

Доведення. Нехай 𝛾 – проста замкнена геодезична типу (𝑝, 𝑞), 0 ≤ 𝑝 < 𝑞,

на правильному тетраедрi 𝐴1𝐴2𝐴3𝐴4 у просторi Лобачевського.

Припустимо, що 𝛾 має по 𝑞 вершин на ребрах 𝐴1𝐴2 i 𝐴3𝐴4, по 𝑝 вершин

на 𝐴1𝐴4 i 𝐴2𝐴3 та по 𝑝 + 𝑞 вершин на 𝐴2𝐴4 i 𝐴1𝐴3. Позначимо через

𝐵1, . . . , 𝐵𝑝+𝑞 вершини геодезичної 𝛾 на 𝐴1𝐴3 та через 𝐵′
1, . . . , 𝐵

′
𝑝+𝑞 – точки

𝛾 на 𝐴2𝐴4.

Розглянемо розгортку граней 𝐴3𝐴1𝐴4 i 𝐴1𝐴4𝐴2 на площину. Вiдрiзок

геодезичної, який починається у 𝐵𝑖, де 𝑖 = 1, . . . , 𝑝, iде через ребро 𝐴1𝐴4 у

точку𝐵′
𝑞+𝑖. Аналогiчно на розгортцi граней𝐴1𝐴2𝐴3 i𝐴2𝐴3𝐴4 також лежать

𝑝 вiдрiзкiв 𝛾, якi з’єднують 𝐵′
𝑖 i 𝐵𝑞+𝑖, 𝑖 = 1, . . . , 𝑝 та проходять через ребро

𝐴2𝐴3.

На гранях 𝐴4𝐴1𝐴2 i 𝐴1𝐴2𝐴3 вiдрiзок геодезичної 𝐵𝑖𝐵
′
𝑞−(𝑖−1), 𝑖 = 1, . . . , 𝑞,

проходить через ребро 𝐴1𝐴2. Аналогiчно на розгортцi граней 𝐴2𝐴4𝐴3 i

𝐴4𝐴3𝐴1 iснує 𝑞 вiдрiзкiв 𝐵𝑝+𝑖𝐵
′
(𝑝+𝑞)−(𝑖−1), 𝑖 = 1, . . . , 𝑞 (див. Рис. 4.5).

Таким чином, геодезична 𝛾 складається з 2(𝑝+𝑞) вiдрiзкiв, якi з’єднують

протилежнi ребра тетраедра. Знайдемо оцiнку знизу на їх довжину.

Розглянемо чотирикутник – розгортку граней 𝐴2𝐴1𝐴4 i 𝐴1𝐴4𝐴3. Мiнi-

мальна вiдстань мiж ребрами 𝐴2𝐴4 i 𝐴1𝐴3 досягається на вiдрiзку 𝐻1𝐻2,

перпендикулярному до цих ребер. Так як кут гранi тетраедра 𝛼 < 𝜋/3,

то 𝐻1𝐻2 лежить всерединi даного чотирикутника 𝐴3𝐴1𝐴4𝐴2 та проходить

через середину 𝑀 ребра 𝐴1𝐴4 (див. Рис. 4.6).

79



𝐴1

𝐴2
𝐴3

𝐴4

𝐵1

𝐵𝑝

𝐵𝑝+𝑞

𝐵′
1

𝐵′
𝑞

𝐵′
𝑝+𝑞

Рис. 4.5

З трикутника 𝐴4𝑀𝐻1 маємо

sinh |𝑀𝐻1| = sinh(𝑎/2) sin𝛼

Використовуючи (4.1), отримуємо

sinh |𝑀𝐻1| = cos(𝛼/2)
√
2 cos𝛼− 1.

Вiрно

2 cos𝛼− 1 =
cos(3𝛼/2)

cos(𝛼/2)
.

Отже маємо

sinh |𝑀𝐻1| =
√︀

cos(𝛼/2) cos(3𝛼/2).

З нерiвностi (4.7) та cos𝛼/2 >
√
3/2 випливає

sinh |𝑀𝐻1| ≥

√︃√
3

2

(︂
1− 3𝛼

𝜋

)︂
. (4.9)

Розглянемо функцiю arsinh(𝑥):

2arsinh(𝑥) = 2 ln
(︁
𝑥+

√︀
𝑥2 + 1

)︁
= ln(2𝑥2 + 1 + 2𝑥

√︀
𝑥2 + 1) > ln(4𝑥2 + 1).
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Рис. 4.6

З цiєї нерiвностi маємо

|𝐻1𝐻2| ≥ ln

(︂
2
√
3

(︂
1− 3𝛼

𝜋

)︂
+ 1

)︂
.

Таким чином, довжина 𝐿 простої замкненої геодезичної 𝛾 типу (𝑝, 𝑞) задо-

вольняє

𝐿 ≥ 2(𝑝+ 𝑞) ln

(︂
2
√
3

(︂
1− 3𝛼

𝜋

)︂
+ 1

)︂
.

Функцiя Ейлера 𝜑(𝑛) дорiвнює числу натуральних чисел, якi меншi 𝑛

та взаємно простi з 𝑛 ∈ N. З [23, Th. 330.] вiдомо
𝑥∑︁

𝑛=1

𝜑(𝑛) =
3

𝜋2
𝑥2 +𝑂(𝑥 ln𝑥), (4.10)

де 𝑂(𝑥 ln𝑥) < 𝐶𝑥 ln𝑥, коли 𝑥→ +∞.

Позначимо через 𝜓(𝑥) число пар взаємно простих натуральних чисел

(𝑝, 𝑞), де 𝑝 < 𝑞 та 𝑝+ 𝑞 ≤ 𝑥, 𝑥 ∈ R.
Нехай 𝜓(𝑦) дорiвнює числу пар взаємно простих натуральних чисел

(𝑝, 𝑞) таких, що 𝑝 < 𝑞 та 𝑝+ 𝑞 = 𝑦, 𝑦 ∈ N. Тодi iз визначення маємо

𝜓(𝑥) =
𝑥∑︁

𝑦=1

𝜓(𝑦) (4.11)
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Якщо (𝑝, 𝑞) = 1 та 𝑝 + 𝑞 = 𝑦, то (𝑝, 𝑦) = 1 та (𝑞, 𝑦) = 1. Розглянемо

функцiю Ейлера 𝜑(𝑦). Отримуємо, що множина натуральних чисел, якi не

бiльше 𝑦 i взаємно простi з 𝑦, подiляється на пари взаємно простих чисел

(𝑝, 𝑞) таких, що 𝑝 < 𝑞 та 𝑝 + 𝑞 = 𝑦. Iз цього випливає, що 𝜑(𝑦) парне та

𝜓(𝑦) = 𝜑(𝑦)/2.

З формули (4.11) маємо

𝜓(𝑥) =
1

2

𝑥∑︁
𝑦=1

𝜑(𝑦).

З (4.10) випливає

𝜓(𝑥) =
3

2𝜋2
𝑥2 +𝑂(𝑥 ln𝑥), (4.12)

де 𝑂(𝑥 ln𝑥) < 𝐶𝑥 ln𝑥 коли 𝑥→ +∞.

Використовуючи цю асимптотику, доведемо наступний результат.

Теорема 4.7. Нехай 𝑁(𝐿, 𝛼) – число простих замкнених геодезичних дов-

жини не бiльше 𝐿 на правильному тетраедрi з кутом гранi 𝛼 у просторi

Лобачевського. Тодi

𝑁(𝐿, 𝛼) = 𝑐(𝛼)𝐿2 +𝑂(𝐿 ln𝐿), (4.13)

де

𝑐(𝛼) =
9

8𝜋2
(︀
ln
(︀
2
√
3 (1− 3𝛼/𝜋) + 1

)︀)︀2 ,
lim
𝛼→𝜋

3

𝑐(𝛼) = +∞; lim
𝛼→0

𝑐(𝛼) =
9

8𝜋2 ln
(︀
2
√
3 + 1

)︀ . (4.14)

та 𝑂(𝐿 ln𝐿) ≤ 𝐶𝐿 ln𝐿 коли 𝐿→ +∞.

Доведення. Для кожної впорядкованої пари взаємо простих натуральних

чисел (𝑝, 𝑞), 𝑝 < 𝑞 iснує три рiзнi простi замкненi геодезичнi на правильно-

му тетраедрi (без урахування iзометрiї). Отже,

𝑁(𝐿, 𝛼) = 3𝜓

(︃
𝐿

2 ln
(︀
2
√
3 (1− 3𝛼/𝜋) + 1

)︀)︃
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Використовуючи (4.12), отримуємо

𝑁(𝐿, 𝛼) =
9

8𝜋2
(︀
ln
(︀
2
√
3 (1− 3𝛼/𝜋) + 1

)︀)︀2𝐿2 +𝑂(𝐿 ln𝐿),

коли 𝐿→ +∞.

4.5 Висновки до Роздiлу 4

У цьому Роздiлi розглядалися простi замкненi геодезичнi на правильно-

му тетраедрi у просторi Лобачевського. Кут 𝛼 граней тетраедра у цьому

випадку задовольняє умовi 0 < 𝛼 < 𝜋/3. У моделi Келi-Клейна простору

Лобачевського правильний тетраедр є правильним тетраедром евклiдового

простору. Iз цього випливає, що порядок, у якому проста замкнена геоде-

зична 𝛾 перетинає ребра тетраедра простору Лобачевського, визначається

впорядкованою парою взаємно простих натуральних чисел (𝑝, 𝑞).

Вiдстань вiд вершин правильного тетраедра у просторi Лобачевського

до простої замкненої геодезичної 𝛾 на ньому бiльше нiж 𝑑(𝛼) > 0 при

𝛼 ∈ (0, 𝜋/3). Ми знайшли явну формулу для 𝑑(𝛼) (див. Пiдроздiл 4.1,

Лема 4.2). Ця властивiсть суттєво вiдрiзняється вiд випадку евклiдового

та сферичного простору, де для скiльки завгодно маленького 𝜀 > 0 iснує

проста замкнена геодезична на правильному тетраедрi у такому просторi,

яка проходить на вiдстанi менше нiж 𝜀 до вершин тетраедра.

Потiм ми побудували розгортку типу (𝑝, 𝑞) правильного тетраедра на

площину Лобачевського. Якщо 𝛼 ≤ 𝜋/4,то ця розгортка є опуклим бага-

токутником, а отже мiстить просту замкнену геодезичну 𝛾 типу (𝑝, 𝑞). За

допомогою оцiнки на вiдстань вiд 𝛾 до вершин тетраедра, ми показали, що

при збiльшеннi 𝛼 вiд 𝜋/4 до 𝜋/3, геодезична також лежить всерединi роз-

гортки. Таким чином, на правильному тетраедрi у просторi Лобачевського

з кутом гранi 𝛼 ∈ (0, 𝜋/3) iснує проста замкнена геодезична типу (𝑝, 𝑞).

Геодезичними типу (𝑝, 𝑞) вичерпуються усi простi замкненi геодезичнi на

правильному тетраедрi у просторi Лобачевського (див. Пiдроздiл 4.3).
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Аналогiчно до сферичного простору, кожен клас простих замкнених гео-

дезичних типу (𝑝, 𝑞) мiстить тiльки одну просту замкнену геодезичну, з

точнiстю до iзометрiї тетраедра. Ця геодезична проходить через середини

двох пар протилежних ребер тетраедра (див. Пiдроздiл 4.2).

Далi ми проаналiзували структуру розгортки вздовж геодезичної i зна-

йшли оцiнку знизу на довжину простої замкненої геодезичної типу (𝑝, 𝑞)

на правильному тетраедрi у просторi Лобачевського. Iз цього ми отрима-

ли, що число 𝑁(𝐿, 𝛼) простих замкнених геодезичних довжини не бiльше

𝐿 на такому тетраедрi має порядок росту 𝑐(𝛼)𝐿2, коли 𝐿 → ∞. Функцiя

𝑐(𝛼) > 0 при 𝛼 ∈ (0, 𝜋/3), та 𝑐(𝛼) → 𝑐0, де 𝑐0 > 0, коли 𝛼 → 0.

З iншого боку, якщо кут 𝛼 прямує до нуля, то вершини тетраедра пря-

мують на нескiнченнiсть. Граничний тетраедр є некомпактною поверхнею,

яка гомеоморфна сферi з чотирма каспами та має повну регулярну метри-

ку постiйної кривини. Рiд цiєї поверхнi дорiвнює нулю. З роботи Рiвiна [39]

вiдомо, що число простих замкнених геодезичних на такiй поверхнi має

порядок росту 𝐿2. Таким чином, число простих замкнених геодезичних

довжини не бiльше 𝐿 на регулярнiй поверхнi постiйної вiд’ємної кривини з

чотирма каспами, та на правильному тетраедрi у просторi Лобачевського

має однаковий порядок зростання 𝐿2.
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Роздiл 5

Пiдмноговиди з iндукованою метрикою
обертання у просторi Лобачевського

Результати цього Роздiлу опублiкованi у роботах [40].

5.1 Основнi визначення

Нехай 𝐸𝑛
1 є псевдоевклiдовим простором, у якому скалярний добуток ве-

кторiв 𝑋(𝑥0, 𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) i 𝑌 (𝑦0, 𝑦1, . . . , 𝑦𝑛) дорiвнює

⟨𝑋, 𝑌 ⟩ = −𝑥0𝑦0 + 𝑥1𝑦1 + · · ·+ 𝑥𝑛𝑦𝑛, (5.1)

Розглянемо одну частину двополосного гiперболоїда у 𝐸𝑛
1

𝐻𝑛 = {𝑋(𝑥0, 𝑥1, . . . , 𝑥𝑛)|⟨𝑋,𝑋⟩ = −1, 𝑥0 > 0}.

Псевдоевклiдова метрика iндукує метрику постiйної вiд’ємної кривини −1

на 𝐻𝑛.

Визначення 5.1. Багатовимiрна рiманова метрика на многовидi 𝐹 𝑙 на-

зивається метрикою обертання, якщо iснує така регулярна система ко-

ординат на 𝐹 𝑙, у якiй метрика має вигляд

𝑑𝑠2 =
(︀
𝑑𝑢1
)︀2

+ 𝜙2(𝑢1)𝑑𝜎2, (5.2)

де 𝜙(𝑢1) > 0 – регулярна функцiя, 𝑑𝜎2 – рiманова метрика постiйної

секцiйної кривини.
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Визначення 5.2. Пiдмноговид 𝐹 𝑙 у просторi Лобачевського 𝐻 𝑙+𝑝 ⊂ 𝐸𝑙+𝑝
1

називається пiдмноговидом обертання, якщо радiус-вектор 𝐹 𝑙 дорiвнює

𝑟(𝑢1, . . . , 𝑢𝑙) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝑥0 = 𝜒(𝑢1);

𝑥1 = 𝜓(𝑢1);

𝑥2 = 𝜙(𝑢1)𝜌1(𝑢2, . . . , 𝑢𝑙);

. . . ;

𝑥𝑙+𝑝 = 𝜙(𝑢1)𝜌𝑙+𝑝−1(𝑢2, . . . , 𝑢𝑙);

(5.3)

де

− 𝜒2 + 𝜓2 + 𝜙2 = −1;(︀
𝜌1
)︀2

+
(︀
𝜌2
)︀2

+ · · ·+
(︀
𝜌𝑙+𝑝−1

)︀2
= 1.

та 𝑑𝜎2 =
(︀
𝑑𝜌1
)︀2

+ · · · +
(︀
𝑑𝜌𝑙+𝑝−1

)︀2
є рiмановою метрикою постiйної се-

кцiйної кривини.

Крива 𝛾(𝑢1) з радiус-ветором

𝛾(𝑢1) =

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
𝑥0 = 𝜒(𝑢1);

𝑥1 = 𝜓(𝑢1);

𝑥2 = 𝜙(𝑢1).

лежить у площинi Лобачевського 𝐻2 ⊂ 𝐸2
1 i 𝑢

1 є натуральним параметром

кривої 𝛾.

Пiдмноговид 𝐹 𝑙 будується внаслiдок обертанням кривої 𝛾(𝑢1) навколо

пiдмноговиду 𝐹 𝑙−1 ⊂ 𝑆𝑙+𝑝−2 в 𝐸𝑙+𝑝
1 . Радiус-вектор 𝐹 𝑙−1 дорiвнює

𝜌(𝑢2, . . . , 𝑢𝑙) =
(︀
0, 0, 𝜌1(𝑢2, . . . , 𝑢𝑙), . . . , 𝜌𝑙+𝑝−1(𝑢2, . . . , 𝑢𝑙)

)︀
.

Пiдмноговид 𝐹 𝑙−1 має внутрiшню рiманову метрику 𝑑𝜎2 постiйної секцiйної

кривини.

З (5.3) легко перевiрити, що 𝐹 𝑙 допускає метрику обертання (5.2).

Розглянемо обернене питання: коли багатовимiрний пiдмноговид 𝐹 𝑙 з

iндукованою метрикою обертання (5.2) буде пiдмноговидом обертання в

𝐻 𝑙+𝑝.
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Визначення 5.3. Лiнiя 𝛾 ⊂ 𝐹 𝑙 ⊂ 𝐸𝑙+𝑝
1 називається лiнiєю кривини пiд-

многовиду 𝐹 𝑙, якщо у кожнiй точцi вздовж кривої дотичний вектор 𝛾′

є головним напрямком другої фундаментальної форми вiдносно кожної

нормалi 𝑛 ∈ 𝑁𝐹 𝑙.

Визначення 5.4. Дотичний напрямок 𝜏 у точцi 𝑄 до пiдмноговиду 𝐹 𝑙 рi-

манового многовиду𝑀 𝑙+𝑝 називається асимптотичним, якщо 𝐵𝑛 (𝜏, 𝜏) =

0 для будь якої нормалi 𝑛 ∈ 𝑁𝑄𝐹
𝑙 у точцi 𝑄, де 𝐵𝑛 – лiнiйне перетворе-

ння 𝑇𝑄𝐹
𝑙, яке вiдповiдає другiй фундаментальнiй формi вiдносно нормалi

𝑛.

5.2 Пiдмноговиди вiд’ємної зовнiшньої кривини

Лема 5.1. Нехай 𝐹 𝑙 є пiдмноговидом у просторi Лобачевського 𝐻2𝑙−1 з

iндукованою метрикою обертання

𝑑𝑠2 =
(︀
𝑑𝑢1
)︀2

+ 𝜙2(𝑢1)𝑑𝜎2, (5.4)

де 𝜙(𝑢1) > 0 – регулярна функцiя, i 𝑑𝜎2 – рiманова метрика постiйної се-

кцiйної кривини. Нехай 𝐹 𝑙 має вiд’ємну зовнiшню секцiйну кривину. Тодi

1. Якщо 𝑑𝜎2 є плоскою метрикою, то 𝜙′′ − 𝜙 > 0 i (𝜙′)2 − 𝜙2 > 0.

2. Якщо 𝑑𝜎2 має кривину 1, то 𝜙′′ − 𝜙 > 0, (𝜙′)2 − 𝜙2 > 1 i 𝜙′ > 1 коли

𝑢1 > 0, та 𝜙(0) = 0 i 𝜙′(0) = 1.

3. Якщо 𝑑𝜎2 має кривину −1, то 𝜙′′ − 𝜙 > 0, (𝜙′)2 − 𝜙2 > −1.

Доведення. 1. Нехай 𝑑𝜎2 – плоска метрика. Тодi метрика обертання (5.4)

дорiвнює

𝑑𝑠2 =
(︀
𝑑𝑢1
)︀2

+ 𝜙2(𝑢1)
(︁(︀
𝑑𝑢2
)︀2

+ · · ·+
(︀
𝑑𝑢𝑙
)︀2)︁

. (5.5)

У цьому випадку ненульовими символами Крiстоффеля метрики 𝑑𝑠2 є

Γ𝑗
1𝑖 = 𝛿𝑗𝑖

𝜙′

𝜙
, Γ1

𝑖𝑗 = −𝛿𝑗𝑖𝜙𝜙
′, 𝑖, 𝑗 = 2, . . . , 𝑙. (5.6)
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Внутрiшня секцiйна кривина 𝐹 𝑙 вздовж координатної площини Π𝑖𝑗 дорiв-

нює

𝐾(Π1𝑗) = −𝜙
′′

𝜙
, 𝐾(Π𝑖𝑗) = −(𝜙′)2

𝜙2
, 𝑖, 𝑗 = 2, . . . , 𝑙.

З рiвняння Гауса випливає, що зовнiшня i внутрiшня кривини пiдмно-

говиду 𝐹 𝑙 в 𝐻2𝑙−1 зв’язанi за формулою

𝐾𝑒𝑥𝑡 = 𝐾𝑖𝑛𝑡 + 1. (5.7)

Тодi зовнiшня секцiйна кривина 𝐹 𝑙 дорiвнює

𝐾𝑒𝑥𝑡(Π1𝑗) = −𝜙
′′ − 𝜙

𝜙
, 𝐾𝑒𝑥𝑡(Π𝑖𝑗) =

−(𝜙′)2 + 𝜙2

𝜙2
, 𝑖, 𝑗 = 2, . . . , 𝑙.

Так як 𝐹 𝑙 має вiд’ємну зовнiшню секцiйну кривину, то

𝜙′′ − 𝜙 > 0, (𝜙′)2 − 𝜙2 > 0.

2. Нехай 𝑑𝜎2 – метрика постiйної секцiйної кривини 1. Тодi метрика (5.4)

має вигляд

𝑑𝑠2 =
(︀
𝑑𝑢1
)︀2

+ 𝜙2(𝑢1)
4
(︁(︀
𝑑𝑢2
)︀2

+ · · ·+
(︀
𝑑𝑢𝑙
)︀2)︁

(1 + (𝑢2)2 + · · ·+ (𝑢𝑙)2)
2 .

У такому випадку внутрiшня секцiйна кривина 𝐹 𝑙 вздовж координатної

площини Π𝑖𝑗 дорiвнює

𝐾(Π1𝑗) = −𝜙
′′

𝜙
, 𝐾(Π𝑖𝑗) =

1− (𝜙′)2

𝜙2
, 𝑖, 𝑗 = 2, . . . , 𝑙.

З рiвняння Гауса отримуємо, що зовнiшня секцiйна кривина 𝐹 𝑙 дорiвнює

𝐾𝑒𝑥𝑡(Π1𝑗) = −𝜙
′′ − 𝜙

𝜙
, 𝐾𝑒𝑥𝑡(Π𝑖𝑗) =

1− (𝜙′)2 + 𝜙2

𝜙2
, 𝑖, 𝑗 = 2, . . . , 𝑙.

За умовою метрика 𝐹 𝑙 є регулярною. З полярної системи координат ви-

пливає, що 𝜙(0) = 0 i 𝜙′(0) = 1. Так як 𝐹 𝑙 має вiд’ємну зовнiшню кривину,

то при 𝑢1 > 0 маємо

𝜙′′ − 𝜙 > 0, (𝜙′)2 − 𝜙2 > 1. (5.8)
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3. Нехай 𝑑𝜎2 – метрика постiйної секцiйної кривини −1. Тодi метрика

(5.4) дорiвнює

𝑑𝑠2 =
(︀
𝑑𝑢1
)︀2

+ 𝜙2(𝑢1)
4
(︁(︀
𝑑𝑢2
)︀2

+ · · ·+
(︀
𝑑𝑢𝑙
)︀2)︁

(1− (𝑢2)2 − · · · − (𝑢𝑙)2)
2 .

Аналогiчно отримуємо

𝐾(Π1𝑗) = −𝜙
′′

𝜙
, 𝐾(Π𝑖𝑗) =

−1− (𝜙′)2

𝜙2
, 𝑖, 𝑗 = 2, . . . , 𝑙.

Зовнiшня секцiйна кривина 𝐹 𝑙 дорiвнює

𝐾𝑒𝑥𝑡(Π1𝑗) = −𝜙
′′ − 𝜙

𝜙
, 𝐾𝑒𝑥𝑡(Π𝑖𝑗) =

−1− (𝜙′)2 + 𝜙2

𝜙2
, 𝑖, 𝑗 = 2, . . . , 𝑙.

З того, що 𝐹 𝑙 має вiд’ємну зовнiшню кривину, маємо

𝜙′′ − 𝜙 > 0, (𝜙′)2 − 𝜙2 > −1.

Позначимо через 𝑟 = 𝑟(𝑢1, . . . , 𝑢𝑙) радiус-вектор пiдмноговиду 𝐹 𝑙 у про-

сторi Лобачевського𝐻2𝑙−1 ⊂ 𝐸2𝑙−1
1 . Позначимо 𝜕𝑟/𝜕𝑢𝑖 через 𝑟𝑖, та 𝜕2𝑟/

(︀
𝜕𝑢𝑖𝜕𝑢𝑗

)︀
через 𝑟𝑖𝑗.

Лема 5.2. Нехай 𝐹 𝑙 є 𝐶3-регулярним пiдмноговидом простору Лобачев-

ського 𝐻2𝑙−1 ⊂ 𝐸2𝑙−1
1 з iндукованою метрикою обертання вiд’ємної зовнi-

шньої кривини. Якщо координатнi лiнiї 𝑢1 є лiнiями кривини пiдмногови-

ду 𝐹 𝑙, то ранг вiдображення

𝑟 =
𝜙′√︀

(𝜙′)2 − 𝜙2
𝑟 − 𝜙√︀

(𝜙′)2 − 𝜙2
𝑟1 (5.9)

дорiвнює один.

Доведення. Нехай 𝑏𝛼𝑖𝑗 – коефiцiєнти другої фундаментальної форми пiдм-

ноговиду 𝐹 𝑙 вiдносно ортонормованого базису нормалей 𝑛𝛼, 𝛼 = 0, . . . 𝑙−1.

Так як 𝐹 𝑙 знаходиться у просторi Лобачевського 𝐻2𝑙−1 ⊂ 𝐸2𝑙−1
1 , то 𝑛0 = 𝑟.

Тодi

𝑏011 = −⟨𝑟11, 𝑛0⟩ = ⟨𝑟1, 𝑟1⟩ = 1.
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Так як координатнi лiнiї 𝑢1 є лiнiями кривини пiдмноговиду 𝐹 𝑙, то

𝑏𝛼1𝑗 = 0, 𝑗 = 2, . . . , 𝑙, 𝛼 = 0, . . . , 𝑙 − 1.

Знайдемо матрицю Якобi вiдображення (5.9):

𝑟1 =

(︂
𝜙′√

(𝜙′)2−𝜙2

)︂′
𝑟 + 𝜙′√

(𝜙′)2−𝜙2
𝑟1 −

(︂
𝜙√

(𝜙′)2−𝜙2

)︂′
𝑟1 − 𝜙√

(𝜙′)2−𝜙2
𝑟11;

𝑟𝑗 =
𝜙′√︀

(𝜙′)2 − 𝜙2
𝑟𝑗 −

𝜙√︀
(𝜙′)2 − 𝜙2

𝑟1𝑗, 𝑗 = 2, . . . , 𝑙.

За формулами Вейнгартена для 𝐹 𝑙 ⊂ 𝐻 𝑙+1 ⊂ 𝐸𝑙+1
1 (див. [16, §64]) вiрно

𝑟𝑖𝑗 = Γ𝑘
𝑖𝑗𝑟𝑘 +

𝑙−1∑︁
𝛼=0

𝑏𝛼𝑖𝑗𝑛
𝛼

Використовуючи (5.6), отримуємо

𝑟11 = 𝑟 +
𝑙−1∑︁
𝛼=1

𝑏𝛼11𝑛
𝛼, 𝑟1𝑗 =

𝜙′

𝜙
𝑟𝑗, 𝑗 = 2, . . . , 𝑙.

Отже,

𝑟1 =
−𝜙2 (𝜙′′ − 𝜙)

((𝜙′)2 − 𝜙2)3/2
𝑟 +

𝜙𝜙′(𝜙′′ − 𝜙)

((𝜙′)2 − 𝜙2)3/2
𝑟1 −

𝑙−1∑︁
𝛼=1

𝜙√︀
(𝜙′)2 − 𝜙2

𝑏𝛼11𝑛
𝛼 ̸= 0;

𝑟𝑗 = 0, 𝑗 = 2, . . . , 𝑙.

Iз цього слiдує, що ранг матрицi Якобi вiдображення (5.9) дорiвнює 1, та 𝑟

залежить тiльки вiд змiнної 𝑢1, тобто 𝑟 = Φ(𝑢1).

Теорема 5.3. Нехай 𝐹 𝑙 є 𝐶3-регулярним пiдмноговидом простору Лоба-

чевського 𝐻2𝑙−1 ⊂ 𝐸2𝑙−1
1 з iндукованою метрикою обертання вiд’ємної зов-

нiшньої кривини

𝑑𝑠2 =
(︀
𝑑𝑢1
)︀2

+ 𝜙2(𝑢1)𝑑𝜎2, (5.10)

де 𝜙(𝑢1) – додатна регулярна функцiя, i 𝑑𝜎2 – рiманова метрика постiйної

секцiйної кривини. Якщо координатнi лiнiї 𝑢1 є лiнiями кривини пiдмно-

говиду 𝐹 𝑙, то 𝐹 𝑙 є пiдмноговидом обертання.
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Доведення. 1. Нехай 𝑑𝜎2 – плоска метрика. Розглянемо звичайне диферен-

цiальне рiвняння

𝜙′√︀
(𝜙′)2 − 𝜙2

𝑟 − 𝜙√︀
(𝜙′)2 − 𝜙2

𝑟1 = Φ(𝑢1) (5.11)

вiдносно вектор-функцiї 𝑟. Розв’язком цього рiвняння є

𝑟(𝑢1, . . . , 𝑢𝑙) = −𝜙(𝑢1)
∫︀ 𝑢1

0

√
(𝜙′(𝑡))2−𝜙2(𝑡)

𝜙2(𝑡) Φ(𝑡)𝑑𝑡+ 𝜙(𝑢1)𝐶(𝑢2, . . . , 𝑢𝑙).

Розглянемо константу 𝜆 =

√
(𝜙′(0))2−𝜙2(0)

𝜙(0)𝜙′(0) , i запишемо 𝑟 наступним чином:

𝑟 = 𝜙(𝑢1)

(︃
𝜆Φ(0)−

∫︁ 𝑢1

0

√︀
(𝜙′(𝑡))2 − 𝜙2(𝑡)

𝜙2(𝑡)
Φ(𝑡)𝑑𝑡

)︃
+

+𝜙(𝑢1)
(︀
𝐶(𝑢2, . . . , 𝑢𝑙)− 𝜆Φ(0)

)︀
. (5.12)

Позначимо

𝜓(𝑢1) = 𝜙(𝑢1)

(︃
𝜆Φ(0)−

∫︁ 𝑢1

0

√︀
(𝜙′(𝑡))2 − 𝜙2(𝑡)

𝜙2(𝑡)
Φ(𝑡)𝑑𝑡

)︃
; (5.13)

𝜌(𝑢2, . . . , 𝑢𝑙) = 𝐶(𝑢2, . . . , 𝑢𝑙)− 𝜆Φ(0).

З вибору константи 𝜆, отримуємо

𝜓(0) =

√︀
(𝜙′(0))2 − 𝜙2(0)

𝜙′(0)
Φ(0); (5.14)

𝜓′(0) = 0. (5.15)

Радiус-вектор 𝑟 пiдмноговиду 𝐹 𝑙 дорiвнює

𝑟 = 𝜓(𝑢1) + 𝜙(𝑢1)𝜌(𝑢2, . . . , 𝑢𝑙).

Вектори, дотичнi до координатних лiнiй 𝐹 𝑙 мають форму

𝑟1 = 𝜓′(𝑢1) + 𝜙′(𝑢1)𝜌(𝑢2, . . . , 𝑢𝑙).

𝑟𝑗 = 𝜙(𝑢1)𝜌𝑗(𝑢
2, . . . , 𝑢𝑙), 𝑗 = 2, . . . , 𝑙.
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Так як 𝐹 𝑙 має iндуковану метрику обертання (5.5), то

𝑔11 = ⟨𝜓′, 𝜓′⟩+ 2𝜙′⟨𝜓′, 𝜌⟩+ (𝜙′)2⟨𝜌, 𝜌⟩ = 1. (5.16)

𝑔1𝑗 = 𝜙⟨𝜓′, 𝜌𝑗⟩+ 𝜙𝜙′⟨𝜌, 𝜌𝑗⟩ = 0. (5.17)

𝑔𝑖𝑗 = 𝜙2⟨𝜌𝑖, 𝜌𝑗⟩ = 𝜙2𝛿𝑗𝑖 , 𝑖, 𝑗 = 2, ...𝑙. (5.18)

Розглянемо рiвняння (5.16) коли 𝑢1 = 0. Використовуючи (5.15), ми

отримуємо, що

⟨𝜌, 𝜌⟩ = 1

(𝜙′(0))2
.

Тодi пiдмноговид 𝐹 𝑙−1 з радiус-вектором 𝜌 = 𝜌(𝑢2, . . . , 𝑢𝑙) лежить на сферi

𝑆2𝑙−3
𝑅 ⊂ 𝐸2𝑙−2 радуiса 𝑅 = 1/𝜙′(0). З (5.18) випливає, що 𝐹 𝑙−1 має плоску

внутрiшню метрику.

Покажемо, що 𝐹 𝑙−1 не лежить у евклiдовому просторi 𝐸2𝑙−3. Припу-

стимо протилежне. Тодi 𝐹 𝑙−1 є пiдмноговидом на сферi 𝑆2𝑙−4
𝑅 ⊂ 𝐸2𝑙−3. З

рiвняння Гауса слiдує, що зовнiшня кривина 𝐹 𝑙−1 дорiвнює

𝐾𝑒𝑥𝑡(𝐹
𝑙−1) = −(𝜙′(0))2.

Вiдомо, що якщо пiдмноговид 𝐹𝑚 рiманового многовиду𝑀𝑚+𝑝 має вiд’ємну

зовнiшню кривину, то 𝑝 ≥ 𝑚 − 1 [8, Теорема 3.2.2]. У нашому випадку

𝑚 = 𝑙 − 1 i 𝑀𝑚+𝑝 = 𝑆2𝑙−4. Отримуємо, що ковимiрнiсть 𝐹 𝑙−1 дорiвнює

𝑝 = 𝑙− 3 = 𝑚− 2. Iз цього протирiччя випливає, що 𝐹 𝑙−1 лежить на сферi

𝑆2𝑙−3
𝑅 ⊂ 𝐸2𝑙−2.

Так як ⟨𝑟, 𝑟𝑗⟩ = 0, то ⟨𝜓, 𝜌𝑗⟩ = 0. Коли 𝑢1 = 0 то з (5.14) випливає

⟨Φ(0), 𝜌𝑗⟩ = 0.

З (5.17) маємо, що ⟨𝜓′, 𝜌𝑗⟩ = 0. Продиференцiюємо це рiвняння вiдносно

𝑢1:

⟨𝜓′′, 𝜌𝑗⟩ = 0, ⟨𝜓′′′, 𝜌𝑗⟩ = 0, ⟨𝜓(4), 𝜌𝑗⟩ = 0, . . . (5.19)

Розглянемо (5.19) у точцi 𝑢1 = 0. З (5.13) отримуємо

𝜓(𝑘)(0) ∈ 𝐿𝑖𝑛{Φ(0),Φ′(0),Φ′′(0), . . . ,Φ(𝑘−1)(0)}.
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Таким чином для всiх 𝑢2, . . . , 𝑢𝑙 виконується

⟨Φ′(0), 𝜌𝑗⟩ = 0, ⟨Φ′′(0), 𝜌𝑗⟩ = 0, ⟨Φ′′′(0), 𝜌𝑗⟩ = 0, . . . (5.20)

Цi рiвняння є вiрними для всiх 𝑢1, тому ми можемо перезаписати (5.20)

наступним чином:

⟨Φ′(𝑢1), 𝜌⟩ = 𝑐0(𝑢
1), ⟨Φ′′(𝑢1), 𝜌⟩ = 𝑐1(𝑢

1), ⟨Φ′′′(𝑢1), 𝜌⟩ = 𝑐2(𝑢
1), . . . (5.21)

З (5.11) слiдує, що ⟨Φ(𝑢1),Φ(𝑢1)⟩ = −1. Розглянемо пiдпростiр 𝐿 у 𝐸2𝑙−1
1

такий, що

𝐿 = 𝐿𝑖𝑛{Φ′(𝑢1),Φ′′(𝑢1),Φ′′′(𝑢1), . . . }.

Якщо dim𝐿 = 3 то з (5.21) випливає, що пiдмноговид 𝐹 𝑙−1 лежить у

евклiдовому просторi 𝐸2𝑙−3. Як ми довели вище, цього не може бути. Отже

dim𝐿 = 2 вздовж кожної точки кривої Φ(𝑢1). Таким чином, Φ(𝑢1) лежить

у площинi 𝐸1
1 ⊂ 𝐸2𝑙−1

1 , i пiдмноговид 𝐹 𝑙−1 є ортогональним до Φ(𝑢1).

Оберемо ортогональну координатну систему так, щоб площина 𝐸1
1 спiв-

падала з площиною 𝑥0𝑂𝑥1, де 𝑂 – центр координат. Тодi

Φ(𝑢1) =
(︀
𝜇(𝑢1), 𝜈(𝑢1), 0, . . . , 0.

)︀
.

Використовуючи (5.12), ми отримуємо, що радiус-вектор пiдмноговиду 𝐹 𝑙

дорiвнює

𝑟 =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝑥0 = 𝜒(𝑢1);

𝑥1 = 𝜓(𝑢1);

𝑥2 = 𝜙(𝑢1)𝜌1(𝑢2, . . . , 𝑢𝑙);

. . . ;

𝑥𝑙+𝑝 = 𝜙(𝑢1)𝜌𝑙+𝑝−1(𝑢2, . . . , 𝑢𝑙).

Iз цього слiдує, що пiдмноговид 𝐹 𝑙 є пiдмноговидом обертання. Це доводить

частину 1 Теореми 5.3.

2. Нехай 𝑑𝜎2 – метрика постiйної секцiйної кривини 1.
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Розглянемо 𝑢10 таке, що 𝑢
1 > 𝑢10 > 0. Припустимо, що 𝑢10 = 0. Кожен

пiдмноговид 𝑢1 = 𝑢10 належить сферi 𝑆
2𝑙−3
𝑅 ⊂ 𝐸2𝑙−2 де 𝑅 = 1/𝜙′(𝑢10). З ча-

стини 2 Леми 5.1 отримуємо, що 𝜙′(𝑢1) > 1, 𝜙′′(𝑢1) > 1 для 𝑢1 > 0. Таким

чином 𝐹 𝑙 лежить всерединi сфери 𝑆 радiуса 1. Бiльш того, ця сфера 𝑆 є

опорною сферою до 𝐹 𝑙 у точцi 𝑢1 = 0. Нормаль 𝑛 до сфери 𝑆 спiвпадає

з нормаллю до 𝐹 𝑙 у точцi 𝑢1 = 0 в 𝐻2𝑙−1. Iз цього можна зробити висно-

вок, що друга фундаментальна форма 𝐹 𝑙 є додатно визначеною формою

вiдносно нормалi 𝑛. А тодi на нiй немає асимптотичних напрямкiв у точцi

𝑢1 = 0.

З iншого боку 𝐹 𝑙 має вiд’ємну зовнiшню секцiйну кривину в 𝐻2𝑙−1. Тодi

𝐹 𝑙 має 2𝑙−1 асимптотичних напрямки у кожнiй точцi [7, Лема 3.2.1]. Iз цього

протирiччя випливає, що 𝑢10 > 0.

Пiдмноговид 𝐹 𝑙−1 з радiус-вектором 𝜌 має внутрiшню метрику постiйної

кривини 1 i лежить на сферi 𝑆2𝑙−3
𝑅 ⊂ 𝐸2𝑙−2 радiуса 𝑅 = 1/𝜙′(𝑢10). Зовнiшня

кривина 𝐾𝑒𝑥𝑡(𝐹
𝑙−1) пiдмноговиду 𝐹 𝑙−1 дорiвнює

𝐾𝑒𝑥𝑡(𝐹
𝑙−1) = 1− (𝜙′(𝑢10))

2 < 0.

Аналогiчно як i в частинi 1 доводиться, що крива Φ(𝑢1) лежить у пло-

щинi 𝐸1
1 ⊂ 𝐸2𝑙−1

1 , i Φ(𝑢1) ортогональна 𝐹 𝑙−1.

Оберемо ортогональну координатну систему так, щоб площина 𝐸1
1 спiв-

падала з площиною 𝑥0𝑂𝑥1. Таким чином, отримуємо, що пiдмноговид 𝐹 𝑙 є

пiдмноговидом обертання.

3. Випадок, коли 𝑑𝜎2 є метрикою постiйної секцiйної кривини −1, дово-

диться аналогiчно випадку 1 теореми.

5.3 Пiдмноговид нульової зовнiшньої кривини

Нехай 𝐿𝑙 – гiперповерхня постiйної кривини в𝐻 𝑙+1, та 𝐹 𝑙−1 – пiдмноговид в

𝐿𝑙. Через кожну точку 𝐹 𝑙−1 побудуємо геодезичну 𝛾 у напрямку, дотичному

до нормалi 𝐿𝑙 в 𝐻 𝑙+1. Отримуємо поверхню 𝐹 𝑙 з одновимiрною твiрною

над пiдмноговидом 𝐹 𝑙−1 в 𝐻 𝑙+1. Розглянемо 𝐻 𝑙+1 у моделi Келi-Клейна
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всерединi одиничної кулi. Тодi

1) Якщо всi геодезичнi 𝛾 перетинаються у точцi всерединi кулi, то 𝐹 𝑙 є

конусом.

2) Якщо всi геодезичнi 𝛾 перетинаються у точцi на абсолютi моделi, то

𝐹 𝑙 є асимптотичним конусом.

3) Якщо всi геодезичнi 𝛾 не перетинаються, або перетинаються у точцi

за межами моделi, то 𝐹 𝑙 є цилiндром з одновимiрною твiрною.

Теорема 5.4. Нехай 𝐹 𝑙 є регулярною гiперповерхнею у просторi Лоба-

чевського 𝐻 𝑙+1 з iндукованою метрикою обертання нульової зовнiшньої

секцiйної кривини

𝑑𝑠2 =
(︀
𝑑𝑢1
)︀2

+ 𝜙2(𝑢1)𝑑𝜎2, (5.22)

де 𝜙(𝑢1) > 0 – регулярна функцiя, i 𝑑𝜎2 – рiманова метрика постiйної

секцiйної кривини. Нехай координатнi лiнiї 𝑢1 є лiнiями кривини 𝐹 𝑙.

1. Якщо 𝑑𝜎2 є метрикою постiйної секцiйної кривини −1, то 𝐹 𝑙 є ци-

лiндром з одновимiрною твiрною над локальним iзометричним зану-

ренням областi простору Лобачевського 𝐻 𝑙−1 в 𝐻 𝑙.

2. Якщо 𝑑𝜎2 є метрикою постiйної секцiйної кривини 1, то 𝐹 𝑙 є конусом

з одновимiрною твiрною над локальним iзометричним зануренням

областi на одиничнiй сферi 𝑆𝑙−1 у одиничну сферу 𝑆𝑙 ⊂ 𝐻 𝑙+1.

3. Якщо 𝑑𝜎2 є метрикою нульової секцiйної кривини, то 𝐹 𝑙 є асим-

птотичним конусом з одновимiрною твiрною над локальним iзоме-

тричним зануренням областi евклiдового простору 𝐸𝑙−1 до орисфери

𝐸𝑙 ⊂ 𝐻 𝑙+1.

Доведення. Розглянемо визначення нуль-iндексу (див. [6]).

Визначення 5.5. Зовнiшнiм нуль-iндексом 𝜇(𝑄) в точцi 𝑄 пiдмногови-

ду 𝐹 𝑙 рiманового многовиду 𝑀 𝑙+𝑝 називається максимальна розмiрнiсть
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пiдпростору 𝐿(𝑄) дотичного простору 𝑇𝑄𝐹
𝑙 такого, що 𝐵𝑛𝑥 = 0 для ко-

жного вектору 𝑥 ∈ 𝐿(𝑄) i кожної нормалi 𝑛 ∈ 𝑁𝑄𝐹
𝑙 в точцi 𝑄, де 𝐵𝑛 –

лiнiйне перетворення 𝑇𝑄𝐹
𝑙, яке вiдповiдає другiй фундаментальнiй формi

вiдносно нормалi 𝑛.

Черн i Кейпер (див. [12]) довели, що для пiдмноговидiв 𝐹 𝑙 нульової зов-

нiшньої кривини у рiмановому просторi 𝑀 𝑙+𝑝 зовнiшнiй нуль-iндекс задо-

вольняє нерiвностi

𝜇 ≥ 𝑙 − 𝑝.

У нашому випадку нуль-iндекс пiдмноговиду 𝐹 𝑙 у 𝐻 𝑙+1 дорiвнює 𝜇(𝑄) =

𝑙 − 1 для кожної точки 𝑄 на 𝐹 𝑙. Таким чином нуль-розшарування 𝐿(𝑄) є

iнтегрованим, i шари 𝑆𝐿(𝑄) є цiлком геодезичними пiдмноговидами постiй-

ної кривини −1 у𝐻 𝑙+1. Нормаль 𝑛 є сталою вздовж шара 𝑆𝐿(𝑄) (див. [31]).

Розглянемо наступнi випадки:

1) Цiлком геодезичнi шари 𝑆𝐿(𝑢1) ⊂ 𝐹 𝑙 є ортогональними до координа-

тних лiнiй 𝑢1.

Так як 𝐹 𝑙 має iндуковану метрику обертання (5.22), то шари 𝑆𝐿(𝑢1)

мають внутрiшню метрику секцiйної кривини 𝐾𝜎/𝜙
2(𝑢1), де 𝐾𝜎 – постiйна

кривина метрики 𝑑𝜎2. З того, що 𝑆𝐿(𝑢1) має постiйну кривину −1, випли-

ває, що 𝜙(𝑢1) є сталою функцiєю.

Зовнiшня секцiйна кривина 𝐹 𝑙 ⊂ 𝐻 𝑙+1 вздовж координатної площини

Π1𝑗 дорiвнює

𝐾𝑒𝑥𝑡(Π1𝑗) = −𝜙
′′

𝜙
+ 1.

Так як 𝜙(𝑢1) стала, то 𝐹 𝑙 має ненульову зовнiшню кривину. Iз цього про-

тирiччя отримуємо, що випадок 1) є неможливим.

2) Координатнi лiнiї 𝑢1 належать шарам 𝑆𝐿(𝑄).

2.1) Нехай 𝑑𝜎2 є рiмановою метрикою постiйної вiд’ємної кривини −1. Iз

того, що пiдмноговид 𝐹 𝑙 має нульову зовнiшню секцiйну кривину, випливає

𝜙′′ − 𝜙 = 0, (𝜙′)2 − 𝜙2 = −1.

96



Тодi 𝜙 = cosh(𝑢1) та 𝜙(𝑢1) > 0 для всiх 𝑢1 ≥ 0. Метрика на 𝐹 𝑙 має вигляд

𝑑𝑠2 =
(︀
𝑑𝑢1
)︀2

+ cosh2(𝑢1)𝑑𝜎2. (5.23)

Нехай 𝑟 = 𝑟(𝑢1, . . . , 𝑢𝑙) – радiус-вектор пiдмноговиду 𝐹 𝑙. Розглянемо вiд-

ображення

𝑟 = − sinh𝑢1 𝑟 + cosh𝑢1 𝑟1. (5.24)

Знайдемо ранг матрицi Якобi цього вiдображення

𝑟1 = cosh𝑢1 (−𝑟 + 𝑟11) ; 𝑟𝑗 = − sinh𝑢1 𝑟𝑗 + cosh𝑢1 𝑟1𝑗. (5.25)

Нехай 𝑛 є нормаллю до 𝐹 𝑙 в 𝐻 𝑙+1, та 𝑏𝑖𝑗 – коефiцiєнти другої фундамен-

тальної форми. Координатнi лiнiї 𝑢1 є лiнiями кривини пiдмноговиду 𝐹 𝑙,

а отже 𝑏1𝑗 = 0, 𝑗 = 2, . . . , 𝑙. Так як лiнiї 𝑢1 належать шарам 𝑆𝐿(𝑄), то

𝑏11 = 0.

За формулами Вейнгартена для 𝐹 𝑙 ⊂ 𝐻 𝑙+1 (див. [16, §64]) отримуємо

𝑟11 = Γ𝑘
11𝑟𝑘 + 𝑟 + 𝑏11 𝑛, 𝑟1𝑗 = Γ𝑘

1𝑗𝑟𝑘 + 𝑏1𝑗 𝑛.

Прямим пiдрахунком знаходимо

Γ𝑘
11 = 0, Γ1

1𝑗 = 0, Γ𝑖
1𝑗 = 𝛿𝑗𝑖

sinh𝑢1

cosh𝑢1
, 𝑘 = 1, ..., 𝑙, 𝑗, 𝑖 = 2, ..., 𝑙.

Отже

𝑟11 = 𝑟, 𝑟1𝑗 =
sinh𝑢1

cosh𝑢1
𝑟𝑗, (5.26)

Пiдставивши (5.26) до рiвностей (5.25), отримуємо, що ранг матрицi

Якобi вiдображення (5.24) дорiвнює 0. З цього можна зробити висновок,

що 𝑟 є сталим вектором, i ⟨𝑟, 𝑟⟩ = 1. Оберемо ортогональну систему коор-

динат так, що вiсь 𝑥𝑙+1 спiвпадає з 𝑟, тобто 𝑟 = (0, 0, . . . , 1) = 𝑒𝑙+1.

Розглянемо диференцiальне рiвняння

− sinh𝑢1 𝑟 + cosh𝑢1 𝑟1 = 𝑒𝑙+1.

Розв’язуючи це рiвняння вiдносно вектор-функцiї 𝑟, отримуємо

𝑟 = sinh𝑢1𝑒𝑙+1 + cosh𝑢1𝜌(𝑢2, . . . , 𝑢𝑙), (5.27)
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де 𝜌 = 𝜌(𝑢2, . . . , 𝑢𝑙) є вектором в 𝐸𝑙+1
1 .

Пiдмноговид 𝐹 𝑙 ⊂ 𝐻 𝑙+1 з радiус-вектором 𝑟 має метрику (5.23). Розгля-

немо рiвняння

⟨𝑟, 𝑟⟩ = sinh2 𝑢1 + cosh𝑢1 sinh𝑢1⟨𝑒𝑙+1, 𝜌⟩+ cosh2 𝑢1⟨𝜌, 𝜌⟩ = −1. (5.28)

⟨𝑟1, 𝑟1⟩ = cosh2 𝑢1 + cosh𝑢1 sinh𝑢1⟨𝑒𝑙+1, 𝜌⟩+ sinh2 𝑢1⟨𝜌, 𝜌⟩ = 1. (5.29)

Вiднiмемо (5.28) вiд (5.29). Отримаємо

1 +
(︀
sinh2 𝑢1 − cosh2 𝑢1

)︀
⟨𝜌, 𝜌⟩ = 2.

Iз цього випливає, що ⟨𝜌, 𝜌⟩ = −1 для всiх 𝑢1.

З рiвностi ⟨𝑟, 𝑟1⟩ = 0 маємо

cosh𝑢1 sinh𝑢1 + sinh2 𝑢1⟨𝑒𝑙+1, 𝜌⟩+ cosh2 𝑢1⟨𝑒𝑙+1, 𝜌⟩+

+cosh𝑢1 sinh𝑢1⟨𝜌, 𝜌⟩ = 0;

(︀
sinh2 𝑢1 + cosh2 𝑢1

)︀
⟨𝑒𝑙+1, 𝜌⟩ = 0.

З цього рiвняння ми отримуємо, що 𝜌𝑙+1(𝑢2, . . . , 𝑢𝑙) = 0 для будь-якого 𝑢1.

Таким чином, з (5.27) випливає, що радiус-вектор пiдмноговиду 𝐹 𝑙 до-

рiвнює

𝑟 =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝑥0 = cosh𝑢1𝜌0(𝑢2, . . . , 𝑢𝑙);

𝑥1 = cosh𝑢1𝜌1(𝑢2, . . . , 𝑢𝑙);

. . . ;

𝑥𝑙 = cosh𝑢1𝜌𝑙(𝑢2, . . . , 𝑢𝑙);

𝑥𝑙+1 = sinh𝑢1.

Оскiльки 𝐹 𝑙 має метрику обертання (5.23), то

⟨𝑟𝑖, 𝑟𝑗⟩ = cosh2 𝑢1⟨𝜌𝑖, 𝜌𝑗⟩ = cosh2 𝑢1 𝜎𝑖𝑗, 𝑖, 𝑗 = 2, ..., 𝑙.

де 𝜎𝑖𝑗 є коефiцiентами метрики 𝑑𝜎2.
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Звiдси випливає, що перетин 𝐹 𝑙 з гiперболiчним простором 𝐻 𝑙, який є

ортогональним до координатних лiнiй 𝑢1 в точцi 𝑢1 = 0, є пiдмноговидом

𝐹 𝑙−1 з радiус-вектором 𝜌 = 𝜌(𝑢2, . . . , 𝑢𝑙). До того ж 𝐹 𝑙−1 має внутрi-

шню метрику постiйної секцiйної кривини −1. Координатнi лiнiї 𝑢1 на 𝐹 𝑙

збiгаються з геодезичними лiнiями 𝐻 𝑙+1, якi ортогональнi до пiдпростору

𝐻 𝑙, що мiстить 𝐹 𝑙−1. Отримуємо, що пiдмноговид 𝐹 𝑙 в 𝐻 𝑙+1 є цилiндром з

одновимiрною твiрною над 𝐹 𝑙−1.

2.2) Нехай 𝑑𝜎2 є рiмановою метрикою постiйної кривини 1.

Так як пiдмноговид 𝐹 𝑙 має нульову зовнiшню секцiйну кривину, то

𝜙′′ − 𝜙 = 0, (𝜙′)2 − 𝜙2 = 1.

Iз розв’язку цих диференцiальних рiвнянь отримуємо, що 𝜙 = sinh(𝑢1) i

𝜙(𝑢1) > 0 для всiх 𝑢1 > 0. Отже, метрика пiдмноговиду 𝐹 𝑙 має вигляд

𝑑𝑠2 =
(︀
𝑑𝑢1
)︀2

+ 4 sinh2 𝑢1

(︁(︀
𝑑𝑢2
)︀2

+ · · ·+
(︀
𝑑𝑢𝑙
)︀2)︁

(1 + (𝑢2)2 + · · ·+ (𝑢𝑙)2)
2 . (5.30)

Аналогiчно до частини 2.1) розглянемо вiдображення

𝑟 = cosh𝑢1 𝑟 − sinh𝑢1 𝑟1.

Ранг матрицi Якобi цього вiдображення дорiвнює 0. Це означає, що 𝑟

є сталим вектором i ⟨𝑟, 𝑟⟩ = −1. Розглянемо таку ортогональну систему

координат, що вiсь 𝑥𝑙+1 спiвпадає з 𝑟, тобто 𝑟 = (1, 0, . . . , 0) = 𝑒0.

З диференцiального рiвняння

cosh𝑢1 𝑟 − sinh𝑢1 𝑟1 = 𝑒0.

отримуємо, що радiус-вектор 𝐹 𝑙 дорiвнює

𝑟 = cosh𝑢1𝑒0 + sinh𝑢1𝜌(𝑢2, . . . , 𝑢𝑙), (5.31)

де 𝜌 = 𝜌(𝑢2, . . . , 𝑢𝑙) – вектор в 𝐸𝑙+1
1 .

Пiдмноговид 𝐹 𝑙 ⊂ 𝐻 𝑙+1 з радiус-вектором 𝑟 має метрику (5.30). Анало-

гiчно з ⟨𝑟, 𝑟⟩ = −1 i ⟨𝑟1, 𝑟1⟩ = 1 випливає, що ⟨𝜌, 𝜌⟩ = 1 для будь-якого 𝑢1.
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Тодi з рiвняння ⟨𝑟, 𝑟1⟩ = 0 маємо(︀
sinh2 𝑢1 + cosh2 𝑢1

)︀
⟨𝑒0, 𝜌⟩ = 0.

Отримуємо, що 𝜌0(𝑢2, . . . , 𝑢𝑙) = 0 для будь-якого 𝑢1.

Таким чином радiус-вектор пiдмноговида 𝐹 𝑙 дорiвнює

𝑟 =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝑥0 = cosh𝑢1;

𝑥1 = sinh𝑢1𝜌1(𝑢2, . . . , 𝑢𝑙);

. . . ;

𝑥𝑙 = sinh𝑢1𝜌𝑙(𝑢2, . . . , 𝑢𝑙);

𝑥𝑙+1 = sinh𝑢1𝜌𝑙+1(𝑢2, . . . , 𝑢𝑙).

Оскiльки 𝐹 𝑙 має метрику обертання (5.30), то

⟨𝑟𝑖, 𝑟𝑗⟩ = sinh2 𝑢1⟨𝜌𝑖, 𝜌𝑗⟩ = sinh2 𝑢1 𝜎𝑖𝑗, 𝑖, 𝑗 = 2, ..., 𝑙.

де 𝜎𝑖𝑗 є коефiцiєнтами метрики 𝑑𝜎2.

Отримуємо, що якщо 𝑢1 > 0, то пiдмноговид 𝐹 𝑙−1 з радiус-вектором

𝜌(𝑢2, ..., 𝑢𝑙) є локально iзометричним зануренням областi на сферi 𝑆𝑙−1 у

сферу 𝑆𝑙 ⊂ 𝐻 𝑙+1. Геодезичнi координатнi лiнiї 𝑢1 збiгаються з геодезични-

ми простору 𝐻 𝑙+1 якi ортогональнi до сфери 𝑆𝑙. З особливостi полярних

координат отримуємо, що всi координатнi прямi 𝑢1 перетинаються у поча-

тку системи координат. Отже, пiдмноговид 𝐹 𝑙 є конусом з одновимiрною

твiрною над 𝐹 𝑙−1 ⊂ 𝑆𝑙.

2.3) Нехай 𝑑𝜎2 – плоска метрика. З того, що пiдмноговид 𝐹 𝑙 має нульову

зовнiшню секцiйну кривину, випливає

𝜙′′ − 𝜙 = 0, (𝜙′)2 − 𝜙2 = 0.

Тодi 𝜙(𝑢1) = 𝑒−𝑢1

, 𝜙(0) = 1. Таким чином, метрика пiдмноговиду 𝐹 𝑙 має

вигляд

𝑑𝑠2 =
(︀
𝑑𝑢1
)︀2

+ 𝑒−2𝑢1
(︁(︀
𝑑𝑢2
)︀2

+ · · ·+
(︀
𝑑𝑢𝑙
)︀2)︁

. (5.32)
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Аналогiчно попереднiм частинам розглянемо вiдображення

𝑟 = 𝑒−𝑢1

𝑟 + 𝑒−𝑢1

𝑟1.

Ранг цього вiдображення також дорiвнює 0. Iз цього робимо висновок, що

𝑟 є постiйним вектором i ⟨𝑟, 𝑟⟩ = 0. Вiзьмемо систему координат у 𝐸𝑙+1
1

таку, що

𝑟 = (1, 1, 0, . . . , 0) = 𝑒0 + 𝑒1 in 𝐸𝑙+1
1 .

Тодi радiус-вектор 𝐹 𝑙 дорiвнює

𝑟 = cosh𝑢1𝑒0 + sinh𝑢1𝑒1 + 𝑒−𝑢1

𝜌(𝑢2, . . . , 𝑢𝑙).

З рiвностi ⟨𝑟, 𝑟⟩ = −1 прямим обчисленням отримуємо

𝑒−2𝑢1⟨𝜌, 𝜌⟩ = −2𝑒−𝑢1

cosh𝑢1⟨𝑒0, 𝜌⟩ − 2𝑒−𝑢1

sinh𝑢1⟨𝑒1, 𝜌⟩. (5.33)

Так як ⟨𝑟, 𝑟1⟩ = 0 то

𝑒−𝑢1 (︀
sinh𝑢1 − cosh𝑢1

)︀
⟨𝑒0, 𝜌⟩+ 𝑒−𝑢1 (︀

cosh𝑢1 − sinh𝑢1
)︀
⟨𝑒1, 𝜌⟩−

−𝑒−2𝑢1⟨𝜌, 𝜌⟩ = 0. (5.34)

З (5.33) i (5.34) випливає, що ⟨𝑒0, 𝜌⟩ + ⟨𝑒1, 𝜌⟩ = 0. Це означає, що 𝜌0 = 𝜌1.

Отже пiдмноговид 𝐹 𝑙−1 з радiус-вектором 𝜌 належить орисферi 𝐸𝑙 ⊂ 𝐻 𝑙+1.

Оскiльки 𝐹 𝑙 має метрику обертання (5.32), то 𝐹 𝑙−1 має внутрiшню плоску

метрику.

Радiус-вектор пiдмноговиду 𝐹 𝑙 має вигляд

𝑟 =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝑥0 = cosh𝑢1 + 𝑒−𝑢1

𝜌0(𝑢2, . . . , 𝑢𝑙);

𝑥1 = sinh𝑢1 + 𝑒−𝑢1

𝜌0(𝑢2, . . . , 𝑢𝑙);

𝑥2 = 𝑒−𝑢1

𝜌2(𝑢2, . . . , 𝑢𝑙);

. . . ;

𝑥𝑙+1 = 𝑒−𝑢1

𝜌𝑙+1(𝑢2, . . . , 𝑢𝑙).

Отже, ми отримали, що якщо 𝑢1 > 0, то пiдмноговид 𝐹 𝑙−1 з радiус-

вектором 𝜌(𝑢2, ..., 𝑢𝑙) є локально iзометричним зануренням областi евклi-

дового простору 𝐸𝑙−1 до орисфери 𝐸𝑙 ⊂ 𝐻 𝑙+1. Координатнi лiнiї 𝑢1 збi-

гаються з геодезичними лiнiями 𝐻 𝑙+1, якi ортогональнi до орисфери 𝐸𝑙.
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Розглянемо 𝐻 𝑙+1 у моделi Келi-Клейна всерединi одиничної кулi. Тодi усi

координатнi лiнiї 𝑢1 перетинаються у фiксованiй точцi на абсолютi моделi

(точцi на нескiнченностi). Таким чином, пiдмноговид 𝐹 𝑙 є асимптотичним

конусом з одновимiрною твiрною над 𝐹 𝑙−1 ⊂ 𝐸𝑙.

5.4 Пiдмноговиди додатної зовнiшньої кривини

Теорема 5.5. Нехай 𝐹 𝑙 є пiдмноговидом у просторi Лобачевського 𝐻2𝑙−1

з iндукованою метрикою обертання додатної зовнiшньої кривини.

1. Якщо 𝑙 > 2, то 𝐹 𝑙 є пiдмноговидом обертання.

2. Якщо 𝑙 = 2 i координатнi лiнiї 𝑢1 є лiнiями кривини, то 𝐹 2 є поверх-

нею обертання в 𝐻3.

Доведення. 1. Метрика обертання має вигляд

𝑑𝑠2 = (𝑑𝑢1)2 + 𝜙2(𝑢1)𝑑𝜎2, (5.35)

де 𝑑𝜎2 – метрика постiйної кривини.

Доведення є аналогiчним для всiх випадкiв, коли кривина 𝑑𝜎2 дорiвнює

−1, 0, 1. Розглянемо випадок, коли 𝑑𝜎2 є метрикою постiйної секцiйної

кривизни 1. Тодi функцiя 𝜙 задовольняє наступним умовам: 𝜙(0) = 0,

𝜙′(0) = 1 i 𝜙′′(𝑢1)− 𝜙(𝑢1) < 0, (𝜙′(𝑢1))2 − 𝜙2(𝑢1) < 1 при 𝑢1 > 0.

Розглянемо гiперповерхню обертання 𝐹 𝑙 ⊂ 𝐻 𝑙+1 ⊂ 𝐸𝑙+2
1 , 𝑙 > 2, з радiус-

вектором

𝑟(𝑢1, . . . , 𝑢𝑙) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝑥0 = ℎ(𝑢1);

𝑥1 = 𝑔(𝑢1);

𝑥2 = 𝑓(𝑢1)𝜌1(𝑢2, . . . , 𝑢𝑙);

𝑥3 = 𝑓(𝑢1)𝜌2(𝑢2, . . . , 𝑢𝑙);

. . . ;

𝑥𝑙+1 = 𝑓(𝑢1)𝜌𝑙(𝑢2, . . . , 𝑢𝑙).

(5.36)
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де 𝜌 =
(︀
𝜌1(𝑢2, . . . , 𝑢𝑙), . . . , 𝜌𝑙(𝑢2, . . . , 𝑢𝑙)

)︀
є радiус-вектором одиничної сфери

𝑆𝑙−1

(𝜌1)2 + (𝜌2)2 + · · ·+ (𝜌𝑙)2 = 1.

Так як 𝐹 𝑙 належить гiперболоїду 𝐻 𝑙+1, то ⟨𝑟, 𝑟⟩ = −1. Тодi

− ℎ2 + 𝑔2 + 𝑓 2 = −1. (5.37)

Припустимо, що 𝐹 𝑙 має iндуковану метрику обертання (5.35). Тодi

𝑔11 = −(ℎ′)2 + (𝑔′)2 − (𝑓)2 = 1. (5.38)

𝜙2𝑑𝜎2 = 𝑓 2𝑑𝜌2. (5.39)

З рiвняння (5.39) випливає, що 𝑓(𝑢1) = 𝜙(𝑢1). Розглянемо рiвняння (5.37)

та (5.38) ⎧⎨⎩−ℎ2 + 𝑔2 + 𝜙2 = −1.

−(ℎ′)2 + (𝑔)2 + (𝜙′)2 = 1.
(5.40)

Розв’язком системи (5.40) є

𝑔(𝑢1) =
√︀

1 + 𝜙2(𝑢1) sinh𝛼(𝑢1),

ℎ(𝑢1) =
√︀

1 + 𝜙2(𝑢1) cosh𝛼(𝑢1),

де

𝛼(𝑢1) =

∫︁ 𝑢1

0

√︀
1− (𝜙′(𝑡))2 + 𝜙2(𝑡)

1 + 𝜙2(𝑡)
𝑑𝑡.

Отримали гiперповерхню обертання 𝐹 𝑙 з iндукованою метрикою оберта-

ння додатної зовнiшньої кривини у просторi Лобачевського 𝐻 𝑙+1.

Тепер розглянемо двi iзометричнi гiперповерхнi обертання 𝐹1 i 𝐹2 в 𝐻 𝑙+1

з iндукованою метрикою обертання додатної зовнiшньої секцiйної кривини.

Радiуси-вектори цих поверхонь дорiвнюють

𝑟𝑘 =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝑥0𝑘 = 𝑥0𝑘(𝑢
1, . . . , 𝑢𝑙);

𝑥1𝑘 = 𝑥1𝑘(𝑢
1, . . . , 𝑢𝑙);

. . . ;

𝑥𝑙+1
𝑘 = 𝑥𝑙+1

𝑘 (𝑢1, . . . , 𝑢𝑙),

𝑘 = 1, 2.
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Розглянемо перетворення Погорєлова (див. [36]), яке вiдображає iзоме-

тричнi гiперповерхнi 𝐹 𝑙
1, 𝐹

𝑙
2 ⊂ 𝐻 𝑙+1 у гiперповерхнi ̃︀𝐹1, ̃︀𝐹 𝑙

2 в евклiдовому

просторi 𝐸𝑙+1. Радiус-вектори ̃︀𝐹1 i ̃︀𝐹 𝑙
2 дорiвнюють

̃︀𝐹1 : ̃︀𝑟1 = 𝑟1 + ⟨𝑟1, 𝑒0⟩𝑒0
𝑥01 + 𝑥02

, ̃︀𝐹2 : ̃︀𝑟2 = 𝑟2 + ⟨𝑟2, 𝑒0⟩𝑒0
𝑥01 + 𝑥02

,

де 𝑒0 = (1, 0, . . . , 0) – координатний вектор вздовж осi 𝑥0.

Гiперповерхнi ̃︀𝐹1, ̃︀𝐹2 також є iзометричними (див. [36, Теорема 2]). Ко-

ефiцiєнти других фундаментальних форм гiперповерхонь ̃︀𝐹1, ̃︀𝐹2 у початку

координат дорiвнюють

̃︀𝑏1𝑖𝑗(0) = 𝑏1𝑖𝑗(0)

2
, ̃︀𝑏2𝑖𝑗(0) = 𝑏2𝑖𝑗(0)

2
,

де 𝑏1𝑖𝑗 i 𝑏
2
𝑖𝑗 є коефiцiентами другої фундаментальної форми пiдмноговидiв

𝐹1 i 𝐹2 вiдповiдно.

Оскiльки другi фундаментальнi форми гiперповерхонь 𝐹1 i 𝐹2 є дода-

тно визначеними формами рангу 𝑙, то другi фундаментальнi форми ̃︀𝐹1, ̃︀𝐹2

також додатно визначенi.

Якщо 𝑙 ≥ 3, то ранги других фундаментальних форм ̃︀𝐹1 i ̃︀𝐹2 в 𝐸𝑙+1

теж ≥ 3. Оскiльки ̃︀𝐹1 i ̃︀𝐹2 є iзометричними, то вони збiгаються з точнi-

стю до жорсткого руху в евклiдовому просторi 𝐸𝑙+1 [26, Теорема 6.2]. З

властивостей перетворення Погорєлова отримуємо, що iзометричнi гiпер-

поверхнi обертання 𝐹 𝑙
1 i 𝐹

𝑙
2 також збiгаються з точнiстю до жорсткого руху

в просторi Лобачевського 𝐻 𝑙+1.

2) Для 𝑙 = 2 доведення подiбне до доведення теореми 5.3.

5.5 Висновки до Роздiлу 5

У цьому Роздiлi була знайдена умова, за якої iзометричне занурення пiд-

многовида 𝐹 𝑙 малої ковимiрностi з iндукованою метрикою обертання у гi-

перболiчний простiр 𝐻 𝑙+𝑝 є пiдмноговидом обертання. Розглядалися три

природнi випадки, а саме, коли 𝐹 𝑙 має вiд’ємну, нульову i додатну зовнi-

шню секцiйну кривину.
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Якщо 𝐹 𝑙 є пiдмноговидом простору Лобачевського 𝐻2𝑙−1 з iндукованою

метрикю обертання вiд’ємної зовнiшньої секцiйної кривини, i геодезичнi ко-

ординатнi лiнiї є лiнiями кривини, то 𝐹 𝑙 є пiдмноговидом обертання (див.

Пiдроздiл 5.2, Теорема 5.3). Цей результат є узагальненням результату Бо-

рисенка [9], у якому об’ємлюючий простiр є евклiдовим E2𝑙−1.

Зазначимо, що умова 𝑝 = 𝑙 − 1 у цьому випадку є природньою, так

як не iснує пiдмноговиду вiд’ємної зовнiшньої секцiйної кривини, що має

ковимiрнiсть < 𝑙 − 1.

Далi розглядалися регулярнi гiперповерхнi 𝐹 𝑙 простору Лобачевсько-

го 𝐻 𝑙+1 з iндукованою метрикою обертання нульової зовнiшньої секцiйної

кривини. Доведено, що якщо геодезичнi координатнi лiнiї цiєї метрики є

лiнiями кривини 𝐹 𝑙, то пiдмноговид 𝐹 𝑙 є або цилiндром, або конусом, або

асимптотичним конусом з одновимiрною твiрною. У моделi Келi-Клейна

простору Лобачевського цилiндр реалiзується або евклiдовим цилiндром,

або конусом з вершиною поза межами моделi, конус є евклiдовим конусом

з вершиною в серединi моделi, та асимптотичний конус є евклiдовим кону-

сом з вершиною на граничнiй сферi моделi, тобто на абсолютi (див. Пiдроз-

дiл 5.3, Теорема 5.4). На вiдмiну вiд випадку вiд’ємної зовнiшньої секцiй-

ної кривини, iзометричне занурення пiдмноговиду з iндукованою метрикою

обертання нульової зовнiшньої секцiйної кривизни не є пiдмноговидом обер-

тання. Цей випадок також вiдрiзняється вiд випадку, коли об’ємлюючий

простiр є евклiдовим. Зокрема, асимптотичний конус не iснує в евклiдово-

му просторi.

Якщо 𝐹 𝑙 є регулярним пiдмноговидом простору Лобачевського 𝐻 𝑙+1 з

iндукованою метрикою обертання додатної зовнiшньої секцiйної кривини i

𝑙 > 2, то 𝐹 𝑙 є пiдмноговидом обертання. Для доведення цього тверджен-

ня ми використали перетворення Погорєлова простору Лобачевського на

евклiдовий простiр. Якщо 𝑙 = 2, то поверхня 𝐹 2 з iндукованою метрикою

обертання додатної зовнiшньої секцiйної кривини у просторi Лобачевсько-

го 𝐻3 буде поверхнею обертання за умови, якщо геодезичнi координатнi
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лiнiї є лiнiями кривини цiєї поверхнi (див. Пiдроздiл 5.4, Теорема 5.5).

Цей результат є подiбним до випадку евклiдового об’ємлюючого просто-

ру (див. [9])

Аналогiчнi результати вiрнi для пiдмноговидiв малої ковимiрностi з iн-

дукованою метрикою обертання у сферичному просторi.
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Загальнi висновки

Дисертацiйна робота присвячена знаходженню класифiкацiї простих за-

мкнених геодезичних на правильних тетраедрах у сферичному просторi та

у просторi Лобачевського. Класифiкацiя замкнених геодезичних на пра-

вильному тетраедрi в евклiдовому просторi випливає зi стандартної трi-

ангуляцiї евклiдової площини. Вершини трiангуляцiї допускають однозна-

чне позначення, узгоджене з вершинами тетраедра. Розгортка тетраедра

вздовж будь-якої замкненої геодезичної є частиною трiангуляцiї.

Кути граней правильного тетраедра в евклiдовому просторi дорiвню-

ють 𝜋/3. Кривина такого тетраедра зосереджена лише у його вершинах.

Кривина тетраедра у сферичному просторi або у просторi Лобачевського

визначається як вершинами, так i гранями, якi мають кривину вiдповiд-

но 1 або −1. У сферичному просторi кут 𝛼 граней тетраедра задовольняє

умовам 𝜋/3 < 𝛼 < 2𝜋/3. У просторi Лобачевського кут 𝛼 граней задоволь-

няє 0 < 𝛼 < 𝜋/3. До того ж не iснує розбиття сферичної площини або

площини Лобачевського правильними трикутниками з довiльним кутом 𝛼.

Отже, поведiнка простих замкнених геодезичних вiдрiзняється залежно вiд

кривини об’ємлюючого простору.

Порядок, у якому проста замкнена геодезична 𝛾 перетинає ребра те-

траедра визначається впорядкованою парою взаємно простих натуральних

чисел (𝑝, 𝑞). Цей факт не залежить вiд кривини граней тетраедра.

На правильному тетраедрi в евклiдовому просторi для кожної впорядко-

ваної пари взаємно простих чисел (𝑝, 𝑞) iснує цiлий клас простих замкнутих

геодезичних типу (𝑝, 𝑞), з точнiстю до iзометрiї тетраедра. Всерединi роз-

гортки тетраедра геодезичнi одного класу є паралельними одна однiй.
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Ми довели, що кожен клас мiстить просту замкнену геодезичну, яка

проходить через середини двох пар протилежних ребер тетраедра. Звiдси

випливає властивiсть симетрiї розгортки правильного тетраедра вздовж

простої замкненої геодезичної (див. Роздiл 2 та [42]). Зазначимо, що так як

група поворотiв тетраедра однакова незалежно вiд кривини об’ємлюючого

простору, то ця властивiсть симетрiї розгортки тетраедра також виконує-

ться у сферичному просторi та у просторi Лобачевського.

На вiдмiну вiд евклiдового простору, на правильному тетраедрi у сфе-

ричному просторi або у просторi Лобачевського, кожен клас простих за-

мкнених геодезичних типу (𝑝, 𝑞) (якщо вiн iснує) мiстить лише одну про-

сту замкнену геодезичну, з точнiстю до iзометрiї тетраедра. Ця геодезична

проходить через середини двох пар протилежних ребер тетраедра.

На правильному тетраедрi у сферичному просторi iснує скiнченна кiль-

кiсть простих замкнених геодезичних. Довжина простої замкнутої геоде-

зичної у такому випадку менша 2𝜋.

У роботi знайдено оцiнку знизу на кут 𝛼 граней правильного тетра-

едра у сферичному просторi, за якої такий тетраедр не має простої за-

мкненої геодезичної типу (𝑝, 𝑞). Наприклад, якщо 𝛼 задовольняє умовам

𝜋/2 ≤ 𝛼 < 2𝜋/3, то на правильному тетраедрi в сферичному просторi з

кутом граней 𝛼 є лише одна проста замкнута геодезична (з точнiстю до

iзометрiї тетраедра), i вона має тип (0, 1). Геодезична типу (1, 1) iснує ли-

ше на правильних тетраедрах з кутом граней 𝛼 ∈ (𝜋/3, 𝜋/2) (див. Роздiл 3

та [42]).

Також дано оцiнку зверху на кут 𝛼 граней правильного тетраедра у

сферичному просторi, за якої на такому тетраедрi iснує проста замкнена

геодезична типу (𝑝, 𝑞).

Правильний тетраедр у просторi Лобачевського має нескiнченну кiль-

кiсть простих замкнутих геодезичних. У роботi доведено, що для будь-якої

впорядкованої пари взаємно простих натуральних чисел (𝑝, 𝑞), на правиль-

ному тетраедрi у просторi Лобачевського iснує i єдина проста замкнута
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геодезична типу (𝑝, 𝑞), з точнiстю до iзометрiї тетраедра. Ця геодезична

проходить через середини двох пар протилежних ребер тетраедра. Геоде-

зичними типу (𝑝, 𝑞) вичерпуються усi простi замкненi геодезичнi на пра-

вильному тетраедрi у просторi Лобачевського.

Також ми показали, що число простих замкнутих геодезичних довжини

не бiльше 𝐿 на правильному тетраедрi у просторi Лобачевського має поря-

док зростання 𝐿2, коли 𝐿 прагне до нескiнченностi (див. Роздiл 4 та [42]).

Якщо кут 𝛼 прямує до нуля, то вершини тетраедра прямують на нескiнчен-

нiсть. Граничний тетраедр є некомпактною поверхнею, яка гомеоморфна

сферi з чотирма каспами та має повну регулярну метрику постiйної криви-

ни. Рiд цiєї поверхнi дорiвнює нулю. З роботи Рiвiна [39] вiдомо, що число

простих замкнених геодезичних на такiй поверхнi має порядок росту 𝐿2.

Таким чином, число простих замкнених геодезичних довжини не бiльше 𝐿

на регулярнiй поверхнi постiйної вiд’ємної кривини з чотирма каспами, та

на правильному тетраедрi у просторi Лобачевського має однаковий поря-

док зростання 𝐿2, коли 𝐿 прагне до нескiнченностi.

Деякi властивостi простих замкнутих геодезичних на правильному те-

траедрi випливають з групи симетрiй тетраедра. Група симетрiй тетраедра

є скiнченною пiдгрупою групи поворотiв двовимiрної сфери. У роботi та-

кож розглядалися пiдмноговиди, група iзометрiї яких мiстить групу пово-

ротiв сфери, а саме пiдмноговиди обертання. Дослiджувалося питання, за

якої умови пiдмноговид малої ковимiрностi з iндукованою метрикою обер-

тання є пiдмноговидом обертання у просторi Лобачевського. Природньо

розглядалися три окремi випадки, коли пiдмноговид має вiд’ємну, нульо-

ву i додатну зовнiшню секцiйну кривину. Простiр Лобачевського у цьому

випадку розглядався як гiперплощина з iндукованою метрикою постiйної

вiд’ємної кривини у псевдоевклiдовому просторi. Отриманi результати є

узагальненням теорем, доведених у роботi Борисенка [9] для пiдмногови-

дiв евклiдового простору.

Доведено, що пiдмноговид 𝐹 𝑙 простору Лобачевського 𝐻2𝑙−1 з iндукова-
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ною метрикою обертання вiд’ємної зовнiшньої секцiйної кривини є пiдмно-

говидом обертання за умови, якщо геодезичнi координатнi лiнiї є лiнiями

кривини 𝐹 𝑙.

Якщо 𝐹 𝑙 є пiдмноговидом простору Лобачевського 𝐻 𝑙+1 з iндукованою

метрикою обертання нульової зовнiшньої секцiйної кривини, i геодезичнi

координатнi лiнiї є лiнiями кривини, то 𝐹 𝑙 є або конусом, або асимптоти-

чним конусом, або цилiндром з одномiрною твiрною.

Якщо 𝐹 𝑙 є регулярним пiдмноговидом простору Лобачевського 𝐻 𝑙+1 з

iндукованою метрикою обертання додатної зовнiшньої секцiйної кривини

i 𝑙 > 2, то 𝐹 𝑙 є пiдмноговидом обертання. Якщо 𝑙 = 2, то для того, щоб

поверхня 𝐹 2 з iндукованою метрикою обертання додатної зовнiшньої се-

кцiйної кривини у просторi Лобачевського 𝐻3 була поверхнею обертання,

необхiдно, щоб геодезичнi координатнi лiнiї були лiнiями кривини цiєї по-

верхнi.
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