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Предметом дослiдження дисертацiйної роботи є простi замкненi геоде-

зичнi на правильних тетраедрах у тривимiрному сферичному просторi та

просторi Лобачевського.

Лiнiя називається геодезичною, якщо вона є локально найкоротшою. Це

означає, що для будь-яких близьких точок на цiй лiнiї вiдрiзок геодезичної

меж ними є найкоротшим серед усiх вiдрiзкiв на поверхнi, що з’єднують

цi точки. На опуклому багатограннику геодезична має наступнi властиво-

стi: 1) геодезична складається з прямолiнiйних вiдрiзкiв на гранях бага-

тогранника; 2) геодезична формує рiвнi кути з ребром на сусiднiх гранях;

3) геодезична не проходить через вершину опуклого багатогранника. Гео-

дезична називається простою, якщо вона не має точок самоперетину i не

накручуються на себе.

У Роздiлi 1 представлено огляд лiтератури про властивостi геодезичних

на регулярних поверхнях додатної i вiд’ємної кривини та на багатогранни-

ках у евкладовому просторi.

Гранi тетраедра у евклiдовому просторi мають нульову гаусову криви-

ну. Кривина тетраедра сконцентрована лише у його вершинах. Кут гранi

тетраедра визначений однозначно i дорiвнює 𝜋/3. Розгортка правильного

тетраедра вздовж геодезичної є частиною трiангуляцiї евклiдової площини

правильними трикутниками. Вершини трiангуляцiї допускають однозна-
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чне позначення, узгоджене з позначеннями вершин розгортки тетраедра.

З цього факту слiдує повна класифiкацiя замкнених геодезичних на пра-

вильному тетраедрi у евклiдовому просторi.

У сферичному просторi та у просторi Лобачевського гаусова кривина

граней тетраедра дорiвнює 1 або −1 вiдповiдно. У цьому випадку кривина

тетраедра визначається не лише його вершинами, але i гранями. У сфери-

чному просторi кут 𝛼 гранi тетраедра задовольняє умовам 𝜋/3 < 𝛼 ≤ 2𝜋/3.

У просторi Лобачевського кут 𝛼 гранi задовольняє 0 < 𝛼 < 𝜋/3. В обох

випадках внутрiшня геометрiя правильного тетраедра залежить вiд вели-

чини кута гранi. Взагалi не iснує розбиття сферичної площини або площи-

ни Лобачевського правильними трикутниками. Дослiдження нашої задачi

потребувало методи з рiманової геометрiї, топологiї, синтетичнi методи ро-

боти з сингулярностями та оцiнки з теорiї чисел.

Проста замкнена геодезична має тип (𝑝, 𝑞) на тетраедрi, якщо вона пе-

ретинає одну пару протилежних ребер у 𝑝 точках кожне, другу пару - у 𝑞

точках кожне, i у (𝑝 + 𝑞) точках кожне ребро третьої пари протилежних

ребер тетраедра. Пара взаємно простих натуральних чисел (𝑝, 𝑞) визначає

комбiнаторний тип геодезичної, тобто порядок, у якому геодезична пере-

тинає ребра тетраедра, з точнiстю до iзометрiї тетраедра. Вiдзначимо, що

це визначення не залежить вiд кривини граней тетраедра.

У Роздiлi 2 ми розглядали простi замкненi геодезичнi на правильних

тетраедрах у евклiдовому просторi. Вiдомо, що для кожної пари взаємно

простих натуральних чисел (𝑝, 𝑞) iснує цiлий клас простих замкнених геоде-

зичних типу (𝑝, 𝑞) на правильному тетраедрi у евклiдовому просторi (з

точнiстю до iзометрiї тетраедра). На розгортцi тетраедра геодезичнi, що

належать одному класу, паралельнi мiж собою. Зауважимо, що будь-яка

замкнена геодезична на правильному тетраедрi у евклiдовому просторi є

простою.

Ми показали, що у кожному класi простих замкнених геодезичних iснує

геодезична, яка проходить через середини двох пар протилежних ребер
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тетраедра. Як наслiдок, ми показали, що розгортка тетраедра вздовж про-

стої замкненої геодезичної складається з чотирьох рiвних багатокутникiв.

Будь-якi два сусiднi багатокутника переводяться один в одного поворотом

на кут 𝜋 навколо середини спiльного ребра.

У Роздiлi 3 розглядаються простi замкненi геодезичнi на правильних

тетраедрах у сферичному просторi. Якщо кут 𝛼 гранi тетраедра дорiвнює

2𝜋/3, то тетраедр є двомiрною сферою радiуса один. У цьому випадку на

ньому iснує нескiнченно багато простих замкнених геодезичних. Вони є ве-

ликими колами сфери. Надалi ми вважаємо, що кут 𝛼 задовольняє умовам

𝜋/3 < 𝛼 < 2𝜋/3.

На вiдмiну вiд евклiдового простору, на правильному тетраедрi у сфери-

чному просторi iснує скiнченна кiлькiсть простих замкнених геодезичних.

Довжина простої замкненої геодезичної менша 2𝜋. У роботi доведено на-

ступнi результати.

Теорема. Для будь-якої пари взаємно простих натуральних чисел (𝑝, 𝑞)

iснують такi числа 𝛼1, 𝛼2, де 𝜋/3 < 𝛼1 < 𝛼2 < 2𝜋/3, що

1) на правильному тетраедрi у сферичному просторi з кутом гранi

𝛼 ∈ (𝜋/3, 𝛼1) iснує проста замкнена геодезична типу (𝑝, 𝑞). Ця геодези-

чна єдина, з точнiстю до iзометрiї тетраедра, i вона проходить через

середини двох пар протилежних ребер тетраедра.

2) на правильному тетраедрi у сферичному просторi з кутом гранi

𝛼 ∈ (𝛼2, 2𝜋/3) не iснує простої замкненої геодезичної типу (𝑝, 𝑞).

У роботi Борисенка було знайдено необхiдну i достатню умову iснува-

ння простої замкненої геодезичної на правильному тетраедрi у сферично-

му просторi, у термiнах довжини абстрактної найкоротшої лiнiї розгортки

(згiдно з визначенням, поданим у статтi).

У Роздiлi 4 представлена повна класифiкацiя простих замкнених геоде-

зичних на правильному тетраедрi у просторi Лобачевського. Нагадаємо, що

у цьому випадку кут 𝛼 гранi тетраедра задовольняє умовам 0 < 𝛼 < 𝜋/3.

У роботi доведено наступнi результати.

3



Теорема. 1) Нехай (𝑝, 𝑞), 0 ≤ 𝑝 < 𝑞, – пара взаємно простих нату-

ральних чисел. Тодi на правильному тетраедрi з кутом гранi 𝛼 ∈ (0, 𝜋/3)

у просторi Лобачевського iснує проста замкнена геодезична типу (𝑝, 𝑞).

Ця геодезична єдина, з точнiстю до iзометрiї тетраедра, i вона прохо-

дить через середини двох пар протилежних ребер тетраедра.

2) Геодезичними типу (𝑝, 𝑞) вичерпуються усi простi замкненi геодезичнi

на правильному тетраедрi у просторi Лобачевського.

3) Асимптотичний рiст числа простих замкнених геодезичних довжини

не бiльше 𝐿 на правильному тетраедрi у просторi Лобачевського дорiвнює

𝑐(𝛼)𝐿2, де 𝐿 → ∞.

У Роздiлi ?? 5 вивчається iзометричне занурення пiдмноговидiв малої

ковимiрностi з iндукованою метрикою обертання у простiр Лобачевсько-

го. Розглядаються три природнi випадки, а саме, коли зовнiшня секцiйна

кривина iндукованої метрики 1) вiд’ємна, 2) нульова, 3) додатна. Отриманi

результати є узагальненням теорем, доведених у роботi Борисенка,стосовно

пiдмноговидiв з iндукованою метрикою обертання у евклiдовому просторi.

Теорема. Нехай 𝐹 𝑙 є пiдмноговидом простору Лобачевського 𝐻 𝑙+𝑝, i

нехай на 𝐹 𝑙 iндукована метрика обертання

𝑑𝑠2 =
(︀
𝑑𝑢1

)︀2
+ 𝜙2(𝑢1)𝑑𝜎2,

де 𝑑𝜎2 - рiманова метрика постiйної секцiйної кривини.

1) Припустимо 𝐹 𝑙 має вiд’ємну зовнiшню секцiйну кривину та 𝑝 = 𝑙− 1.

Якщо геодезичнi координатнi лiнiї 𝑢1 iндукованої метрики обертання 𝐹 𝑙

є лiнiями кривини, то пiдмноговид 𝐹 𝑙 є пiдмноговидом обертання.

2) Припустимо 𝐹 𝑙 має нульову зовнiшню секцiйну кривину та 𝑝 = 1.

Якщо геодезичнi координатнi лiнiї 𝑢1 iндукованої метрики обертання 𝐹 𝑙 є

лiнiями кривини, то пiдмноговид 𝐹 𝑙 є цилiндром, конусом або асимптотич-

ним конусом (в залежностi вiд кривини метрики 𝑑𝜎2) з одномiрною твiр-

ною.

3) Припустимо 𝐹 𝑙 має нульову зовнiшню секцiйну кривину та 𝑝 = 1.

Якщо 𝑙 > 2, тодi 𝐹 𝑙 є гiперповерхнею обертання. Якщо 𝑙 = 2 та гео-
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дезичнi координатнi лiнiї 𝑢1 є лiнiями кривини, то гiперповерхня 𝐹 2 є

поверхнею обертання у просторi Лобачевського 𝐻3.

Доведення проводиться у моделi просторi Лобачевського як у пiдмного-

видi псевдоевклiдового простору з iндукованою метрикою постiйної вiд’ємної

кривини.

Ключовi слова: простi замкненi геодезичнi, правильний тетраедр, сфе-

ричний простiр, простiр Лобачевського, пiдмноговид обертання.
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Abstract

D. Sukhorebska, “Simple closed geodesics on regular tetrahedra in spaces of

constant curvature” – Scholarly manuscript.

PhD Thesis in Mathematics (speciality code: 111). B. Verkin Institute for

Low Temperature Physics and Engineering of the National Academy of Sciences

of Ukraine.

In the Thesis all simple closed geodesics on a regular tetrahedron in three-

dimensional spherical or hyperbolic spaces are described.

A geodesic is a locally shortest curve. On a convex polyhedron a geodesic has

following properties: 1) it consists of line segments on faces of the polyhedron;

2) it forms equal angles with an edge on the adjacent faces; 3) the geodesic

cannot pass through a vertex of the convex polyhedron. A geodesic is called

simple if it has no points of self intersection and doesn’t go along itself.

In Chapter 1 we presented an overview of the literature about properties

of closed geodesics on regular closed surfaces of positive or negative curvature

and on polyhedra in Euclidean space.

In Euclidean space the faces of a tetrahedron have zero Gaussian curvature,

and the curvature of the tetrahedron is concentrated only on its vertices. The

classification of closed geodesics on a regular tetrahedron in Euclidean space

follows from a fact that a development of the tetrahedron along the geodesic

is contained in a standard triangular tiling of Euclidean plane. Vertices of the

tiling can be labelled in such way that for any development the labelling of the

vertices of the tetrahedron matches the labelling of the vertices of the tiling [?].

In spherical or hyperbolic space the Gaussian curvature of faces of a tetrahedron

is 1 or −1 respectively. The curvature of a tetrahedron is determined not only

by its vertices, but also by its faces. In spherical space the planar angle 𝛼 of

a face of a regular tetrahedron satisfies the conditions 𝜋/3 < 𝛼 ≤ 2𝜋/3. In

hyperbolic space the planar angle 𝛼 satisfies the inequalities 0 < 𝛼 < 𝜋/3. In
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both cases the intrinsic geometry of the tetrahedron depends on the value of

the planar angle. In general there is no tiling of hyperbolic or spherical plane by

regular triangles. For solving our problem it was necessary to use methods from

Riemannian geometry, topology, synthetic singular methods and evaluations

from the number theory.

A simple closed geodesic 𝛾 on a tetrahedron has type (𝑝, 𝑞) if 𝛾 has 𝑝 points

on each of two opposite edges of the tetrahedron, 𝑞 points on each of other two

opposite edges, and (𝑝 + 𝑞) points on each edge of the third pair of opposite

edges. The pair of coprime integers (𝑝, 𝑞) determines the combinatorial type of

the geodesic, and hence the order of intersections of the geodesic with edges of

the tetrahedron, up to isometries of the tetrahedron. Note, that this definition

doesn’t depend on the curvature of the ambient space of the tetrahedron.

In Chapter 2 we consider simple closed geodesics on a regular tetrahedron

in Euclidean space. It was known that for each ordered pair of coprime integers

(𝑝, 𝑞) there exists a class of simple closed geodesics of type (𝑝, 𝑞) on a regular

tetrahedron in Euclidean space (up to isometries of the tetrahedron). Geodesics

from one class are parallel to each other on a development of the tetrahedron.

Note, that any closed geodesic is simple on a regular tetrahedron in Euclidean

space [?].

We proved that in each class of simple closed geodesics of type (𝑝, 𝑞) there

is one that passes through the midpoints of two pairs of opposite edges of

the tetrahedron. As a consequence, we showed that the development of the

tetrahedron obtained by unrolling along a closed geodesic consists of four equal

polygons. Any two adjacent polygons are mapped to each other by rotating

through an angle 𝜋 around the midpoint of their common edge.

In Chapter 3 we consider simple closed geodesics on regular tetrahedra in

spherical space. If the planar angle 𝛼 of the regular tetrahedron equals 2𝜋/3,

then the tetrahedron is the two-dimensional unit sphere. Hence there are infini-

tely many simple closed geodesics on it and they are great circles of the sphere.

Thus we assume 𝛼 satisfies the inequalities 𝜋/3 < 𝛼 < 2𝜋/3.
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We showed that, unlike to Euclidean space, on a regular tetrahedron in

spherical space there exist a finite number of simple closed geodesics. The length

of a simple closed geodesic is less than 2𝜋. The following result was proved.

Theorem. For any coprime integers (𝑝, 𝑞), 0 ≤ 𝑝 < 𝑞 there exist numbers

𝛼1 and 𝛼2, satisfying the inequalities 𝜋/3 < 𝛼1 < 𝛼2 < 2𝜋/3, such that

(i) if 𝜋/3 < 𝛼 < 𝛼1, then on a regular tetrahedron in spherical space wi-

th the planar angle 𝛼 there exists a simple closed geodesic 𝛾 of type

(𝑝, 𝑞). The geodesic 𝛾 is unique, up to the rigid motion of the tetrahedron,

and 𝛾 passes through the midpoints of two pairs of opposite edges of the

tetrahedron.

(ii) if 𝛼2 < 𝛼 < 2𝜋/3, then on a regular tetrahedron with the planar angle 𝛼

there is no simple closed geodesic of type (𝑝, 𝑞).

In [?] Borisenko proved a necessary and sufficient condition for the existence

of a simple closed geodesic on a regular tetrahedron in spherical space in terms

of the length of an abstract shortest curve in the development (according to

the definitions from this article).

In Chapter 4 we present the full classification of simple closed geodesics

on a regular tetrahedron in hyperbolic space. Recall that the planar angle 𝛼

of a regular tetrahedron in hyperbolic space satisfies 0 < 𝛼 < 𝜋/3. We proved

following results

Theorem. 1) Let (𝑝, 𝑞) be a pair of coprime integers, and 0 ≤ 𝑝 < 𝑞.

Then on a regular tetrahedron with the planar angle 𝛼 ∈ (0, 𝜋/3) in hyperbolic

space there exists a simple closed geodesic 𝛾 of type (𝑝, 𝑞). This geodesic 𝛾 is

unique, up to the rigid motion of the tetrahedron, and 𝛾 passes through the

midpoints of two pairs of opposite edges of the tetrahedron.

2) Geodesics of type (𝑝, 𝑞) exhaust all simple closed geodesics on a regular

tetrahedron in hyperbolic space.

3) The asymptotic growth of the number of simple closed geodesics of length at

most 𝐿 on a regular tetrahedron in hyperbolic space is equal to 𝑐(𝛼)𝐿2, when

𝐿 → ∞, and 𝑐(𝛼) > 0 far all 𝛼 ∈ (0, 𝜋/3).
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In Chapter 5 we consider an isometric immersion of a submanifold of low

codimension with an induced metric of revolution in hyperbolic space. We consi-

der the following three natural cases, when the extrinsic sectional curvature of

the induced metric is 1) negative; 2) zero; 3) positive. The obtained results are

the generalization of the theorems proved by Borisenko [?] for the submanifolds

with induced metric of revolution in Euclidean space.

Theorem. Let 𝐹 𝑙 be a submanifold of hyperbolic space 𝐻 𝑙+𝑝 with induced

metric of revolution

𝑑𝑠2 =
(︀
𝑑𝑢1

)︀2
+ 𝜙2(𝑢1)𝑑𝜎2,

where 𝑑𝜎2 is a Riemannian metric of constant sectional curvature.

1) Suppose 𝐹 𝑙 has negative extrinsic sectional curvature and 𝑝 = 𝑙 − 1. If

geodesic coordinate lines 𝑢1 of the induced metric are lines of curvature of 𝐹 𝑙,

then the submanifold 𝐹 𝑙 is a submanifold of revolution in 𝐻2𝑙−1.

2) Suppose 𝐹 𝑙 has zero extrinsic sectional curvature and 𝑝 = 1. If the geodesic

coordinate lines 𝑢1 of the induced metric are the lines of curvature of 𝐹 𝑙, then

the submanifold 𝐹 𝑙 is either a cylinder, or a cone, or an asymptotic cone

(depending on the curvature of 𝑑𝜎2) with one-dimensional generator.

3) Suppose 𝐹 𝑙 has positive extrinsic sectional curvature and 𝑝 = 1. If 𝑙 > 2,

then 𝐹 𝑙 is a hypersurface of revolution. If 𝑙 = 2 and the coordinate lines 𝑢1 are

lines of curvature, then 𝐹 2 is a hypersurface of revolution in 𝐻3.

The proof is carried out in the model of hyperbolic space as in a submanifold

of the pseudoeuclidean space. The condition 𝑝 = 𝑙−1 in the first case is natural,

since there is no submanifold of codimension < 𝑙− 1 with a metric of negative

extrinsic sectional curvature. To prove the third case we use the Pogorelov’s

transformation of hyperbolic space into Euclidean.

Keywords: simple closed geodesics, regular tetrahedron, spherical space,

hyperbolic space, submanifolds of revolution.
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