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АНОТАЦIЯ

Багрова О.М. ЕЛЕКТРОМЕХАНIЧНI ЯВИЩА В НОР­
МАЛЬНИХ ТА НАДПРОВIДНИХ НАНОСТРУКТУРАХ НА
ОСНОВI РУХОМОЇ КВАНТОВОЇ ТОЧКИ. — Рукопис.

Дисертацiя на здобуття наукового ступеня доктора фiлософiї за спецi­
альнiстю 104 – фiзика та астрономiя. – Фiзико-технiчний iнститут низьких
температур iменi Б.I. Вєркiна НАН України, Харкiв, 2023.

Дисертацiя присвячена вивченню нових фундаментальних явищ, якi ви­
никають внаслiдок електромеханiчного зв’язку в мезоскопiчних системах на
основi рухомої квантової точки.

У вступi коротко обґрунтовано актуальнiсть теми дисертацiї, визначе­
но мету та основнi завдання дослiдження, а також об’єкт, предмет i методи
дослiдження. Сформульовано наукову новизну та практичне значення отри­
маних результатiв. Наведено вiдомостi про публiкацiї, особистий внесок здо­
бувача та апробацiю результатiв дисертацiї. Також приведено вiдомостi про
структуру та обсяг дисертацiйної роботи.

Роздiл 1 присвячено огляду та аналiзу лiтератури за темою дисертацiї.
Розглянуто основнi явища, якi виникають при транспортуваннi електронiв че­
рез одноелектронний транзистор. Зокрема, введено пiдхiд Ландауера-Бюттi­
кера та поняття кулонiвської блокади тунелювання електронiв. Пункт 1.1.2
присвячено розгляду поляронних ефектiв у транспортi електронiв у молеку­
лярних транзисторах. Зокрема, обговорюється походження блокади Франка­
Кондона (поляронної) i поляронного звуження ширини енергетичного рiвня,
а також немонотонна температурна залежнiсть диференцiальної провiдностi.
Окрiм того, в останнiй частинi пункту 1.1.2 коротко розглянуто окремий
випадок нерiвноважної вiбронної пiдсистеми.

На вiдмiну вiд першої частини роздiлу 1, де обговорюється вплив ме­
ханiчних коливань квантової точки на транспорт електронiв, на противагу
цьому в подальших частинах розглядається еволюцiя механiчної пiдсистеми
пiд впливом тунелювання електронiв. Так, у пiдроздiлi 1.2 введено поня­
ття керованого кубiта та формулу Ландау-Зенера-Штукельберга-Майорани
для ймовiрностi переходу. Крiм того, обговорено деякi протоколи для кван­
тових кодiв корекцiї помилок та їх важливiсть для подальшого розгляду. У
пiдроздiлi 1.3 розглянуто природу явища механiчної нестiйкостi.



3

Роздiл 2 присвячено розгляду та аналiзу поляронних ефектiв, якi ви­
никають завдяки нерiвноважнiй когерентнiй вiброннiй пiдсистемi.

У пiдроздiлi 2.1 представлено модель системи, що розглядається.
Одномолекулярний транзистор складається з макромолекули, яку розмiще­
но мiж двома об’ємними електродами, до яких прикладено постiйну тягнучу
напругу. Квантова точка, яка моделює молекулу, зазнає квантових коливань
у напрямку, перпендикулярному до напрямку переносу електронiв. За допо­
могою напруги на затворi виникає можливiсть керування енергiєю одноеле­
ктронного рiвня квантової точки.

У пiдроздiлi 2.2 представлено гамiльтонiан дослiджуваної системи та
отримано рiвняння для матрицi густини електронної пiдсистеми.

У пiдроздiлi 2.3 отримано аналiтичний вираз для електричного стру­
му через одномолекулярний транзистор. У пiдроздiлi 2.4 наведено та про­
аналiзовано результати чисельних розрахункiв вольт-амперних (I-V ) хара­
ктеристик (ВАХ). Встановлено вiдповiднiсть мiж ВАХ, отриманими в припу­
щеннi, що вiбронна пiдсистема перебуває в когерентному (нерiвноважному)
станi, та франк-кондонiвськими сходинками для вiбронiв у рiвноважному ста­
нi. Показано, що на вiдмiну вiд теорiї Франка-Кондона, у випадку когерен­
тних вiбронiв сходинки на вольт-амперних характеристиках є нерегулярними.
Бiльш того, для когерентного стану вiбронiв струм насичення виникає при
значно менших тягнучих напругах. Останнiй факт може бути вирiшальним в
експериментах, якi вимагають роботи в режимi зняття поляронної блокади,
тобто максимальних струмiв.

У пiдроздiлi 2.5 знайдено аналiтичну формулу для електричного стру­
му. Наближення дає гарне узгодження з основними чисельними результата­
ми.

Роздiл 3 присвячено отриманню та аналiзу заплутаностi, яка виникає
мiж електронними та механiчними ступенями свободи в надпровiдному нано­
електромеханiчному пристрої.

У пiдроздiлi 3.1 представлено модель наноелектромеханiчного при­
строю, що розглядається. Система складається з надпровiдного нанодроту,
що пiдвiшений мiж двома надпровiдними електродами. Нанодрiт, який роз­
глядається як зарядовий кубiт (сховище куперiвських пар), зазнає згиналь­
них коливань у напрямку, перпендикулярному до осi нанодроту. Окрiм того,
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нанодрiт з’єднаний з електродами затвора за допомогою ємнiсного зв’язку,
що дозволяє керувати вiдстанню мiж енергетичними рiвнями кубiта. До то­
го ж, рiзниця фаз мiж надпровiдними електродами може бути пiдлаштована
постiйною тягнучою напругою, що прикладена до них, як результат нестацiо­
нарного ефекту Джозефсона. Також представлено гамiльтонiан системи.

У пiдроздiлi 3.2 знайдено часову еволюцiю чистого стану системи.
Показано, що початковий чистий стан еволюцiонує до стану, представлено­
го заплутанiстю мiж двома станами кубiта та двома когерентними станами
механiчного резонатора.

У пiдроздiлi 3.3, який представляє основний результат цього роздi­
лу, запропоновано i виведено специфiчний протокол манiпуляцiї тягнучою
напругою, який призводить до утворення заплутаностi мiж двома станами
зарядового кубiта i двома станами типу "Schrödinger cat" (суперпозицiя двох
когерентних станiв), починаючи з чистого стану. Розглянутий протокол зав­
дяки своїй простотi може бути ефективно реалiзований в експериментах з ко­
дуванням квантової iнформацiї з електронних станiв кубiта до когерентних
(зокрема, так званих "cat states") наномеханiчного резонатора. До того ж,
"cat states" завдяки своїй структурi не чутливi до виникнення помилок. Та­
ким чином, запропонована схема не потребує додаткових протоколiв корекцiї
квантових помилок.

У пiдроздiлi 3.4 розглянуто ентропiю заплутаностi (фон Неймана) з
метою кiлькiсного аналiзу заплутаностi мiж зарядовими станами кубiта i ко­
герентними станами наномеханiчного резонатора. Далi в пiдроздiлi 3.5 обго­
ворено часову еволюцiю механiчної пiдсистеми. Чiтке обґрунтування наявно­
стi заплутаностi представлено шляхом аналiзу вiдповiдних функцiй Вiгнера.

У пiдроздiлi 3.6 описано чiткий метод для експериментального вияв­
лення заплутаностi шляхом вимiрювання середнього струму.

Роздiл 4 присвячено розгляду та аналiзу наномеханiчних явищ, якi ви­
никають завдяки ефекту близькостi в наступному гiбридному наноелектроме­
ханiчному пристрої. Система, що розглядається, включає вуглецеву нанотруб­
ку, пiдвiшену над канавкою в звичайному металевому електродi i розмiщену
в промiжку мiж двома надпровiдними електродами. Крiм того, нанотрубка
зазнає згинальних коливань мiж двома надпровiдними електродами таким
чином, що згинання нанотрубки перемiщує її ближче до одного електрода



5

i далi вiд iншого. Це призводить до залежних вiд положення амплiтуд ту­
нелювання. До того ж, завдяки наявностi рiзницi фаз мiж надпровiдними
електродами, недiагональний параметр порядку квантової точки виникає в
результатi надпровiдного ефекту близькостi. На додаток, тягнуча напруга,
що прикладена до нормального електрода, спричиняє направлену динамiку
електронiв у системi.

У пiдроздiлi 4.1 напiвкласичний пiдхiд в рамках наближення матрицi
густини використано для отримання та аналiзу режиму нестiйких станiв
механiчної пiдсистеми.

У пунктi 4.1.1 вводиться модель дослiджуваного наноелектромеханi­
чного пристрою та його гамiльтонiан. У пунктi 4.1.2 розглянуто наближення
матрицi густини. Виведено систему рiвнянь для елементiв матрицi густини
разом з нелiнiйним диференцiальним рiвнянням другого порядку для коор­
динати квантової точки. Крiм того, в пунктi 4.1.3 формалiзм функцiй Грiна
використано для знаходження параметра порядку квантової точки, який ви­
никає за рахунок надпровiдного ефекту близьостi.

У пунктi 4.1.4 розгляд в рамках адiабатичного режиму дозволяє спро­
стити задачу до одного нелiнiйного диференцiального рiвняння (яке є цен­
тральним у цьому роздiлi) для координати квантової точки i аналiтично про­
аналiзувати його за допомогою методу лiнеаризацiї, як у пунктi 4.1.5. Крiм
того, в пунктi 4.1.6 використано метод усереднення Крилова-Боголюбова
для знаходження наближеного розв’язку та аналiзу режимiв, в яких може
працювати наноелектромеханiчна система, що розглядається. Розглянуто два
стани механiчної пiдсистеми. Зокрема, показано, що в механiчно нестiйкому
режимi виникають граничнi цикли самопiдтримних коливань. До того ж, має
мiсце ефект самонасичення. У пунктi 4.1.7 основнi результати узагальнено
на випадок несиметричних тунельних контактiв i впливу термодинамiчного
оточення.

У пунктi 4.1.8 обговорюється можливiсть експериментального виявле­
ння механiчної нестiйкостi в системi за допомогою вимiрювання електричного
струму. Продемонстровано, що дана система може працювати в транзистор­
ному та дiодному режимах.

У пунктi 4.1.9 обговорюється чисельно розрахована еволюцiя розгля­
нутої системи в дiабатичнiй границi, що не може бути зроблено аналiтично.
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У пiдроздiлi 4.2 враховано вплив квантово-механiчних флуктуацiй.
Продемонстровано, що можна досягти режиму охолодження до основного
стану в результатi ефекту близькостi.

У пунктi 4.2.1 введено гамiльтонiан наноелектромеханiчної системи,
що розглядається. У пунктi 4.2.2 виведено систему рiвнянь, яка описує ди­
намiку в стацiонарному режимi, i проаналiзовано її за допомогою представ­
лення функцiй Вiгнера.

У пунктi 4.2.3 розглянуто режим охолодження наномеханiчних коли­
вань.

У пунктi 4.2.4 розглянуто електричний струм через систему. Показа­
но, що охолодження механiчних коливань i, зокрема, охолодження до основ­
ного стану можна експериментально дослiдити за допомогою вимiрювання
електричного струму.

Ключовi слова: квантова точка, наноелектромеханiчна система, моле­
кулярний транзистор, когерентний стан, ефект близькостi, кубiт.
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ABSTRACT

Bahrova O.M. ELECTROMECHANICAL PHENOMENA IN
NORMAL AND SUPERCONDUCTING NANOSTRUCTURES
BASED ON A MOVABLE QUANTUM DOT. — Manuscript.

Dissertation for a Doctor of Philosophy degree on speciality 104 – Physics
and Astronomy. — B. Verkin Institute for Low Temperature Physics and Engi­
neering, NAS of Ukraine, Kharkiv, 2023.

The dissertation is devoted to the study of new fundamental phenomena
which emerge due to electromechanical coupling in mesoscopic systems based on
movable quantum dot.

In the introduction it is briefly justified the relevance of the dissertation
topic, defined the purpose and main tasks of the research, as well as objects,
subject and research methods. The scientific novelty and practical value of the
obtained results are formulated. The information about the publications, the
personal applicant’s contribution and the approbation of the results of the di­
ssertation are discussed. The information about the structure and volume of the
dissertation is also given.

The chapter 1 is devoted to the review and analysis of the literature
related to the topic of the dissertation. The main phenomena which arise in the
electron transport through a single-electron transistor, are considered. Namely,
Landauer-Büttiker approach and the Coulomb blockade of electron tunneling
are introduced. The subsection 1.1.2 is devoted to the polaronic effects in
transport of electrons in molecular transistors. In particular, the origin of the
Franck-Condon (polaronic) blockade and polaronic narrowing of the energy level
width are discussed as well as non-monotonic temperature dependence of the di­
fferential conductance. In addition, in the last part of the subsection 1.1.2 a
special case of a non-equilibrium vibron subsystem is briefly considered.

In contrast to the first part of the chapter 1, where influence of the mechani­
cal vibrations of a quantum dot on the electron transport is discussed, in the
further parts we alternatively take into account the evolution of the mechanical
subsystem under an impact of the tunneling of electrons. Thus, in the section 1.2
the concept of a driven qubit and Landau-Zener-Stückelberg-Majorana formula
for transition probability are introduced. Also, some protocols for quantum error
correction codes and its importance in the further consideration are discussed. In
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the section 1.3 nature of the mechanical instability phenomenon and key results
are considered.

The chapter 2 is devoted to the derivation and analysis of polaronic effects
which emerge due to the non-equilibrium coherent vibron subsystem.

In the section 2.1 a model device is introduced. A single-molecule transistor
consists of a big molecule which is placed between two bulk electrodes biased
by a constant voltage. The quantum dot which models the molecule, undergoes
quantum oscillations in the direction perpendicular to the electron transport flow.
It also gated by the gate voltage in order to control the energy of a single-electron
level in the quantum dot.

In the section 2.2 Hamiltonian of the system under consideration is
presented and equations for the density matrix of the electronic subsystem are
obtained.

In the section 2.3 an analytical expression for the electric current through
the single-molecular transistor is derived. In the section 2.4 results of numerical
calculations for the current-voltage characteristics (I-V curves) are presented and
analysed. The correspondence between the current-voltage curves obtained for the
assumption of the vibron subsystem being in coherent (non-equilibrium) state and
Franck-Condon steps for equilibrated vibrons are drawn. It is demonstrated that
in contrast to the Franck-Condon theory, in our case of coherent vibrons steps in
the current-voltage characteristics are completely non-regular. Moreover, for the
vibrons being in coherent state, the current saturates at much lower bias voltages.
This can be effective in experiments which require working in a regime out of the
polaronic blockade, i.e., maximal currents.

In the section 2.5 a quite simple analytical formula for the electric current
is found. The approximation gives high-precision agreement with the main results.

The chapter 3 is devoted to the obtaining and analysis of entanglement
between electronic and mechanical degrees of freedom in a superconducting
nanoelectromechanical device.

In the section 3.1 a model of the nanoelectromechanical device under
consideration is introduced. The system consists of a superconducting nanowi­
re suspended over two superconducting leads. The nanowire which is treated as
a charge qubit (Cooper pair box), undergoes bending vibrations in the perpendi­
cular to the nanowire axis direction. Furthermore, the nanowire is capacitively
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coupled to the gate electrodes which allow one to control the difference between
the energy levels of the qubit. Also, the superconducting phase difference between
the electrodes can be tuned by the constant bias voltage applied to them as a
result of non-stationary (ac) Josephson effect. The Hamiltonian of the system is
derived.

In the section 3.2 time evolution of the pure state of the system is found.
It is demonstrated that initial pure state evolves into the state represented by
entanglement between the two qubit states and two coherent states of the mechani­
cal resonator.

In the section 3.3, which represents the main result of this chapter, we
propose and derive a specific bias voltage manipulation protocol which results in
the formation of entanglement between two states of the charge qubit and two
Schrödinger-cat states (superposition of two coherent states) starting from the
initial pure state. The considered protocol due to its simplicity can effectively
be implemented in experiments with encoding quantum information from the
electronic qubit states to coherent (cat states, in particular) of a nanomechanical
resonator. Moreover, the cat states due to its structure are not sensitive to errors.
Thus, the proposed scheme does not require additional quantum error correction
protocols.

In the section 3.4 the entanglement (von Neumann) entropy is considered
in order to quantitatively analyse the entanglement between charge states of the
qubit and coherent states of the nanomechanical resonator. Further, in the section
3.5 time evolution of the mechanical subsystem is discussed. A clear justification
of presence of the entanglement is presented by analysing corresponding Wigner
functions.

In the section 3.6 an experimentally feasible method for the detection of
signatures of the entanglement by measuring average current is discussed.

The chapter 4 is devoted to the derivation and analysis of nanomechani­
cal phenomena which arise due to proximity effect in the following hybrid
nanoelectromechanical device. The system under consideration involves a carbon
nanotube suspended above a trench in a normal metal electrode and positioned
in a gap between two superconducting leads. Moreover, the nanotube undergoes
bending vibrations in between two superconducting electrodes in such a way that
the bending of the nanotube moves it closer to one electrode and further away
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from the other. It results in the position-dependent tunneling amplitudes. In
addition, due to the presence of superconducting phase difference between the
leads, the off-diagonal order parameter of the quantum dot emerges as a result of
superconducting proximity effect. Lastly, the bias voltage applied to the normal
electrode induces directed electron dynamics in the system.

In the section 4.1 the semi-classical approach within the density matrix
approximation is used to obtain and analyse the regime of mechanically unstable
states.

In the subsection 4.1.1 the model of the considered nanoelectromechanical
device and Hamiltonian are introduced. In the subsection 4.1.2 the density
matrix approximation is considered. The system of equation for the density matrix
elements together with the second-order nonlinear differential equation for the
quantum dot displacement is derived. Additionally, in the subsection 4.1.3 the
Green function formalism is used to find the quantum dot order parameter induced
by superconducting proximity effect.

In the subsection 4.1.4 the consideration within an adiabatic limit allow
one to simplify the problem to one strongly nonlinear differential equation (which
is the central one in this chapter) for the displacement and analytically analyse it
by using a simple linearization method as in subsection 4.1.5. Furthermore, in
the subsection 4.1.6 the Krylov-Bogoliubov method of averaging is used to find
an approximate solution and analyse regimes in which the nanoelectromechanical
system under consideration can operate. Two states of mechanical subsystem are
discussed. In particular, it is demonstrated that in the mechanically unstable regi­
me the limit cycles of self-sustained oscillations occur. Moreover, the self-saturati­
on effect takes place. In the subsection 4.1.7 the main results are generalized
to the case of asymmetric tunnel contacts and the influence of a thermodynamic
environment.

In the subsection 4.1.8 a possibility to experimentally detect the mechani­
cal instability in the system due to electric current measurements is discussed. It
is demonstrated that the device can operate in transistor and diode regimes.

In the subsection 4.1.9 we discuss numerically calculated time evolution
of the considered system in the diabatic limit which cannot be done analytically.



11

In the section 4.2 quantum-mechanical fluctuations are taken into account.
It is demonstrated that we can achieve ground-state cooling regime as a result of
the superconducting proximity effect.

In the subsection 4.2.1 Hamiltonian of the nanoelectromechanical under
consideration is introduced. In the subsection 4.2.2 the system of equations that
describes dynamics in the stationary regime is derived and analysed by using the
Wigner function representation.

In the subsection 4.2.3 the regime of cooling of nanomechanical vibrations
is discussed.

In the subsection 4.2.4 the electric current through the system is di­
scussed. It is demonstrated that the cooling of the mechanical vibrations and
ground-state cooling, particularly, can be experimentally explored via electric
current measurements.

Keywords: Quantum dot (QD), nanoelectromechanical system (NEMS),
molecular transistor, coherent state, proximity effect, qubit.
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ВСТУП

Обрунтування актуальностi теми дослiдження. Нанотехнологiї
знаходяться на передньому краї сучасної науки. Сучасна технiка дозволяє
манiпулювати молекулярними орбiталями однiєї молекули та створювати на
основi молекул транзистори високої якостi. Одномолекулярнi транзистори,
якi найчастiше вивчаються в експериментах, являють собою пристрiй на осно­
вi макромолекул (фулеренiв або вуглецевих нанотрубок), де ця молекула є
тунельно з’єднана з електродами витоку i стоку та ємнiсно з’єднана з електро­
дом затвора. В результатi взаємодiї механiчних (вiбронних) та електронних
ступенiв свободи транспортнi властивостi такого нанорозмiрного транзистора
кардинально змiнюються.

Основним новим ефектом, який спричинено впливом вiбронної пiдсисте­
ми, є поява непружних каналiв тунелювання електронiв в одноелектронному
транзисторi. Для сильної електрон-вiбронної взаємодiї електричний струм
при низьких напругах сильно пригнiчується (блокада Франка-Кондона або
поляронна блокада), а зняття цiєї блокади напругою або температурою при­
зводить до сходинкоподiбної вольт-амперної характеристики та немонотонної
температурної залежностi провiдности. Якщо вiброннi збудження централь­
ної частини транзистора пов’язанi з тепловим оточенням, а час релаксацiї їх
набагато менший за характерний час тунелювання електронiв, то вiбронна
пiдсистема перебуває в рiвноважному станi. Зазвичай розглядається транс­
порт електронiв через молекулярний транзистор для випадку, коли вiброн­
на пiдсистема перебуває у рiвноважному станi. Однак, такий пiдхiд не дає
правильного результату, коли зв’язок вiбронної пiдсистеми з навколишнiм
середовищем є слабким.

З iншого боку, наноелектромеханiчнi системи (НЕМСи) передбачають
ефективний пiдхiд для дослiдження квантово-механiчної взаємодiї мiж ме­
ханiчною та електронною пiдсистемами. Одним з найважливiших явищ, що
лежить в основi функцiональностi НЕМС є генерацiя самопiдтримних меха­
нiчних коливань пiд дiєю постiйної напруги. До того ж наноелектромеханi­
чнi системи передбачають манiпулювання механiчним рухом нанооб’єкта за
допомогою електронної динамiки. Iснує багато пiдходiв до керування наноме­
ханiчними характеристиками, що забезпечують низку нових функцiональних
можливостей роботи нанопристроїв, зокрема, накачка або охолодження меха­
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нiчної пiдсистеми. Один з основних пiдходiв використовує електронний потiк
через наносистему, iндукований або тягнучою напругою, або перепадом тем­
ператури мiж двома електродами.

Загалом iснує кiлька типiв взаємодiї мiж електронною та механiчною
пiдсистемами. Найчастiше така взаємодiя виникає завдяки локалiзацiї заря­
ду або спiну електрона. Однак включення до складу НЕМС надпровiдних
елементiв дозволяє використовувати зв’язок, що виникає за рахунок делока­
лiзацiї куперiвських пар, як основу для пiдвищення ефективностi електроме­
ханiчних пристроїв.

Описане вище коло невирiшених питань, що стосуються дослiдження
наноелектромеханiчних систем i поляронних ефектiв в молекулярних транзи­
сторах, визначає актуальнiсть теми дослiдження даної дисертацiйної робо­
ти.

Зв’язок роботи з науковими програмами, планами, темами
Дисертацiйна робота виконана у Фiзико-технiчному iнститутi низьких

температур iм. Б.I. Вєркiна НАН України в рамках тематичного плану
ФТIНТ iм. Б.I. Вєркiна НАНУ за вiдомчими тематиками: «Теоретичнi до­
слiдження колективних явищ у квантових конденсованих структурах та на­
номатерiалах» (номер державної реєстрацiї 0117U002292, шифр 1.4.10.26.4,
термiн виконання 2017 – 2021 рр.), «Теоретичнi дослiдження квантових явищ
у складних низьковимiрних конденсованих середовищах» (номер державної
реєстрацiї 0122U001505, шифр 1.4.10.26.5, термiн виконання 2022 – 2026 рр.).
Частина дисертацiйної роботи була виконана в Центрi теоретичної фiзики
складних систем iнституту фундаментальних наук у Теджонi, Руспублiка Ко­
рея (Center for Theoretical Physics of Complex Systems, Institute for Basic Sci­
ence) в рамках проектiв Condensed matter theory at nanoscale (IBS-R024-D1)
та Disorder and chaos in low-dimensional systems (IBS Young Scientist Fellowship
(IBS-R024-Y3-2021)).

Мета i задачi дослiдження.
Метою дисертацiйної роботи є теоретичний опис квантових ефектiв в

транспортi електронiв у наноелектромеханiчних системах та молекулярних
транзисторах.

Для досягнення поставленої мети в роботi необхiдно було вирiшити на­
ступнi завдання:
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– дослiдити електронний транспорт через одномолекулярний транзи­
стор для випадку, коли механiчна пiдсистема знаходиться у нерiвно­
важному станi, зокрема, когерентному станi;

– отримати еволюцiю в часi надпровiдної наноелектромеханiчної систе­
ми на основi вуглецевої нанотрубки;

– дослiдити характер заплутаностi мiж зарядовими станами кубiта та
когерентними станами наномеханiчного осцилятора;

– дослiдити динамiку гiбридного наноелектромеханiчного пристрою,
яка виникає за рахунок надпровдного ефекту близькостi;

– отримати областi механiчної нестiйкостi такої системи;
– дослiдити вплив квантових флуктуацiй на стацiонарний стан гiбри­

дної наномеханiчної системи на основi вуглецевої нанотрубки.
Об’єктом дослiдження дисертацiйної роботи є квантовий транспорт

електронiв в наноструктурах на основi рухомої квантової точки.
Предметом дослiдження є механiчна нестiйкiсть та процеси тунелю­

вання в наноелектромеханiчних системах, зокрема, молекулярних транзисто­
рах.

Методи дослiдження. Результати дисертацiйної роботи отриманi з
використанням методiв теоретичної фiзики конденсованого стану. Для аналi­
тичного знаходження областей механiчної нестiйкостi та дослiдження поля­
ронних ефектiв в наноелектромеханiчних системах використаний метод ма­
трицi густини та теорiя збурень. Також, для знаходження ефектiв, пов’язаних
з когерентними осциляцiями в молекулярному транзисторi, були проведенi
чисельнi розрахунки (розв’язання системи диференцiальних рiвнянь методом
Рунге-Кутта).

Наукова новизна отриманих результатiв.
1. Вперше дослiджено електронний транспорт через одномолекулярний

транзистор для випадку, коли механiчна пiдсистема знаходиться у не­
рiвноважному когерентному станi, зокрема, отримано вольт-ампернi
характеристики такого транзистора;

2. Вперше показана можливiсть генерацiї квантової заплутаностi мiж
зарядовими станами кубiта та когерентними станами наномеханiчно­
го резонатора за допомогою протоколу манiпуляцiї тягнучою напру­
гою;
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3. Вперше дослiджено квантову динамiку гiбридної наноелектромеханi­
чної системи на основi вуглецевої нанотрубки, що виникає завдяки
надпровiдному ефекту близькостi;

4. Вперше знайдено областi нестiйкостi для наноелектромеханiчної си­
стеми на основi вуглецевої нанотрубки та отримано явище самона­
сичення, що виникають як результат делокалiзацiї куперiвських пар
завдяки ефекту близькостi;

5. Вперше теоретично отримано ефект охолодження до основного ста­
ну наномеханiчних коливань для наноелектромеханiчної системи, де
електромеханiчний зв’язок має квантову природу — виникає в наслi­
док ефекту близькостi.

Практичне значення отриманих результатiв.
Результати дослiджень, якi представленi в дисертацiйнiй роботi, мають

фундаментальне значення, оскiльки поглиблюють i поширюють знання що­
до транспорту електронiв у наноелектромеханiчних системах. Передбаченi в
роботi ефекти, такi як самопiдтримнi наномеханiчнi коливання та охолодже­
ння до основного стану наномеханiчних осциляцiй можуть бути виявленi в
експериментах. Отриманi протоколи манiпулювання тягнучою напругою мо­
жуть бути використанi в кодуваннi квантової iнформацiї мiж станами кубiта
та нанорезонатора в рамках однiєї системи. На основi дослiджень транспор­
ту електронiв в одноелектронному транзисторi, базисним елементом якого є
рухома квантова точка, можуть бути створенi бiльш ефективнi молекулярнi
транзистори.

Особистий внесок здобувача.
У всiх роботах, якi були виконанi в спiвавторствi та увiйшли до скла­

ду дисертацiї, автор виконала всi аналiтичнi та чисельнi розрахунки, брала
участь у обговореннi отриманих результатiв та написаннi статей. Таким чи­
ном, особистий внесок здобувача в вирiшення поставлених теоретичних за­
дач, якi розглянутi в дисертацiї, є визначальним.

Апробацiя результатiв дисертацiї. Основнi результати, що мiстя­
ться в дисертацiї, були представленi на наступних 7 мiжнародних наукових
конференцiях:

∙ Фiзика та науково-технiчний прогрес: студентська наукова конферен­
цiя (Харкiв, Україна, 10-12 квiтня 2018 р.);
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∙ I Мiжнародна наукова конференцiя з фiзики конденсованого стану та
низьких температур (м. Харкiв, Україна, 8-14 червня 2020 р.);

∙ Конференцiя молодих вчених "Проблеми теоретичної фiзики"(м. Ки­
їв, Україна (онлайн), 21-23 грудня 2020 р.);

∙ Мiжнародна наукова конференцiя з фiзики конденсованого стану та
низьких температур (м. Харкiв, Україна, 6-12 червня 2021 р.);

∙ Мiжнародний симмпозiум з нових матерiалiв i квантових технологiй,
(Канагава, Японiя (онлайн), 14-17 грудня 2021 р.);

∙ Конференцiя з квантової термодинамiки 2022, (Белфаст, Велика Бри­
танiя (онлайн), 27 червня - 1 липня 2022 р.);

∙ 29-а Мiжнародна конференцiя з фiзики низьких температур, (Саппо­
ро, Японiя (онлайн), 18-24 серпня 2022 р.);

Публiкацiї. Результати, на яких базується дисертацiя, опублiкованi в
4 наукових статтях [1—4] та 6 тезах конференцiй [5—10].

Структура дисертацiї. Дисертацiя складається з анотацiй, вступу,
оглядового роздiлу, трьох оригiнальних роздiлiв з рисунками, висновкiв, спи­
ску використаних джерел. Загальний обсяг дисертацiї становить 142 сторiнок.
Вона мiстить 26 рисункiв i список використаних джерел з 209 найменувань
на 21 сторiнцi.
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РОЗДIЛ 1

ЕЛЕКТРОМЕХАНIЧНI ЕФЕКТИ В НАНОРОЗМIРНИХ
СИСТЕМАХ

У цьому роздiлi ми коротко розглянемо основнi квантовi ефекти, що
виникають при тунелюваннi електронiв у мезоскопiчних пристроях.

1.1. Електронний транспорт в одноелектронних транзисторах.

На вiдмiну вiд звичайного транзистора, одноелектронний транзистор
(ОEТ) (з англ. — single-electron transistor (SET)) має ряд нетривiальних осо­
бливостей, обумовлених принципово квантовими ефектами. Основними пита­
ннями, якi виникають при транспортуваннi електронiв в наноелектричних та
наноелектромеханiчних пристроях, є кулонiвська блокада (з англ. — Coulomb
blockade), вiбронний (з англ. — polaronic) та човниковий (з англ. — shuttle)
ефекти, ефекти Кондо та рiдини Латiнджера. У цьому роздiлi ми, йдучи шля­
хом вiд простого до бiльш складного, почнемо з простої моделi ОЕТ, таким
чином, що вiброннi ефекти опустимо в першому пунктi, 1.1.1.

Одноелектронний транзистор можна розглядати в найпростiшiй моделi
як квантову точку (КТ) (з англ. — quantum dot (QD)), розмiщену мiж двома
об’ємними електродами (з англ. — leads) витоку (з англ. — source) та стоку (з
англ. — drain), а також при наявностi третього електрода затвору (з англ. —
gate), див. рис. 1.1. Центральна частина системи, квантова точка, являє собою
нульвимiрну мезоскопiчну структуру з дискретним енергетичним спектром.
Вона може бути представлена металевим острiвцем, квантовим нанодротом
(у тому числi вуглецевою нанотрубкою (ВНТ)) або массивною молекулою
(наприклад, фулерену). В останньому випадку їх прийнято називати моле­
кулярними транзисторами (з англ. — molecular transistor (MT)), див. пiдроз­
дiл 1.1.2. Iснує достатньо ґрунтовних оглядiв та пiдручникiв на цю тему, див.,
наприклад, посилання [11—15]. КТ пов’язана з об’ємними (з невзаємодiючими
електронами) електродами за допомогою процесiв квантового тунелювання.
Це означає, що таку систему можна розглядати як одновимiрну двобар’єрну
(з балiстичним транспортом всерединi), що з’єднана з резервуарами електро­
нiв. Випадок, коли енергiя тунелюючих електронiв знаходиться в межах енер­
гетичного вiкна тунелювання ширини резонансного енергетичного рiвня все­
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рединi структури, вiдноситься до резонансного тунелювання. Повнiстю ко­
герентний процес тунелювання зазвичай називають резонансним квантовим
тунелюванням (РКТ) (з англ. — resonant quantum tunneling). Однак, коли
електрони тунелюють некогерентно до промiжного стану (на КТ) i далi, та­
кий процес називається послiдовним тунелюванням (ПТ) (з англ. — sequential
tunneling) [11]. Останнiй випадок якраз i цiкавить нас. Таким чином, транс­
порт електронiв через таку двобар’єрну систему можна описати в рамках
пiдходу Ландауера-Буттiкера (з англ. – Landauer-Büttiker approach) [16, 17].
В рамках цього методу середнiй струм 𝐼, який визначається тунельними про­
цесами через систему, пов’язаний з коефiцiєнтом тунелювання 𝑇 (𝜀),

𝐼(𝑉 ) =
2𝑒

ℎ

∫︁
𝑑𝜀𝑇 (𝜀) [𝑓𝐿(𝜀)− 𝑓𝑅(𝜀)] , (1.1)

де 𝑓𝐿,𝑅 — функцiя розподiлу Фермi-Дiрака в лiвому (витiк) або правому (стiк)
електродi, 𝑓𝐿,𝑅(𝜀) = 1/ [exp {(𝜀− 𝜇𝐿,𝑅)/𝑇}+ 1], 𝜇𝐿,𝑅 — хiмiчний потенцiал, 𝑇
— температура i 𝑒 — заряд електрона. Для тунельних бар’єрiв коефiцiєнт про­
ходження визначається за формулою Брейта-Вiгнера (з англ. – Breit-Wigner
formula),

𝑇𝐵𝑊 (𝜀) =
Γ2

(𝜀− 𝜀𝑖)2 + Γ2
, (1.2)

де 𝜀𝑖 вiдповiдає енергiї резонансного рiвня КТ (всерединi двобар’єрної стру­
ктури), а Γ ∝ |𝑡0|2 - ширина енергетичного рiвня, Γ/ℏ, (𝑡0 - амплiтуда туне­
лювання). Корисно також зазначити, що для лiнiйної провiдностi 𝐺 = 𝐼/𝑉

можна отримати наступний вираз з рiвняння (1.1) (в режимi лiнiйного вiдгу­
ку, 𝑉 → 0), який є вiдомою формулою Ландауера для провiдностi,

𝐺 = 𝐺0

∫︁ ∞

0

𝑑𝜀𝑇 (𝜀)

(︂
−𝜕𝑓
𝜕𝜀

)︂
, (1.3)

де 𝐺0 = 2𝑒2/ℎ — провiдности. З цього рiвняння (1.3), можна отримати високо­
температурну (𝑇 ≫ Γ) 1/𝑇 залежнiсть лiнiйної провiдности для послiдовно­
го тунелювання електронiв, 𝐺 ∝ Γ/𝑇 . Також рiвняння (1.3) може слугувати
пiдставою для виразу "провiднiсть є проходженням"(з англ. – "conductance
is transmission") [18].
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Рис. 1.1 Схематичне зображення одноелектронного транзистора.
Квантова точка розмiщується мiж двома об’ємними електродами

(витоком i стоком) та тунельно пов’язана (𝑡𝐿,𝑅) з ними. Напруга на
затворi задається для манiпулювання енергiєю КТ.

Часткова похiдна в iнтегралi рiвняння (1.3) дає температурну зале­
жнiсть провiдностi, тодi як з коефiцiєнта проходження, рiвняння (1.2), видно,
що провiднiсть має максимуми при 𝜀 = 𝜀𝑖. Тут положення максимумiв визна­
чаються енергетичними рiвнями квантової точки i хiмiчним потенцiалом в
електродах. Але це не єдиний випадок. Сучасна експериментальна технiка
дозволяє змiнювати параметри центральної частини транзистора. Зокрема,
за допомогою додаткового електроду (затворного контакту), який створює
конденсатор з острiвцем, можна змiнювати потенцiал квантової точки вiдно­
сно електродiв так, що енергiя кожного рiвня на КТ буде змiщена на величи­
ну, яка визначається напругою, прикладеною до затвору, 𝑒𝑉𝐺 [19]. Як наслi­
док, лiнiйна диференцiальна провiднiсть має резонансну залежнiсть вiд на­
пруги на затворi. Останнє твердження дає можливiсть iдентифiкувати енер­
гетичний спектр квантової точки за допомогою вимiрювання електричного
струму.

Транспортнi властивостi одноелектронних транзисторiв на основi однiєї
або декiлькох квантових точок, квантових дротiв є актуальною темою як
теоретичних, так i експериментальних дослiджень, див., наприклад, [20—
27].

1.1.1. Режим кулонiвської блокади тунелювання електронiв.

У наведених вище мiркуваннях ми вважали електрони невзаємодiючи­
ми. Це припущення може дуже добре працювати для макроскопiчних провiд­
никiв (i ми будемо дотримуватись його для електродiв у подальшому). Однак
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це не так для квантової точки, де один електрон може впливати на її стан
через дискретнiсть його заряду.

Важливим параметром є енергiя, пов’язана з додаванням одного еле­
ктрона до нейтрально зарядженої квантової точки, тобто енергiя заряду, яка
є електростатичною, зумовленою власною ємнiстю 𝐶 КТ,

𝜀𝐶 =
𝑒2

2𝐶
. (1.4)

Це означає, що за низьких температур, 𝑇 ≪ 𝜀𝐶 , i якщо напруга змiщен­
ня, прикладена до електродiв, мала, 𝑉 < 𝑉𝐶 = 𝑒/2𝐶, транспорт електронiв
через систему повнiстю блокується. Це вiдповiдає ефекту кулонiвської блока­
ди. Явищам кулонiвської блокади присвячено багато робiт, див., наприклад,
посилання [12, 13, 15, 19, 28]. Важливо вiдзначити, що кулонiвська блокада
може бути знята регулюванням напруги на затворi 𝑉𝐺 (в умову резонансного
тунелювання потрiбно включити енергiю заряду, оскiльки при приходi еле­
ктрона на острiвець вiн змiщує енергетичнi рiвнi на величину енергiї заря­
ду), на вiдмiну, наприклад, вiд блокади Франка-Кондона, яку ми детально
розглянемо в наступному пунктi, 1.1.2. Це призводить до осциляцiй в режимi
кулонiвської блокади (з англ. — Coulomb blockade oscillations), тобто до ре­
зонансної поведiнки диференцiальної провiдностi за перiодом коливань 𝑒/𝐶
(за напругою на затворi). Також слiд зазначити, що якщо розмiри КТ стають
дуже малими (тобто збiльшується ємнiсть), то енергiя заряду починає бути
мiзерно малою в порiвняннi з вiдстанню мiж квантованими енергетичними
рiвнями на острiвцi. Це призводить до того, що данi осциляцiїї тепер є лiнiй­
ними коливаннями провiдностi (як функцiї напруги на затворi) з перiодом,
що визначається вiдстанню мiж енергетичними рiвнями.

Подавлення електричного струму через ОЕТ в режимi кулонiвської бло­
кади можна зрозумiти з наступної наочної картинки. Хiмiчнi потенцiали еле­
ктродiв витоку i стоку визначають так зване "вiкно провiдностi так що при
збiльшеннi напруги змiщення ширина "вiкна" збiльшується. Резонансний
транспорт електронiв можливий, коли (резонанснi) енергетичнi рiвнi КТ зна­
ходяться в межах "вiкна провiдностi". Напруга на затворi дозволяє змiстити
рiвнi енергiї вiдносно фермiївського рiвня в електродах i, таким чином, на­
близити їх до "вiкна провiдностi" (або навпаки).
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Однiєю з особливостей явища кулонiвської блокади в одноелектрон­
них транзисторах є кулонiвськi сходинки вольт-амперних характеристик (з
англ. — Coulomb staircase of current-voltage characteristic), якi бiльш вираже­
нi у випадку несиметричних тунельних бар’єрiв, див., наприклад, [15]. Ефект
виникає за рахунок внеску у транспорт електронiв станiв з бiльшою енергiєю
при бiльших тягнучих напругах. Це може бути зрозумiло в рамках згаданої
вище картини "вiкна провiдностi". Наприклад, при заданому значеннi напру­
ги на затворi електричний струм подавлений при низьких тягнучих напру­
гах до критичного значення 𝑉𝐶 , пiсля чого електрони починають тунелюва­
ти через перший стан на квантовiй точцi. За бiльш високих напруг стають
доступними наступнi електроннi стани, що призводить до стрибка величини
струму. Як наслiдок, у загальному випадку для 𝑛-ї сходинки струм знаходять
як [15],

𝑉 𝑛
𝐶 =

2(2𝑛− 1)𝜀𝐶
𝑒

. (1.5)

При цьому висота сходинок рiзко зменшується, а залежнiсть струм-напруга
стає лiнiйною при великих значеннях напруги змiщення. Окрiм того, темпера­
тура згладжує i зрештою розмиває сходинки, тобто можна оцiнити вiдповiдну
температуру для спостереження ефектiв як 𝑇 ≈ 1𝐾 [22].

Достатньо iнформативними та зазвичай використовуються для пред­
ставлення експериментальних результатiв є дiаграми стабiльностi (з англ. —
stability diagrams). Вони являють собою контурнi графiки залежностей еле­
ктричного струму 𝐼(𝑉,𝑉𝐺) i диференцiальної провiдностi 𝑑𝐼/𝑑𝑉 (𝑉,𝑉𝐺) вiд на­
пруг тягнучої i затвору. На таких графiках добре видно ефекти кулонiвської
блокади через так званi кулонiвськi ромби (з англ. — Сoulomb diamond) (ре­
жим кулонiвської блокади вiдповiдає областi ромбiчної форми). Варто зазна­
чити, що на дiаграмах стабiльностi можуть спостерiгатися додатковi лiнiї
(пiки), зумовленi наявнiстю декiлькох енергетичних рiвнiв на КТ (∆𝜀 ≈ 𝜀𝐶 ,
де ∆𝜀 — рiзниця енергетичних рiвнiв) або впливом вiбрацiйних ефектiв (в
молекулярних транзисторах, див. пункт 1.1.2) [22, 29].

Наступним пунктом зазначимо про узагальнення формули Ландауера
для електричного струму, рiвняння (1.1). У випадку взаємодiючих електронiв
для розрахунку транспортних властивостей такої системи зазвичай викори­
стовують пiдходи, що базуються на формалiзмi функцiй Грiна. Узагальнений
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вираз для електричного струму має наступний вигляд,

𝐼(𝑉 ) =
𝚤𝑒

2𝑒

∫︁
𝑑𝜀Tr{[𝑓𝑙(𝜀)Γ𝐿 − 𝑓𝑅(𝜀)Γ𝑅] (𝐺

𝑟 −𝐺𝑎) + (Γ𝐿 − Γ𝑅)𝐺
<. (1.6)

Ця формула називається формулою Мейра-Вiнгрiна (з англ. — Meir-Wingreen
formula), отриманою за допомогою методу Келдиша (нерiвноважний пiдхiд з
використанням функцiй Грiна) [30]. Зокрема, для випадку, коли парцiальнi
ширини рiвнiв пропорцiйнi [30], вона має вигляд:

𝐼(𝑉 ) = −2𝑒

ℎ

∫︁
𝑑𝜀 [𝑓𝐿(𝜀)− 𝑓𝑅(𝜀)]Tr{𝑇 Im𝐺𝑟}. (1.7)

Бiльше того, цю формулу було розширено до залежного вiд часу транспор­
ту електронiв у роботах [31, 32]. Тут 𝑇𝑟 позначає операцiю слiду, коефiцiєнт
передачi 𝑇 тепер є матрицею, а 𝐺𝑟,𝑎,< — запiзнення (з англ. — retarded), випе­
редження (з англ. — advanced) або Келдиша (з англ. — Keldysh) функцiями
Грiна, вiдповiдно, якi є кореляцiйними функцiями з операторами на КТ. Для
незалежного вiд часу випадку та однорiвневої квантової точки функцiя Ґрiна
запiзнення має такий вигляд [11, 31] в енергетичному представленнi,

𝐺𝑟(𝜀) = [𝜀− 𝜀0 − Λ(𝜀) + 𝚤Γ(𝜀)]−1 , (1.8)

де Λ(𝜀) i Γ(𝜀) — зсув i ширина енергетичного рiвня квантової точки, 𝜀0 [11,
32]. Для невзаємодiючих електронiв у широкозонному наближеннi (з англ. —
wide band approximation) [33, 34] (ширина рiвня не залежить вiд енергiї) з
рiвняння (1.6) отримуємо формулу Ландауера, рiвняння (1.1).

1.1.2. Транспортнi властивостi молекулярних транзисторiв.

Пiд одномолекулярним транзистором (ОМТ) можна розумiти ОЕТ, в
якому центральна частина системи є рухомою. Це може бути макромолекула
(наприклад, фулерен) або квантовий нанодрiт (зокрема, вуглецева нанотруб­
ка), розмiщений мiж двома масивними електродами. У транспортних власти­
востях таких пристроїв (як i в молекулярних переходах) виникають якiсно
новi ефекти за рахунок електрон-вiбронного зв’язку i реалiзуються такi но­
вi явища, як поляроннi ефекти i тунелювання електронiв за допомогою фо­
нонiв (з англ. – phonon-assisted electron tunneling), механiчна нестiйкiсть i
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шатлювання (човниковий транспорт) електронiв. Iснують ґрунтовнi огляди
поляронних ефектiв, див., наприклад, посилання [11, 35, 36]. Таким чином, у
цьому пiдроздiлi ми лише вводимо основнi поняття i робимо огляд останнiх
досягнень у цiй галузi, де вiброни (кванти коливань КТ) пов’язанi з модою
коливань, не пов’язаною з напрямком тунелювання електронiв [11]. Однак,
шатлювання електронiв буде розглянуто в пiдроздiлi 1.3.

Тунельна спектроскопiя є добре вiдомим методом дослiдження еле­
ктрон-фононної взаємодiї в об’ємних металах (див., напр., [37]). Електронн­
транспортна спектроскопiя може бути використана для вивчення коливаль­
них властивостей молекул в одномолекулярних транзисторах [20, 38]. Вольт­
ампернi характеристики одноелектронних транзисторiв, де молекула фуле­
рену [20], чи пiдвiшена одностiнна вуглецева нанотрубка [22, 39, 40] або в
якостi базового елемента використовується вуглецевий стрючок (з англ. –
carbon nano-peapod) [38], демонструють при низьких температурах додатко­
вi особливостi (сходинки) при напругах змiщення 𝑒𝑉𝑛 ≃ 𝑛ℏ𝜔 (𝜔 — частота
коливального ступеня свободи). Найпростiшi моделi (див., напр., огляд [11]),
якi описують ступiнчасту поведiнку 𝐼 − 𝑉 кривих, ґрунтуються, як прави­
ло, на теорiї, де фононнi збудження є бездисперсiйними (вiброни з єдиною
частотою) i передбачається, що вони перебувають у рiвновазi з тепловим ото­
ченням при температурi 𝑇 (роль цього теплового оточення можуть грати
масивнi металевi електроди). Сходинки на вольт-амперних залежностях (еквi­
дистантнi пiки) (рiвновiддаленi пiки диференцiальної провiдностi) пов’язанi з
вiдкриттям непружних каналiв електронного тунелювання електронiв через
вiбруючу квантову точку. Для сильної електрон-вiбронної взаємодiї цi моделi
передбачають:

(i) Блокада Франка-Кондона [41] (експоненцiальне подавлення) провiд­
ностi при низьких температурах 𝑇 ≪ ℏ𝜔 ,
(ii) немонотонна температурна залежнiсть диференцiальної лiнiйної
провiдности.

Всi цi ефекти спостерiгалися в експериментах з молекулярними транзистора­
ми на основi однiєї молекули фулерену [20] або вуглецевих стрючкiв (з англ. –
carbon nanopeapods) [38].

Мiнiмальна модель, яка описує вищевказанi ефекти, складається з вi­
бруючої однорiвневої квантової точки, розмiщеної мiж двома об’ємними нор­
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мальними металевими електродами, до яких прикладена постiйна тягнуча
напруга. Положення енергетичного рiвня КТ налаштовується напругою на
затворi (зазвичай, так, щоб отримати максимальний струм, 𝜀0(𝑉𝐺) = 𝜀𝐹 ).
Для простоти спочатку розглянемо безспiновi електрони (невзаємодiючi). Га­
мiльтонiан такої системи (тунельна модель або гамiльтонiан Андерсона-Голь­
штейна (з англ. – Anderson-Holstein Hamiltonian)) складається з наступних
частин:

𝐻 = 𝐻𝑙 +𝐻𝑑 +𝐻𝑣 +𝐻𝑖𝑛𝑡 +𝐻𝑡. (1.9)

Тут 𝐻𝑙 — гамiльтонiан невзаємодiючих електронiв у берегах 𝜅 = 𝐿,𝑅,

𝐻𝑙 =
∑︁
𝑘𝜅

𝜀𝑘𝜅𝑎
†
𝑘𝜅𝑎𝑘𝜅, (1.10)

де 𝑎†𝑘𝜅(𝑎𝑘𝜅) — оператор породження (знищення) електрона зi стандартним
антикомутацiйним спiввiдношенням. У гамiльтонiанi однорiвневої квантової
точки,

𝐻𝑑 = 𝜀0𝑐
†𝑐, (1.11)

𝑐†(𝑐) — оператор породження (анiгiляцiї) електронного стану на КТ з енергiєю
𝜀𝑑. Вiбрацiйна пiдсистема описується гамiльтонiаном гармонiчного осцилято­
ра,

𝐻𝑣 =
𝑝2

2𝑚
+
𝑚𝜔2𝑥2

2
, (1.12)

з канонiчно спряженими операторами координати та iмпульсу, [𝑥,𝑝] = 𝚤ℏ.
Гамiльтонiан електрон-вiбронної взаємодiї має такий вигляд:

𝐻𝑖𝑛𝑡 = ∆𝑥𝑐†𝑐. (1.13)

Тунельний гамiльтонiан наступний:

𝐻𝑡 =
∑︁
𝑘𝜅

𝑡𝜅𝑎
†
𝑘𝜅𝑐+ H.c., (1.14)

де 𝑡𝜅 — амплiтуда тунелювання, яку ми розглядаємо в симетричному випадку,
𝑡𝐿 = 𝑡𝑅 = 𝑡0, для простоти подальшого викладу. Випадок тунельної амплiту­
ди, що залежить вiд положення гранули, буде враховано в роздiлi 1.3.
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Для того, щоб дiагоналiзувати гамiльтонiан, рiвняння (1.9), можна ви­
конати унiтарне перетворення Ланґа-Фiрсова (з англ. — Lang-Firsov) [42] або
"мале поляронне" [11],

𝑉 = exp [𝚤𝜆𝑝𝑐†𝑐], (1.15)

де 𝜆 = ∆/ℏ𝑚𝜔2 — константа електрон-вiбронного зв’язку. Пiсля цього пере­
творення отримаємо перенормування амплiтуди тунелювання таким чином:

𝐻𝑡 → 𝐻𝑡 =
∑︁
𝑘𝜅

𝑡0e−𝚤𝜆𝑝𝑎†𝑘𝜅𝑐+ H.c., (1.16)

а зсув (змiщення) енергiї електрона вiбруючої КТ називається поляронним
зсувом (з англ. – polaronic shift), 𝜀𝑝 = 𝜀𝑑 − 𝜆2ℏ𝜔, див., напр., посилання [11,
36, 41, 43]. А зв’язаний стан електрона i вiброна називається поляроном.

Iснує декiлька пiдходiв до розрахунку транспорту через одномолекуляр­
ний транзистор, таких як метод рiвняння руху (з англ. — equation of motion
(EOM) method) [44], управляючого рiвняння (з англ. — master equation) [11]
з використанням золотого правила Фермi (з англ. — Fermi Golden rule), ме­
тоду Келдиша [30, 41], або наближення матрицi густини (з англ. — density
matrix approximation) [45]. Однак, у всiх цих методах одним з вирiшальних
моментiв є те, як трактувати електрон-вiброннi кореляцiї в процедурi усе­
реднення. Звичайний пiдхiд, який справедливий в теорiї збурень для малих
параметрiв ширини електронного рiвня (мала прозорiсть барьєру), полягає
в тому, щоб нехтувати кореляцiями мiж електронами i вiбронами та оцiню­
вати середнi за гамiльтонiаном невзаємодiючих вiбронiв або за фермiонною
частиною гамiльтонiану для фермiонних середнiх [11]. Незважаючи на це, по­
трiбно бути точним у розглядi режимiв транспорту в межах справедливостi
теорiї збурень, оскiльки деякi результати можуть стати сумнiвними [46]. Та­
кож типовим припущенням є врахування випадку сильного зв’язку вiбронiв
з бозонним оточенням (тепловим оточенням з температурою 𝑇 ) так, щоб про­
цес вирiвнювання їх функцiй розподiлу був достатньо швидким (швидшим
за час, що вiдповiдає тунельнiй подiї) [11]. Основне середнє, яке необхiдно
обчислити — це кореляцiйна функцiя з експоненцiальною функцiєю вiброн­
них операторiв. Це можна зробити кiлькома методами, див., наприклад, по­
силання [47], де добре пояснюється технiка фейнманiвського розплутування
операторiв (з англ. — Feynman disentangling of operators technique). Крiм то­
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го, зручно використовувати вiдому формулу Кемпбелла-Бейкера-Хаусдорфа­
Динкiна (з англ. — Campbell-Baker-Hausdorff-Dynkin formula). Результатом
розрахункiв кореляцiйних функцiй є наступний [11, 41, 43, 47, 48],

⟨e∓𝚤𝜆𝑝(𝑡)e±𝚤𝜆𝑝(𝑡′)⟩0 =
+∞∑︁

𝑛=−∞
𝐴𝑛e−𝚤𝜔𝑛(𝑡−𝑡′), (1.17)

де ⟨. . . ⟩0 вказує на усереднення з вiбронною рiвноважною функцiєю розподiлу
(матриця густини, яка має так званий гiбсовський вигляд), а

𝐴𝑛 = e−𝜆2(1+𝑛𝐵)𝐼𝑛(𝑧)e−𝑛𝜔/(2𝑇 ), (1.18)

з умовою нормалiзацiї
∑︀

𝑛𝐴𝑛 = 1. У цьому рiвняннi 𝐼𝑛(𝑧) є модифiкованою
функцiєю Бесселя першого роду [49], 𝑧 = 2𝜆2

√︀
𝑛𝐵(1 + 𝑛𝐵), де 𝑛𝐵 - функцiя

розподiлу Бозе-Ейнштейна,

𝑛𝐵 = 1/
[︁
eℏ𝜔/𝑇 − 1

]︁
. (1.19)

Тодi для електричного струму, використовуючи, наприклад, формулу Мейра­
Вiнгрiна, рiвняння (1.7), отримаємо наступний вираз [46],

𝐼(𝑉 ) = − 𝑒
ℎ

e−𝜆2(1+2𝑛𝐵)
+∞∑︁

𝑛=−∞
𝐼𝑛e−𝑛𝜔/(2𝑇 )

∫︁
𝑑𝜀𝑇 𝑛

𝐵𝑊 (𝜀) [𝑓𝐿(𝜀)− 𝑓𝑅(𝜀)] , (1.20)

який представлено у виглядi суми по непружним вiбронним каналам, i тепер
коефiцiєнт проходження Брейта-Вiгнера має вигляд:

𝑇 𝑛
𝐵𝑊 =

Γ2

(𝜀− 𝜀𝑝 + 𝑛ℏ𝜔)2 + Γ2
. (1.21)

Аналiзуючи рiвняння (1.20), можна зробити висновок про декiлька
особливостей у транспортi електронiв з урахуванням електрон-вiбронного
зв’язку. По-перше, поява непружних резонансних каналiв для тунелювання
електронiв з випусканням (𝑛 < 0) або поглинанням (𝑛 > 0) вiбронiв. Це
пов’язано з так званим тунелюванням за допомогою фононiв. Як наслiдок,
вольт-ампернi характеристики молекулярного транзистора при низьких тем­
пературах є ступiнчастими функцiями (див., наприклад, рис. 2.2). Отже, ко­
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жна сходинка (етап зняття блокади Франка-Кондона) вiдповiдає вiдкриттю
нового непружного каналу для тунелювання електронiв при збiльшеннi тя­
гнучої напруги (в "вiкно провiдностi" входить бiльше непружних каналiв).
По-друге, для достатньо (𝜆 ≳ 1) сильної електрон-вiбронної взаємодiї еле­
ктричний струм досить сильно подавлений при низьких температурах i малих
напругах змiщення (див., наприклад, рис. 2.2). Цей ефект називають ефектом
Франка-Кондона [41] або поляронною блокадою [11]. I тут важливим момен­
том є те, що ця блокада не може бути знята пiдстроюванням напруги на
затворi, як це має мiсце для кулонiвської блокади. Також електрон-вiброн­
ний зв’язок призводить до немонотонної температурної залежностi лiнiйної
провiдностi через поляронне звуження ширини енергетичного рiвня кванто­
вої точки Γ,

𝐺𝜆(𝑇 ) ∝ 𝐺0(𝑇 )e−𝜆2

, (1.22)

для низьких температур Γ ≪ 𝑇 ≪ ℏ𝜔. В рiвняннi (1.22) 𝐺0 = Γ/𝑇 — високо­
температурна провiднiсть через нерухому однорiвневу квантову точку.

Наступним кроком вiзьмемо до уваги спiн електрона. Неважко включи­
ти в гамiльтонiан, рiвняння (1.9), спiнову 𝜎 =↑ , ↓, ступiнь свободи, i додати
доданок, що вiдповiдає кулонiвськiй взаємодiї (з силою 𝑈) на КТ,

𝐻𝑈 = 𝑈𝑐†↑𝑐↑𝑐
†
↓𝑐↓. (1.23)

Таким чином, унiтарне перетворення рiвняння (1.15) призводить до перенор­
мування величини кулонiвської взаємодiї, 𝑈𝑝 = 𝑈 − 2𝜆2ℏ𝜔. Можна бачити,
що це може привести до випадку кулонiвського притягання для сильної еле­
ктрон-вiбронної взаємодiї, 𝑈 < 2𝜆2ℏ𝜔. Однак цей випадок потребує спецiаль­
ного розгляду [50]. Всi особливостi, якi ми обговорювали для безспiнового
електрона, зберiгаються i при наявностi електрон-електронної взаємодiї.

В роботi [51] в молекулярних транзисторах, виготовлених з молекул
фулерену 𝐶140, показано, що тунелювання з вiбронами, пов’язаними з вну­
трiшнiм режимом розтягування молекули [51], може мати мiсце, див. також
посилання на [20, 22]. Сильний зв’язок цiєї моди з тунельними електронами,
порiвняно з iншими молекулярними модами, узгоджується з молекулярним
моделюванням. Варiацiї у вимiряної сили тунелювання за допомогою вiбрацiї
мiж рiзними приладами представлено в роботi [51].



32

В нещодавно опублiкованiй роботi [43] транспортнi властивостi одномо­
лекулярного транзистора зi спiн-поляризованими електродами розглядалися
за наявностi не тiльки електрон-вiбронної та кулонiвської взаємодiї, але й
враховувався вплив магнiтного поля, спрямованого перпендикулярно до на­
прямку протiкання струму. Випадок повнiстю спiн-поляризованих берегiв до­
зволяє видiлити ефект, що виникає внаслiдок взаємогри вищезгаданих явищ.
Магнiтне поле, яке iндукує спiн-переворотнi процеси на квантовiй точцi, при­
зводить до зняття спiнової блокади в спiнтронному пристрої. Член в гамiль­
тонiанi, що з’явився внаслiдок ефекту Зеємана (розщеплення) в магнiтному
полi 𝐻, має вигляд:

𝐻𝐻 = −𝑔𝜇𝐵𝐻
2

(︁
𝑐†↑𝑐↓ + 𝑐†↓𝑐↑

)︁
, (1.24)

де 𝑔 i 𝜇𝐵 позначають гiромагнiтне вiдношення та магнетон Бора, вiдповiд­
но. Цей недiагональний член у гамiльтонiанi може бути усунутий шляхом
виконання канонiчного перетворення фермiонних операторiв [5, 43, 52—55],
що приводить до перенормування енергетичного рiвня точки (розщеплення)
𝜀1,2 = 𝜀𝑑 ± 𝑔𝜇𝐵𝐻/2, та амплiтуди тунелювання,

𝐻𝑡 → 𝐻𝑡 =
𝑡0√
2
e−𝚤𝜆𝑝

∑︁
𝑘𝜅

𝑎†𝑘𝜅 (𝑗𝜅𝑑1 + 𝑑2) + H.c., (1.25)

де 𝑗𝐿,𝑅 = ±1 i 𝑑1,2 — новi оператори елетрона на КТ. Для розрахунку транс­
портних властивостей системи в роботi [43], див. також [7] використано метод
редукованої матрицi густини та теорiю збурень за шириною рiвня КТ. Отри­
мано, що на вольт-амперних характеристиках кiлькiсть сходинок Франка­
Кондона збiльшилася вдвiчi, порiвняно зi звичайним молекулярним транзи­
стором. Кожен iнтервал напруги 𝑒𝑉 = 2ℏ𝜔 додає тепер двi сходинки. Подво­
єння пояснюється тим, що система з зееманiвським розщепленням має вдвiчi
бiльшу кiлькiсть пружних каналiв, з кожним з яких пов’язанi непружнi ка­
нали [43]. Подвоєння кiлькостi сходинок спостерiгається також при наявностi
кулонiвської взаємодiї. Окрiм того, було виявлено, що зняття кулонiвської
блокади напругою протiкає поетапно, так що iснує два пружних канали для
тунелювання другого електрона до квантової точки, причому один з цих ка­
налiв вiдкривається ранiше за iнший за енергiєю. Етапи роздiленi iнтерва­
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лом напруги, що дорiвнює енергiї розщеплення в зовнiшньому магнiтному
полi [43]. На додачу, отримано, що для сильної електрон-вiбронної взаємодiї
𝜆 ≳ 1 температурна залежнiсть лiнiйної провiдностi є немонотонною i ано­
мальне зростання максимуму провiдностi залежить як вiд сили кулонiвської
взаємодiї, так i вiд зовнiшнього магнiтного поля [43]. Також дослiджено термо­
електричнi властивостi розглянутого пристрою в роботi [43] та при наявносi
градiєнта температури в ситемi в роботi [56].

До того ж, транспортнi властивостi наступного спiнтронного пристрою
дослiджено в роботi [52]. (Опустимо на мить електрон-вiбронну взаємодiю.) У
моделi, що розглядається, нерухома КТ розмiщується мiж магнiтними повнi­
стю спiн-поляризованими (для простоти) провiдниками (напiвметалами), якi
утримуються при рiзних температурах i хiмiчних потенцiалах (керуються за
допомогою тягнучої напруги). У такому пристрої виникає ефект спiнової бло­
кади (з англ. – spin blockade): електрон зi спiном ↑ не може тунелювати до
КТ зi спiновою поляризацiєю ↓ i навпаки. Однак зовнiшнє магнiтне поле,
яке прикладене перпендикулярно намагнiченостi КТ, iндукує спiн-переворо­
тнi процеси електрона на квантовiй точцi. Довiльний напрямок магнiтного
поля розглянуто в роботi [57], де враховано випадок як невзаємодiючих, так
i взаємодiючих електронiв i знайдено залежнiсть провiдностi з використа­
нням пiдходу функцiй Грiна. В роботi [52] метод рiвняння руху в явному
виглядi використано для розрахунку електричного та теплового струмiв у
випадку невзаємодiючих електронiв. Показано, що в оптимальному режимi
добротнiсть (𝑍𝑇 ) запропонованого спiнтронного приладу суттєво пiдвищує­
ться [52] у порiвняннi з аналогiчним приладом з неполяризованими електрона­
ми [58]. Зокрема, було показано [52], що (в найпростiшому випадку) електри­
чний струм (коефiцiєнт передачi) має наступну залежнiсть вiд магнiтного
поля, див. також посилання [5],

𝐼 = 𝐼0
ℎ2/2

ℎ2 + Γ2

[︀
𝑓+𝐿 − 𝑓+𝑅

]︀
, (1.26)

де 𝐼0 = 𝑒Γ — максимальний струм через ОЕТ на основi нерухомої квантової
точки, а ℎ = 𝑔𝜇𝐵𝐻 та 2𝑓+𝐿,𝑅 = 𝑓𝐿,𝑅(𝜀1) + 𝑓𝐿,𝑅(𝜀2). Також вплив кулонiвської
взаємодiї на термоелектричнi властивостi був розрахований за допомогою
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наближення матрицi густини. Отримано, що в режимi кулонiвської блокади
добротнiсть не зменшується за рахунок електрон-електронної взаємодiї [52].

Проте, коли зв’язок вiбронної пiдсистеми з тепловим оточенням слабкий
i вiброни не перебувають у рiвновазi протягом часу тунелювання електрона
через систему, їх матриця густини не може мати рiвноважну гiбсовську фор­
му i її доводиться оцiнювати з розв’язку кiнетичних рiвнянь. Ця задача може
бути розв’язана тiльки чисельно (див., наприклад, посилання [59]). Iснує ли­
ше декiлька робiт [60—64], в яких вiброни при тунелюваннi електронiв через
ОЕТ вважалися нерiвноважними. В роботi [62] припускалося, що вiбронна
пiдсистема перебуває в когерентному станi. У пiдходi, використаному в цито­
ванiй роботi, матриця густини когерентного стану була незалежною вiд часу,
що суперечить рiвнянню Лiувiлля-фон Неймана для матрицi густини невзає­
модiючих вiбронiв. Тому результати такого пiдходу є сумнiвними, а проблема
транспорту електронiв через вiбруючу квантову точку з когерентними осци­
ляцiями потребує перегляду.

Варто згадати про один випадок невзаємодiючих вiбронiв, зокрема, ко­
ли вiбронна пiдсистема перебуває у фокiвському станi з вiбронним числом
𝑛 або в суперпозицiї таких станiв. В роботi [65] повiдомляється про експе­
риментальну генерацiю багатофононних фокiвських станiв в об’ємному аку­
стико-хвильовому резонаторi з достатньою точнiстю (до 𝑛 = 8). Також було
проведено вiгнерiвську томографiю та реконструкцiю станiв, що дозволило
виявити квантову природу отриманих станiв [65]. Так, у випадку, коли ма­
триця густини механiчної пiдсистеми описує фокiвський стан, кореляцiйна
функцiя, рiвняння (1.17), має наступний вигляд [47, 61],

⟨𝑛|e∓𝚤𝜆𝑝(𝑡)e±𝚤𝜆𝑝(𝑡′)|𝑛⟩ = e−𝜆2[1−e𝚤𝜔(𝑡−𝑡′)]𝐿𝑛

[︀
2𝜆2 (1− cos {𝜔(𝑡− 𝑡′)})

]︀
=

=
𝑛∑︁

𝑚=0

∞∑︁
𝑘=0

𝐴𝑛
𝑚𝑘e

𝚤𝜔[𝑚−𝑘](𝑡−𝑡′), (1.27)

де

𝐴𝑛
𝑚𝑘 = e−𝜆2 (−1)𝑚+𝑘𝑛!

(𝑚!)2(𝑛−𝑚)!
(2𝜆)2𝑚𝐿2𝑚−𝑘

𝑘 (𝜆2), (1.28)

де 𝐿𝑗
𝑖 (𝑧) — узагальнений полiном Лаґера [49]. Зауважимо, що рiвняння (1.17)

можна отримати з рiвняння (1.27) за допомогою пiдсумовування за 𝑛 з вiд­
повiдними коефiцiєнтами [47, 66].
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На противагу цьому, в наступному роздiлi 2 ми розглянемо одноеле­
ктронний транзистор з вiбруючою квантовою точкою, де вiбронна пiдсисте­
ма описується залежною вiд часу матрицею густини. Фiзично такий пiдхiд
вiдповiдає когерентним коливанням квантової точки, що розглядається як
гармонiчний квантовий осцилятор. Когерентнi стани гармонiчних осцилято­
рiв добре вiдомi у фiзицi (див., напр., посилання [67, 68]). У тунельному еле­
ктронному транспортi вони з’являються, наприклад, у слабкiй надпровiдно­
стi (струм Джозефсона через вiбруючу квантову точку, див. роботу [69] та
посилання в нiй). Останнiм часом, когерентнi стани фотонiв (зокрема, "cat
states"), зв’язанi з кубiтами та кубiти, утворенi когерентними станами фото­
нiв, знаходяться в авангардi дослiджень у квантовiй комунiкацiї (див., напри­
клад, огляд [70]).

1.2. Когерентнi ефекти в транспортi електронiв через
наноелектромеханiчну систему.

Електромеханiчнi явища на нанометрових масштабах привертають зна­
чну увагу протягом останнiх двох десятилiть [71]. Останнi досягнення в га­
лузi нанотехнологiй набувають перспективної платформи для вивчення фун­
даментальних явищ, якi виникають за рахунок взаємодiї квазiкласичної та
повнiстю квантової пiдсистемами. Зарядовий кубiт (з англ. — charge qubit),
утворений крихiтним надпровiдним острiвцем (сховище куперiвських пар (з
англ. — Cooper pair box (CPB))), базисними станами якого є зарядовi ста­
ни (наприклад, стани, якi представляють наявнiсть або вiдсутнiсть надли­
шкових куперiвських пар на гранулi), є однiєю з великої групи чисто кван­
тових систем [72]. Iснує чимало типiв твердотiльних систем, на яких базує­
ться кубiт, таких як квантовi надпровiднi схеми (серед яких джозефсонiвськi
з’єднання (JJ), надпровiднi квантовi iнтерферометри (з англ. — superconducti­
ng quantum interference device (SQUID)) та CPB), див., наприклад, огляди [73,
74]; квантовi точки [75, 76] та атоми [77].

Загалом, кубiт є однiєю з фiзичних реалiзацiй дворiвневої системи [78],
що включає також надхолоднi атоми, класичнi наномеханiчнi резонатори та
напiвпровiдниковi резонатори, де на ексiтон-поляритонних конденсатах мо­
жуть бути реалiзованi надзвичайно добре керованi кубiти [79, 80]. Однiєю з
головних особливостей, пов’язаних з дворiвневою системою, є те, що вона,
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як правило, демонструє квазiперетин (з англ. — anticrossing) енергетичних
рiвнiв при змiнi зовнiшнього параметра [81]. Керована дворiвнева система (з
англ. — driven two-level system) описується стандартним гамiльтонiаном,

𝐻 = −∆

2
𝜎𝑥 −

𝜀(𝑡)

2
𝜎𝑧, (1.29)

де 𝜀(𝑡) — збуджуючий сигнал, а ∆ — енергетична щiлина [82]. Розв’язуючи за­
лежне вiд часу рiвняння Шредiнгера для лiнiйно керованої системи, 𝜀(𝑡) = 𝑣𝑡,
отримуємо наступний вираз для ймовiрностi переходу, тобто ймовiрностi зна­
йти систему у збудженому станi, вiдомий як формула Ландау-Зенера-Шту­
кельберга-Майорани (ЛЗСМ) (з англ. — Landau-Zener-Stückelberg-Majorana
(LZSM)),

𝑃𝐿𝑍𝑆𝑀 = e−2𝜋𝛿, (1.30)

де 𝛿 = ∆2/(2ℏ𝑣) — параметр адiабатичностi, див. огляд [78]. Нелiнiйний збу­
джуючий сигнал розглянуто в роботi [83]. Додатково дослiджено перехiднi
процеси ЛЗШМ у перiодично керованiй системi сховищ куперiвських пар [84].
Одночасно з цим, сучаснi наномеханiчнi резонатори, динамiка яких згiдно з
теоремою Еренфеста значною мiрою описується класичними рiвняннями, є
iдеальними представниками квазiкласичної пiдсистеми [85]. Системи, динамi­
ка яких визначається взаємним впливом надпровiдного кубiта та наномеханi­
чного резонатора, є предметом найсучаснiших дослiджень у квантовiй фiзицi,
зокрема, у квантовiй комунiкацiї, див., наприклад, роботи [86—91]

Виникають два основнi питання, пов’язанi зi взаємодiєю мiж квазiкла­
сичною динамiкою механiчного резонатора та квантовою динамiкою заряду
кубiта. Першим з них є наступне. Як квазiкласичний рух може впливати
на чисто квантовi явища? Розглядаючи це питання, було показано, що над­
провiдний струм мiж двома вiддаленими надпровiдниками може виникати
при механiчному транспортуваннi куперiвських пар, яке здiйснюється за ра­
хунок коливань гранули [92]. Бiльш того, було продемонстровано, що таке
транспортування може генерувати кореляцiї мiж фазами просторово роздiле­
них надпровiдникiв [93]. З iншого боку iснує питання, як когерентна джозе­
фсонiвська динамiка зарядового кубiта вплине на динамiку квазiкласичного
резонатора, зокрема, чи буде квантовий зв’язок мiж надпровiдним кубiтом
i механiчними коливаннями. Нещодавно було продемонстровано, що окремi
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фонони можна контролювати i детектувати за допомогою надпровiдного ку­
бiта. Це дозволяє когерентно генерувати та реєструвати квантову суперпо­
зицiю основного та однофононних фокiвських станiв [86, 87]. При цьому, на­
номеханiчнi резонатори надають можливiсть зберiгати квантову iнформацiю
в складних багатофононних когерентних станах. Такi стани, на вiдмiну вiд
однофононних, де механiчнi втрати необоротно видаляють квантову iнфор­
мацiю, дозволяють їх виявлення та корекцiю [70, 94]. Величезною проблемою
в реалiзацiї повномасштабних квантових комп’ютерних систем є безпомил­
кове керування кубiтами. Протоколи квантової корекцiї помилок (ККП) (з
англ. — Quantum Error Correction (QEC)) пропонують вирiшення цiєї пробле­
ми, дозволяючи виправлення логiчних помилок за умови дотримання певних
порогових умов для фiзичних кубiтiв [95]. Наразi запропоновано чимало ме­
тодiв квантової корекцiї помилок. Широко використовуються ККП-коди [96],
заснованi на так званих cat states [70]. Оскiльки фази є бiльш стiйкими до по­
милок, пов’язаних з втратою фотонiв, iнформацiя зазвичай кодується у фазi
когерентного стану. За аналогiєю до класичної фазової манiпуляцiї, квантова
iнформацiя також може бути закодована у фазi когерентного стану. Найпро­
стiший код (двокомпонентний cat-state код) полягає, таким чином, у викори­
станнi двох когерентних станiв з протилежними фазами, тобто cat state [97].
Iншими протоколами ККП є так званi GKP-коди. Це квантовi коди з виправ­
ленням помилок, якi захищають стан скiнченновимiрної квантової системи
(кудiта) (з англ. — qudit), що кодується нескiнченновимiрною системою (гар­
монiчним осцилятором) [98]. Для логiчного кубiта код GKP визначається як
когерентна суперпозицiя нескiнченно стиснутих станiв (з англ. — squeezed
state) або власних станiв оператора змiщення 𝑥̂ з кроком 2/

√
𝜋 [97]. Окрiм

того, нещодавно було запропоновано бiномiальнi коди для ККП [99, 100]. Так,
бiномiальнi квантовi коди формуються зi скiнченної суперпозицiї фокiвських
станiв, з бiномiальними коефiцiєнтами. Показано, що бiномiальнi коди захи­
щенi до заданого порядку на часовому кроцi вiд неперервної дисипативної
еволюцiї при помилках втрат, пiдсилення та дефазування [99].

Отже, у роздiлi 3 ми обговоримо можливiсть генерування квантової за­
плутаностi мiж зарядовими станами кубiта та механiчними когерентними в
наноелектромеханiчнiй системi (НЕМС), де механiчнi коливання сильно впли­
вають через слабкий зв’язок зi сховищем куперiвських пар. Окрiм того, роз­
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роблено протокол манiпуляцiї тягнучою напругою, що призводить до утворе­
ння заплутаних станiв, якi включають в себе так званi cat states (квантова
суперпозицiя когерентних станiв), якi є стiйкими до помилок.

1.3. Механiчна нестiйкiсть в наноелектромеханiчних системах.

На вiдмiну вiд попереднього розгляду, 1.1, 1.2, впливу електрон-вiброн­
ної взаємодiї на транспортнi властивостi одномолекулярних транзисторiв в
рамках пiдходу, коли ця взаємодiя пов’язана з механiчними модами, незале­
жними вiд напрямку перенесення електронiв, в цьому пiдроздiлi ми звертаємо
увагу на випадок, коли положення КТ мiж електродами експоненцiально змi­
нює ймовiрнiсть тунелювання електрона до берегiв [11]. Це може призвести до
того, що рiвноважне положення КТ перестане бути механiчно стiйким, тобто
може мати мiсце механiчна нестiйкiсть та, як результат, режим човникового
транспорту електронiв [101]. Це, як правило, випадок слабкого електромеха­
нiчного зв’язку. Вплив поляронного ефекту на явище шатлювання електронiв
вивчався в роботах [102, 103]. Iснує декiлька ґрунтовних оглядiв на цю тему,
див. посилання [103—107]. Отже, ми коротко представимо ефекти механiчної
нестiйкостi в такiй системi та розглянемо деякi результати.

Найпростiша модель, яка може демонструвати ефекти електричного ша­
тлу та механiчної нестiйкостi, описується гамiльтонiаном рiвняння (1.9), де
тепер амплiтуда тунелювання залежить вiд положення, а член рiвняння (1.13)
можна представити як:

𝐻𝑖𝑛𝑡 = (𝜀𝑑 − 𝑒ℰ𝑥)𝑐†𝑐, (1.31)

де ℰ — електричне поле, зумовлене наявнiстю електрона на квантовiй точцi,

𝐻𝑡 =
∑︁
𝑘𝜅

𝑡𝜅(𝑥̂)𝑎
†
𝑘𝜅𝑐+ H.c., (1.32)

де 𝑡𝜅 = 𝑡0e±𝑥̂/𝜆, де 𝜆 — тунельна довжина. Для розв’язання задачi використо­
вується рiвняння Лiувiлля-фон Неймана (або, в бiльш загальному випадку,
рiвняння Лiндблада), а також метод функцiй Грiна в теорiї збурень за пара­
метром електромеханiчного зв’язку. При цьому, якщо знехтувати ефектами
нульових флуктуацiй квантової точки, то можна використати напiвкласичне
трактування, в рамках якого ⟨𝑥̂⟩ = 𝑥 i нас цiкавлять досить великi значення
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амплiтуди коливань квантової точки. Отже, її координата пiдпорядковується
рiвнянню Ньютона,

𝑥̈+ 𝜔2𝑥 = ℱ(𝑡)/𝑚, (1.33)

де введена середня сила, що дорiвнює

ℱ(𝑡) = −Tr
[︂
𝜌
𝜕𝐻

𝜕𝑥

]︂
.

Аналiтично показано [108], що може виникати механiчна (або човникова) не­
стiйкiсть, тобто амплiтуда коливань КТ, яка, будучи малою пiсля початкового
вiдхилення вiд положення рiвноваги, починає зростати експоненцiально з при­
ростом 𝑟𝑠 ∼ 𝜆Γ, якщо тягнуча напруша бiльша за порогову, 𝑒𝑉 > 2(𝜀𝑑+ℏ𝜔). У
цьому випадку може розвинутися граничний цикл при наявностi малого, але
скiнченного механiчного тертя (член 𝛾𝑥̇ у л.ч. рiвняння (1.33)) [44, 108]. Крiм
того, для дослiдження механiчної нестiйкостi може бути використаний повнi­
стю квантовомеханiчний пiдхiд (трактування координати КТ за допомогою
представлення функцiї Вiґнера). Отримано, що функцiя Вiґнера в режимi
розвинених самопiдтримних коливань має колоколоподiбну форму (гаусову),
див. [45, 109]. Отримано також рiзке зростання струму при переходi до ста­
цiонарного режиму. Отже, в режимi граничного циклу 𝐼 ∼ 𝑒𝜔 [109].

Внутрiшнє тертя, зумовлене перепадом температури 𝑇 (а не тягнучою
напругою) в системi у випадку безспiнових електронiв, розглянуто в робо­
тi [110]. Знайдено наступну температурну залежнiсть,

𝛾(𝑇 ) ∼ 𝑇−1
[︀
cosh2 {𝜀𝑑/(2𝑇 )}

]︀−1
. (1.34)

Наступним кроком в узагальненнi є врахування спiну електрона. Спiн­
тронний наноелектромеханiчний одноелектронний транзистор зi спiн-поляри­
зованими берегами розглянуто в роботi [109]. Для знаходження стацiонарного
розв’язку використано наближення матрицi густини та наближення нескiн­
ченно великої тягнучої напруги. Виявлено, що iснують два типи переходiв
мiж стацiонарними станами при змiнi електричного або магнiтного поля [109].
Окрiм того, отримано гiстерезис в поведiнцi стацiонарної амплiтуди та еле­
ктричного струму в режимi жорсткого переходу. Так званий спiн-механiчний
зв’язок розглянуто в роботах [111, 112]. Напiвкласичний пiдхiд використано
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для визначення iнкременту зростання коливань точки в механiчно нестiйкому
режимi в системi в перiодичному магнiтному полi [111]. Протилежний режим
механiчного охолодження (з англ. — ground-state cooling) до основного стану
запропоновано в роботi [112].

Iнший тип електромеханiчного зв’язку в магнiтних човникових структу­
рах базується на феромагнiтному обмiнному зв’язку мiж КТ i магнiтними бе­
регами. Область механiчної нестiйкостi для такого наноелектромеханiчного
пристрою зi спiн-поляризованими електродами та для взаємодiючих електро­
нiв отримано в роботi [113], див. також [114, 115]. Виявлено, що човниковий
режим транспорту електронiв має мiсце при досить низькiй напруженостi
магнiтного поля (ℎ ≪ Γ), на вiдмiну вiд електричного. Дана система з ура­
хуванням градiєнта температур дослiджена в роботах [116—119]. Область ме­
ханiчної нестiйкостi отримано аналiтично в адiабатичному випадку в рамках
напiвкласичного пiдходу. Показано, що нестiйкiсть виникає в областi зовнi­
шнiх магнiтних полiв мiж нижнiм, яке залежить тiльки вiд феноменологiчно­
го тертя, i верхнiм (яке залежить вiд температури i при високих температу­
рах насичується за ℎ𝑐2/ℏ𝜔 =

√︀
7/2) критичними значеннями [119]. Режим

нестiйкостi не виникає в областi високих значень напруженостi магнiтного
поля, оскiльки в цьому випадку час спiн-перевороту перевищує характернi
часовi масштаби, що визначаються механiчними (𝜔−1) та електронними (ℏ/Γ)
часовими масштабами [119]. Причому температурна залежнiсть коефiцiєнта
тертя залишається такою самою, як i у випадку безспiнових електронiв, рiв­
няння (1.34). Вплив кулонiвської взаємодiї на механiчну нестiйкiсть системи з
човниковим транспортом описано в роботах [117, 118, 120]. Показано, що така
спiнтро-механiчна нестiйкiсть може бути викликана електрон-електронним
вiдштовхуванням. Критичне значення сили цiєї взаємодiї вирiшальним чином
залежить вiд температури та напруженостi магнiтного поля [118]. Також було
передбачено ефект самонасичення для такої системи [113, 118]. Цей ефект про­
являється у наявностi стацiонарного режиму механiчних автоколивань навiть
без впливу зовнiшнього тертя, що визначається добротнiстю наномеханiчної
системи, як i для електричної. Крiм того, чисельно дослiджено кулонiвськi
кореляцiйнi ефекти в термiчно керованих та змiщених за напругою магнiтних
пристроях в роботi [117]. Було отримано, що термоiндукований магнiтний чов­
никовий рух спiн-поляризованих електронiв є пороговим явищем [117], як i
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для електричного човникового пристрою. Зрештою, в роботi [116] електри­
чнi та магнiтнi обмiннi сили враховано одночасно. Це призводить до ряду
нетривiальних ефектiв, якi можна побачити в експериментах з вимiрюван­
ням електричного струму, оскiльки така можливiсть була продемонстрована
в роботi [116] шляхом отримання чисельно I-V кривих. Отримано, з одно­
го боку, немонотонну залежнiсть диференцiальної провiдностi в стабiльному
(вiбронному) режимi. З iншого боку, показана наявнiсть вiд’ємної диферен­
цiальної провiдностi в стацiонарному режимi механiчних автоколивань [116].
Iснує ряд експериментiв, в яких спостерiгався режим механiчної нестiйкостi в
наноелектромеханiчних системах, див., напр., [121—129]. Когерентний спiно­
вий човниковий процес в масивi квантових точок GaAs/AlGaAs розглянуто
в роботi [130].

Ефект самопiдтримних коливань сам по собi є цiкавою проблемою з
фундаментальної точки зору, вiдкриваючи новi можливостi для спектроско­
пiї [131, 132], а фiзичнi процеси, що лежать в його основi, показують можливi
застосування для механiчного охолодження [133]. Самопiдтримнi механiчнi
коливання вперше спостерiгалися в транзисторi на основi вуглецевих нано­
трубок (ВНТ) [128], а подальшi дослiдження пiзнiше пiдтвердили їхнi транс­
портнi особливостi [134—136]. Нещодавно було проведено експериментальне
спостереження самокерованих коливань квантової точки на основi ВНТ в ре­
жимi кулонiвської блокади [137].

Проте, надпровiднi елементи, включенi в наноелектромеханiчнi (НЕМ)
системи, розширюють горизонт цього явища, зокрема, за рахунок ефектiв
надпровiдної фазової когерентностi; див., наприклад, наступнi огляди [103,
138]. Електрод, розташований поблизу квантової точки, може впливати на її
електронний стан через тунельний обмiн куперiвськими парами завдяки ефе­
кту близькостi. В роботi [92] (див. також [93]) показано, що рухома надпровiд­
на гранула, яка перiодично коливається мiж двома вiддаленими надпровiд­
ними електродами, може слугувати медiатором джозефсонiвського зв’язку,
що призводить до когерентного переносу куперiвських пар мiж берегами.
Вплив поляронних ефектiв на джозефсонiвський струм в системi надпровiд­
ник-квантова точка-надпровiдник (S-QD-S) було розглянуто в роботi [139]. Та­
кож, аналогiчно до системи в нормальному станi, де зняття блокади Франка­
Кондона призводить до немонотонної температурної залежностi диференцi­
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альної провiдностi [38, 140], в даному випадку це супроводжується немонотон­
ною температурною залежнiстю критичного джозефсонiвського струму [139,
141, 142]. Поляронне звуження критичного джозефсонiвського струму роз­
глянуто в роботах [69, 143, 144].

Окрiм того, якщо амплiтуда тунелювання залежить вiд вiдстанi мiж
КТ i надпровiдними електродами, то такий обмiн забезпечує також зв’язок
мiж електронними i механiчними ступенями свободи. Додаткова iнжекцiя еле­
ктронiв iз нормального металевого електрода пiд напргугою на КТ породжує
своєрiдну динамiку куперiвських пар на ньому. Взаємодiя електромеханiчних
ефектiв i фазової когерентностi призводить до нових i незвичних властиво­
стей ряду гiбридних переходiв нормальний метал/надпровiдник [145—148].
Зокрема, нещодавно було показано, що в звичайний метал-КТ на основi ВНТ­
надпровiдник транзисторi (N-QD-S), андрєєвське вiдбиття [149, 150] може
призводити до охолодження механiчної пiдсистеми [26, 151, 152] або генерува­
ти ефект одноатомного лазерного випромiнювання [26] при виконаннi певних
умов. Резонансне андрєєвське тунелювання в системi N-QD-S спостерiгалося
в роботi [153].

Механiчна функцiональнiсть НЕМС в значнiй мiрi визначається фiзи­
чними принципами, що лежать в основi взаємодiї мiж електронною та механi­
чною пiдсистемами. В усiх дослiдженнях згаданих вище, ця взаємодiя була об­
умовлена локалiзацiєю заряду [108, 145] або спiну [113, 118], що переноситься
електронами в рухомiй частинi системи. У главi 4 ми розглянемо принципово
новий тип електромеханiчного зв’язку, що ґрунтується на квантовiй делока­
лiзацiї куперiвських пар (див. також посилання [154]). Ми демонструємо, що
такий зв’язок може сприяти самонасиченню механiчної нестiйкостi (з англ. —
self-saturation effect), що призводить до до генерацiї самопiдтримних механi­
чних коливань. Запропоновано також ефект охолодження до основного стану
наномеханiчних коливань у розглянутiй системi. Показано, що режим нака­
чки або охолодження суттєво впливають на середнiй струм через систему, що
робить можливим пряме експериментальне виявлення предбачених ефектiв.
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РОЗДIЛ 2

ПОЛЯРОННI ЕФЕКТИ, ЩО ВИНИКАЮТЬ ЗАВДЯКИ
НЕРIВНОВАЖНИМ ВIБРОНАМ В ОДНОМОЛЕКУЛЯРНИХ

ТРАНЗИСТОРАХ

У даному роздiлi розглядається електронний транспорт в молекулярно­
му транзисторi, припускаючи, що механiчна пiдсистема знаходиться в нерiв­
новажному станi, а саме — когерентному. Отримано вольт-ампернi характе­
ристики такого одноелектронного транзистора на основi вiбруючої квантової
точки. Проаналiзовано знайдену залежнiсть електричного струму вiд амплi­
туди коливань квантової точки.

2.1. Модель одномолекулярного транзистора.

Модель одномолекулярного транзистора зображена на рис. 2.1. Нано­
електромеханiчна система складається з двох масивних електродiв — витоку
(англ. – source (Left)) та стоку (англ. – drain (Right)), з хiмiчними потенцiа­
лами, якi визначаються тягнучою напругою, 𝜇𝐿 − 𝜇𝑅 = 𝑒𝑉 , та однорiвневої
квантової точки (англ. – quantum dot (QD)). Квантова точка здiйснює колива­
ння у напрямку 𝑥 — перпендикулярно до напрямку протiкання електричного
струму. Напруга на електродi затвору 𝑉𝐺 вибрана таким чином, 𝜀0(𝑉𝐺) = 𝜀𝐹 ,
щоб отримати максимальну величину тунельного струму. Тут 𝜀0(𝑉𝐺) позна­
чає енергiю рiвня квантової точки, а 𝜀𝐹 — фермiївську енергiю берегiв. Для
спрощення розрахункiв ми розглядаємо тунелювання безспiнових електронiв
через симетричний контакт. Також припускаємо, що величини тунельних ма­
тричних елементiв не залежать вiд коливань квантової точки, 𝑡𝐿 = 𝑡𝑅 = 𝑡0.
Ми беремо до уваги лише процеси послiдовного одноелектронного тунелюва­
ння, коли max(𝑒𝑉, 𝑇 ) ≫ Γ, де Γ ∝ |𝑡0|2 — тунельна ширина рiвня (характерна
енергiя тунельного зв’язку точка-береги), 𝑇 — температура та 𝑉 — тягнуча
напруга. За допомогою даної моделi може бути описаний одноелектронний
транзистор на основi одностiнної вуглецевої нанотрубки.
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Рис. 2.1 Ескiз одномолекулярного транзистора. Вiбруюча однорiвнева
(𝜀0 – енергiя рiвня) квантова точка (макромолекула) розташована мiж
двома масивними електродами, до яких прикладена тягнуча напруга 𝑉 .

Квантова точка тунельно (𝑡𝐿 = 𝑡𝑅 = 𝑡0 – тунельна амплiтуда) пов’язана
з електродами з хiмiчними потенцiалами 𝜇𝐿,𝑅, 𝜇𝐿 − 𝜇𝑅 = 𝑒𝑉 , та

температурою 𝑇 . Напруга затвору прикладена таким чином, що рiвень
енергiї квантової точки знаходиться на фермiївському рiвнi берегiв 𝜀𝐹 ,
𝜀0(𝑉𝐺) = 𝜀𝐹 , для отримання максимальної величини струму. Квантова

точка осцилює в напрямку 𝑥 — перпендикулярно до напрямку протiкання
електричного струму. Осциляцiї квантової точки описуються за

допомогою когерентного стану одновимiрного гармонiчного осцилятора.

2.2. Гамiльтонiан системи та рiвняння для матрицi густини.

Гамiльтонiан наноелектромеханiчної системи, модель якої зображена на
рис. 2.1, складається з чтотирьох наступних доданкiв,

𝐻 = 𝐻𝑙 +𝐻𝑑𝑜𝑡 +𝐻𝑣−𝑑 +𝐻𝑡𝑢𝑛, (2.1)

де 𝐻𝑙, 𝐻𝑑𝑜𝑡 — гамiльтонiани невзаємодiючих електронiв в берегах та квантової
точки вiдповiдно,

𝐻𝑙 =
∑︁
𝑘,𝜅

𝜀𝑘,𝜅𝑎
†
𝑘,𝜅𝑎𝑘,𝜅, 𝐻𝑑𝑜𝑡 = 𝜀0𝑐

†𝑐, (2.2)

𝑎†𝑘,𝜅(𝑎𝑘,𝜅) — оператор породження (знищення) електрона в березi 𝜅 = 𝐿,𝑅

з iмпульсом 𝑘 та енергiєю 𝜀𝑘,𝜅 , 𝑐†(𝑐) — оператор породження (знищення)
електронного стану на квантовiй точцi з енергiєю 𝜀0. Вищезгаданi оператори
вторинного квантування задовольняють стандартнi антикомутацiйнi спiввiд­
ношення, {𝑎†𝑘,𝜅,𝑎𝑘′,𝜅′} = 𝛿𝑘𝑘′,𝜅𝜅′, де 𝛿𝑘,𝜅 — символ Кронекера.
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Гамiльтонiаном 𝐻𝑣−𝑑 описуємо вiбронну (механiчну) пiдсистему та вза­
ємодiю електронiв i вiбронiв,

𝐻̂𝑣−𝑑 =
𝑝2

2𝑚
+
𝑚𝜔2𝑥2

2
+ ∆𝑥𝑐†𝑐. (2.3)

В рiвняннi (2.3) 𝑥,𝑝 — канонiчно спряженi оператори координати та iмпуль­
су з комутацiйними спiвiдношеннями [𝑥,𝑝] = 𝚤ℏ. Тут 𝜔,𝑚 — власна частота
коливань квантової точки та її маса, a ∆ — постiйна електрон-вiбронної вза­
ємодiї.

Гамiльтонiан 𝐻𝑡𝑢𝑛 вiдповiдає тунелюванню електронiв мiж квантовою
точкою та електродами,

𝐻𝑡𝑢𝑛 =
∑︁
𝑘,𝜅

𝑡𝜅𝑎
†
𝑘,𝜅𝑐+ H.c., (2.4)

де 𝑡𝜅 позначає тунельну амплiтуду. Нижче ми обмежимося розглядом симе­
тричного випадку, 𝑡𝐿 = 𝑡𝑅 = 𝑡0, що якiсно не впливає на отриманi ефекти.

Для того, щоб дiагоналiзувати гамiльтонiан (2.1), зручно зробити унi­
тарне перетворення 𝑈𝐻𝑈 † → 𝐻, де 𝑈 = exp[𝑖𝜆𝑝𝑐†𝑐], вiдоме в лiтературi
як перетворення Ланга-Фiрсова (англ. – Lang-Firsov canonical transformation)
або поляронне перетворення [47]. Прирiвнюючи коефiцiєнти при однакових
степенях бозонних операторiв, отримуємо пренормовану константу електрон­
вiбронної взаємодiї 𝜆 = ∆/ℏ𝑚𝜔2. Тодi формула (2.3) приймає дiагональний
вигляд,

𝐻𝑣−𝑑 → 𝐻𝑣 =
𝑝2

2𝑚
+
𝑚𝜔2𝑥2

2
, (2.5)

а тунельний гамiльтонiан 𝐻𝑡𝑢𝑛 є наступним,

𝐻𝑡𝑢𝑛 → 𝐻𝑡𝑢𝑛 = 𝑡0
∑︁
𝑘,𝜅

e−𝚤𝜆𝑝𝑎†𝑘,𝜅𝑐+ H.c.. (2.6)

Один зi способiв квантовомеханiчного розгляду системи з електрон­
вiбронною взаємодiєю є так званий метод зведеної (редукованої) матрицi гу­
стини [45]. В рамках даного пiдходу матриця густини системи факторизується
на тензорний добуток рiвноважної матрицi густини берегiв, вiбронної матрицi
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густини та матрицi густини квантової точки,

𝜌 ≈ 𝜌𝑙 ⊗ 𝜌𝑣 ⊗ 𝜌𝑑𝑜𝑡. (2.7)

Дане наближення вiдповiдає випадку послiдовного електронного тунелюва­
ня, коли max{𝑒𝑉,𝑇} ≫ Γ. На вiдмiну вiд досить розповсюдженного вихi­
дного положення про рiноважну матрицю густини механiчної пiдсистеми, ми
розглядаємо випадок нерiвноважних вiбронiв. Ми припускаємо, що вiбронна
пiдсистема описується когерентним станом, який залежить вiд часу |𝑧(𝑡)⟩. Ва­
жливо вiдмiтити, що в роботi [61] когерентний стан вважається незалежним
вiд часу, що суперечить рiвнянню руху для невзаємодiючих вiбронiв в нашiй
моделi,

|𝑧(𝑡)⟩ = exp (−𝚤𝐻𝑣𝑡) |𝑧⟩, (2.8)

(ℏ = 1). Тут |𝑧⟩ — власна функцiя оператора знищення вiброна 𝑏, 𝑏|𝑧⟩ =

𝑧|𝑧⟩ (𝑧 є комплексним числом). Вiдповiдна вiбронна матриця густини має
стандартний вигляд,

𝜌𝑣(𝑡) = |𝑧(𝑡)⟩⟨𝑧(𝑡)|. (2.9)

Еволюцiя системи у часi описується рiвнянням Лiувiлля (англ. — Liouville-von
Neumann equation) для матрицi густини,

𝜕𝜌

𝜕𝑡
+ 𝚤[𝐻0 +𝐻𝑡𝑢𝑛,𝜌] = 0, (2.10)

з 𝐻0 = 𝐻𝑙 +𝐻𝑣 +𝐻𝑑𝑜𝑡, яке має наступне формальне рiшення,

𝜌(𝑡) = 𝜌(−∞)− 𝚤

∫︁ 𝑡

−∞
𝑑𝑡′e−𝚤𝐻0(𝑡−𝑡′)[𝐻𝑡𝑢𝑛,𝜌(𝑡

′)]e𝚤𝐻0(𝑡−𝑡′). (2.11)

Наступним кроком ми пiдставляємо рiвняння (2.7), (2.11) в формулу (2.10)
та знаходимо рiвняння для зведеної матрицi густини квантової точки 𝜌𝑑𝑜𝑡 =
Tr𝑙𝑒𝑎𝑑𝑠,𝑣𝜌, де слiд береться за електронними ступенями свободи в берегах та
вiбронними ступенями свободи,

𝜕𝜌𝑑𝑜𝑡
𝜕𝑡

+ 𝚤[𝐻𝑑𝑜𝑡,𝜌𝑑𝑜𝑡] = −Tr
∫︁ 𝑡

−∞
𝑑𝑡′[𝐻𝑡𝑢𝑛, e−𝚤𝐻0(𝑡−𝑡′)[𝐻𝑡𝑢𝑛,𝜌(𝑡

′)]e𝚤𝐻0(𝑡−𝑡′)]. (2.12)
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Ми можемо точно обчислити середнi значення електронних та вiбронних опе­
раторiв в рамках наближення редукованої матрицi густини, рiвняння (2.7).
Так як матриця густини електронiв в берегах рiвноважна, то середнi значення
обчислюються стандартним способом,

⟨𝑎†𝑘,𝜅𝑎𝑘′,𝜅′⟩ = 𝑓𝜅(𝜀𝑘,𝜅)𝛿𝑘,𝑘′𝛿𝜅,𝜅′, (2.13)

де 𝑓𝜅(𝜀) = (exp((𝜀−𝜇𝜅)/𝑇 )+1)−1 — функцiя розподiлу Фермi-Дiрака, 𝜇𝐿,𝑅 =

𝜇0 ± (𝑒𝑉/2) — електрохiмiчний потенцiал в березi 𝜅. Обчислення вiбронної
кореляцiйної функцiї

𝐹 (𝑡,𝑡1;𝜆) = ⟨exp[−𝚤𝜆𝑝(𝑡)] exp[𝚤𝜆𝑝(𝑡1)]⟩ (2.14)

за когерентним станом приводить до наступного виразу:

𝐹 (𝑡,𝑡1;𝜆) = Tr[ e−𝚤𝜆𝑝(𝑡)|𝑧⟩⟨𝑧|e𝚤𝜆𝑝(𝑡1)] =
exp

{︁
−𝜆2

[︁
1− e𝚤𝜔(𝑡−𝑡1)

]︁
− 𝜆𝑧

[︀
e−𝚤𝜔𝑡 − e−𝚤𝜔𝑡1

]︀
+ 𝜆𝑧*

[︀
e𝚤𝜔𝑡 − e𝚤𝜔𝑡1

]︀}︁
.(2.15)

Тут ми вводимо безрозмiрну постiйну електрон-вiбронної взаємодiї
𝜆ℏ

√
2/𝑙0 → 𝜆, де 𝑙0 =

√︀
ℏ/𝑚𝜔 — амплiтуда нульових коливань. Пара­

метр 𝜆 може бути записаний в наступнiй формi 𝜆 =
√
2𝑙/𝑙0, де 𝑙 = ∆/𝑚𝜔2

позначає характерну величину змiщення класичного осциллятора. Варто
вiдмiтити, що у випадку усереднення з нерiвноважною вiбронною матрицею
густини з використанням вiдомої формули ⟨e𝐴⟩ = e

1
2 ⟨𝐴

2⟩ [155] ми отримуємо
невiрний результат.

Використовуючи спiввiдношення (2.13), (2.15), рiвняння (2.12) для ре­
дукованої матрицi густини квантової точки приймає наступний вигляд,

𝜕𝜌𝑑𝑜𝑡
𝜕𝑡

+ 𝚤[𝐻𝑑𝑜𝑡,𝜌𝑑𝑜𝑡] =
Γ

4𝜋

∑︁
𝜅

∫︁
𝑑𝜏

∫︁
𝑑𝜀×{︀

𝐹 (𝑡,𝑡− 𝜏 ;𝜆)e𝚤𝜀𝜏 [1− 𝑓𝜅(𝜀)] 𝑐e−𝚤𝐻𝑑𝑜𝑡𝜏𝜌𝑑𝑜𝑡(𝑡− 𝜏)𝑐†e𝚤𝐻𝑑𝑜𝑡𝜏+

+𝐹 (𝑡,𝑡− 𝜏 ;−𝜆)e−𝚤𝜀𝜏𝑓𝜅(𝜀)𝑐
†e−𝚤𝐻𝑑𝑜𝑡𝜏𝜌𝑑𝑜𝑡(𝑡− 𝜏)𝑐e𝚤𝐻𝑑𝑜𝑡𝜏 −

−𝐹 *(𝑡,𝑡− 𝜏 ;−𝜆)e𝚤𝜀𝜏𝑓𝜅(𝜀)𝑐e−𝚤𝐻𝑑𝑜𝑡𝜏𝑐†𝜌𝑑𝑜𝑡(𝑡− 𝜏)e𝚤𝐻𝑑𝑜𝑡𝜏 −
−𝐹 *(𝑡,𝑡− 𝜏 ;𝜆)e−𝚤𝜀𝜏 [1− 𝑓𝜅(𝜀)]𝑐

†e−𝚤𝐻𝑑𝑜𝑡𝜏𝑐𝜌𝑑𝑜𝑡(𝑡− 𝜏)e𝚤𝐻𝑑𝑜𝑡𝜏 + H.c.
}︀
,(2.16)
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де Γ = 2𝜋𝜈𝑡20 позначає ширину рiвня електронного стану на квантовiй точцi,
𝜈 — густину електронних станiв в берегах, яка в рамках наближення широ­
ких зон (англ. — wide-band approximation), див. напр. [33], не залежить вiд
енергiї. Зауважимо, що на вiдмiну вiд випадку рiвноважної матрицi густи­
ни вiбронiв (див. напр. [43]), вiбронна кореляцiйна функцiя, формула (2.15),
залежить вiд двох моментiв часу незалежно, а не вiд їх рiзницi. Остання об­
ставина означає, що у данiй системi часова iнварiантнiсть не зберiгається,
тобто у випадку вiбронiв у когерентному станi |𝑧(𝑡)⟩, що фiзично вiдповiдає
коливанням квантового маятника, iнварiантнiсть за часом порушується.

Редукована матриця (оператор) густини квантової точки 𝜌𝑑𝑜𝑡 дiє у про­
сторi Фока, який у даному випадку є двовимiрним простором безспiнового
електронного рiвня на квантовiй точцi. Матричнi елементи оператора густи­
ни є наступними: 𝜌0(𝑡) = ⟨0|𝜌𝑑𝑜𝑡(𝑡)|0⟩,𝜌1(𝑡) = 1 − 𝜌0(𝑡) = ⟨1|𝜌𝑑𝑜𝑡(𝑡)|1⟩, де
|1⟩ = 𝑐†|0⟩, а |0⟩ позначає основний (вакуумний) стан. З формули (2.16) отри­
муємо наступне iнтегро-диференцiальне рiвняння для ймовiрностi 𝜌0(𝑡),

𝜕𝜌0
𝜕𝑡

=
Γ

4𝜋

∑︁
𝜅

∫︁
𝑑𝜏

∫︁
𝑑𝜀
{︁
𝐹 (𝑡,𝑡− 𝜏 ;𝜆)e𝚤(𝜀−𝜀0)𝜏 [1− 𝑓𝜅(𝜀))] [1− 𝜌0(𝑡− 𝜏)]−

−𝐹 *(𝑡,𝑡− 𝜏 ;−𝜆)e𝚤(𝜀−𝜀0)𝜏𝑓𝜅(𝜀))𝜌0(𝑡− 𝜏)
}︁
. (2.17)

Iнтегрування за змiнною 𝜀 можливе, використовуючи формулу Сохо­
цького-Племеля, див. напр. [156],∫︁

𝑑𝜀e−𝚤𝜀𝜏𝑓𝜅(𝜀) = −𝚤𝜋𝛿(𝜏) + p.v.
𝚤𝜋𝑇 e−𝚤𝜇𝜅𝜏

sinh 𝜋𝑇𝜏
, (2.18)

де симовлом p.v. (англ. – principal value) позначено головне значення iнте­
грала (за Кошi). У випадку виконання нервностi 𝑇 ≫ Γ можна знехтувати
ефектами запiзнення в рiвняннi (2.18) та отримати наступне локальне (у часi)
рiвняння для матричного елемента 𝜌0,

− 𝜕𝜌0
𝜕𝑡

=𝑀1(𝑡)𝜌0 −𝑀2(𝑡), (2.19)

де
𝑀𝑖(𝑡) = 1− 1

2

∑︁
𝑛

𝐴(𝑖)
𝑛 (𝑡)[𝑓𝐿(𝜀0 − 𝑛𝜔) + 𝑓𝑅(𝜀0 − 𝑛𝜔)]. (2.20)
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Коефiцiенти𝐴(𝑖)
𝑛 (𝑡) є перiодичними функцiями часу (з перiодом 2𝜋/𝜔) та тому

можуть бути представленi у виглядi рядiв Фур’є,

𝐴(𝑖)
𝑛 (𝑡) =

∑︁
𝑝

𝑎(𝑖)𝑛,𝑝𝑒
𝚤𝜔𝑝𝑡, (2.21)

𝑎(1)𝑛,𝑝 =
1

𝜋

∫︁ 𝜋

−𝜋

𝑑𝜗e−𝜆2(1−cos𝜗) sin
(︁
𝑛𝜗− 𝜋𝑝

2

)︁
×

× sin
(︀
𝜆2 sin𝜗

)︀
cos

(︂
𝑝𝜗

2

)︂
𝐽𝑝

(︂
4𝜆|𝑧| sin 𝜗

2

)︂
, (2.22)

𝑎(2)𝑛,𝑝 =
1

2𝜋

∫︁ 𝜋

−𝜋

𝑑𝜗e−𝜆2(1−cos𝜗) cos

(︂
𝑝𝜗

2

)︂
×

× cos
(︁𝜋𝑝
2

− 𝑛𝜗+ 𝜆2 sin𝜗
)︁
𝐽𝑝

(︂
4𝜆|𝑧| sin 𝜗

2

)︂
. (2.23)

В формулах (2.22), (2.23) 𝐽𝑝(𝑥) — функцiї Бесселя першого роду. До того ж,
ми параметризуємо власне значення когерентного стану 𝑧 як 𝑧 = |𝑧| exp(𝚤𝜙),
де параметр |𝑧| визначає амплiтуду коливань квантової точки.

Розглянемо стацiонарний режим коливань евантової точки, 𝑡 ≫ 1/Γ,
коли ймовiрнiсть 𝜌0(𝑡) є перiодичною функцiєю часу, 𝜌0(𝑡 + 𝑇0) = 𝜌0(𝑡), а,
отже, може бути розкладена у ряд Фур’є,

𝜌0(𝑡) =
∑︁
𝑛

𝜌𝑛𝑒
𝚤𝜔𝑛𝑡, 𝜌−𝑛 = 𝜌*𝑛. (2.24)

Тодi рiвняння для гармонiк перетворення Фур’є має настурний вигляд,

𝚤𝑝𝜌𝑝 = 𝛿𝑝,0 − 𝜌𝑝 −
1

2

∑︁
𝑛

[︃
𝑎(2)𝑛,𝑝 −

∑︁
𝑘

𝑎
(1)
𝑛,𝑝+𝑘𝜌𝑘

]︃
×

[𝑓𝐿(𝜀0 − 𝑛𝜔) + 𝑓𝑅(𝜀0 − 𝑛𝜔)] , (2.25)

та є основним рiвнянням даного роздiлу. Його рiшення обговорюється у пiд­
роздiлi 2.4.

2.3. Електричний струм.

Нас цiкавлять вольт-ампернi характеристики (ВАХ-и) даного одномо­
лекулярного транзистора, тому нам необхiдно розрахувати середнiй струм за
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перiод коливань (в стацiонарному режимi), який визначається як,

𝐼 =
1

𝑇0

∫︁
𝑇0

𝐽(𝑡)𝑑𝑡, (2.26)

де 𝐽(𝑡) = (𝐽𝐿 + 𝐽𝑅)/2, а «лiвий» (англ. – left (L)) та «правий» (англ. – right
(R)) електричнi струми визначаються стандартним чином як змiна числа
електронiв у вiдповiдному березi,

𝐽𝜅 = 𝜂𝜅𝑒Tr
(︂
𝜌
𝜕𝑁𝜅

𝜕𝑡

)︂
, 𝑁𝜅 =

∑︁
𝑘

𝑎†𝑘,𝜅𝑎𝑘,𝜅, (2.27)

де 𝜂𝐿/𝑅 = ±1, а 𝑁𝜅 — оператор числа електронiв в електродi 𝜅. За допомо­
гою рiвняння (2.11) вираз для електричного струму може бути записаний в
наступному виглядi,

𝐽𝜅 = 𝜂𝜅Tr
∫︁ 𝑡

−∞
𝑑𝑡′e𝚤𝐻0(𝑡−𝑡′)𝐼𝜅e−𝚤𝐻0(𝑡−𝑡′)[𝐻𝑡𝑢𝑛, 𝜌] + c.c.,

𝐼𝜅 = 𝑒𝑡0e−𝚤𝜆𝑝
∑︁
𝑘

𝑐𝑎†𝑘,𝜅. (2.28)

Розрахунки за формулою (2.28) приводять до наступного рiвняння, яке ана­
логiчне до рiвняння (2.19),

𝐽(𝑡)

𝐼0
= −𝜌0(𝑡)𝑃1(𝑡) + 𝑃2(𝑡), (2.29)

де 𝐼0 = 𝑒Γ/2 — максиамальний струм (насичення) через однорiвневий симе­
тричний контакт,

𝑃𝑖(𝑡) =
∑︁
𝑛

𝐴(𝑖)
𝑛 (𝑡) [𝑓𝐿(𝜀0 − 𝑛𝜔)− 𝑓𝑅(𝜀0 − 𝑛𝜔)] , (2.30)

а коефiцiенти 𝐴(𝑖)
𝑛 даються формулами (2.21)-(2.23). З рiвнянь (2.24),(2.26) та

(2.29) отримуємо наступний вираз для середнього струму,

𝐼 = 𝐼0
∑︁
𝑛,𝑘

[︁
𝑎
(2)
𝑛,𝑘𝛿𝑘,0 − 𝑎

(1)
𝑛,𝑘𝜌𝑘

]︁
[𝑓𝐿(𝜀0 − 𝑛𝜔)− 𝑓𝑅(𝜀0 − 𝑛𝜔)] . (2.31)
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Важливо вiдмiтити, що середнiй електричний струм не залежить вiд фази
когерентного стану 𝜙.

2.4. Результати чисельного розрахунку вольт-амперних
характеристик.

Рiвняння (2.25) представляє собою нескiнченну систему рiвнянь для гар­
монiк перетворення Фур’є. Однак, у даному випадку ряди для коефiцiентiв
при гармонiках швидко збiгаються та ми можемо обмежитися лише вкладом
перших декiлькох доданкiв. Необхiдна їх кiлькiсть задежить вiд параметрiв
системи, перш за все, параметра когерентного стану |𝑧|. Результати числових
обчислень рiвняння (2.31) разом з (2.25) продемонстровано на рис. 2.2,2.3.

Бачимо, що за низьких температур 𝑇 ≪ ℏ𝜔 вольт-ампернi характери­
стики для вiбронiв у когерентному станi (крива чорна пунктирна) мають сту­
пiнчатий характер, подiбно (однак, не у загальному випадку) до тих, що вiд­
повiдають випадку рiвноважних вiбронiв (зелена суцiльна крива), див. напр.
оглядову роботу [11]. Кривi, що вiдповiдають випадкам рiвноважних та коге­
рентних вiбронiв, спiвпадають, див. рис. 2.2, якщо амплiтуда коливань кван­
тової точки менша або такого ж порядку величини як амплiтуда нульових
коливань 𝑙0 (|𝑧| ≤ 1 вiдповiдно).

З фiзичних мiркувань зрозумiло, що коли система знаходиться у ста­
нi близькому до основного, тобто середнє число вiбронiв < 𝑛 >≪ 1, немає
рiзницi у поведiнцi когерентних та некогерентних вiбронiв. Суттєва рiзниця
виникає, коли амплiтуда осциляцiй квантової точки, |𝑧| ≫ 1 (див. рис. 2.3,
де чорна пунктирна вiдноситься до випадку вiбронiв у когерентному станi з
параметром |𝑧| = 10). Зручно ввести ефективну температуру вiбронiв (меха­
нiчної пiдсистеми) 𝑇 *, прирiвнюючи середнє число вiбронiв в когерентному
та рiвноважному станах,

|𝑧|2 = (exp(ℏ𝜔/𝑇 *))− 1)−1. (2.32)

Для великих значень амплiтуд осциляцiй квантової точки (|𝑧| ≫ 1) та вiдно­
сно сильної електрон-вiбронної взаємодiї (𝜆 ∼ 1), 𝑇 * ≃ |𝑧|2ℏ𝜔 ≫ 𝜆2ℏ𝜔. Зро­
зумiло, що за високих температур в електродах стоку та витоку, франк-кондо­
нiвськi сходинки на вольт-амперних характеристиках зникають. Це означає,
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Рис. 2.2 Вольт-ампернi характеристики для малих значень параметра
когерентного стану |𝑧| = 0.25 та сильної електрон-вiбронної взаємодiї,
𝜆 = 1. Чорнi точки вiдповiдають результату чисельного розрахунку

струму для випадку, коли вiбронна пiдсистема знаходиться в
когерентному станi. Тонка зелена крива — ВАХ для випадку рiвноважних

вiбронiв, що характеризуються ефективною температурою 𝑇 * (див.
формулу (2.32)). Iншi параметри: 𝑇/ℏ𝜔 = 0.05,Γ/ℏ𝜔 = 0.001.

що у випадку когерентних вiбронiв, за великих амплiтуд коливань, виникає
сильне подавлення струму в областi низьких напруг, а також має мiсце сту­
пiнчатий характер ВАХ. Має сенс порiвняння такої залежностi з передбаче­
ною в рамках теорiї Франка-Кондона, припускаючи, що механiчна пiдсистема
пiдтримується при високiй температурi 𝑇 *, яка задається з розподiлу Бозе­
Ейнштейна, тодi як температура берегiв пiдтримується низькою, 𝑇 ≪ ℏ𝜔.
Цей випадок проiлюстровано на рис. 2.3. Можемо бачити суттєву рiзницю
мiж вольт-амперними характеристиками, а саме: (а) висота сходинок не є
регулярною у випадку когерентних вiбронiв та (б) насичення струму вiдбу­
вається за значно нижчих напруг (𝑒𝑉𝑠 ≃ |𝑧|ℏ𝜔), нiж у випадку рiвноважних
вiбронiв.
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Рис. 2.3 ВАХ для випадку великого значення параметра когерентного
стану, |𝑧| = 10. Iншi параметри такi ж як на рис. 2.2. Зелена суцiльна

крива вiдповiдає випадку рiвноважних вiбронiв з температурою, яка
задається параметром |𝑧| = 10. Червона штрих-пунктирна крива
вiдображає розрахунок за припущення 𝜌0 = 0.5 (див. пiдроздiл 2.5).

Вставка — регiон низьких напруг.

2.5. Оцiнка величин ймовiрностi та струму в стацiонарному
режимi.

Розраховуючи чисельно рiвняння (2.31) та (2.25), можна вiдмiтити, що
коефiцiент 𝜌0 (нульова гармонiка) ряду Фур’є (2.24) в стацiонарному режи­
мi 𝜌0 = 0.5, тобто ймовiрнiсть (матричнi елементи редукованого оператора
густини квантової точки) не залежить вiд часу, з високою точнiстю, ∼ 10−5.
Тодi, пiдставляючи в рiвняння (2.31) значення 𝜌0 = 1/2 та 𝜌𝑝 = 0 для 𝑝 ≥ 1,
отримуємо набагато простiшу, а головне, аналiтичну формулу для середнього
електричного струму,

𝐼 = 𝐼0
∑︁
𝑛

𝑎𝑛 [𝑓𝐿(𝜀0 − 𝑛𝜔)− 𝑓𝑅(𝜀0 − 𝑛𝜔)] , (2.33)
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Рис. 2.4 ВАХ для великого значення параметра когерентного стану
|𝑧| = 20 та 𝜆 = 0.5 Iншi параметри такi ж як на рис. 2.2. Зелена суцiльна

крива вiдповiдає випадку рiвноважних вiбронiв з температурою, яка
задається параметром |𝑧| = 20. Червона штрих-пунктирна крива, що

вiдповiдвє спрощеному розрахунку за формулами (2.33) та (2.34), майже
повнiстю спiвпадає з помаранчевою суцiльною кривою, розрахованою з

використанням формули (2.35).

де

𝑎𝑛 =
1

𝜋

∫︁ 𝜋

0

𝑑𝜗e−𝜆2(1−cos𝜗) ×

× cos𝑛𝜗 cos (𝜆2 sin𝜗)𝐽0

(︂
4𝜆|𝑧| sin 𝜗

2

)︂
. (2.34)

Бiльш того, для 𝜆 ≤ 1 можна зробити наступну оцiнку iнтеграла в форму­
лi (2.34),

𝑎𝑛 ≃ 𝐽2
𝑛 (2𝜆|𝑧|) . (2.35)

Цi мiркування дозволяють значно спростити числовi розрахунки. Рисунки 2.3
та 2.4 iлюструють отриманi вольт-ампернi характеристики. Червона штрих­
пунктирна крива вiдповiдвє спрощеному розрахунку за формулами (2.33) та
(2.34). Результати наближених аналiтичних розрахункiв спiвпадають з ре­
зультатами числових з високою точнiстю.
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Зазначимо, що рiвняння (2.33) має такий же вигляд як i вiдома формула
(див. напр. роботу [11]) для струму безспiнових електронiв через вiбруючу
квантову точку, коли механiчна пiдсистема знаходиться у рiвноважному станi
i описується рiвноважною матрицею густини 𝜌𝑒𝑞,

𝐼𝑒𝑞 = 𝐼0
∑︁
𝑛

𝐴𝑛 [𝑓𝐿(𝜀0 − 𝑛𝜔)− 𝑓𝑅(𝜀0 − 𝑛𝜔)] , (2.36)

де спектральна густина 𝐴𝑛 визначається формулою Tr [e−𝚤𝜆𝑝(𝑡)e𝚤𝜆𝑝(0)𝜌𝑒𝑞] =∑︀
𝑛𝐴𝑛𝑒

𝚤𝜔𝑛𝑡, див. пiдроздiл 1.1.

Висновки

У даному роздiлi розглянуто транспорт електронiв у молекулярному
транзисторi, припускаючи, що вiброни осциляцiй квантової точки знаходя­
ться у когерентному станi. Отриманi вольт-ампернi характеристики такого
транзистора мають ступiнчатий вигляд, подiбно до франк-кондонiвських схо­
динок, проте є суттєвi вiдмiнностi. А саме, за великих значень амплiтуд осци­
ляцiй квантової точки кондактанс подавлений (поляронна блокада) в значнiй
мiрi, незалежно вiд сили електрон-вiбронної взаємодiї. Зняття такої полярон­
ної блокади, яка виникає за рахунок когерентних осциляцiй, вiдбувається за
значно нижчих напруг, нiж у випадку блокади Франка-Кондона; причому,
висота сходинок у цьому разi є нерегулярною функцiєю тягнучої напруги.
На додачу, вольт-ампернi характеристики розглянутого транзистора не зале­
жать вiд фази когерентного стану.

Основнi положення цього роздiлу викладено у публiкацiях здобувача [1,
5, 6].
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РОЗДIЛ 3

ЗАПЛУТАНIСТЬ МIЖ ЗАРЯДОВИМИ СТАНАМИ КУБIТА
ТА КОГЕРЕНТНИМИ СТАНАМИ НАНОМЕХАНIЧНОГО

РЕЗОНАТОРА.

Розглянуто надпровiдну наноелектромеханiчну систему на основi нано­
дроту. Обговорено експериментально простий протокол манiпуляцiї тягнучою
напругою. Цей протокол призводить до утворення мiж зарядовим кубiтом i
наномеханiчним резонатором заплутаностi, яка може бути керована параме­
трами пристрою. Розглянуто також експериментально можливе виявлення
ефектiв шляхом вимiрювання середнього струму.

3.1. Модель та гамiльтонiан наноелектромеханiчного пристрою.

Схематичне зображення прототипу наноелектромеханiчної системи
(НЕМС), що розглядається, представлено на рис. 3.1. Вона складається
з надпровiдникового нанодроту (НД) (з англ. — superconducting nanowire
(SCNW)), [157, 158], який пiдвiшений мiж двома об’ємними надпровiдниками
i ємнiсно з’єднаний з двома електродами затвора. Надалi розглядається ви­
падок коли НД являє собою надпровiдний острiвець, який можна розглядати
як зарядовий кубiт (сховище куперiвських пар (з англ. — Cooper pair box
(CPB))), базисними станами якого є зарядовi стани — стани, якi вiдобража­
ють наявнiсть або вiдсутнiсть надлишкових куперiвських пар на острiвцi. За­
звичай цi стани позначаються як зарядовий та нейтральний стан вiдповiдно.
У цьому випадку, напруга на затворi 𝑉𝐺 i напруга мiж затворами 𝑉ℰ виби­
раються таким чином, щоб рiзниця електростатичних енергiй зарядженого i
нейтрального станiв дорiвнювала нулю при прямiй конфiгурацiї нанодроту,
тодi як вигин нанодроту усуває це виродження. Ми також зводимо динамiку
згину НД до динамiки фундаментальної моди що описується гармонiчним
осцилятором.

Сувмiсна динамiка куперiвських пар i механiчна динамiка цiєї системи
описується гамiльтонiаном, який можна записати у виглядi,

𝐻 = 𝐻𝑞 +𝐻𝑚 +𝐻𝑖𝑛𝑡. (3.1)
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Рис. 3.1 Схематична iлюстрацiя розглянутої НЕМС. Надпровiдний
нанодрiт, що розглядається як зарядовий кубiт, тунельно з’єднаний з

двома об’ємними надпровiдниками (S) з рiзницею фаз 𝜑 мiж
надпровiдниками та ємнiсно з’єднаний з двома електродами затвора.

Коливання згину в напрямку 𝑥 описуються гармонiчним осцилятором.

Тут

𝐻𝑞,𝑖𝑛𝑡 =

[︁
𝑄̂+𝑄𝐺(𝑥̂)

]︁2
2𝐶(𝑥̂)

−
∑︁
𝜎

[︁
𝐸𝐽,𝜎 cos (𝜑𝜎 − 𝜑)

]︁
, (3.2)

де 𝑄̂ = 2𝑒𝑛̂ — дискретний оператор заряду на точцi (𝑛̂ — оператор числа
куперiвських пар на КТ), 𝑄𝐺(𝑥̂) = 𝑉𝐺𝐶𝐺(𝑥̂) — оператор заряду, генерова­
ний напругою на затворi 𝑉𝐺, 𝐶(𝑥̂) = 2𝐶𝐽 + 𝐶𝐺(𝑥̂) — взаємна ємнiсть, що
складається з ємностей затвора i джозефсонiвського контакту. Константа
𝐸𝐽 = 𝐸𝐽,𝐿 = 𝐸𝐽,𝑅 є енергiєю джозефсонiвського зв’язку (розглядаємо ли­
ше випадок симетричного зв’язку), 𝜑 — оператор фази, що задовольняє ко­
мутацiйному спiввiдношенню [𝜑,𝑛̂] = 𝚤. Таким чином, рiвняння (3.2) можна
переписати у виглядi

𝐻𝑞,𝑖𝑛𝑡 = 𝐸𝑐(𝑥̂)

(︂
𝑛̂+

𝐶𝐺(𝑥̂)𝑉𝐺
2𝑒

)︂2

− 2𝐸𝐽 cos𝜑 cos𝜑. (3.3)

Тут 𝐸𝑐(𝑥̂) = (2𝑒)2/(2𝐶(𝑥̂)) — енергiя заряду. Координатно-залежна ємнiсть
затвора 𝐶𝐺(𝑥̂) налаштовується таким чином, щоб рiзниця електростатичних
енергiй мiж зарядженим (з однiєю надлишковою куперiвською парою) i ней­
тральним станом була пропорцiйна безрозмiрному змiщенню КТ 𝑥̂ i дорiвню­
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вала нулю в точцi рiвноваги коливань. Тодi в режимi кулонiвської блокади
(𝐸𝐶(0) ≫ 𝐸𝐽) в зарядовому базисi з визначеним числом куперiвських пар на
острiвцi операторна функцiя exp

[︁
𝚤𝜑
]︁

має вигляд:

e𝚤𝜑|𝑛⟩ = 1√
2𝜋

∫︁ 2𝜋

0

𝑑𝜑e𝚤(𝑛+1)𝜑|𝜑⟩ = |𝑛+ 1⟩. (3.4)

Отже, в базисi з векторами нейтрального |0⟩ = (0; 1)𝑇 та зарядового
|1⟩ = (1; 0)𝑇 станiв та в представленнi вторинного квантування для операто­
рiв змiщення та iмпульсу маємо:

𝐻𝑞 = −𝐸𝐽𝜎1 cos𝜑,

𝐻𝑚 =
ℏ𝜔
2

(︀
𝑥̂2 + 𝑝2

)︀
,

𝐻𝑖𝑛𝑡 = 𝜀𝑥̂𝜎3.

Тут 𝜎𝑖,𝑖 = 1,2,3, — матрицi Паулi, 𝐸𝑄 — власне значення енергiї, пов’язаної з
електростатичним полем, що виникає за рахунок затворної напруги 𝑉𝐺. Звiд­
си випливає, що тiльки перший порядок ємностi затвора дає iстотний вклад
i розглядається випадок руху до точки виродження в точцi рiвноваги. Варто
зауважити, що можна дiагоналiзувати незбурену частину гамiльтонiана, рiв­
няння (3.5), за допомогою унiтарного перетворення 𝑈̂ = (𝐼 + 𝚤𝜎2) /

√
2, згiдно

до якого 𝜎1 → 𝜎3, 𝜎3 → −𝜎1. Тодi,

𝐻 = 𝜀𝑥̂𝜎1 + 𝐸𝐽 cos𝜑(𝑡)𝜎3 +
ℏ𝜔
2

(︀
𝑥̂2 + 𝑝2

)︀
. (3.5)

Тут гамiльтонiан 𝐻𝑞 представляє джозефсонiвський зв’язок мiж схови­
щем куперiвських пар та об’ємними надпровiдниками з 𝜑 = 𝜑(𝑡) рiзницею
фаз мiж електродами, 𝜎𝑖(𝑖 = 1,2,3) — матрицi Паулi що дiють у гiльберто­
вому просторi в базисi, де вектори (1,0)𝑇 i (0,1)𝑇 представляють вiдповiдно
зарядовий i нейтральний стани. Гамiльтонiан 𝐻𝑚 у рiвняннi (3.1) представ­
ляє динамiку фундаментальної згинальної моди, що описується гармонiчним
осцилятором з частотою 𝜔 (тут оператори iмпульсу та координат, 𝑝 i 𝑥̂, нор­
мованi на амплiтуду нульових коливань 𝑥0 =

√︀
ℏ/𝑀𝜔, 𝑀 — ефективна маса

острiвця, [𝑥̂,𝑝] = 𝚤). Третiй член, 𝐻𝑖𝑛𝑡, описує електромеханiчний зв’язок мiж
зарядовим кубiтом та механiчним осцилятором, який iндуковано електроста­



59

тичною силою, що дiє на зарядовий стан кубiта, 𝜀 = 𝑒ℰ𝑥0. В останнiй рiвностi
ℰ — це ефективне електростатичне поле, яке контролюється рiзницею прикла­
дених напруг 𝑉𝐺 i 𝑉𝜀. Нижче будемо вважати, що 𝜀≪ ℏ𝜔,𝐸𝐽 , що вiдповiдає
типовiй експериментальнiй ситуацiї [86, 91, 159].

Стани системи, що описуються гамiльтонiаном, рiвняння (3.1), є супер­
позицiєю прямих добуткiв кубiтових станiв, e±𝑖 , та власних станiв осцилятора
|𝑛⟩. Тут i далi e𝜈𝑖 позначає власнi вектори матриць Паулi 𝜎𝑖 з власними зна­
ченнями 𝜈 = ±1.

Якщо 𝜀 = 0, то взаємодiя мiж кубiтом та механiчною пiдсистемою ви­
микається i стацiонарнi стани гамiльтонiана, рiвняння (3.1), є чистими ста­
нами. Ентропiя заплутаностi є iнтегралом руху, тобто, якщо система знахо­
диться спочатку в чистому станi, то вона буде перебувати в чистому станi
в будь-який подальший момент часу. Якщо мiж надпровiдниками прикласти
постiйну тягнучу напругу, то за рахунок ефекту Джозефсона виникає змiн­
ний (∝ sin𝜑(𝑡)) струм, 𝜑̇(𝑡) = 2𝑒𝑉/ℏ, де 𝑉 — тягнуча напрга. Синхронне
увiмкнення електричного поля ℰ та напруги мiж надпровiдними електрода­
ми призводить до виникнення станiв, якi представляють собою заплутанiсть
мiж станами кубiта та осцилятора.

3.2. Еволюцiя системи у часi.

Для проведення аналiзу еволюцiї системи введемо безрозмiрний час та
енергiї, 𝜔𝑡 → 𝑡, 𝐸𝐽/ℏ𝜔 → 𝐸𝐽 , 𝜀/ℏ𝜔 → 𝜀, а також припустимо, що в момент
перемикання взаємодiї мiж пiдсистемами (𝑡 = 0), рiзниця фаз дорiвнює 𝜑 =

𝜑0 та система перебуває в чистому станi,

|Ψ(0)⟩ = e𝑖𝑛 ⊗ |0⟩. (3.6)

При 𝑡 > 0, згiдно зi (другим) спiввiдношенням Джозефсона,

𝜑(𝑡) = 2𝑒𝑉 𝑡/ℏ𝜔 + 𝜑0. (3.7)

Гамiльтонiан, рiвняння (3.1), i, як наслiдок, оператор еволюцiї 𝑈̂(𝑡,𝑡′),
який визначає еволюцiю довiльного початкового стану, мають наступнi вла­
стивостi,

𝐻̂(𝑡+ 𝑇𝑉 ) = 𝐻̂(𝑡), 𝑈̂(𝑡,𝑡′) = 𝑈̂(𝑡+ 𝑇𝑉 ,𝑡
′ + 𝑇𝑉 ), (3.8)
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тобто є перiодичними у часi з перiодом

𝑇𝑉 = 2𝜋/Ω𝑉 = 𝜋ℏ𝜔/𝑒|𝑉 |. (3.9)

Для аналiзу оператора еволюцiї можна скористатися представленням взаємо­
дiї (вiдносно гамiльтонiану взаємодiї 𝐻𝑖𝑛𝑡), взявши,

𝑈(𝑡,𝑡′) = 𝒰𝜅(𝑡)𝒰𝜅(𝑡,𝑡
′)𝒰 †

𝜅(𝑡
′), (3.10)

де

𝒰𝜅(𝑡) = exp

[︂
𝚤𝐸𝐽

Ω𝑉
𝜎1 sin (Ω𝑉 𝑡+ 𝜅𝜑0)− 𝚤𝑎†𝑎𝑡

]︂
, (3.11)

унiтарний оператор еволюцiї, що вiдповiдає незбуреному гамiльтонiану i
описує еволюцiю механiчної та електронної пiдсистем незалежно. Параметр
𝜅 = sgn (𝑉/|𝑉 |) = ± характеризує напрямок тягнучої напруги. Оператор
𝒰𝜅(𝑡,𝑡

′) пiдпорядковується наступним рiвнянням,

𝚤
𝜕𝒰𝜅(𝑡,𝑡

′)

𝜕𝑡
= ℋ̂𝜅(𝑡)𝒰𝜅(𝑡,𝑡

′),

ℋ̂𝜅(𝑡) = 𝜀𝑥̂(𝑡)𝜎3(𝑡), 𝒰𝜅(𝑡,𝑡) = 𝐼. (3.12)

Тут

𝑥̂(𝑡) =
1√
2
(𝑎̂e−𝚤𝑡 + 𝑎̂†e𝚤𝑡),

𝜎3(𝑡) = 𝜎3 cos

(︂
𝐸𝐽

Ω𝑉
sin(Ω𝑉 𝑡+ 𝜅𝜑0)

)︂
−

−𝜎2 sin
(︂
𝐸𝐽

Ω𝑉
sin(Ω𝑉 𝑡+ 𝜅𝜑0)

)︂
. (3.13)

Якщо частоти 𝜔 i Ω𝑉 несумiрнi, то оператор ℋ̂𝜅(𝑡) є квазiперiодичною
функцiєю часу. У такому випадку можна очiкувати, що механiчна пiдсисте­
ма, перебуваючи спочатку в основному станi, не буде суттєво вiдхилятися вiд
цього стану в процесi еволюцiї. Детальний розгляд цього випадку виконано
чисельно [160]. Тут розглянемо резонансний випадок, коли Ω𝑉 = 𝜔, i припу­
стимо, що 𝜀 ≪ 1. Перша умова обумовлює наступнi властивостi оператора
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еволюцiї,

𝒰𝜅(2𝜋𝑁, 2𝜋𝑁
′) =

(︁
𝒰𝜅(2𝜋,0)

)︁𝑁−𝑁 ′

, (3.14)

де 𝑁,𝑁 ′ — натуральнi числа. Друге припущення дозволяє зробити наступну
пiдстановку з урахуванням основного вкладу в наближеннi за 𝜀,

𝒰𝜅(𝑡,𝑡
′) = 𝒰𝜅(2𝜋𝑁,2𝜋𝑁

′), (3.15)

де 𝑁(𝑁 ′) = [𝑡(𝑡′)/2𝜋]([𝑥] позначає цiлу частину вiд 𝑥), та отримати вираз для
𝒰𝜅(2𝜋,0), який можна записати наступним чином:

𝒰𝜅(2𝜋,0) = exp
[︁
𝚤𝜀𝜎2𝑝(𝜅𝜑0) + 𝜀2𝒪(𝐼)

]︁
,

𝑝(𝜑) = 𝑝 cos𝜑+ 𝑥̂ sin𝜑. (3.16)

Тут 𝜀 = 2𝜋𝜀𝐽1(2𝐸𝐽) та 𝐽1(𝑥) є функцiєю Бесселя першого роду. Використо­
вуючи вищевказанi спiввiдношення, можемо отримати вираз для оператора
єволюцiї 𝑈̂(𝑡,𝑡′) в основному наближеннi за малим параметром 𝜀,

𝑈̂(𝑡,𝑡′) = 𝒰𝜅(𝑡) exp [𝚤𝜀𝜎2𝑝(𝜅𝜑0)(𝑡− 𝑡′)]𝒰 †
𝜅(𝑡

′). (3.17)

Використовуючи рiвняння (3.6),(3.17), отримуємо, що в момент часу
𝑡, з точнiстю до малого параметру 𝜀 ≪ 1, стан системи |Ψ(𝑡)⟩ описується
наступним виразом:

|Ψ(𝑡)⟩ =
∑︁
𝜈

𝐴𝜅
𝜈e

𝜈
2(𝑡,𝜅𝜑0)⊗ | − 𝜈z(𝑡,𝜅)/

√
2⟩. (3.18)

Тут
e𝜈2(𝑡,𝜅𝜑0) = e𝜈2 exp [𝚤𝐸𝐽𝜎1 sin(𝑡+ 𝜅𝜑0)] ,

та e𝜈2 = 𝜎1e
−𝜈
2 є власними векторами матриць Паулi 𝜎2 з власними значеннями

𝜈 = ±1,

𝐴𝜅
𝜈 ≡ (e𝜈2(0,𝜅𝜑0),e𝑖𝑛) = cos (𝜅𝐸𝐽 sin𝜑0)𝑐

𝜈
2 − 𝚤 sin (𝜅𝐸𝐽 sin𝜑0)𝑐

−𝜈
2 , (3.19)
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де початковий стан можна представити в базисi власних векторiв матрицi 𝜎2
як:

e𝑖𝑛 =
∑︁
𝜈=±1

𝑐𝜈2e
𝜈
2. (3.20)

Позначення |𝛼⟩ (де 𝛼 — комплексне число) вiдповiдає когерентному стану
гармонiчного осцилятора, 𝑎̂|𝛼⟩ = 𝛼|𝛼⟩, тодi як функцiя z(𝑡,𝜅) є:

z(𝑡,𝜅) = 𝜀𝑡 exp [−𝚤(𝑡+ 𝜅𝜑0)] . (3.21)

Слiд пiдкреслити, що рiвняння (3.18) справедливе лише для обмеженого
iнтервалу часу 𝑡 ≤ 𝜀−2. Час 𝑡 має бути також меншим за будь-який час дефа­
зифiкацiї та релаксацiї. З рiвняння (3.18) видно, що початково чистий стан
|Ψ(𝑡 = 0)⟩ = e𝑖𝑛 × |0⟩ еволюцiонує у стан, представлений заплутанiстю мiж
двома станами кубiта i двома когерентними станами механiчного резонатора.
Причому, деталi цiєї заплутаностi залежать вiд часу перемикання (параметр
𝜑0) i напрямку тягнучої напруги (параметр 𝜅). Данi обставини дозволяють
манiпулювати описаним вище заплутуванням, змiнюючи напрямок напруги
змiщення.

3.3. Генерацiя станiв типу "Schrödinger-cat state".

Для демонстрацiї ефекту зв’язку мiж зарядовим кубiтом i механi­
чними коливаннями, який пояснює утворення так званих "Schrödinger-cat
states" наномеханiчного резонатора, розглянемо наступний часовий протокол
для 𝑉 (𝑡):

2𝑒𝑉 (𝑡) = −ℏ𝜔𝜃(𝑡) [1− 2𝜃(𝑡− 𝑡𝑠)] .

А саме, на iнтервалi часу 0 < 𝑡 < 𝑡𝑠 тягнуча напруга 𝑉 (𝑡) = −ℏ𝜔/2𝑒, а потiм
змiнює свiй знак. Використовуючи рiвняння (3.10), (3.14), (3.16), отримуємо,
що при 𝑡 > 𝑡𝑠 оператор еволюцiї має вигляд:

𝑈̂(𝑡,0) = 𝒰+(𝑡)e𝚤𝜎2𝜀(𝑡−𝑡𝑠)𝑝(𝜑0)𝑆e𝚤𝜎2𝜀𝑡𝑠𝑝(−𝜑0)𝒰−(0), (3.22)
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де

𝑆 = 𝒰 †
+(𝑡𝑠)𝒰−(𝑡𝑠) ≡ 𝜌(𝑡𝑠,𝜑0) + 𝚤𝜏(𝑡𝑠,𝜑0)𝜎1, (3.23)

𝜌(𝑡𝑠,𝜑0) = cos (2𝐸𝐽 cos 𝑡𝑠 sin𝜑0) ,

𝜏(𝑡𝑠,𝜑0) = − sin (2𝐸𝐽 cos 𝑡𝑠 sin𝜑0) .

В результатi стан системи пiсля змiни напрямку тягнучої напруги має насту­
пний вигляд:

|Ψ(𝑡)⟩ =
∑︁
𝜈

e𝜈2(𝑡,𝜑0)×

⊗
(︁
𝜌𝐴−

𝜈 | − 𝜈z+/
√
2⟩+ 𝚤𝜏𝐴−

−𝜈|𝜈z−/
√
2⟩
)︁
, (3.24)

де z± = z1 ± z2 i,

z1 = e−𝚤(𝑡−𝜑0)𝜀𝑡𝑠,

z2 = e−𝚤(𝑡+𝜑0)𝜀(𝑡− 𝑡𝑠). (3.25)

Схематичне зображення еволюцiї когерентних станiв можна побачити на
рис. 3.2. Рiвняння (3.24) демонструє, що стан системи представляється заплу­
танiстю двох станiв кубiта з двома так званими "cat state" (суперпозицiєю
когерентних станiв), структура яких контролюється параметрами 𝐸𝐽 (𝜌) та
𝜑0. Як випливає з рiвнянь (3.24), (3.25), перемикання напруги змiщення не
впливає на динамiку системи, якщо 𝜑0 = 𝜋𝑛, де 𝑛 — цiле число.

3.4. Ентропiя заплутаностi.

Наразi у цьому пiдроздiлi обмежимося для простоти розглядом найцi­
кавiшого випадку, коли 𝜑0 = 𝜋/2 i покладемо e𝑖𝑛 = (e+2 + e−2 )/

√
2, тобто,

ми припускаємо, що безпосередньо перед включенням взаємодiї кубiт зна­
ходився у власному станi оператора 𝐻̂𝑞(𝑡 = 0 − 𝛿). З цими припущеннями
рiвняння (3.19) перетворюється на

𝐴−
+ = 𝐴−

− = exp(𝚤𝐸𝐽)/
√
2. (3.26)
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Рис. 3.2 Схематична iлюстрацiя положень когерентних станiв, що
описуються комплексними числами z1,2 та їх комбiнацiями z± на

комплекснiй площинi. Позначає часову еволюцiю когерентних станiв, з
одного боку, та залежнiсть вiд початкової рiзницi фаз 𝜑0, з другого боку.

Для того, щоб охарактеризувати зв’язок мiж кубiтними станами та стана­
ми механiчного осцилятора, введемо приведенi (редукованi) матрицi густини,
𝜚𝑞(𝑚)(𝑡) = Tr𝑚(𝑞)𝜚, де

𝜚 = |Ψ(𝑡)⟩⟨Ψ(𝑡)|. (3.27)

є повною матрицею густини системи, а Tr𝑚(𝑞) позначає слiд за механiчними
(кубiтовими) ступенями свободи. Використовуючи рiвняння (3.18), (3.24), мо­
жна отримати наступний вираз для редукованої матрицi густини кубiта 𝜚𝑞,

𝜚𝑞(𝑡) =
𝐼 + 𝜆(𝑡,𝑡𝑠)𝜎1

2
, (3.28)

де

𝜆(𝑡,𝑡𝑠) = exp
(︀
−𝜀2𝑡2

)︀
, 0 < 𝑡 ≤ 𝑡𝑠, (3.29)

𝜆(𝑡,𝑡𝑠) = 𝜌2 exp
[︀
−𝜀2(𝑡− 2𝑡𝑠)

2
]︀
+ 𝜏 2 exp

(︀
−𝜀2𝑡2

)︀
, 𝑡 > 𝑡𝑠. (3.30)

Зауважимо, що 𝜆(𝑡,𝑡𝑠) ≥ 0. При виведеннi рiвняння (3.28) враховано спiввiд­
ношення e+2 (e

−
2 )

† + e−2 (e
+
2 )

† = 𝜎1.
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Ентропiя заплутаностi (яку також називають ентропiєю фон Неймана)
визначається наступним чином:

𝑆𝑒𝑛(𝑡) ≡ −Tr 𝜚𝑞(𝑡) log 𝜚𝑞(𝑡) = −Tr 𝜚𝑚(𝑡) log 𝜚𝑚(𝑡). (3.31)

Оскiльки базис когерентного стану не є ортонормованим (фактично квазiор­
тогональним) i переповненим, то доцiльно використовувати рiвняння (3.28).
Для того, щоб обчислити ентропiю заплутаностi, зручно представити матри­
цю в дiагональному виглядi. Причина в тому, що якщо 𝜆𝑖, 𝑖 = 1,2 є власним
значенням матрицi 𝜚𝑞, то рiвняння (3.31) можна переписати як

𝑆𝑒𝑛(𝑡) = −
∑︁
𝑖=1,2

𝜆𝑖 log 𝜆𝑖. (3.32)

Можна легко знайти власнi значення редукованої матрицi густини кубiта 𝜚𝑞,
рiвняння (3.28),

𝜆1,2 =
1

2
[1− 𝜆(𝑡,𝑡𝑠)] . (3.33)

З цих рiвнянь видно, що максимальне значення ентропiї заплутаностi дорiв­
нює

𝑆(𝑚𝑎𝑥)
𝑒𝑛 = log 2 (3.34)

(при 𝜆1,2 = 1/2), тобто кореляцiї мiж електронною та механiчною пiдсистема­
ми максимальнi. В розрахунках прийнято такий спосiб трактування невизна­
ченостi 0 log 0 = 0. У загальному випадку ентропiя заплутаностi є обмеженою
функцiєю, 0 ≤ 𝑆𝑒𝑛 ≤ log𝑁 , де 𝑁 — кiлькiсть пiдсистем (ступенiв свободи), з
яких складається вся система.

Графiк 𝑆𝑒𝑛(𝑡) для 𝜀𝑡𝑠 = 1 i рiзних значень 𝜌 (однаково, для 𝜏 2 = 1− 𝜌2)
наведено на рис. 3.3. Ентропiя заплутаностi монотонно зростає з часом в ме­
жах iнтервалiв 0 < 𝑡 < 𝑡𝑠 та 2𝑡𝑠 < 𝑡 < ∞, до максимального значення
𝑆

(max)
𝑒𝑛 при 𝑡 → ∞. На iнтервалi 𝑡𝑠 < 𝑡 ≤ 2𝑡𝑠 поведiнка заплутаностi ентро­

пiї залежить вiд спiввiдношення мiж 𝜌 та 𝜏 . Зокрема, для 𝜌2 > 𝜏 2 ентропiя
заплутаностi 𝑆𝑒𝑛(𝑡) починає зменшуватись пiсля перемикання, досягаючи де­
якого мiнiмального значення (дорiвнює нулю для 𝜌2 = 1, тобто наша система
сепарабельна) на iнтервалi 𝑡𝑠 < 𝑡 ≤ 2𝑡𝑠. Якщо 𝜌2 < 𝜏 2, то ентропiя про­
довжує зростати вiдразу пiсля перемикання. Однак її похiдна може бути i
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Рис. 3.3 Залежнiсть ентропiї заплутаностi вiд часу для рiзних значень
𝜌 = 0, 1/

√
2, 0.9, 1 (синя, жовта, помаранчева та червона кривi).

Тонкою пунктирною лiнiєю показано час перемикання тягнучої напруги.
Штрихова лiнiя вiдповiдає максимальному значенню заплутаностi, log2.

вiд’ємною протягом деякого часу iнтервалу, iснування якого контролюється
параметрами 𝜀𝑡𝑠 та 𝜏 2/𝜌2.

Розглянемо також коротко бiльш загальний випадок довiльного значен­
ня початкової рiзницi фаз 𝜑0. Для iнтервалу часу 0 < 𝑡 ≤ 𝑡𝑠 матриця густини
кубiта задається рiвняннями (3.28), (3.29). Однак, для часу пiсля перемика­
ння тягнучої напруги, 𝑡 > 𝑡𝑠, можна знайти наступний вираз для оператора
густини кубiта,

𝜚𝑞(𝑡) =
1

2
𝐼 + 𝐼𝜌𝜏e−𝜀2𝑡2𝑠 sin

{︀
𝜀2𝑡𝑠(𝑡− 𝑡𝑠) sin (2𝜑0)

}︀
+

+
1

2
𝜎1e−𝜀2(𝑡2𝑠+(𝑡−𝑡𝑠)

2)
[︁
𝜌2e−2𝜀2𝑡𝑠(𝑡−𝑡𝑠) cos (2𝜑0) + 𝜏 2e2𝜀

2𝑡𝑠(𝑡−𝑡𝑠) cos (2𝜑0)
]︁
−

−𝜎1𝜌𝜏e−𝜀2(𝑡−𝑡𝑠)
2

sin
{︀
𝜀2𝑡𝑠(𝑡− 𝑡𝑠) sin (2𝜑0)

}︀
. (3.35)

З цього рiвняння можна знайти, зокрема, дотримуючись вищевказаної про­
цедури, що максимальний ефект досягається при 𝜑0 = 𝜋/2 i отримати рiвня­
ння (3.28).
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Рис. 3.4 Вiгнерiвськi функцiїї 𝑊 (𝑥,𝑝,𝑡 = 2𝜋𝑁) для 𝜌 = 1 (a) та 𝜌 = 0 (б).
Набувають лише невiд’ємних значень i мають два максимуми, що

демонструють зв’язок мiж двома станами зарядового кубiта та двома
когерентними станами наномеханiчного резонатора.

3.5. Еволюцiя механiчної пiдсистеми.

Для опису еволюцiї механiчної пiдсистеми розглянемо редуковану (при­
ведену) матрицю густини 𝜚𝑚(𝑡). З рiвняння (3.24) отримуємо, що при 𝑡 > 𝑡𝑠

редукована матриця густини механiчної пiдсистеми має вигляд:

𝜚𝑚(𝑡) =
1

2

∑︁
𝜈

[︁
𝜌2|𝜈2⟩⟨𝜈z+/

√
2z+/

√
2|+ 𝜏 2|𝜈z−/

√
2⟩⟨𝜈z−/

√
2|−

−𝚤𝜌𝜏
(︁
| − 𝜈z+/

√
2⟩⟨𝜈z−/

√
2| − H.c.

)︁]︁
. (3.36)

Для вiзуалiзацiї стану механiчної пiдсистеми зручно використовувати
представлення функцiї Вiгнера для матрицi густини 𝜚𝑚(𝑡),

𝑊 (𝑥,𝑝,𝑡) =
1

𝜋

∫︁
𝜚𝑚(𝑥+ 𝑦,𝑥− 𝑦,𝑡) exp(2𝚤𝑝𝑦)𝑑𝑦,

де 𝜚𝑚(𝑥,𝑥′,𝑡) = ⟨𝑥|𝜚𝑚(𝑡)|𝑥′⟩. Використовуючи рiвняння (3.36), отримуємо:

𝑊 (𝑥,𝑝,𝑡) = 𝑊𝑡(𝑥 cos 𝑡− 𝑝 sin 𝑡, 𝑝 cos 𝑡+ 𝑥 sin 𝑡), (3.37)
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Рис. 3.5 Функцiя Вiгнера 𝑊 (𝑥,𝑝,𝑡 = 2𝜋𝑁) для 𝜌 = 1/
√
2. Приймає як

додатнi, так i вiд’ємнi значення демонструючи заплутанiсть мiж
станами кубiта та "cat-states" наномеханiчного резонатора.

де функцiя 𝑊𝑡(𝑥,𝑝) визначена згiдно зi спiввiдношенням,

𝑊𝑡(𝑥,𝑝) =
1

2

∑︁
𝜈

[︀
𝜌2𝑊0(𝑥,𝑝+ 𝜈|z+|) + 𝜏 2𝑊0(𝑥,𝑝− 𝜈|z−|)+

+2𝜌𝜏 sin (2𝜈𝑍−𝑥)𝑊0 (𝑥,𝑝+ 𝜈𝑍+)] . (3.38)

У рiвняннi (3.38) 𝑍± = (|z−| ± |z+|) /2 та

𝑊0(𝑥,𝑝) =
1

𝜋
exp

[︀
−(𝑥2 + 𝑝2)

]︀
(3.39)

вiгнерiвська функцiя, що вiдповiдає основному стану гармонiчного осцилято­
ра. Графiки 𝑊 (𝑥,𝑝,𝑡) для 𝑡 = 2𝜋𝑁 , 𝜌 = 0, 𝜌 = 1 i 𝜌 = 𝜏 = 1/

√
2 при |z+| = 3

i |z−| = 9 представлено на рис. 3.5 та 3.5.
З рiвнянь (3.36),(3.38) видно, що у випадку, коли 𝜌 дорiвнює нулю або

одиницi (зокрема, коли 𝑡𝑠 = 0) функцiя Вiгнера додатна i має два макси­
муми, демонструючи заплутанiсть мiж двома станами кубiта та двома коге­
рентними станами (див. рис. 3.5). У загальному випадку 𝜌𝜏 ̸= 0, а функцiя
Вiґнера приймає як додатнi, так i вiд’ємнi значення при 𝑡 > 𝑡𝑠, демонструю­
чи заплутанiсть двох станiв кубiта з суперпозицiєю двох квазiортогональних
когерентних станiв наномеханiчного резонатора (див. рис. 3.5).



69

3.6. Усереднений за часом електричний струм.

Як випливає з наведеного вище розгляду, амплiтуда механiчних коли­
вань, а отже, i енергiя, що запасається в механiчнiй пiдсистемi, змiнюються в
часi. Ця енергiя надходить вiд електронної пiдсистеми, що викликає випрям­
лення змiнного струму. Для того, щоб проаналiзувати це явище обчислимо
безрозмiрну (нормовану до 𝐼0 = 2𝑒/ℏ) величину змiнного джозефсонiвського
струму, усередненого за N-й перiод,

𝐼𝑁 =
1

2𝜋

2𝜋𝑁∫︁
2𝜋(𝑁−1)

𝑑𝑡Tr

(︃
𝜕𝐻̂𝑞(𝑡)

𝜕𝜑
𝜚(𝑡)

)︃
.

Враховуючи, що 𝜕𝐻̂𝑞/𝜕Φ = 𝜂𝜕𝐻̂/𝜕𝑡 i 𝐻̂𝑞(𝑡 = 2𝜋𝑁) = 0, отримаємо наступний
вираз для 𝐼𝑁 ,

𝐼𝑁 =
𝜅

2𝜋
∇𝑁Tr

(︁
𝐻̂𝑚 + 𝐻̂𝑖𝑛𝑡

)︁
𝜚(2𝜋𝑁)

=
𝜅

2𝜋
∇𝑁 [𝐸𝑚(𝑁) + 𝐸𝑖𝑛𝑡(𝑁)] , (3.40)

де ∇𝑁𝑓(𝑁) ≡ 𝑓(𝑁)−𝑓(𝑁 −1) — перша рiзниця. З цього рiвняння видно, що
середнiй струм визначається змiною механiчної енергiї 𝐸𝑚 i енергiї взаємодiї
𝐸𝑖𝑛𝑡 пiсля N-го перiоду. Отримуємо, що при 𝑁 > 𝑁𝑠 = [𝑡𝑠/2𝜋] + 1 функцiї
𝐸𝑚(𝑁) i 𝐸𝑖𝑛𝑡(𝑁) можна записати наступним чином,

𝐸𝑚(𝑁) = 2𝜋2𝜀2
(︀
𝜌2(2𝑁𝑠 −𝑁)2 + 𝜏 2𝑁 2

)︀
,

𝐸𝑖𝑛𝑡(𝑁) = 2𝜋𝜀𝜀
[︁
𝜌2 (𝑁 − 2𝑁𝑠) e−(2𝜋𝜀)2(𝑁−2𝑁𝑠)

2

+ 𝜏 2𝑁e−(2𝜋𝜀𝑁)2
]︁
. (3.41)

Змiна енергiї взаємодiї вносить вклад в усереднений струм так само, як
i механiчна енергiя. Однак цей внесок має порядок 𝜀2 i важливий лише для
перiодiв, для яких 𝐼(𝑁)/𝜀 ≃ 𝜀2. Таким чином, середнiй струм визначається
змiною механiчної енергiї в основному, i визначається наступними рiвняння­
ми,

𝐼(𝑁)

𝜀
≈ 𝐼𝑚(𝑁) = −2𝜋𝜀𝑁, 𝑁 ≤ 𝑁𝑠 − 1 (3.42)

𝐼(𝑁)

𝜀
≈ 2𝜋𝜀

(︀
𝑁 − 2𝜌2𝑁𝑠

)︀
, 𝑁 > 𝑁𝑠. (3.43)
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Рис. 3.6 Схематична iлюстрацiя усередненого за часом джозефсонiвського
струму як функцiї часу для рiзних значень 𝜌 (чорна штрихова крива).
Пунктирними лiнiями позначено граничнi випадки 𝜌 = 0 (верхня синя

крива) та 𝜌 = 1 (нижня червона крива). Струм для 𝑡 < 𝑡𝑠 не залежить
вiд 𝜌 (𝜌 = 1), див. рiвняння (3.42),(3.23). Перiод 𝑁𝑠, що вiдповiдає

моменту перемикання тягнучої напруги, не розглядається.

З рис. 3.6 видно, що усереднений струм має стрибок рiвний −𝜌2𝐼(𝑁𝑠) пiсля
перiоду, протягом якого перемикається тягнуча напруга. Вiн виникає через
те, що при змiнi знаку тягнучої напруги (при 𝑡 = 𝑡𝑠) потужнiсть, що нака­
чується в механiчну пiдсистему, змiнюється в залежностi вiд величини 𝜌2.
При 𝜌 = 1 потужнiсть, що пiдводиться, 𝑃 = 𝐼𝑉 , просто змiнює свiй знак
з напругою зсуву, i струм продовжує текти в тому ж напрямку, що i до пе­
ремикання. При 𝜌 = 0 потужнiсть, що пiдводиться, не змiнюється i отже,
напрямок струму пiсля перемикання не змiнюється також.

Висновки

У цьому роздiлi дослiджено квантову динамiку НЕМС яка складається
з рухомого кубiта типу сховище куперiвських пар (СКП) та зв’язаного з дво­
ма об’ємними надпровiдниками через тунельнi процеси. Продемонстровано
аналiтично, що змiнна джозефсонiвська частота надпровiдникiв, керована
тягнучою напругою, знаходиться в резонансi з механiчною частотою СКП,
то початковий чистий стан (прямий добуток стану кубiта i основного стану
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осцилятора), що контролюється тягнучою напругою, еволюцiонує в часi в ко­
герентнi стани механiчного осцилятора, заплутанi зi станами кубiта. Окрiм
того, запропоновано протокол манiпуляцiї тягнучою напругою, який призво­
дить до утворення заплутаних станiв, що включають в себе так званi "cat
states" (квантова суперпозицiя когерентних станiв). Виникнення таких ста­
нiв пiдтверджується аналiзом вiдповiдних функцiй Вiгнера, якi приймають
вiд’ємнi значення, а їх специфiчнi особливостi забезпечують можливiсть їх
експериментального виявлення шляхом вимiрювання середнього струму. Роз­
глянутi явища можуть слугувати основою для кодування квантової iнформа­
цiї вiд зарядових кубiтiв в суперпозицiю когерентних механiчних станiв. Це
може становити iнтерес для областi квантових комунiкацiй через стiйкiсть
таких мультифононних станiв вiдносно зовнiшнiх збурень, порiвняно з одно­
фононними фокiвськими станами.

Результати дослiджень даного роздiлу наведено в публiкацiях здобува­
ча [2, 8].



72

РОЗДIЛ 4

НАНОМЕХАНIКА ЗА РАХУНОК ЕФЕКТУ БЛИЗЬКОСТI

У цьому роздiлi розглядається гiбридна наноелектромеханiчна систе­
ма на основi вуглецевої нанотрубки. Точнiше, вуглецева нанотрубка пiдвiшу­
ється над траншеєю в звичайному металевому електродi i розмiщується в
промiжку мiж двома надпровiдними берегами. Показано, що за постiйної тя­
гнучої напруги в такiй системi, з одного боку, виникає механiчна нестiйкiсть,
яка призводить до самопiдтримних коливань нанотрубки. З iншого боку, си­
стема може працювати i в режимi охолодження. Явища виникають завдяки
надпровiдному ефекту близькостi (гiбриднiй (нормально-надпровiднiй) стру­
ктурi пристрою). У першому пiдроздiлi (4.1) згиннi коливання нанотрубки
розглядаються напiвкласично i обговорюються деталi механiчної нестiйкостi,
що призводить до ефекту самонасичення, а також схема можливого експе­
риментального виявлення розглянутих ефектiв. У другому пiдроздiлi (4.2)
враховано квантовi ефекти. Показано, що квантовi флуктуацiї нанотрубки
призводять до ефекту охолодження, який можна спостерiгати в експеримен­
тi завдяки вимiрюванню електричного струму, розглянутому в попередньому
пiдроздiлi 4.1.

4.1. Самопiдтримнi наномеханiчнi осциляцiї.

В даному пiдроздiлi обговорюється виникнення механiчної нестiйкостi
в гiбриднiй наноелектромеханiчнiй системi. Отримано область та необхiднi
умови для її виникнення. Також виявлено сильне пiдсилення електрично­
го струму через систему в стацiонарному режимi самопiдтримних коливань
нанотрубки. Останнє призводить до можливостi роботи пристрою в режимi
транзистора або дiода.

4.1.1. Модель наноелектромеханiчного пристрою. Гамiльтонiан i
динамiка.

Ескiз дослiджуваної в данiй роботi НЕМС представлено на рис. 4.1.
Одностiнну ВНТ пiдвiшено над траншеєю в об’ємному металевому електро­
дi, до якого прикладеня тягнуча напруга 𝑉𝑏. Два надпровiднi електроди з
рiзницею фаз 𝜑 розташованi поблизу середини нанотрубки таким чином, що
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Рис. 4.1 Схематична iлюстрацiя наноелектромеханiчного пристрою, що
розглядається. Вуглецева нанотрубка (ВНТ) пiдвiшена в зазорi мiж
двома краями нормального електрода (𝑁) i тунельно з’єднана з ним.
Електроннi енергетичнi рiвнi ВНТ налаштованi таким чином, що

розглядається тiльки один енергетичний рiвень з енергiєю 𝜀𝑑, який добре
вiдокремлений вiд iнших рiвнiв. Згин ВНТ у напрямку 𝑥 мiж двома

надпровiдними електродами (𝑆) впливає на величину тунельних бар’єрiв
мiж ними. До нормального електрода прикладається тягнуча напруга 𝑉𝑏.

згин нанотрубки нанотрубки перемiщує її ближче до одного електрода i да­
лi вiддаляє вiд iншого. Вiдстань мiж квантованими електронними рiвнями
всерединi нанотрубки набагато бiльша, нiж iншi енергетичнi параметри, що
дозволяє розглядати нанотрубку як однорiвневу квантову точку. Динамiка
згину ВНТ зводиться до динамiки фундаментальної згинної моди. Будемо
вважати, що амплiтуда цiєї моди, 𝑥, бiльша за амплiтуду нульових коливань.
Тобто, ми розглядаємо його як класичний механiчний осцилятор з масою 𝑚

i частотою 𝜔.
Динамiка механiчної пiдсистеми описується рiвнянням Ньютона,

𝑥̈+ 𝜔2𝑥 = − 1

𝑚
Tr
{︂
𝜌
𝜕𝐻(𝑥)

𝜕𝑥

}︂
, (4.1)

де
𝐻 = 𝐻𝑑 +𝐻𝑙 +𝐻𝑡 (4.2)
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гамiльтонiан електронної пiдсистеми. Перший доданок 𝐻𝑑 представляє одно­
рiвневу КТ,

𝐻𝑑 =
∑︁
𝜎

𝜀𝑑𝑑
†
𝜎𝑑𝜎, (4.3)

де 𝑑†𝜎(𝑑𝜎) — оператор породження (анiгiляцiї) електрона зi спiном 𝜎 =↑ , ↓.
Гамiльтонiан 𝐻𝑙 = 𝐻𝑛

𝑙 +𝐻𝑠
𝑙 описує нормальний i надпровiдний береги, вiдпо­

вiдно,

𝐻𝑛
𝑙 =

∑︁
𝑘𝜎

(𝜀𝑘 − 𝑒𝑉𝑏)𝑎
†
𝑘𝜎𝑎𝑘𝜎, (4.4)

𝐻𝑠
𝑙 =

∑︁
𝑘𝑗𝜎

(︁
𝜀𝑘𝑐

†
𝑘𝑗𝜎𝑐𝑘𝑗𝜎 −∆𝑠(e𝚤𝜑𝑗𝑐†𝑘𝑗↑𝑐

†
−𝑘𝑗↓ + H.c.)

)︁
. (4.5)

Тут 𝑎†𝑘𝜎(𝑎𝑘𝜎), а 𝑐†𝑘𝑗𝜎(𝑐𝑘𝜎) — оператори породження (знищення) електрона з
квантовим числом 𝑘 i спiновою проекцiєю 𝜎 в нормальному i надпровiдному
𝑗 = 1,2 берегах, вiдповiдно, i ∆𝑠e𝚤𝜑𝑗 — параметр порядку в надпровiдниках (в
𝑗 електродi). Зауважимо, що енергiї 𝜀𝑑,𝜀𝑘 вiдраховуються вiд енергiї Фермi
надпровiдникiв. Надалi покладемо 𝜑1 = −𝜑2 = 𝜑/2.

Гамiльтонiан 𝐻𝑡 = 𝐻𝑛
𝑡 + 𝐻𝑠

𝑡 описує тунелювання електронiв мiж кван­
товою точкою та берегами, де

𝐻𝑛
𝑡 =

∑︁
𝑘𝜎

𝑡𝑛0(𝑎
†
𝑘𝜎𝑑𝜎 + H.c.), (4.6)

𝐻𝑠
𝑡 =

∑︁
𝑘𝑗𝜎

𝑡𝑠𝑗(𝑥)(𝑐
†
𝑘𝑗𝜎𝑑𝜎 + H.c.). (4.7)

Залежна вiд положення КТ амплiтуда тунелювання має наступний вигляд:

𝑡𝑠1(2)(𝑥) = 𝑡𝑠0e
(−1)𝑗(𝑥+𝑎)/2𝜆, (4.8)

де 2𝜆 — характерна довжина тунелювання, а 𝑎 — параметр асиметрiї. Для
типового наномеханiчного резонатора на основi ВНТ 2𝜆 ∼ 0.5 нм [161]. Ми
сконцентруємо нашу увагу на симетричному випадку 𝑎 = 0, а несиметричний
залишимо для короткого обговорення в пунктi 4.1.5, бо врахування асиметрiї
не дає, як ми покажемо, нiякого нового якiсного результату. На додачу, пов­
нiстю несиметричний випадок (присутнiй лише один надпровiдний електрод)
розглянуто в роботi [154].
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4.1.2. Метод матрицi густини.

Еволюцiя матрицi густини електронної пiдсистеми 𝜌 описується рiвнян­
ням Лiувiлля-фон Неймана (ℏ = 1),

𝚤𝜕𝑡𝜌 = [𝐻,𝜌], (4.9)

яке разом з рiвнянням (4.1) утворює замкнену систему рiвнянь, що описують
наноелектромеханiку нашої системи. Обмежимося випадком ∆𝑠 ≫ |𝑒𝑉𝑏| ≫
∆𝑑 ∼ Γ𝑛, де ∆𝑑 = (2𝜋)𝜈𝑠|𝑡𝑠0|2 i Γ𝑛 = (2𝜋)𝜈𝑛|𝑡𝑛0 |2, причому 𝜈𝑠(𝑛) — густина
станiв у надпровiдному (нормальному) електродi.

Для опису електронної динамiки КТ використано наближення редуко­
ваної (приведеної) матрицi густини, в рамках якого повна матриця густини
системи факторизується до тензорного добутку рiвноважної матрицi густини
нормального i надпровiдного берегiв та матрицi густини КТ у виглядi:

𝜌 = 𝜌𝑛 ⊗ 𝜌𝑠 ⊗ 𝜌𝑑.

Використовуючи стандартну процедуру взяття слiду, можна отримати насту­
пне рiвняння для приведеної матрицi густини 𝜌𝑑 [145] ( ∆𝑠 → ∞ ( з англ. —
deep subgap regime)),

𝜕𝑡𝜌𝑑 = −𝚤
[︁
𝐻𝑒𝑓𝑓

𝑑 ,𝜌𝑑

]︁
+ ℒ𝑛{𝜌𝑑}, (4.10)

де
𝐻𝑒𝑓𝑓

𝑑 = 𝐻𝑑 +∆𝑑(𝑥,𝜑)𝑑↓𝑑↑ +∆*
𝑑(𝑥,𝜑)𝑑

†
↑𝑑

†
↓, (4.11)

∆𝑑(𝑥,𝜑) =
1

2
∆𝑑

∑︁
𝑗=1,2

e(−1)𝑗(𝑥/𝜆+𝚤𝜑/2) = ∆′(𝑥,𝜑) + 𝑖∆′′(𝑥,𝜑)

= ∆𝑑 cosh(𝑥/𝜆+ 𝑖𝜑/2). (4.12)

Тут ∆𝑑(𝑥,𝜑) є параметром порядку, iндукованим надпровiдним ефектом
близькостi [151, 162], а ∆′,′′(𝑥,𝜑) є дiйсними функцiями. Лiнбладiан в рiвнян­
нi (4.10) вiдображає некогерентний обмiн електронами мiж нормальним еле­
ктродом i КТ. В режимi високої тягнучої напруги |𝑒𝑉𝑏| ≫ 𝜀0, 𝑘𝐵𝑇 , вiн набуває
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вигляду:

ℒ𝑛{𝜌𝑑} = Γ𝑛

∑︁
𝜎

⎧⎨⎩2𝑑†𝜎𝜌𝑑𝑑𝜎 −
{︀
𝑑𝜎𝑑

†
𝜎,𝜌𝑑

}︀
, 𝜅 = +1;

2𝑑𝜎𝜌𝑑𝑑
†
𝜎 −

{︀
𝑑†𝜎𝑑𝜎,𝜌𝑑

}︀
, 𝜅 = −1;

(4.13)

де 𝜅 = sgn(𝑒𝑉𝑏).
Iнший спосiб отримати ефективний гамiльтонiан, рiвняння (4.11), по­

лягає у використаннi методу рiвняння руху в рамках формалiзму функцiй
Ґрiна, див., наприклад, посилання [163] та додаток в посиланнi [151]. Iдея
цього добре вiдомого методу полягає в тому, щоб отримати серiю зв’язаних
диференцiальних рiвнянь для шуканої функцiї Грiна шляхом її кiлькаразо­
вого диференцiювання.

На рисунку 4.2 представлена електронна динамiка на КТ для 𝜅 = ±1.
З рисунку 4.2 видно, що не всi електроннi процеси дозволенi через масшта­
би параметрiв у розглядуваному випадку. У пiдзонному режимi заборонено
одноелектроннi переходи мiж точкою i надпровiдними едектродами, а отже,
вiдбувається лише обмiн куперiвськими парами. Бiльше того, через високу
напругу тунелювання одноелектронних переходiв мiж точкою i нормальни­
ми едектродами дозволено виключно в одному напрямку (вiд електрода до
точки, див. рис. 4.2a, або навпаки, рис. 4.2б), що свiдчить про те, що наша
модель задовiльняє електронно-дiрковiй симетрiї.

Як наслiдок, матриця густини КТ 𝜌𝑑 дiє в гiльбертовому просторi ℋ4,
який можна представити як тензорний добуток двох просторiв ℋ2 через ℋ4 =

ℋ𝑒 + ℋ𝐶𝑃 з базисними векторами станiв | ↑⟩ = 𝑑†↑|0⟩, | ↓⟩ = 𝑑†↓|0⟩, та |0⟩,
|2⟩ = 𝑑†↑𝑑

†
↓|0⟩ (при 𝑑↑,↓|0⟩ = 0). Тодi рiвняння для матрицi густини КТ мають

наступний вигляд:

𝜕𝑡𝜌0 = −4Γ𝑛𝜌0 − 𝚤∆𝑑(𝑥,𝜑)𝜌20 + 𝚤∆*
𝑑(𝑥,𝜑)𝜌02, (4.14)

𝜕𝑡𝜌2 = 2Γ𝑛(1− 𝜌0 − 𝜌2) + 𝚤∆𝑑(𝑥,𝜑)𝜌20 − 𝚤∆*
𝑑(𝑥,𝜑)𝜌02, (4.15)

𝜕𝑡𝜌02 = −2Γ𝑛𝜌02 + 𝚤∆𝑑(𝑥,𝜑)(𝜌0 − 𝜌2) + 2𝚤𝜀𝑑𝜌02, (4.16)

𝜕𝑡𝜌20 = −2Γ𝑛𝜌20 − 𝚤∆*
𝑑(𝑥,𝜑)(𝜌0 − 𝜌2)− 2𝚤𝜀𝑑𝜌20. (4.17)
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0↓

00
(−CP)

(+CP) ∆*
d(x,�)

∆d(x,�)

(+e↓

(+e

↑↓

↑0
(+e↓)

(+e↑)

κ=+1

a)

0↓

00
(−CP)

(+CP) ∆*
d(x,�)

∆d(x,�)

(−e↓)

(−e↑)

↑↓

↑0

−e↓)

−e↑)

κ=−1

б)
Рис. 4.2 Дiаграми, що представляють переходи мiж електронними
станами на квантовiй точцi. Одноелектроннi стани змiнюються за

рахунок переходiв з порожньої в однозайняту КТ, а потiм з однозайнятої
в двозайняту (позначенi помаранчевими стрiлками). В режимi високої

тягнучої напруги тунелювання електронiв (а) або дiрок (б) зi спiном ↓ або
↑ дозволено тiльки вiд нормального електрода до квантової точки i

заборонено в зворотному напрямку. Переходи мiж порожньою i подвiйно
зайнятою квантовою точкою вiдбуваються за рахунок зв’язку з

надпровiдними берегами (показанi синiми стрiлками).

Тут використано умову нормалiзацiї 𝜌0 + 𝜌↑ + 𝜌↓ + 𝜌2 = 1. Рiвняння для
змiщення 𝑥, рiвняння (4.1), має вигляд,

𝑥̈+ 𝜔𝑥 = −2∆𝑑

𝜆

[︂
sinh

(︂
𝑥

𝜆
− 𝚤

𝜑

2

)︂
𝜌02 + sinh

(︂
𝑥

𝜆
+ 𝚤

𝜑

2

)︂
𝜌20

]︂
. (4.18)

Правило суперселекцiї, яке забороняє суперпозицiю станiв з цiлими та
напiвцiлими спiнами, дозволяє представити матрицю густини 𝜌𝑑 як пряму су­
му двох матриць густини 𝜌𝑑 = 𝜌𝑒 + 𝜌𝐶𝑃 , що дiють у гiльбертовому просторi
ℋ2 з векторами станiв | ↑⟩,| ↓⟩ та |0⟩,|2⟩ вiдповiдно. Бiльше того, враховуючи
спiн-обертальну симетрiю, можна зробити висновок, що 𝜌𝑒 має бути пропор­
цiйна одиничнiй матрицi, 𝜌𝑒 = 𝜌𝑒𝐼, тодi як 𝜌𝐶𝑃 можна записати у виглядi:

𝜌𝐶𝑃 =
1

2
𝑅0𝐼 +

1

2

∑︁
𝑖

𝑅𝑖𝜎𝑖, (4.19)
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де 𝜎𝑖,(𝑖 = 1,2,3) — матрицi Паулi. Тут новими змiнними є 𝑅𝑖 = Sp(𝜎𝑖𝜌𝐶𝑃 ), з

𝜌𝐶𝑃 =

(︃
𝜌0 𝜌02

𝜌20 𝜌2

)︃
, (4.20)

(рiвняння для 𝑅0 = 1
2Sp𝐼𝜌 = (𝜌0 + 𝜌2)/2 є додатковим i не має значення в

данiй конфiгурацiї).
Тодi, ввiвши безрозмiрний час 𝜔𝑡 → 𝑡 i змiщення 𝑥/𝜆 → 𝑥, та враху­

вавши умову нормалiзацiї Tr𝜌𝑑 = 1, отримаємо наступну замкнену систему
рiвнянь для 𝑥(𝑡) та 𝑅𝑖(𝑡),

𝑥̈+ 𝑥 = −𝜉
[︂
sinh (𝑥) cos

(︂
𝜑

2

)︂
𝑅1 − cosh (𝑥) sin

(︂
𝜑

2

)︂
𝑅2

]︂
, (4.21)

𝛼
˙⃗
𝑅 = 𝐿̂𝑅⃗− 𝜅𝑒⃗3, (4.22)

де 𝑅⃗ = (𝑅1,𝑅2,𝑅3)
𝑇 , 𝑒3 = (0,0,1)𝑇 , 𝜉 = ∆𝑑/(𝑚𝜆

2𝜔2) є наноелектромеханiчного
зв’язку, а 𝛼 = 𝜔/(2Γ𝑛) — параметр адiабатичностi. Для типової НЕМС на
основi ВНТ можна оцiнити 𝜉 ∼ 10−3 ≪ 1 [161, 164]. Матриця 𝐿̂ визначається
наступним чином:

𝐿̂(𝑥) =

⎛⎜⎝ −1 𝜀𝑑 −∆̃′′(𝑥,𝜑)

−𝜀𝑑 −1 −∆̃′(𝑥,𝜑)

∆̃′′(𝑥,𝜑) ∆̃′(𝑥,𝜑) −1

⎞⎟⎠ , (4.23)

де 𝜀𝑑 ≡ 𝜀𝑑/Γ𝑛, ∆̃𝑑 ≡ ∆𝑑/Γ𝑛.

4.1.3. Метод рiвняння руху для функцiй Грiна.

У цьому пунктi представлено ще один метод отримання ефективного рiв­
няння для гамiльтонiана (4.11), як зазначалося в попередньому ппунктi 4.1.2.
Воно базується на методi рiвняння руху в рамках формалiзму функцiй Грiна,
див., наприклад, посилання [163] та додаток в [151]. Iдея цього добре вiдо­
мого методу полягає в тому, щоб отримати серiю зв’язаних диференцiальних
рiвнянь для шуканої функцiї Грiна шляхом її багаторазового диференцiюва­
ння.
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Оскiльки в розглянутiй системi квантова точка зв’язана з надпровiд­
ним i нормальним електродами незалежно, то в наступному виводi можна
опустити внесок нормального берега. Визначимо функцiю Грiна запiзнення
в просторi Намбу 2х2 як [165],

𝐺̂𝑟(𝑡) = −𝚤𝜃(𝑡)

(︃
⟨{𝑑↑(𝑡),𝑑†↑(0)}⟩ ⟨{𝑑↑(𝑡), 𝑑↓(0)}⟩
⟨{𝑑†↓(𝑡), 𝑑

†
↑(0)}⟩ ⟨{𝑑†↓(𝑡), 𝑑↓(0)}⟩

)︃
. (4.24)

Тодi, продиференцiювавши цю функцiю двiчi, знайдемо для гармонiк
Фур’є,

𝐺̂𝑟(𝜏) =

∫︁ +∞

−∞
𝐺̂𝑟(𝑡)e−𝚤𝜏 𝑡, 𝐺̂𝑟(𝑡) =

1

2𝜋

∫︁ +∞

−∞
𝐺̂𝑟(𝜏)e𝚤𝜏 𝑡, (4.25)

наступну замкнену систему рiвнянь:

𝑔−1
0 (𝜏)𝐺̂𝑟(𝜏) = 𝐼 + 𝜎𝑧

∑︁
𝑘𝑗

𝑡𝑠𝑘𝑗𝐺̂
𝑟,1
𝑗 (𝑘,𝜏), (4.26)

𝑔𝑠,−1
𝑘𝑗 (𝜏)𝐺̂𝑟,1

𝑗 (𝑘,𝜏) = 𝜎𝑧𝑡
𝑠
𝑘𝑗𝐺̂

𝑟(𝜏), (4.27)

де 𝐺̂𝑟,1
𝑗 (𝜏) — гармонiки Фур’є наступної кореляцiйної функцiї:

𝐺̂𝑟,1
𝑗 (𝑘,𝑡) = −𝚤𝜃(𝑡)

(︃
⟨{𝑐𝑘𝑗↑(𝑡),𝑑†↑(0)}⟩ ⟨{𝑐𝑘𝑗↑(𝑡),𝑑↓(0)}⟩
⟨{𝑐†𝑘𝑗↓(𝑡),𝑑

†
↑(0)}⟩ ⟨{𝑐†𝑘𝑗↓(𝑡), 𝑑↓(0)}⟩

)︃
. (4.28)

Тут також функцiя Грiна однорiвневої квантової точки з рiвнем енергiї 𝜀𝑑,

𝑔0(𝜏) =

(︃
1

𝜏−𝜀𝑑+𝚤0 0

0 1
𝜏+𝜀𝑑+𝚤0

)︃
, (4.29)

з її оберененою матрицею,

𝑔−1
0 (𝜏) =

(︃
𝜏 − 𝜀𝑑 + 𝚤0 0

0 𝜏 + 𝜀𝑑 + 𝚤0

)︃
, (4.30)
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та функцiєю Грiна (стандартною) 𝑗 надпровiдника,

𝑔𝑠𝑘𝑗(𝜏) =
𝚤

𝜏 2 − 𝐸2
𝑘

(︃
𝜏 + 𝜀𝑘 −∆𝑠e𝚤𝜑𝑗

−∆𝑠e−𝚤𝜑𝑗 𝜏 − 𝜀𝑘

)︃
, (4.31)

де власнi значення гамiльтонiану 𝐻𝑠
𝑙 є 𝐸𝑘 = ±

√︀
𝜀2𝑘 +∆2

𝑠 (андрєєвськi рiвнi
енергii).

Тодi, пiдставляючи рiвняння (4.27) в рiвняння (4.26), можна отримати
наступне рiвняння Дайсона для функцiї Грiна запiзнення КТ 𝐺̂𝑟(𝜏) :

𝐺̂𝑟(𝜏) = 𝑔0(𝜏) + 𝑔0(𝜏)Σ̂
𝑟(𝜏)𝐺̂𝑟(𝜏), (4.32)

де власноенергетична функцiя визначається як:

Σ̂𝑟(𝜏) = 𝚤
∑︁
𝑘𝑗

(𝑡𝑠𝑘𝑗)
2𝑔𝑠𝑘𝑗(−∆𝑠,𝜏), (4.33)

та пiсля iнтегрування за енергiями, отримуємо:

Σ̂𝑟(𝜏) =
1

2

∑︁
𝑗

∆𝑑(𝑥)√︀
∆2

𝑠 − 𝜏 2

(︃
𝜏 ∆𝑠e𝚤𝜑𝑗

∆𝑠e−𝚤𝜑𝑗 𝜏

)︃
. (4.34)

Бiльш того, у випадку симетричних тунельних контактiв (надпровiд­
них), можемо переписати дане рiвняння як:

Σ̂𝑟(𝜏) =
∆𝑑√︀

∆2
𝑠 − 𝜏 2

(︃
𝜏 cosh (𝑥/𝜆) ∆𝑠 cosh (𝑥/𝜆− 𝚤𝜑/2)

∆𝑠 cosh (𝑥/𝜆+ 𝚤𝜑/2) 𝜏 cosh (𝑥/𝜆)

)︃
. (4.35)

На додачу, використовуючи формальний розв’язок рiвняння (4.32)

𝐺̂𝑟(𝜏) =
[︁
𝑔−1
0 + Σ̂𝑟

]︁−1

, (4.36)

отримуємо наступний вираз:

𝐺̂𝑟(𝜏) =
1

det(𝑔−1
0 − Σ̂𝑟)

(︃
𝑔−1
22 − Σ𝑟

22 𝑔−1
12 − (−Σ𝑟

12)

𝑔−1
21 − (−Σ𝑟

21) 𝑔−1
11 − Σ𝑟

11

)︃
, (4.37)



81

або бiльш докладно див. посилання [151, 166],

𝐺̂𝑟(𝜏) =
1

𝐷(𝜏)

(︃
𝑔−1
22 − Σ𝑟

22 Σ𝑟
12

Σ𝑟
21 𝑔−1

11 − Σ𝑟
11

)︃
, (4.38)

з 𝐷(𝜏) =
(︀
𝑔−1
11 − Σ𝑟

11

)︀ (︀
𝑔−1
22 − Σ𝑟

22

)︀
−Σ𝑟

12Σ
𝑟
21 за визначенням. В режимi ∆𝑠 → ∞

обчислення приводять до наступного виразу:

𝐺̂𝑟(𝜏) =
1

𝐷(𝜏)

(︃
𝜏 + 𝜀𝑑 ∆*

𝑑(𝑥,𝜑)

∆𝑑(𝑥,𝜑) 𝜏 − 𝜀𝑑,

)︃
(4.39)

𝐷(𝜏) = 𝜏 2 − 𝜀2𝑑 − |∆𝑑(𝑥,𝜑)|2. (4.40)

З iншого боку, розглядаючи ефективний гамiльтонiан квантової точки
рiвняння (4.11),

𝐻 ′ =
∑︁
𝜎

𝜀𝑑𝑑
†
𝜎𝑑𝜎 + 𝛶𝑑↓𝑑↑ + 𝛶 †𝑑†↑𝑑

†
↓, (4.41)

де 𝛶 — невiдома поки що функцiя, або оператор-функцiя в бiльш загальному
випадку, положення точки 𝑥 i рiзницi фаз 𝜑. Тодi можна знайти функцiю
Ґрiна запiзнення, рiвняння (4.24), точки, що описується гамiльтонiаном, рiв­
няння (4.41), використовуючи метод рiвнянь руху, який було застосовано ви­
ще. Продиференцiювавши лише один раз, отримуємо наступний вираз для
шуканої компоненти Фур’є функцiї Грiна:

𝐺̂𝑟(𝜏) =
1

𝜏 2 − 𝜀2𝑑 − |𝛶 |2

(︃
𝜏 + 𝜀𝑑 𝛶 †

𝛶 𝜏 − 𝜀𝑑

)︃
. (4.42)

На цьому етапi ми можемо спiвставити рiвняння (4.42) та рiвняння (4.39) та
зробити висновок про те, що 𝛶 = ∆𝑑(𝑥,𝜑).

4.1.4. Динамiка системи в адiабатичному режимi.

Система рiвнянь (4.21) та (4.22) має досить очевидний статичний
розв’язок

𝑥𝑠𝑡 = 0 +𝒪(𝜉), 𝑅⃗𝑠𝑡 = 𝜅𝐿−1(0)𝑒⃗3 +𝒪(𝜉)𝑅⃗(1), (4.43)

де ‖𝑅⃗(1)‖ = 1. Стiйкiсть цього розв’язку можна дослiдити стандартними
способами, див., наприклад, посилання [119]. Однак для спрощення цiєї про­
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цедури розглянемо адiабатичний випадок, коли 𝛼 ≪ 1, що вiдповiдає типо­
вiй експериментальнiй ситуацiї [137] i зводить задачу до такої, що дозволяє
використовувати аналiз Пуанкаре. Точнiше кажучи, ця нерiвнiсть дозволяє
знайти розв’язок рiвняння (4.22) з точнiстю 𝛼,

𝑅⃗(𝑥,𝑡) = 𝜅𝐿−1(𝑥(𝑡))(1 + 𝛼𝑥̇𝜕𝑥𝐿
−1(𝑥(𝑡)) +𝒪(𝛼2))𝑒⃗3. (4.44)

В нульовому наближеннi в теорiї збурень за параметром адiабатичностi,
𝛼, за допомогою рiвняння (4.44) отримуємо:

𝑅
(0)
1 (𝑥,𝑡) = 𝜅

∆̃′′(𝑥,𝜑) + 𝜀𝑑∆̃
′(𝑥,𝜑)

𝒟̃2(𝑥,𝜑)
, (4.45)

𝑅
(0)
2 (𝑥,𝑡) = 𝜅

∆̃′(𝑥,𝜑)− 𝜀𝑑∆̃
′′(𝑥,𝜑)

𝒟̃2(𝑥,𝜑)
, (4.46)

𝑅
(0)
3 (𝑥,𝑡) = −𝜅 1 + 𝜀2𝑑

𝒟̃2(𝑥,𝜑)
. (4.47)

Тут 𝒟̃2 ≡ 𝒟2(𝑥,𝜑)/Γ2
𝑛 = ∆̃2

𝑑

[︀
sinh2 𝑥+ cos2 (𝜑/2)

]︀
+ 𝜀2𝑑 + 1.

Використовуючи рiвняння (4.44), можемо отримати наступний вираз
для поправки першого порядку для матричних елементiв оператора густини
квантової точки,

𝑅⃗(1)(𝑥,𝑡) = 𝛼𝑥̇𝐿−1(𝑥(𝑡))𝜕𝑥𝑅⃗
(0)(𝑥,𝑡). (4.48)

Коефiцiєнти 𝑅(1)
1 та 𝑅(1)

2 можуть бути записанi в термiнах 𝑅(1)
3 , що має

наступний вигляд:

𝑅
(1)
3 (𝑥,𝑡) = 𝛼𝜅𝑥̇

∆̃2
𝑑

𝒟̃6

[︁
sinh (2𝑥)

{︁(︀
1− 𝜀2𝑑

)︀
𝒟̃2 − 4

(︀
1 + 𝜀2𝑑

)︀}︁
+ 2𝜀𝑑𝒟̃2 sin𝜑

]︁
.

(4.49)
Таким чином, пiдставляючи даний вираз в рiвняння (4.21), отримуємо

(з точнiстю до 𝛼) наступне нелiнiйне диференцiальне рiвняння для 𝑥(𝑡),

𝑥̈− 𝜂(𝑥,𝜑)𝑥̇+ 𝑥 = 𝐹 (𝑥,𝜑), (4.50)

розв’язання якого можна проаналiзувати в рамках теорiї Пуанкаре. Тут не­
лiнiйна сила 𝐹 (𝑥,𝜑) i коефiцiєнт тертя 𝜂, який надалi будемо називати кое­
фiцiєнтом накачки, породжуються взаємодiєю з нерiвноважним електронним
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оточенням. В термiнах 𝑅(1)
3 коефiцiєнт накачки має вигляд:

𝑥̇𝜂(𝑥,𝜑) =
∆̃𝑑

1 + 𝜀2𝑑

[︁
− [sin𝜑− 𝜀𝑑 sinh (2𝑥)]𝑅

(1)
3 +

+
𝛼𝜅𝑥̇

𝒟̃4

{︁
2𝜀𝑑𝒟̃2 (cosh (2𝑥)− cos𝜑)+

+∆̃2
𝑑 sinh (2𝑥)

[︀(︀
1− 𝜀2𝑑

)︀
sin𝜑− 2𝜀𝑑 sinh (2𝑥)

]︀}︁]︁
. (4.51)

За допомогою досить простих обчислень знаходимо:

𝐹 (𝑥,𝜑) = 𝜅𝜉
∆̃𝑑

2𝒟̃2
[sin𝜑− 𝜀𝑑 sinh (2𝑥)] , (4.52)

𝜂(𝑥,𝜑) = 𝜅𝛼𝜉
∆̃𝑑

2𝒟̃6

[︁
∆̃2

𝑑 sinh (2𝑥)
(︁
𝒟̃2 + 4

)︁
{sin𝜑− 𝜀𝑑 sinh (2𝑥)}+

+ 8𝜀𝑑𝒟̃2
{︀
sin2 (𝜑/2) + sinh2 𝑥

}︀]︁
. (4.53)

4.1.5. Стiйкiсть статичного розв’язку. Лiнеаризацiя.

Сильно нелiнiйне рiвняння (4.50) в адiабатичному наближеннi має ста­
тичнi розв’язки, якi визначаються рiвнянням:

𝑥𝑠𝑡 = 𝐹 (𝑥𝑠𝑡,𝜑), (4.54)

яке в розглянутiй межi малого електромеханiчного зв’язку, 𝜉 ≪ 1, має тривi­
альний розв’язок,

𝑥𝑠𝑡 = 𝜅𝜉
∆̃𝑑

2𝒟̃2
sin𝜑 ∝ 𝒪(𝜉). (4.55)

З рiвняння (4.55) видно, що 𝑥𝑠𝑡 строго дорiвнює нулю, коли 𝜑 = 𝜋𝑛 (𝑛 —
цiле число). Це вiдповiдає прямiй конфiгурацiї нанотрубки. Для еволюцiї ма­
лих вiдхилень вiд положення рiвноваги 𝛿𝑥(𝑡) = 𝑥(𝑡) − 𝑥𝑠𝑡 можна отримати
наступне рiвняння (лiнеаризоване рiвняння (4.50) поблизу точки рiвноваги
𝑥𝑠𝑡),

𝛿𝑥̇− 𝜂(0,𝜑)𝛿𝑥̇+ 𝛿𝑥 = 0. (4.56)
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Тут ми нехтуємо невеликим зсувом частоти механiчних коливань внаслiдок
перенормування.

𝜂(0,𝜑) = +𝜅𝛼𝜉
4𝜀𝑑∆̃𝑑

𝒟̃4(0,𝜑)
sin2

(︂
𝜑

2

)︂
. (4.57)

Таким чином, статичний розв’язок 𝑥𝑠𝑡 є нестiйким, тобто початкова мала
спонтанна флуктуацiя призводить до експоненцiального зростання амплiту­
ди коливань КТ, коли 𝜂(0,𝜑) > 0, i є стiйким в iнших випадках. З рiвнян­
ня (4.57) добре видно, що наявнiсть механiчної нестiйкостi безпосередньо
залежить вiд положення енергетичного рiвня КТ 𝜀𝑑 i прикладеної тягнучої
напруги 𝜅. У випадку додатної 𝜅𝜀𝑑 положення рiвноваги 𝑥𝑠𝑡 є нестiйким по
вiдношенню до збiльшення амплiтуди коливань для всiх значень надпровiд­
ної рiзницi фаз 𝜑 (за винятком 𝜑 = 0, яка є такою лише для симетричного
випадку, що буде обговорено в пунктi 4.1.7). Останнiй факт розкриває причи­
ну, чому ми назвали 𝜂(𝑥,𝜑) коефiцiєнтом накачки. З рiвняння (4.57) можна
також легко помiтити, що коефiцiєнт накачки досягає максимуму при 𝜑 = 𝜋

(сила 𝐹 (0,𝜋) = 0). Слiд порiвняти це з випадком 𝜑 = 0, коли сила i накачка
дорiвнюють нулю, 𝐹 (0,0) = 0 i 𝜂(0,0) = 0. Це досить несподiвана ситуацiя,
оскiльки зазвичай тертя/накачка виникає за рахунок сили, що дiє на КТ.
Однак у нашому випадку сила, вiдповiдальна за наномеханiчну накачку, має
електронну природу i чутлива до того, що куперiвськi пари делокалiзованi
мiж нанотрубкою i надпровiдними електродами. Ця сила виникає, коли купе­
рiвська пара знаходиться в станi квантової суперпозицiї, що контролюється
рiзницею фаз, вигином нанотрубки та iншими параметрами.

Фазова дiаграма механiчної нестiйкостi, що виникає в запропонованiй
системi, представлена на рис. 4.3. Максимальна накачка має мiсце при 𝜀𝑑 =

1/
√
3 (i 𝜑 = 𝜋).

4.1.6. Ефект самонасичення.

Для того, щоб з’ясувати, до чого призводить механiчна нестiйкiсть, зна­
йдемо стацiонарнi розв’язки 𝑥𝑐(𝑡) рiвняння (4.50). Використаємо як малий
параметр 𝜉 i тодi рiвняння (4.50) можна розглядати як таке, що описує гар­
монiчний осцилятор, слабо збурений взаємодiєю з електронною пiдсистемою,

𝑥̈+ 𝑥 = 𝜉𝑓(𝑥̇,𝑥). (4.58)
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Рис. 4.3 Залежнiсть коефiцiєнта накачки 𝜂(0,𝜑) (в одиницях 𝛼𝜉) вiд
положення енергетичного рiвня КТ 𝜀𝑑 та рiзницi фаз мiж

надпровiдниками 𝜑 для додатного напрямку тягнучої напруги 𝜅 = 1 та
∆̃𝑑 = 1. Червоним кольором позначено режим, в якому має мiсце

механiчна нестiйкiсть, а синiй колiр вiдповiдає ситуацiї зворотнього
напрямку передачi енергiї.

У випадку малого параметра електромеханiчного зв’язку 𝜉 ≪ 1 можна вико­
ристати метод усереднення Крилова–Боголюбова [167] (див. також [168]) для
знаходження наближеного розв’язку рiвняння (4.50). У першому порядку за
теорiєю збурень цей метод збiгається з методом усереднення Ван-дер-Поля.
Слiдуючи йому, припустимо, що в стацiонарному режимi змiщення квантової
точки 𝑥𝑐 має вигляд (з прийнятою точнiстю 𝜉):

𝑥𝑐(𝑡) = 𝑥𝑠𝑡 +
√
𝐴 sin (𝑡+ 𝜙(𝑡)) +𝒪(𝜉), (4.59)

де амплiтуда
√︀
𝐴(𝑡) i фаза 𝜙(𝑡) змiнюються повiльно в часi, 𝑥𝑠𝑡,𝐴̇(𝑡),𝜙̇(𝑡) ∼

𝜉. Потiм, пiдставивши анзац (4.59) в рiвняння (4.50) i прийнявши ту саму
функцiональну форму для похiдної 𝑥̇𝑐,

𝑥̇𝑐(𝑡) =
√
𝐴 cos (𝑡+ 𝜙(𝑡)), (4.60)
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для 𝐴(𝑡) та 𝜙(𝑡) можна знайти наступнi рiвняння:

𝐴̇ = 2𝐴 cos2 𝜓𝜂
(︁√

𝐴 sin𝜓,𝜑
)︁
, (4.61)

𝜙̇ = −𝐴−1/2 sin𝜓𝐹
(︁√

𝐴 sin𝜓,𝜑
)︁
. (4.62)

Оскiльки амплiтуда i фаза мало змiнюються за перiод коливань, то середнi
значення рiвнянь (4.61)-(4.62) можна замiнити їхнiм середнiм значенням за
перiод, i, як наслiдок, отримаємо:

𝐴̇ = 𝐴𝜂(𝐴,𝜑), (4.63)

𝜙̇ = −𝐴−1/2𝐹 (𝐴,𝜑). (4.64)

Тут

𝜂(𝐴,𝜑) = (𝜋)−1

∫︁ 2𝜋

0

𝑑𝜓 cos2 (𝜓)𝜂
(︁√

𝐴 sin𝜓,𝜑
)︁
≡ 𝜅𝜉𝛼𝑊 (𝐴,𝜑), (4.65)

𝐹 (𝐴,𝜑) = (2𝜋)−1

∫︁ 2𝜋

0

𝑑𝜓 sin (𝜓)𝐹
(︁√

𝐴 sin𝜓,𝜑
)︁
. (4.66)

Коефiцiєнт накачки 𝜂(𝐴,𝜑) має очевидний фiзичний сенс: вiн дає спiввiдно­
шення мiж енергiєю, що пiдводиться до механiчної пiдсистеми за один перiод
механiчних коливань з амплiтудою

√
𝐴 i повною механiчною енергiєю.

З рiвняння (4.63) видно, що стацiонарнi режими 𝐴̇ = 0 задаються рiв­
няннями 𝐴 = 0 (𝑥(𝑡) = 𝑥𝑠𝑡) i 𝜂(𝐴,𝜑) = 0. Перше з них є статичним станом
нанотрубки, а друге вiдповiдає перiодичним коливанням з амплiтудою

√
𝐴𝑐,

де 𝑊 (𝐴𝑐,𝜑) = 0. Статичний режим стiйкий, коли 𝜂(0, 𝜑) < 0 i нестiйкий у
протилежному випадку. Стiйкiсть перiодичного розв’язку визначається зна­
ком похiдної 𝜕𝐴𝜂(𝐴,𝜑)|𝐴=𝐴𝑐

: якщо вона вiд’ємна (додатна), то то перiодичний
режим стiйкий (нестiйкий). Тодi, аналiзуючи рiвняння (4.50) i (4.65), можна
зробити висновок, що коефiцiєнт накачки 𝜂(𝐴,𝜑) ∝ 𝜅 є непарною функцiєю
𝜀𝑑 (перший доданок в правiй частинi рiвняння (4.53) не дає внеску) i приймає
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Рис. 4.4 Графiки функцiї 𝑊 (𝐴), пропорцiйної коефiцiєнту накачки 𝜂(𝐴,𝜑),

для рiзних значень (a) вiдносного положення енергетичного рiвня
квантової точки 𝜀𝑑 = 0.2; 1/

√
3; 2 для 𝜑 = 𝜋, та (б) надпровiдну рiзницю

фаз 𝜑 = 𝜋/3, 2𝜋/3, 𝜋 для 𝜀𝑑 = 1/
√
3. Нулi функцiй вiдповiдають амплiтудi

граничного циклу [див. вставку в (б)], яка залежить вiд рiзницi фаз i
досягає максимуму при 𝜑 = 𝜋. Iншi параметри: ∆̃𝑑 = 1, 𝜅 = +1.

наступнi граничнi значення:

𝜂(0,𝜑) = 𝜅𝛼𝜉𝑊 (0,𝜑) = +𝜅𝛼𝜉
4𝜀𝑑∆̃𝑑

𝒟̃4(0,𝜑)
sin2

(︂
𝜑

2

)︂
, (4.67)

𝜂(𝐴→ ∞,𝜑) = 𝜅𝛼𝜉𝑊 (𝐴→ ∞,𝜑) = −𝜅𝛼𝜉 𝜀𝑑

2∆̃𝑑

, (4.68)

звiдки випливає, що при 𝜑 ̸= 0 розв’язок рiвняння 𝑊 (𝐴𝑐,𝜑) = 0, що вiд­
повiдає стацiонарному перiодичному режиму, iснує при будь-яких значеннях
iнших параметрiв. Однак при малих 𝜑 ≪ 1 коефiцiєнт накачки 𝜂(𝑥,𝜑), який
визначається взаємодiєю з електронною пiдсистемою, малий i може бути ком­
пенсований коефiцiєнтом тертя за рахунок теплового оточення. Положення у
випадку, коли 𝜑 = 0 є дуже нестiйким вiдносно малого параметра асиметрiї
|𝑎| ≪ 1 i буде розглянуто у наступному пiдроздiлi, 4.1.7. Функцiї 𝑊 (𝐴) та 𝐴𝑐

при рiзних 𝜑 ≥ 1 та 𝜀𝑑 > 0 представленi на рис. 4.4 та 4.5.
З рiвняння (4.67) випливає, що якщо 𝜅𝜀𝑑 > 0 i 𝜑 ̸= 0, то статичний

механiчний стан 𝑥 = 𝑥𝑠𝑡 ≪ 1 є нестiйким вiдносно появи згинних коливань з
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Рис. 4.5 Залежностi 𝐴𝑐 граничних циклiв вiд вiдносного положення

енергетичного рiвня КТ 𝜀𝑑 (вiдрахованого вiд енергiї Фермi) для рiзних
значень (a) ∆̃𝑑 = 0.75; 1; 2.5 для 𝜑 = 𝜋 i (б) рiзницi фаз мiж

надпровiдниками 𝜑 = 𝜋/3, 2𝜋/3;𝜋 для ∆̃𝑑 = 1.

амплiтудами, якi експоненцiально зростають у часi з iнкрементом,

𝛾 = 𝜅𝛼𝜉𝑊 (0,𝜑). (4.69)

Остання величина досягає свого максимуму при 𝜑 = 𝜋 при фiксованих зна­
ченнях всiх iнших параметрiв (𝑥𝑠𝑡(𝜋) = 0). Однак прирiст насичується при
амплiтудi

√
𝐴𝑐, що призводить до самопiдтримних коливань з цiєю амплiту­

дою. Слiд зазначити, що амплiтудне насичення в розглянутiй системi є пов­
нiстю внутрiшнiм ефектом i має мiсце коли тертя, викликане взаємодiєю з
термодинамiчним середовищем дорiвнює нулю. Про ефект "самонасичення"
також повiдомлялося в [118], де розглядалася спецiальна магнiтна система.

4.1.7. Вплив асиметрiї та тертя, що генеруються термодинамiчним
оточенням.

В експериментi природно виникає наявнiсть асиметрiї тунельних конта­
ктiв. Слiдом за цим врахуємо несиметричнiсть надпровiдних тунельних кон­
тактiв з параметром ∆𝑑1/∆𝑑2 = 𝜁, де 𝜁 = e−𝑎/𝜆 (див. рiвняння (4.8)). Таким
чином, об’єднавши рiвняння (4.8) i (4.12), отримуємо, що асиметрiя тунель­
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них амплiтуд призводить до вiдносного зсуву положення рiвноваги квантової
точки i в отриманих формулах потрiбно зробити наступну замiну:

∆𝑑(𝑥,𝜑) → ∆𝑑(𝑥+ 𝑎,𝜑). (4.70)

Надалi зручно ввести перенормований параметр асиметрiї 𝑎/𝜆→ 𝑎. Тодi для
критерiю механiчної нестiйкостi отримаємо 𝜂(0 + 𝑎,𝜑) > 0, де

𝜂(𝑎,𝜑) = 𝜅𝛼𝜉
∆̃𝑑

2𝒟̃6

[︁
∆̃2

𝑑 sinh (2𝑎)
(︁
𝒟̃2 + 4

)︁
{sin𝜑− 𝜀𝑑 sinh (2𝑎)}+

+ 8𝜀𝑑𝒟̃2
{︀
sin2 (𝜑/2) + sinh2 𝑎

}︀]︁
. (4.71)

З цiєї нерiвностi отримуємо, що стан механiчної пiдсистеми є нестiйким коли⎧⎨⎩|∆̃𝑑 sinh 𝑎| < ∆̃𝑐𝑟
𝑑 , 𝜀𝑑 > 0;

|∆̃𝑑 sinh 𝑎| > ∆̃𝑐𝑟
𝑑 , 𝜀𝑑 < 0;

𝜑 = 𝜋; (4.72)

⎧⎨⎩|∆̃𝑑 cosh 𝑎| < ∆̃𝑐𝑟
𝑑 , 𝜀𝑑 > 0;

|∆̃𝑑 cosh 𝑎| > ∆̃𝑐𝑟
𝑑 , 𝜀𝑑 < 0;

𝜑 = 0; (4.73)

або, ⎧⎨⎩|∆̃𝑑1 ± ∆̃𝑑2| < 2∆̃𝑐𝑟
𝑑 , 𝜀𝑑 > 0;

|∆̃𝑑1 ± ∆̃𝑑2| > 2∆̃𝑐𝑟
𝑑 , 𝜀𝑑 < 0.

(4.74)

Тут − вiдповiдає випадку 𝜑 = 𝜋, а + — 𝜑 = 0, (𝜁 ̸= 1). Гранична величина,
яка визначається як,

(∆̃𝑐𝑟
𝑑 )

2 =
1

2

(︂√︁
(3 + 𝜀2𝑑)

2 + 8(1 + 𝜀2𝑑)− (3 + 𝜀2𝑑)

)︂
, (4.75)

дорiвнює приблизно 1, (∆̃𝑐𝑟
𝑠 )

2 ∈ [(
√
17−3)/2,2), за рахунок lim𝜀𝑑→∞(∆̃𝑐𝑟

𝑑 )
2 = 2.

Iнший спосiб отримання критерiїв нестiйкостi полягає в тому, щоб пред­
ставити перемiщення у виглядi:

𝑥(𝑡) ∼ e𝚤Ω𝑡, (4.76)
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Пiдставимо в рiвняння (4.50) i знайдемо розв’язок нерiвностi ImΩ < 0, що
вiдповiдає випадку експоненцiального зростання амплiтуди коливань КТ. З
наведених вище критерiїв нестiйкостi (рiвняння (4.72)-(4.74)) можна зробити
висновок, що на наявнiсть ефекту самонасичення не впливає асиметрiя.

Зауважимо, що нескiнченно мале значення асиметрiї може призвести до
появи механiчної нестiйкостi навiть у випадку нульової рiзницi фаз. Однак,
в останньому випадку сила накачки мала i повинна бути порiвняна iх зату­
ханням, що створюється впливом термодинамiчного рiвноважного оточення.
Для цього ми включаємо феноменологiчний член +𝛾𝑥̇ в л.ч.с. рiвняння (4.1).
Коефiцiєнт тертя 𝛾 визначається як ∝ 𝑄−1, де 𝑄 — добротнiсть, що визначає­
ться взаємодiєю з термодинамiчним оточенням [128]. Таким чином, механiчна
нестiйкiсть має мiсце, якщо

𝛾 − 𝜂(𝑎,𝜑) < 0. (4.77)

Це означає, що при малих значеннях рiзницi фаз, 𝜑 < 1, коефiцiєнт
накачки 𝜂(𝑥 + 𝑎,𝜑), який визначається взаємодiєю з електронною пiдсисте­
мою, значно менший, нiж у випадку 𝜑 ≈ 𝜋 i врiвноважує коефiцiєнт тертя
𝛾, пов’язаний з впливом термодинамiчного оточення. Це призводить до кон­
куренцiї мiж цими двома процесами, оскiльки режим самопiдтримних коли­
вань виникає тодi, коли накачка дорiвнює затуханню. Як наслiдок, тертя,
викликане взаємодiєю з тепловим оточеенням, призводить до зменшення ам­
плiтуди автоколивань. Проте, оскiльки накачка, викликана електронним не­
рiвноважним оточенням, сильно залежить вiд рiзницi фаз 𝜑, то в найбiльш
вираженому випадку 𝜑 = 𝜋 воно домiнує над термодинамiчним тертям для
високодобротних наномеханiчних резонаторiв, 𝑄 ∼ 105.

На рисунках 4.6, 4.7 наведено залежностi функцiї 𝑊 (𝐴), яка пропор­
цiйна коефiцiєнту накачки 𝜂(𝐴,𝜑) для рiзних значень параметра асиметрiї 𝑎.
Зауважимо, що 𝑊 (𝐴) є парною функцiєю 𝑎. З рисунка 4.6, який вiдповiдає
випадку максимальної сили накачки, 𝜑 = 𝜋, 𝜀𝑑 = 1/

√
3, видно, що значення

амплiтуди граничного циклу зменшується при збiльшеннi асиметрiї (змiще­
ння положення нуля функцiї влiво). Чорна крива пов’язана з симетричним
випадком (𝑎 = 0) i є такою ж, як на рис. 4.4. Помаранчева крива вiдповiдає
критичному значенню (при подальшому збiльшеннi параметра асиметрiї на­
качки зникає), отриманому з рiвняння (4.75), (∆̃𝑐𝑟

𝑑 )
2 = 2/3 для 𝜀𝑑 = 1/

√
3.
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Рис. 4.6 Залежностi функцiї 𝑊 (𝐴), пропорцiйної коефiцiєнту накачки
𝜂(𝐴,𝜑), для рiзних значень параметра асиметрiї |𝑎| = 0 (чорна товста
крива, симетричний випадок); 0.2 (зелена пунктирна крива); 0.5 (синя

пунктирна крива); 0.65 (червона щiльна пунктирна крива); 0.81
(помаранчева нещiльна пунктирна крива) для 𝜑 = 𝜋 та 𝜀𝑑 = 1/

√
3. Нулi

функцiй вiдповiдають амплiтудi граничного циклу. Iншi параметри
наступнi: ∆̃𝑑 = 1, 𝜅 = +1.

Рисунок 4.7 демонструє випадок 𝜑 = 0, коли ефективна накачкпа нехтовно
мала i, як наслiдок, граничний цикл самопiдтримних коливань не виникає.

4.1.8. Транзисторна та дiодна поведiнка електричного струму.

Розглянутi вище самопiдтримнi коливання специфiчно проявляються в
транспортних характеристиках. Це пiдвищує можливiсть виявлення механi­
чної нестiйкостi за допомогою вимiрювання електричного струму. Щоб до­
слiдити таку можливiсть, розглянемо електричний струм через систему, 𝐼𝑛,
визначений стандартним чином,

𝐼𝑛 = 𝑒𝜅Tr
{︁
ˆ̇𝑁𝜌
}︁
, (4.78)
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Рис. 4.7 Залежностi функцiї 𝑊 (𝐴), пропорцiйної коефiцiєнту накачки
𝜂(𝐴,𝜑), для рiзних значень параметра асиметрiї |𝑎| = 0 (чорна товста
крива, симетричний випадок); 0.2 (зелена пунктирна крива); 0.5 (синя

пунктирна крива); 0.65 (червона щiльна пунктирна крива); 0.81
(помаранчева нещiльна пунктирна крива) для 𝜑 = 0 та 𝜀𝑑 = 1/

√
3. Iншi

параметри такi: ∆̃𝑑 = 1, 𝜅 = +1, 𝛾 = 10−5. Функцiї набувають невiд’ємних
значень, що вiдповiдає вiдсутностi самопiдтримних коливань у

граничному циклi.

де
ˆ̇𝑁 = 𝑖

[︁
𝐻̂,𝑁̂

]︁
, 𝑁̂ =

∑︁
𝑘𝜎

𝑎†𝑘𝜎𝑎𝑘𝜎 (4.79)

позначає оператор числа електронiв у нормальному електродi. У розглянуто­
му вище режимi (∆𝑠 → ∞) струмом квазiчастинок можна знехтувати, оскiль­
ки вiн експоненцiально малий. Як наслiдок, у режимi високої напруги змiщен­
ня при 𝜅 = +1, коли тунелювання електронiв з КТ до нормальних електродiв
заборонено, вираз для 𝐼𝑛 можна легко отримати, аналiзуючи рис. 4.2. З цих
графiкiв видно, що зменшення числа електронiв в нормальному електродi ви­
значається двома рiзними процесами. Перший — це тунелювання електрона
зi спiном вгору або вниз на порожню гранулу. Швидкiсть цього процесу до­
рiвнює 2Γ𝑛𝜌0, де 𝜌0 = (𝑅0 +𝑅3) /2 — ймовiрнiсть того, що КТ незаповнена.
Другий — тунелювання електрона на квантову точку, зайняту одним еле­
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Рис. 4.8 Залежностi постiйного електричного струму 𝐼𝑛 (нормованого до
𝐼0 = 𝑒Γ𝑛) вiд вiдносного положення КТ енергетичного рiвня 𝜀𝑑 для рiзних

значень рiзницi фаз 𝜑 = 𝜋/3 (зелена пунктирна крива), 2𝜋/3 (червона
пунктирна) i 𝜋 (чорна суцiльна) для ∆̃𝑑 = 1 i 𝜅 = +1. Максимальний

ефект має мiсце при 𝜑 = 𝜋 за вiдсутностi постiйного струму в
статичному режимi, тодi як вiн близький до максимального в стiйкому

стацiонарному режимi самопiдтримних коливань.

ктроном зi спiном вгору або вниз. Швидкiсть цього процесу дорiвнює 2Γ𝑛𝜌𝑒.
З урахуванням умови нормалiзацiї 2𝜌𝑒+𝑅0 = 1, i використовуючи аналогiчне
припущення для 𝑒𝑉𝑏 < 0, одержимо з рiвняння (4.44) наступне рiвняння для
𝐼𝑛:

𝐼𝑛(𝑡) = 𝜅𝐼0 (1 + 𝜅𝑅3) , (4.80)

де 𝐼0 = 𝑒Γ𝑛. В адiабатичнiй границi можна використати розклад для 𝑅⃗ в
теорiї збурень за параметром адiабатичностi 𝛼, рiвняння (4.44), i отримати
для струму наступний вираз:

𝐼𝑛(𝑡) = 𝜅𝐼0

[︂
|∆𝑑(𝑥,𝜑)|2

𝒟2(𝑥,𝜑)
+ 𝛼𝑥̇𝑓(𝑥) +𝒪(𝛼2)

]︂
. (4.81)

У стацiонарному режимi, що вiдповiдає генерацiї самопiдтримних коли­
вань з амплiтудою

√
𝐴𝑐, усереднений за перiод коливань електричний струм
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𝐼𝑛 визначається як:

𝐼𝑛 =
1

2𝜋

∫︁ 2𝜋

0

𝐼𝑛[𝑥(𝑡)]𝑑𝑡. (4.82)

Пiсля iнтегрування рiвняння (4.81) основний внесок у струм з точнiстю 𝛼2

(оскiльки член першого порядку усереднюється) має вигляд:

𝐼𝑛(𝜅,𝜀𝑑) = 𝜅𝐼0

[︂
∆2

𝑑 cos
2 (𝜑/2)

∆2
𝑑 cos

2(𝜑/2) + Γ2
𝑛 + 𝜀2𝑑

+ 𝜃(𝜅𝜀𝑑)𝛿𝐼(𝐴𝑐)

]︂
. (4.83)

Тут перший доданок вiдповiдає статичному постiйному струму, який кри­
тично залежить вiд рiзницi фаз 𝜑. Зокрема, перший доданок дорiвнює нулю
при 𝜑 = 𝜋, на вiдмiну вiд другого доданка,

𝛿𝐼(𝐴𝑐) =
1

2𝜋

∆2
𝑑(Γ

2
𝑛 + 𝜀2𝑑)

𝒟2(0, 𝜑)

∫︁ 2𝜋

0

𝑑𝜓
sinh2

(︀√
𝐴𝑐 sin𝜓

)︀
𝒟2
(︀√

𝐴𝑐 sin𝜓,𝜑
)︀ > 0, (4.84)

що виникає виключно за рахунок самопiдтримних коливань i дорiвнює нулю,
якщо статичний стан є стiйким, на що вказує ступiнчаста функцiя Хевiсайда
𝜃(𝜅𝜀𝑑). Максимальне значення струму 𝛿𝐼𝑛(𝐴𝑐) можна оцiнити як:

𝛿𝐼𝑚𝑎𝑥
𝑛 ≈ ∆2

𝑑 sinh
2√𝐴𝑐

∆2
𝑑 sinh

2√𝐴𝑐 + Γ2
𝑛 + 𝜀2𝑑

. (4.85)

Залежностi струму 𝐼𝑛 вiд 𝜀𝑑 при ∆̃𝑑 = 1 та 𝜑 = 𝜋/3, 2𝜋/3, 𝜋 представ­
ленi на рис. 4.8, 4.9. З цих графiкiв видно, що наномеханiчна нестiйкiсть
призводить до виникнення значних дiодних i транзисторних ефектiв. Ефе­
кти найбiльш вираженi при 𝜑 = 𝜋, коли в статичному режимi 𝐴𝑐 = 0, де
повнiстю блокується обмiн куперiвськими парами мiж точкою i надпровiд­
ними електродами. В такiй ситуацiї стрибок середнього струму вiд нуля до
скiнченного значення ∼ 𝐼0 (або навпаки) вiдбувається при змiнi напрямку на­
пруги (ефект дiода: за одного напрямку тягнучої напргуги струм присутнiй,
а за iншого — вiдсутнiй), див. рис. 4.9 або якщо положення енергетичного рiв­
ня квантової точки 𝜀𝑑, керованого напругою на затворi (третього електрода в
транзисторi), проходить через нуль (транзисторний ефект), див. рис. 4.8. За­
уважимо, що розрив середнього струму як функцiї 𝜀𝑑 необхiдно враховувати
з точнiстю до 𝜉.
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Рис. 4.9 Залежностi постiйного електричного струму 𝐼𝑛 (нормованого до
𝐼0 = 𝑒Γ𝑛) вiд вiдносного положення енергетичного рiвня КТ 𝜀𝑑 для 𝜅 = +1

(чорна суцiльна крива, пов’язана з аналогiчною на рис. 4.8) i для 𝜅 = −1,
коли тягнуча напруга прикладена в протилежному напрямку (синя

пунктирна крива), що представляє дiодоподiбну поведiнку струму. Iншi
параметри: 𝜑 = 𝜋.

4.1.9. Результати чисельних розрахункiв.

Описана вище аналiтична процедура виконана в припущеннi адiабати­
чному 𝛼 = 𝜔/(2Γ𝑛) ≪ 1. Однак, з метою розширення дiапазону параметрiв,
для яких справедливi прогнозованi ефекти, чисельно розв’язано систему рiв­
нянь для елементiв матрицi густини квантової точки, пов’язану з рiвнянням
для змiщення КТ, рiвняння (4.21)-(4.22).

На рисунку 4.10 продемонстровано результати чисельних розв’язкiв для
часової еволюцiї змiщення КТ пiсля невеликої початкової спонтанної флу­
ктуацiї положення нанотрубки, 𝑥0 = 0.01, у трьох рiзних режимах. Стiйкий
режим представлений на рис. 4.10а. Рисунок 4.10б вiдповiдає критичному зна­
ченню енергетичного рiвня 𝜀𝑑 = 0 (такому ж, як i для 𝜑 = 2𝜋𝑛, де 𝑛 — цiле
число), коли стан механiчної пiдсистеми є нi стiйким, нi нестiйким. Нарештi,
в режимi наявностi механiчної нестiйкостi, рис. 4.10в, амплiтуда коливань то­
чки починає експоненцiально зростати пiсля невеликого зсуву вiд положення
рiвноваги. Однак через деякий час амплiтуда коливань насичується i настає
стiйкий режим самопiдтримних коливань нанотрубки. Вiн виникає навiть без
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Рис. 4.10 Залежностi змiщення 𝑥 (в одиницях тунельної довжини 𝜆) КТ
у трьох рiзних режимах, реалiзованих для системи, вiд часу (в одиницях

𝜔). Рисунок (а) вiдповiдає стiйкому до початкового спонтанного
коливання (𝑥0 = 0.01) вiд положення рiвноваги режиму, 𝜀𝑑 < 0. Рисунок

(б) вiдповiдає критичному значенню 𝜀𝑑 = 0, коли стан механiчної
пiдсистеми також є нестiйким. А рисунок (в) демонструє часову

еволюцiю коливань добротностi в режимi, коли має мiсце механiчна
нестiйкiсть, 𝜀𝑑 = +1/

√
3. Останнiй випадок представлений на

рис. 4.4, 4.5 чорною кривою. Iншi параметри, використанi в чисельних
розрахунках: 𝜑 = 𝜋, ∆̃𝑑 = 1, 𝛼 = 0.05, 𝜉 = 10−2.

додавання зовнiшнього тертя, 𝛾 = 0. Останнiй факт пов’язаний з ефектом
самонасичення, що має мiсце для розглянутої гiбридної системи. Зауважи­
мо, що рис. 4.10 отримано для випадку слабкого електромеханiчного зв’язку
𝜉 ≪ 1, в адiабатичному режимi 𝛼 ≪ 1, а для iнших параметрiв, якi збiга­
ються з параметрами чорної кривої на рис. 4.4-4.7, отримано з аналiтичних
розрахункiв. Видно, що амплiтудi

√
𝐴𝑐 граничного циклу, взятої з рис. 4.4,
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Рис. 4.11 Залежнiсть амплiтуди
√
𝐴𝑐 власних коливань КТ (нормованої

на тунельну довжину 𝜆) вiд параметра адiабатичностi 𝛼. Можна
вiдзначити, що величина амплiтуди точкових коливань максимальна при

𝜔 ∼ Γ𝑛 i прямує до нуля в дiабатичному режимi. Iншi параметри,
використанi в чисельних розрахунках:

𝜅 = +1, 𝜀𝑑 = 1/
√
3, 𝜑 = 𝜋, ∆̃𝑑 = 1, 𝜉 = 10−2.

вiдповiдає амплiтуда коливань, взята з рис. 4.10в,
√
𝐴𝑐 ≈ 𝑥𝑚𝑎𝑥 ≈ 2. Це є

проявом високої обґрунтованостi аналiтичних розрахункiв.
На рисунку 4.11 показано залежнiсть амплiтуди

√
𝐴𝑐 (𝑥𝑚𝑎𝑥) власних ко­

ливань нанотрубки (нормованої на довжину тунелювання 𝜆) в граничному
циклi вiд параметра адiабатичностi 𝛼. Вона отримана з чисельних розв’язкiв
системи диференцiальних рiвнянь першого порядку для матричних елемен­
тiв оператора густини квантової точки, рiвняння (4.22), пов’язаної з системою
другого порядку для змiщення, рiвняння (4.21). Можна вiдзначити, що ам­
плiтуда максимальна в резонансному випадку, коли частота (в енергетичних
одиницях) коливань КТ дорiвнює рiзницi енергiй мiж андрєєвськими рiвня­
ми. Останнє знаходиться у вiдповiдному узгодженнi з передбаченнями для
електричної [169] та магнiтної НЕМ системи [118]. Крiм того, слiд врахува­
ти, що для випадку електричного електромеханiчного зв’язку для отримання
граничного циклу необхiдно враховувати термодинамiчне тертя (демпфуван­
ня), 𝛾 = 10−4 − 10−6 (для високоякiсних наномеханiчних резонаторiв). При­
чому, максимальнi значення амплiтуди для механiчно нестiйкого випадку
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назначно бiльшi, нiж для адiабатичного режиму, точнiше, приблизно вдвiчi
бiльшi. Проте амплiтуда є мiзерно малою в дiабатичнiй (антиадiабатичнiй)
границi 𝛼 ≫ 1, що означає стiйкiсть положення рiвноваги нанотрубки в
цьому режимi. Адiабатичний режим вiдповiдає випадку, коли змiщення на­
нотрубки змiнюється дуже мало за один акт тунелювання електронiв, що
зазвичай реалiзується в експериментах [137].

4.2. Охолодження наномеханiчних коливань за допомогою
андрєєвського тунелювання

У цьому пiдроздiлi обговорюється вирiшальний вплив процесiв еле­
ктронного тунелювання на стан механiчної пiдсистеми. Виявлено ефект охо­
лодження до основного стану коливань нанотрубки. Продемонстрована мо­
жливiсть спостереження ефекту охолодження в експериментi.

4.2.1. Квантовомеханiчний опис механiчної пiдсистеми.

У попередньому роздiлi розглянуто наноелектромеханiчну систему, що
складається з вуглецевої нанотрубки, пiдвiшеної над траншеєю в металевому
електродi i розмiщеної в зазорi мiж двома надпровiдними електродами. Та­
ка установка є узагальненням експериментально реалiзованої [153], де ВНТ
пiдвiшена над промiжком мiж звичайним i надпровiдним електродами. Нано­
трубку розглянуто як рухому однорiвневу квантову точку, в якiй iндуковано
залежний вiд змiщення надпровiдний параметр порядку внаслiдок тунелюва­
ння куперiвських пар. Показано, що в такiй системi можуть виникати самопiд­
тримнi згинальнi коливання, якщо мiж звичайним i надпровiдним електрода­
ми прикласти постiйну тягнучу напругу. Такий процес переносу електронiв,
який полягає в андрєєвському тунелюваннi [149, 150] нормальних електронiв
(та дiрок вiдповiдно) з утворенням в результатi куперiвських пар, ми назва­
ли андрєєвським iнжектуванням. Як наслiдок, взаємодiя мiж когерентним
двоелектронним (куперiвська пара) та некогерентним одноелектронним туне­
люванням в/з рухомої частини НЕМС може призвести до ефекту накачки
або охолодження [151].

Однак з рiвняння (4.81) можна помiтити, що еклектичний струм має
внесок ∝ 𝑥2. Це означає, що важливо враховувати флуктуацiї змiщення на­
нотрубки, пропущенi в рамках напiвкласичного пiдходу, розглянутого в попе­
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CNT

Gate

Рис. 4.12 Ескiз наноелектромеханiчного пристрою, що розглядається.
Вуглецева нанотрубка (ВНТ) пiдвiшена в зазорi мiж двома краями

нормального електрода (𝑁) i тунельно з’єднана з ними. Також ВНТ
коливається в напрямку 𝑥 мiж двома надпровiдними електродами (𝑆1,2).

Цей процес впливає на величини тунельних бар’єрiв мiж НТ i
надпровiдними електродами. Нормальний електрод знаходиться пiд

напругою 𝑉𝑏.

редньому пiдроздiлi, 4.1. У цьому пiдроздiлi ми розглядаємо згинальнi коли­
вання нанотрубки квантовомеханiчно, що дозволяє дослiдити роботу такого
НЕМ пристрою в режимi охолодження.

На рисунку 4.12 наведено ще одне схематичне зображення системи, що
розглядається. Гамiльтонiан системи складається з чотирьох доданкiв,

𝐻 = 𝐻𝑑 +𝐻𝑣 +𝐻𝑙 +𝐻𝑡, (4.86)

де гамiльтонiан 𝐻𝑑 однорiвневої КТ, гамiльтонiан 𝐻𝑙 = 𝐻𝑛
𝑙 +𝐻

𝑠
𝑙 нормального

i надпровiдного електродiв, тунельний гамiльтонiан 𝐻𝑡 = 𝐻𝑛
𝑡 + 𝐻𝑠

𝑡 визна­
чаються рiвняннями (4.3)-(4.6) вiдповiдно. Необхiдно пiдкреслити, що тепер
змiщення 𝑥̂ є оператором. Гамiльтонiан 𝐻̂𝑣,

𝐻̂𝑣 =
𝑝2

2𝑚
+
𝑚𝜔2𝑥2

2
, (4.87)

описує механiчну динамiку квантової точки, 𝑝 i 𝑥 — канонiчно спряженi iм­
пульс та координата, [𝑝,𝑥] = −𝚤ℏ; 𝑚,𝜔 — маса та власна частота квантової
точки вiдповiдно.
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4.2.2. Рiвняння для функцiй розподiлу Вiгнера.

Часова еволюцiя матрицi густини системи 𝜌 описується рiвнянням Лi­
увiлля-фон Неймана, рiвняння (4.9). Використано наближення редукованої
матрицi густини, згiдно з яким повна матриця густини системи 𝜌 факторизу­
ється до тензорного добутку рiвноважних матриць густини нормального та
надпровiдних берегiв, а також матрицю густини КТ:

𝜌 = 𝜌𝑛 ⊗ 𝜌𝑠 ⊗ 𝜌𝑑. (4.88)

Тут у гiльбертовому просторi, який можна представити у виглядi тензорного
добутку нескiнченновимiрного простору гармонiчного осцилятора та просто­
ру однорiвневої квантової точки, дiє приведений оператор густини КТ 𝜌𝑑.

Дотримуючись процедури, введеної в пунктi 4.1.2, розглянемо стацiо­
нарний стан системи у випадку ∆𝑠 ≫ |𝑒𝑉𝑏|.(≫ ∆𝑑,Γ𝑛, де ∆𝑑 = 2𝜋𝜈𝑠|𝑡𝑠0|2,Γ𝑛 =

2𝜋𝜈𝑛|𝑡𝑛0 |2 (𝜈𝑠(𝑛) — густина станiв в надпровiдному (нормальному) електродi).
Використовуючи стандартну процедуру [45], можна взяти слiд за ступеня­
ми свободи електродiв i отримати наступне рiвняння для приведеної матрицi
густини 𝜌𝑑:

− 𝚤
[︀
𝐻eff

𝑑 +𝐻𝑣,𝜌𝑑
]︀
+ ℒ𝑛{𝜌𝑑}+ ℒ𝛾{𝜌𝑑} = 0, (4.89)

де ефективний гамiльтонiан 𝐻𝑒𝑓𝑓
𝑑 представлено в рiвняннi (4.11) з недiаго­

нальним параметром порядку КТ, рiвняння (4.12), iндукованим надпровiд­
ним ефектом близькостi, який тепер є оператором:

∆𝑑(𝑥̂,𝜑) = ∆𝑑 cosh(𝑥̂/𝜆+ 𝑖𝜑/2). (4.90)

Член ℒ𝑛{𝜌𝑑} у рiвняннi (4.89) iндукований некогерентним електронним обмi­
ном мiж нормальним берегом i КТ в режимi високої тягнучої напруги,
|𝑒𝑉𝑏| ≫ 𝜀0,ℏ𝜔, 𝑇 , приймає вигляд рiвняння (4.13). Також у рiвняннi (4.10)
феноменологiчно введено дисипативний член ℒ𝛾{𝜌𝑑} [170],

ℒ𝛾{𝜌} = −𝑚𝜔𝛾 (𝑛𝐵 + 1/2) [𝑥, [𝑥,𝜌]]− 𝚤 (𝛾/2) [𝑥, {𝑝,𝜌}] , (4.91)
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де 𝛾 — затухання, 𝑛𝐵 — функцiя розподiлу Бозе-Ейнштейна,

𝑛𝐵 =
1

𝑒ℏ𝜔/𝑇 − 1
, (4.92)

де 𝑇 — температура термодинамiчного середовища.
Матриця густини КТ 𝜌𝑑 дiє в гiльбертовому просторi з на векторами

станiв |0⟩, 𝑑†↑(𝑑
†
↓)|0⟩ = | ↑ (↓)⟩, 𝑑†↑𝑑

†
↓|0⟩ = | ↑↓⟩ ≡ |2⟩. Це означає, що матриця

густини КТ може бути представлена у виглядi:

𝜌𝑑 = 𝜌𝑑(𝑥,𝑥
′) =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
𝜌0 𝜌02 0 0

𝜌20 𝜌2 0 0

0 0 𝜌↑ 0

0 0 0 𝜌↓

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ . (4.93)

Отримуємо наступну систему рiвнянь руху для компонентiв матрицi густини
КТ 𝜌𝑑 (𝜅 = +1):

𝜕𝑡𝜌0 = −𝚤 [𝐻𝑣,𝜌0]− 4Γ𝑛𝜌0 − 𝚤∆𝑑(𝑥,𝜑)𝜌20 + 𝚤𝜌02∆
*
𝑑(𝑥,𝜑) + ℒ𝛾{𝜌0}, (4.94)

𝜕𝑡𝜌↑ = −𝚤 [𝐻𝑣,𝜌↑] + 2Γ𝑛(𝜌0 − 𝜌↑) + ℒ𝛾{𝜌↑}, (4.95)

𝜕𝑡𝜌↓ = −𝚤 [𝐻𝑣,𝜌↓] + 2Γ𝑛(𝜌0 − 𝜌↓) + ℒ𝛾{𝜌↓}, (4.96)

𝜕𝑡𝜌02 = −𝚤 [𝐻𝑣,𝜌02] + 2𝚤𝜀𝑑𝜌02 − 2Γ𝑛𝜌02 − 𝚤∆𝑑(𝑥,𝜑)𝜌2 + 𝚤𝜌0∆𝑑(𝑥,𝜑) + ℒ𝛾{𝜌02},(4.97)

𝜕𝑡𝜌20 = −𝚤 [𝐻𝑣,𝜌20]− 2𝚤𝜀𝑑𝜌20 − 2Γ𝑛𝜌20 − 𝚤∆*
𝑑(𝑥,𝜑)𝜌0 + 𝚤𝜌2∆

*
𝑑(𝑥,𝜑) + ℒ𝛾{𝜌20},(4.98)

𝜕𝑡𝜌2 = −𝚤 [𝐻𝑣,𝜌2] + 2Γ𝑛(𝜌↑ + 𝜌↓) + 𝚤𝜌20∆𝑑(𝑥,𝜑)− 𝚤∆*
𝑑(𝑥,𝜑)𝜌02 + ℒ𝛾{𝜌2}. (4.99)

У даному випадку порядок операторiв 𝜌𝑖𝑖 та ∆̂𝑑(𝑥̂,𝜑) є важливим. Для того,
щоб отримати рiвняння для випадку протилежного знаку тягнучої напруги,
𝜅 = −1, необхiдно замiнити 0 ⇄ 2, тобто,

𝜕𝑡𝜌0 = −𝚤 [𝐻𝑣,𝜌0] + 2Γ𝑛(𝜌↑ + 𝜌↓) + 𝚤𝜌02∆𝑑(𝑥,𝜑)− 𝚤∆*
𝑑(𝑥,𝜑)𝜌20 + ℒ𝛾{𝜌0}. (4.100)

𝜕𝑡𝜌↑ = −𝚤 [𝐻𝑣,𝜌↑] + 2Γ𝑛(𝜌2 − 𝜌↑) + ℒ𝛾{𝜌↑}, (4.101)

𝜕𝑡𝜌↓ = −𝚤 [𝐻𝑣,𝜌↓] + 2Γ𝑛(𝜌2 − 𝜌↓) + ℒ𝛾{𝜌↓}, (4.102)

𝜕𝑡𝜌02 = −𝚤 [𝐻𝑣,𝜌02]− 2𝚤𝜀𝑑𝜌02 − 2Γ𝑛𝜌02 − 𝚤∆*
𝑑(𝑥,𝜑)𝜌2 + 𝚤𝜌0∆

*
𝑑(𝑥,𝜑) + ℒ𝛾{𝜌02},(4.103)

𝜕𝑡𝜌20 = −𝚤 [𝐻𝑣,𝜌20] + 2𝚤𝜀𝑑𝜌20 − 2Γ𝑛𝜌20 − 𝚤∆𝑑(𝑥,𝜑)𝜌0 + 𝚤𝜌2∆𝑑(𝑥,𝜑) + ℒ𝛾{𝜌20},(4.104)

𝜕𝑡𝜌2 = −𝚤 [𝐻𝑣,𝜌2]− 4Γ𝑛𝜌2 − 𝚤∆𝑑(𝑥,𝜑)𝜌02 + 𝚤𝜌20∆
*
𝑑(𝑥,𝜑) + ℒ𝛾{𝜌0}, (4.105)
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Досить зручно ввести лiнiйнi комбiнацiї елементiв матрицi густини наступним
чином:

𝑅𝑣 = 𝜌0 + 𝜌↑ + 𝜌↓ + 𝜌2, 𝑅0 = 𝜌0 + 𝜌2,

𝑅1 = 𝜌20 + 𝜌02, 𝑅2 = 𝚤(𝜌02 − 𝜌20), 𝑅3 = 𝜌0 − 𝜌2. (4.106)

Тодi рiвняння для матричних елементiв матрицi густини КТ, рiвнян­
ня (4.94)-(4.99), приймають наступний вигляд:

𝜕𝑡𝑅0 = −𝚤[𝐻𝑣, 𝑅0] + 2Γ𝑛(𝑅𝑣 − 2𝑅0 − 𝜅𝑅3) + 𝚤[𝑅1,∆
′(𝑥,𝜑)]− 𝚤[𝑅2,∆

′′(𝑥,𝜑)]

+ℒ𝛾{𝑅0}, (4.107)

𝜕𝑡𝑅3 = −𝚤[𝐻𝑣,𝑅3]− 2Γ𝑛(𝜅𝑅𝑣 +𝑅3) + {𝑅1,∆
′′(𝑥,𝜑)}+ {𝑅2,∆

′(𝑥,𝜑)}
+ℒ𝛾{𝑅3}, (4.108)

𝜕𝑡𝑅1 = −𝚤[𝐻𝑣,𝑅1] + 2𝜀𝑑𝑅2 − 2Γ𝑛𝑅1 + 𝚤[𝑅0,∆
′(𝑥,𝜑)]− {𝑅3,∆

′′(𝑥,𝜑)}
+ℒ𝛾{𝑅1}, (4.109)

𝜕𝑡𝑅2 = −𝚤[𝐻𝑣,𝑅2]− 2𝜀𝑑𝑅1 − 2Γ𝑛𝑅2 − 𝚤[𝑅0,∆
′′(𝑥,𝜑)]− {𝑅3,∆

′(𝑥,𝜑)}
+ℒ𝛾{𝑅2}, (4.110)

𝜕𝑡𝑅𝑣 = −𝚤[𝐻𝑣,𝑅𝑣] + 𝚤[𝑅1,∆
′(𝑥,𝜑)]− 𝚤[𝑅2,∆

′′(𝑥,𝜑)] + ℒ𝛾{𝑅𝑣}. (4.111)

Стан механiчної пiдсистеми повнiстю описується редукованою матри­
цею густини,

𝜌𝑣 = Tr𝜌𝑑, (4.112)

де операцiя слiду виконується над електронними ступенями свободи на КТ.
Очевидно, що у граничному випадку 𝜆 → ∞ електронна та вiбронна пiд­
системи є незалежними, а приведена вiбронна матриця густини має вигляд
рiвноважної матрицi густини з ефективною температурою, яка визначається
навколишнiм середовищем з температурою 𝑇 .

Зручно i досить природно в даному випадку користуватися описом в
термiнах функцiй розподiлу Вiгнера,

𝑊𝑖(𝑥,𝑝) =
1

2𝜋

∫︁
𝑑𝜉𝑒−𝚤𝑝𝜉

⟨
𝑥+

𝜉

2
|𝜌𝑖|𝑥−

𝜉

2

⟩
, (4.113)
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див. також пiдроздiл 3.5. Загалом, функцiя Вiгнера дає розподiл ймовiрно­
стей як: ∫︁

𝑑𝑝𝑊 (𝑥,𝑝) = ⟨𝑥|𝜌|𝑥⟩, (4.114)∫︁
𝑑𝑥𝑊 (𝑥,𝑝) = ⟨𝑝|𝜌|𝑝⟩, (4.115)

i є обмеженою функцiєю,

− 2/ℏ ≤ 𝑊 (𝑥,𝑝) ≤ 2/ℏ, (4.116)

що є свiдченням принципу невизначеностi. Крiм того, рiвняння (4.113) можна
переписати наступним чином:

𝑊𝑖(𝑥,𝑝) =
1

2𝜋

∫︁
𝑑𝜉𝑒𝚤𝑥𝜉

⟨
𝑝+

𝜉

2
|𝜌𝑖|𝑝−

𝜉

2

⟩
. (4.117)

Зауважимо, що тут i далi ми вводимо безрозмiрнi змiннi: 𝑥/𝑥0 → 𝑥, 𝑝𝑥0/ℏ →
𝑝, де 𝑥0 — амплiтуда нульових коливань КТ, всi енергетичнi параметри ви­
мiрюються в одиницях ℏ𝜔, тунельна довжина 𝜆 вимiрюється в одиницях
𝑥0, 𝛾/𝜔 → 𝛾.

Нас цiкавить стацiонарний режим механiчної пiдсистеми в наближеннi
слабкого електромеханiчного зв’язку 1/𝜆 ≪ 1. Для знаходження форми рiв­
нянь (4.107)-(4.111) у представленнi Вiґнера-Мойаля до головного порядку
за цим параметром можна використати такi вирази:

[𝐻𝑣, 𝑅̂𝑖] → (𝑥𝜕𝑝 − 𝑝𝜕𝑥)𝑊𝑖(𝑥,𝑝), (4.118)

[𝑥̂,[𝑥̂,𝑅̂𝑖]] → −𝜕2𝑝𝑊𝑖(𝑥,𝑝), (4.119)

[𝑥̂,{𝑝,𝑅̂𝑖}] → 2𝚤𝜕𝑝𝑝𝑊𝑖(𝑥,𝑝); (4.120)

e𝑥̂/𝜆𝑅̂𝑖 → e𝑥/𝜆𝑊𝑖(𝑥,𝑝+ 𝚤/(2𝜆)) ≈ 𝑊𝑖(𝑥,𝑝) +
𝚤

2𝜆
𝜕𝑝𝑊𝑖(𝑥,𝑝), (4.121)

𝑅̂𝑖e𝑥̂/𝜆 → e𝑥/𝜆𝑊𝑖(𝑥,𝑝− 𝚤/(2𝜆)) ≈ 𝑊𝑖(𝑥,𝑝)−
𝚤

2𝜆
𝜕𝑝𝑊𝑖(𝑥,𝑝). (4.122)

Як результат, стацiонарне рiвняння для вiгнерiвської функцiї розподiлу, яка
описує механiчну ступiнь свободи, 𝑊𝑣(𝑥,𝑝), має наступний вигляд (включаю­
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чи члени до другого порядку за параметром 1/𝜆),

{(𝑥𝜕𝑝 − 𝑝𝜕𝑥) + ℒ𝛾}𝑊𝑣 = − 𝑥

𝜆2
∆𝑑 cos (𝜑/2)𝜕𝑝𝑊1 +

1

𝜆
∆𝑑 sin (𝜑/2)𝜕𝑝𝑊2.(4.123)

Тут ми припускаємо, що 𝛾 ∼ (1/𝜆2). Дане рiвняння зв’язане зi стацiонарним
рiвнянням для вектор-функцiї 𝑊⃗ = (𝑊0,𝑊1,𝑊2,𝑊3)

𝑇 , якi мають наступний
вигляд (включаючи члени до першого порядку малостi за параметром 1/𝜆):

(𝑥𝜕𝑝 − 𝑝𝜕𝑥)𝑊⃗ + 2𝑀̂𝑊⃗ = 𝐹 , (4.124)

𝑀̂ =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
−2Γ𝑛 0 0 −𝜅Γ𝑛

0 −Γ𝑛 𝜀𝑑 0

0 −𝜀𝑑 −Γ𝑛 −∆𝑑 cos(𝜑/2)

0 0 ∆𝑑 cos(𝜑/2) −Γ𝑛

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ ,

𝐹 = −2Γ𝑛𝑊𝑣

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
1

0

0

−𝜅

⎞⎟⎟⎟⎟⎠+
∆𝑑

𝜆
sin(𝜑/2)

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
𝜕𝑝𝑊2

2𝑥𝑊3

𝜕𝑝𝑊0

−2𝑥𝑊1

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ .

Бiльш того, досить зручно в даному випадку прейти вiд декартових
(𝑥,𝑝) до полярних координат (𝐴,𝜙), тобто, 𝑥− 𝑥̄ = 𝐴 sin𝜙 та 𝑝 = 𝐴 cos𝜙, де
𝑥̄ ∼ (1/𝜆) вiдповiдає рiвноважному положенню квантової точки. Тодi рiвня­
ння (4.123)-(4.124) приймають наступну форму:

−𝜕𝑊𝑣

𝜕𝜙
+ 𝑥̄𝑇𝑊𝑣 + 𝛾 (𝑛𝐵 + 1/2)𝑇 2𝑊𝑣 + 𝛾

(︁
𝑊𝑣 + 𝐴 cos𝜙𝑇𝑊𝑣

)︁
−

−∆𝑑

𝜆
sin(𝜑/2)𝑇𝑊2 +

∆𝑑𝐴

𝜆2
cos(𝜑/2) sin𝜙𝑇𝑊1 = 0; (4.125)
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−𝜕
−→
𝑊

𝜕𝜙
+ 2𝑀̂

−→
𝑊 = 𝐹 , (4.126)

𝑀̂ =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
−2Γ𝑛 0 0 −𝜅Γ𝑛

0 −Γ𝑛 𝜀𝑑 0

0 −𝜀𝑑 −Γ𝑛 −∆𝑑 cos(𝜑/2)

0 0 ∆𝑑 cos(𝜑/2) −Γ𝑛

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ ,

𝐹 = −𝑥̄𝑇
−→
𝑊 − 2Γ𝑛𝑊𝑣

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
1

0

0

−𝜅

⎞⎟⎟⎟⎟⎠+
∆𝑑

𝜆
sin(𝜑/2)

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
𝑇𝑊2

2𝐴 sin𝜙𝑊3

𝑇𝑊0

−2𝐴 sin𝜙𝑊1

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ .

Тут диференцiальний оператор 𝑇 визначений згiдно з виразом:

𝑇 ≡ 𝜕𝑝 = cos𝜙
𝜕

𝜕𝐴
− sin𝜙

𝐴

𝜕

𝜕𝜙
. (4.127)

Також можна прийняти до уваги, що (𝑥𝜕𝑝 − 𝑝𝜕𝑥) = −𝜕𝜙, 𝜕2𝑝 =

(1/2𝐴)𝜕𝐴𝐴𝜕𝐴 та 𝜕𝑝𝑝 = (1/2𝐴)𝜕𝐴𝐴
2. Рiвняння (4.125)-(4.126) повиннi розгля­

датися разом з перiодичними граничними умовами,

𝑊𝑣(𝐴,𝜙+ 2𝜋) = 𝑊𝑣(𝐴,𝜙), 𝑊⃗ (𝐴,𝜙+ 2𝜋) = 𝑊⃗ (𝐴,𝜙). (4.128)

Для того, щоб отримати роз’язки даних рiвнянь, виростовуємо теорiю збурень
та наступний розклад для вiгнерiвських функцiй розподiлу:

𝑊𝑖(𝐴,𝜙)⟩ = 𝑊
(0)
𝑖 (𝐴,𝜙) +𝑊

(1)
𝑖 (𝐴,𝜙) + ..., (4.129)

(𝑖 = 𝑣,0,1,2,3), де 𝑊 (𝑛)
𝑖 є 𝑛-м порядком за параметром 1/𝜆 ≃ 10−2−10−3 [161]

(або параметром електромеханiчного зв’язку, ∆𝑑/𝜆≪ 1).
В нульовому наближеннi теорiї збурень з рiвняння (4.125)-(4.126) отри­

муємо, що функцiї 𝑊 (0)
𝑣 (𝐴,𝜙), 𝑊⃗ (0)(𝐴,𝜙) не залежать вiд 𝜙. Таким чином,
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𝑊
(0)
𝑣 (𝐴,𝜙) = 𝑊

(0)
𝑣 (𝐴) та

𝑊
(0)
0 =

𝜀2𝑑 + Γ2
𝑛 + (∆2

𝑑/2) cos(𝜑/2)

𝐷2
𝑊 (0)

𝑣 , (4.130)

𝑊
(0)
1 = 𝜅

∆𝑑𝜀𝑑 cos(𝜑/2)

𝐷2
𝑊 (0)

𝑣 , (4.131)

𝑊
(0)
2 = 𝜅

∆𝑑Γ𝑛 cos(𝜑/2)

𝐷2
𝑊 (0)

𝑣 , (4.132)

𝑊
(0)
3 = −𝜅𝜀

2
𝑑 + Γ2

𝑛

𝐷2
𝑊 (0)

𝑣 , (4.133)

де
𝐷2 = 𝜀2𝑑 + Γ2

𝑛 +∆2
𝑑 cos

2(𝜑/2). (4.134)

Використовуючи рiвнiсть 𝑊 (1)
𝑣 (𝐴,𝜙) = 𝑊

(1)
𝑣 (𝐴) для першого порядку теорiї

збурень, рiвняння (4.125), визначаємо рiвноважне положення квантової то­
чки,

𝑥̄ = 𝜅
∆2

𝑑

𝜆𝐷
sin(𝜑/2) cos(𝜑/2). (4.135)

В рамках другого порядку теорiї збурень з рiвняння (4.125) отримуємо:

−𝜕𝑊
(2)
𝑣

𝜕𝜙
−∆𝑑

𝜆
sin (𝜑/2)𝑇𝑊

(1)
2 +

∆𝑑

𝜆
cos (𝜑/2)𝐴 sin𝜙𝑇𝑊

(0)
1 +𝑥̄𝑇𝑊 (1)

𝑣 +ℒ𝛾{𝑊 (0)
𝑣 } = 0.

(4.136)
Наступним кроком нескладнi розрахунки з усереднення даного рiвняння за
змiнною 𝜙,

⟨𝑊 (𝐴,𝜙)⟩ = 1

2𝜋

∫︁ 2𝜋

0

𝑑𝜙𝑊 (𝐴,𝜑), (4.137)

та пiдстановка рiвняння (4.127) в рiвняння (4.137) приводить до наступного
виразу:

⟨𝑇𝑊 (𝐴,𝜙)⟩ = 1

𝐴

𝜕

𝜕𝐴
(𝐴⟨cos𝜙𝑊 (𝐴,𝜙)⟩) . (4.138)

З даних рiвнянь можна бачити, що перший, третiй та четвертий доданки
в правiй частинi рiвняння (4.136) не дають вкладу, отже отримуємо наступне
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рiвняння для 𝑊 (0)
𝑣 ,

−∆0 sin(𝜑/2)

𝜆𝐴

𝜕

𝜕𝐴

(︁
𝐴
⟨
cos𝜙𝑊

(1)
2

⟩)︁
+

𝛾

2𝐴

𝜕

𝜕𝐴

(︁
𝐴2𝑊 (0)

𝑣

)︁
+

+
𝛾 (𝑛𝐵 + 1/2)

2𝐴

𝜕

𝜕𝐴

(︃
𝐴
𝜕𝑊

(0)
𝑣

𝜕𝐴

)︃
= 0. (4.139)

Таким чином, для того щоб знайти замкнуте рiвняння для функцiї 𝑊 (0)
𝑣 (𝐴),

необхiдно знайти функцiю 𝑊
(1)
2 (𝐴,𝜙). Вона може бути визначена з рiвнян­

ня (4.126) яке в першому порядку теорiї збурень приймає вигляд:

−𝜕
⃗̃𝑊 (1)

𝜕𝜙
+ 2 ˆ̃𝑀 ⃗̃𝑊 (1) = ⃗̃𝐹, (4.140)

де ˆ̃𝑊 позначає зведену вектор-функцiю ˆ̃𝑊 = (𝑊1,𝑊2,𝑊3)
𝑇 так як в першому

порядку теорiї збурень рiвняння для вiгнерiвської функцiї розподiлу 𝑊 (1)
0 не

зв’язане з iншими рiвняннями та не вiдiграє ключової ролi. На додачу,

ˆ̃𝑀 =

⎛⎜⎝ −Γ𝑛 𝜀𝑑 0

−𝜀𝑑 −Γ𝑛 −∆𝑑 cos(𝜑/2)

0 ∆𝑑 cos(𝜑/2) −Γ𝑛

⎞⎟⎠ ,

⃗̃𝐹 = −𝑥̄𝑇 ⃗̃𝑊 (0) − 2Γ𝑛𝑊
(1)
𝑣

⎛⎜⎝ 0

0

−𝜅

⎞⎟⎠+
∆𝑑

𝜆
sin(𝜑/2)

⎛⎜⎝ 2𝐴 sin𝜙𝑊
(0)
3

𝑇𝑊
(0)
0

−2𝐴 sin𝜙𝑊
(0)
1

⎞⎟⎠ .

Система диференцiальних рiвнянь першого порядку, (4.140), може бути
розв’язана використовуючи перетворення Фур’є, так як рiвняння включають
в себе функцiїї, якi є перiодичними з перiодом 2𝜋, 𝑊 (𝐴,𝜙+ 2𝜋) = 𝑊 (𝐴,𝜙),

𝑊
(1)
𝑖 (𝐴,𝜙) =

+∞∑︁
𝑛=−∞

𝑤(𝑛)e𝚤𝑛𝜙, 𝑤(𝑛) =
1

2𝜋

∫︁ 2𝜋

0

𝑊
(1)
𝑖 (𝜙)e−𝚤𝑛𝜙𝑑𝜙. (4.141)

Бiльш того, аналiзуючи структуру рiвняння (4.139), приходимо до висновку,
що тiльки першi гармонiки (𝑛 = ±1) ряду Фур’є, рiвняння (4.141) дають
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вклад,

< cos𝜙𝑊
(1)
2 (𝐴,𝜙) >=

∑︁
𝑛

𝑤2(𝑛) [< cos𝜙 cos (𝑛𝜙) > +𝚤 < cos𝜙 sin (𝑛𝜙) >] =

=
∑︁
𝑛

𝑤2(𝑛)

⎧⎨⎩0, 𝑛 ̸= ±1,

1/2, 𝑛 = ±1;
=

1

2
(𝑤2(1) + 𝑤2(−1)) = Re𝑤2(1). (4.142)

Таким чином, обчислення приводять до наступної форми рiвняння (4.139):

𝒟1
𝜕

𝜕𝐴

(︁
𝐴2𝑊 (0)

𝑣

)︁
+𝒟2

𝜕

𝜕𝐴

(︃
𝐴
𝜕𝑊

(0)
𝑣

𝜕𝐴

)︃
= 0, (4.143)

тобто до стацiонарного рiвняння Фоккера-Планка для вiгнерiвської функцiїї
розподiлу 𝑊

(0)
𝑣 (𝐴), яка описує стан механiчної пiдсистеми, з коефiцiєнтами

дрейфу 𝒟1 та дифузiї 𝒟2,

𝒟1 = −𝜅∆
2
𝑑Γ𝑛𝜀𝑑
𝜆2𝐷1

sin2(𝜑/2) + 𝛾, (4.144)

𝒟2 =
∆2

𝑑Γ𝑛𝐶

𝜆2𝐷1
sin2(𝜑/2) + 𝛾 (𝑛𝐵 + 1/2) . (4.145)

У цьому рiвняннi,

𝐷2 = 𝜀2𝑑 + Γ2
𝑛 +∆2

𝑑 cos
2(𝜑/2), (4.146)

𝐷1 =
(︀
𝐷2 − 1/4

)︀2
+ Γ2

𝑛, (4.147)

𝐶 =

(︀
𝐷2 + 1/4

)︀ (︀
𝐷2 + 𝜀2𝑑 + Γ2

𝑛

)︀
− 4∆2

𝑑Γ
2
𝑛 cos

2(𝜑/2)

4𝐷2
. (4.148)

Розв’язок рiвняння (4.143) при малих (порiвняно з 𝜆) значеннях амплiтуди
має вигляд функцiї розподiлу Больцмана,

𝑊 (0)
𝑣 (𝑥,𝑝) = (𝛽/𝜋) exp

[︀
−𝛽
(︀
𝑥2 + 𝑝2

)︀]︀
, (4.149)

де коефiцiєнт 𝛽 = 𝒟1/2𝒟2.
Рiвняння (4.144), (4.145), визначають рамки допустимостi нашого роз­

гляду. З рiвнянь (4.144)-(4.148) випливає, що в областi, яка пов’язана з макси­
мальним ефектом охолодження, як ми покажемо в наступному пунктi, 4.2.3,
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(дiапазон значень параметрiв (𝜑, 𝜀𝑑) бiля точки 𝜀𝑑 = 1/2, 𝜑 = 𝜋) величини
ширини рiвня обмеженi знизу, Γ𝑛 ≥ Γ

(0)
𝑛 = ∆2

𝑑/𝜆
2.

4.2.3. Охолодження до основного стану наномеханiчних коливань.

На сьогоднi наномеханiчнi резонатори зi значним значенням добротно­
стi досягаються в експериментах [164, 171]. Для такого випадку електромеха­
нiчний зв’язок домiнує над зв’язком з термодинамiчним оточенням, 1/𝜆≫ 𝛾.
Отже, розглянемо випадок 𝛾 → 0. З рiвнянь (4.144)-(4.145) випливає, що
знак коефiцiєнта 𝛽 визначається знаком 𝜅𝜀𝑑. Якщо 𝜅𝜀𝑑 позитивний, то 𝛽 стає
вiд’ємним. Така ситуацiя вiдповiдає механiчнiй нестiйкостi системи i вона
обговорювалася в роботi [3], а також пiдроздiл 4.1. Надалi ми розглядаємо
вiбронний (стiйкий) режим, коли 𝜅 = −1, 𝜀𝑑 > 0 (те саме для 𝜅 = +1, 𝜀𝑑 < 0).

Коефiцiєнт 𝛽 визначає ймовiрнiсть 𝑃0 того, що що система знаходиться
в основному станi. В термiнах вiгнерiвської функцiї розподiлу ця ймовiрнiсть
має вигляд:

𝑃0 = 2𝜋

∫︁
𝑑𝑥𝑑𝑝𝑊 (0)

𝑣 (𝑥,𝑝)𝑊0(𝑥,𝑝) =
2𝛽

𝛽 + 1
, (4.150)

де
𝑊0(𝑥,𝑝) = (1/𝜋) exp[−(𝑥2 + 𝑝2)] (4.151)

є функцiєю Вiгнера основного стану гармонiчного осцилятора. Зауважи­
мо, що згiдно з принципом невизначеностi Гейзенберга максимальне значення
параметра 𝛽 дорiвнює одиницi, тобто 𝛽 < 𝛽max = 1.

Залежностi ймовiрностi 𝑃0 як функцiї рiзницi фаз 𝜑 для рiзних значень
енергетичного рiвня квантової точки 𝜀𝑑 наведено на рис. 4.13. . Можемо бачи­
ти, що максимальний ефект охолодження має мiсце в областi 𝜑 ≃ 𝜋, 𝜀𝑑 ≃ 1/2,
ступiнь охолодження досягає значних значень, 𝑃0 ≃ 0.95. Його можна оцiни­
ти так:

𝑃0 =
2𝜀𝑑

𝜀𝑑 + 𝜀2𝑑 + Γ2
𝑛 + 1/4

, (4.152)

i, отже, зауважимо, що максимальне охолодження вiдбувається в антиадiаба­
тичному режимi, Γ𝑛 ≃ 0.2 < 1. Точнiше, екстремуми функцiї 𝛽 мають такий



110

εd=0.1

εd=0.55

εd=1.5

εd=5

0 1/2 1 3/2 2

0.1

0.2

0.4

0.6

0.8

1

ϕ/π

P
0

0.9 1 1.1

Рис. 4.13 Залежнiсть ймовiрнiстi знаходження в основному станi 𝑃0 вiд
рiзницi фах мiж надпровiдними берегами 𝜑 для рiзних значень

енергетичного рiвня квантової точки: 𝜀𝑑 = 0.1 (синя штрихова крива),
0.56 (чорна суцiльна), 1.5 (червона пунктирна), 5 (помаранчева

пунктирна). Чорною пунктирною лiнiєю позначено максимальне значення
ймовiрностi. Вставка: збiльшений центральний регiон, де охолодження

досягає максимуму при 𝜑 = 𝜋. Iншi параметри:
Γ𝑛 = 0.2;∆𝑑 = 25;𝜆 = 100; 𝛾 = 10−5, 𝑇 = 15ℏ𝜔.

.

вигляд:

𝜑𝑒𝑥𝑡𝑟,𝑛 = 𝜋𝑛; 𝑛 ∈ Z, (4.153)

𝜑𝑒𝑥𝑡𝑟,± = 2arccos
±
√︁√︀

(𝜀2𝑑 + Γ2
𝑛)(16Γ

2
𝑛 + 1)− 2(𝜀2𝑑 + Γ2

𝑛)√
2∆𝑑

, (4.154)

i пов’язанi з тими, що зображенi на рис. 4.13.
Додатково обчислимо розподiл ймовiрностей 𝑃𝑛. Ймовiрнiсть знайти ме­

ханiчну пiдсистему у станi 𝑛 визначається як:

𝑃𝑛 = 2𝜋

∫︁
𝑑𝑥𝑑𝑝𝑊 (0)

𝑣 (𝑥,𝑝)𝑊𝑛(𝑥,𝑝), (4.155)



111

εd=0.001

εd=0.55

εd=1.5

εd=5

0 2 4 6 8

0.0

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

n

P
n

Рис. 4.14 Розподiл ймовiрностей 𝑃𝑛 для рiзних значень енергетичного
рiвня квантової точки: 𝜀𝑑 = 0.001 (синя пунктирна крива), 0.56 (чорна

товста), 1.5 (червона пунктирна), 5 (помаранчева пунктирна) для 𝜑 = 𝜋.
Чорною пунктирною лiнiєю позначено максимальне значення ймовiрностi.

Iншi параметри такi ж, як на рис. 4.13:
Γ𝑛 = 0.2;∆𝑑 = 25;𝜆 = 100; 𝛾 = 10−5, 𝑇 = 15ℏ𝜔.

.

де тепер 𝑊𝑛(𝑥,𝑝) позначає функцiю Вiнгера гармонiчного осцилятора, що
вiдповiдає 𝑛-му фокiвському стану,

𝑊𝑛(𝑥,𝑝) =
(−1)𝑛

𝜋
e−(𝑥2+𝑝2)𝐿𝑛[2(𝑥

2 + 𝑝2)], (4.156)

де 𝐿𝑛(𝑥) позначає 𝑛-й полiном Лагерра. Таким чином, 𝑛 = 0 (𝐿0(𝑥) = 1)
дає окремий випадок рiвняння (4.151). Нескладнi обчислення приводять до
наступного виразу для ймовiрностi 𝑃𝑛:

𝑃𝑛 =
2𝛽(1− 𝛽)𝑛

(1 + 𝛽)𝑛+1
=

(︂
1− 𝛽

1 + 𝛽

)︂𝑛

𝑃0, (4.157)

де 𝑃0 визначається рiвнянням (4.150).
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4.2.4. Немонотонна поведiнка залежностей електричного струму.

Ефект охолодження механiчних коливань можна можна дослiдити за
допомогою вимiрювань постiйного струму. Функцiя розподiлу Вiґнера дає
можливiсть обчислювати рiзнi фiзичнi величини. Електричний струм через
систему можна визначити стандартним чином як змiну числа електронiв у
нормальному провiднику, див. рiвняння (4.78). Таким чином, можна отрима­
ти наступний вираз для електричного струму в термiнах функцiй Вiгнера,
аналогiчний рiвнянню (4.80),

𝐼/𝐼0 = 𝜅

∫︁ 2𝜋

0

𝑑𝜙

∫︁ ∞

0

𝑑𝐴𝐴[𝑊𝑣(𝐴,𝜙) + 𝜅𝑊3(𝐴,𝜙)], (4.158)

де 𝐼0 = 𝑒Γ𝑛/ℏ. У нульовому порядку теорiї збурень за параметром електро­
механiчного зв’язку, використовуючи рiвняння (4.130) i (4.149), отримаємо
вираз для статичного струму (див. перший член у правiй частинi рiвняння
(4.1.8)),

𝐼(0)𝑛 = 𝐼0
∆2

𝑑 cos
2 (𝜑/2)

Γ2
𝑛 + 𝜀2𝑑 +∆2

𝑑 cos
2(𝜑/2)

. (4.159)

З цього рiвняння бачимо, що член 𝐼
(0)
𝑛 дорiвнює нулю при 𝜑 = 𝜋, незважа­

ючи на те, що саме в цьому режимi нас найбiльше цiкавить максимальний
ефект охолодження. Тому потрiбно розглянути поправки наступного поряд­
ку. З рiвняння (4.158) видно, що для знаходження членiв наступного порядку
збурення необхiдно знати функцiї 𝑊 (1),(2)

𝑣 i 𝑊 (1),(2)
3 . Ця обставина призводить

до вимоги включення в рiвняння (4.123),(4.124) внеску з наступного поряд­
ку теорiї збурень. Однак цього можна не робити, оскiльки в силу геометрiї
нашої системи нормальний струм дорiвнює сумi парцiальних струмiв, що вiд­
повiдають надпровiдним берегам, 𝐼𝑛 = 𝐼

(𝑠)
1 + 𝐼

(𝑠)
2 . Тут струм у надпровiдному

електродi 𝑗 визначається змiною числа куперiвських пар i може бути предст­
тавлений у виглядi:

𝐼
(𝑠)
𝑗 =

2𝑒

ℏ
Tr
(︂
𝜕𝐻eff

𝑑

𝜕𝜑𝑗
𝜌𝑑

)︂
, (4.160)

де слiд врахувати, що у бiльш загальному випадку вираз для параметра по­
рядку КТ має вигляд:

∆𝑑(𝑥,𝜑) =
1

2
∆𝑑(e−𝑥/𝜆−𝚤𝜑1 + e𝑥/𝜆−𝚤𝜑2). (4.161)
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Таким чином,

𝐼𝑗 = 𝚤𝑒𝜔∆𝑑Tr
{︁

e(−1)𝑗𝑥/𝜆
(︀
e𝚤𝜑𝑗𝜌02 − e−𝚤𝜑𝑗𝜌20

)︀}︁
. (4.162)

В термiнах вiгнерiвських функцiй розподiлу вираз для електричного струму
приймає вигляд:

𝐼𝑛 = 𝑒𝜔

∫︁
𝑑𝑥𝑑𝑝 [∆𝑑 sin(𝜑/2) sinh(𝑥/𝜆)𝑊1+

+ ∆𝑑 cos(𝜑/2) cosh(𝑥/𝜆)𝑊2] , (4.163)

та може бути зручно записаний для полярних координат (представлення кут­
дiя (з англ. — angle-action representation)) до другого порядку теорiї збурень
як:

𝐼𝑛 = 𝑒𝜔∆𝑑

∫︁ 2𝜋

0

𝑑𝜙

∫︁ ∞

0

𝑑𝐴𝐴

{︂
sin (𝜑/2)

[︂
𝐴 sin𝜙

𝜆
𝑊

(0)
1 +

𝐴 sin𝜙

𝜆
𝑊

(1)
1

]︂
+

+ cos (𝜑/2)

[︂
𝑊

(0)
2 +𝑊

(2)
2 +

𝐴2 sin2 𝜙

2𝜆2
𝑊

(0)
2

]︂}︂
. (4.164)

З цього рiвняння можна знайти, що члени нульового порядку дають
рiвняння (4.159), внесок поправок першого порядку дорiвнює нулю, а нену­
льовий внесок другого порядку (другий член в iнтегралi) при 𝜑 = 𝜋 дорiвнює,

𝐼(2)𝑛 = 𝑒𝜔2𝜋
∆𝑑

𝜆

∫︁ ∞

0

𝑑𝐴𝐴2Im𝑤1(1). (4.165)

Таким чином, при 𝜑 = 𝜋 струм визначається механiчними коливаннями i в
головному порядку (другому) за параметром електромеханiчного зв’язку вiн
має вигляд:

𝐼𝑛 = 𝐼0

(︂
∆𝑑

𝜆

)︂2
(︀
Γ2
𝑛 + 𝜀2𝑑 + 1/4

)︀
⟨𝑥2⟩+ 𝜀𝑑/2

(Γ2
𝑛 + 𝜀2𝑑 − 1/4)

2
+ Γ2

𝑛

, (4.166)

де ⟨...⟩ позначають середнє значення у фазовому просторi з 𝑊 (0)
𝑣 (𝑥,𝑝) i

⟨𝑥2⟩ = (2𝛽)−1. (4.167)
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Рис. 4.15 Залежнiсть електричного струму (нормованого до 𝐼0) вiд
енергiї квантового рiвня точки 𝜀𝑑 при 𝜑 = 𝜋 для рiзних значень

Γ𝑛 : Γ𝑛 = 0.2 (чорна товста крива), Γ𝑛 = 1 (червона пунктирна), Γ𝑛 = 3

(помаранчева помаранчева пунктирна). Вставка: залежнiсть ймовiрностi
зайняття основного стану вiд енергiї рiвня кванової точки. Iншi

параметри: ∆𝑑 = 5,𝜆 = 50, 𝛾 = 5× 10−5, 𝑇 = 15.

На рисунку 4.15 представлена залежнiсть електричного струму вiд енер­
гiї рiвня квантової точки 𝜀𝑑 для рiзних значень Γ𝑛 при 𝜑 = 𝜋. Ми бачимо
яскраво виражене падiння струму, що вiдповiдає режиму охолодження, як
можна помiтити на вставцi, де в цьому випадку вiдбувається зростання ймо­
вiрностi знаходження в основному станi. Ця максимально-мiнiмальна стру­
ктура зникає в режимi нагрiвання (𝑃0 ≲ 0.5). Також можна бачити максимум
струму у випадку 2𝜀𝑑 = Γ𝑛 при Γ𝑛 → 0. Вiн є резонансним пiком i тому має
вiдмiнну вiд охолодження природу i обговорюється, наприклад, в роботi [151]
для гiбридного N-QD-S приладу. Таким чином, наведенi вище факти можуть
слугувати критерiєм того, що система знаходиться в режимi охолодження.

Висновки

У цьому роздiлi розглянуто наномеханiчну систему, яка включає в се­
бе вуглецеву нанотрубку, пiдвiшену мiж двома нормальними електродами та
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знаходиться пiд дiєю постiйної тягнучої напруги. Нанотрубка, яка розгляда­
ється як однорiвнева квантова точка, здiйснює згинальнi коливання в зазорi
мiж двома надпровiдними електродами. Зв’язок мiж електронними та механi­
чними ступенями свободи виникає за рахунок надпровiдного ефекту близько­
стi, який проявляється у появi залежного вiд положення параметра порядку
квантової точки.

З одного боку, в першому пiдроздiлi показано, що в такiй системi стати­
чна пряма конфiгурацiя нанотрубки є нестiйкою вiдносно виникнення само­
пiдтримних згинних коливань у широкому дiапазонi параметрiв, якщо мiж
нормальним i надпровiдним електродами прикладена тягнуча напруга. По­
казано, що виникнення цiєї механiчної нестiйкостi вирiшальним чином зале­
жить вiд напрямку тягнучої напруги та вiдносного положення рiвня КТ. По­
казано також, що поява самопiдтримних механiчних коливань сильно впливає
на постiйний струм через систему, що приводить до транзисторного i дiодного
ефектiв. Останнi можуть бути використанi для безпосереднього експеримен­
тального спостереження прогнозованих явищ.

З iншого боку, у другому пiдроздiлi, використовуючи наближення ма­
трицi густини, встановлено, що при певному напрямку прикладеної напруги
змiщення стацiонарний стан механiчної пiдсистеми має вигляд больцманiв­
ської функцiї розподiлу. Бiльш того, показано, що ймовiрнiсть знаходжен­
ня системи в основному станi дорiвнює 𝑃0 ≲ 1. Тобто, можна говорити про
режим охолодження системи. До того ж, ймовiрнiсть суттєво залежить вiд
рiзницi фаз та вiдносного положення енергетичного рiвня КТ. Також проде­
монстровано, що поведiнка задежностi постiйного електричного струму вiд­
ображає стацiонарний стан системи.

Таким чином, показана можливiсть керування режимом роботи при­
ладу, змiнюючи змiщення i напругу на затворi та запропонована схема для
експериментального виявлення прогнозованих ефектiв.

Основнi результати цього роздiлу опублiкованi в роботах [3, 4, 9, 10].
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ВИСНОВКИ

В роботах, на яких базується дана дисертацiйна робота, дослiджуються
явища, якi виникають за рахунок електромеханiчної взаємодiї в нанострукту­
рах на основi рухомої квантової точки.

Основнi результати полягають у наступному:
1. Теоретично дослiджено транспорт електронiв через одномолекуляр­

ний транзистор з когерентними вiбронами. Показано, що вольт­
ампернi характеристики такого нанорозмiрного транзистора є сту­
пiнчастими функцiями тягнучої напруги, подiбно до випадку поля­
ронних сходинок. Однак, зняття цiєї iндукованої когерентними коли­
ваннями блокади вiдбувається за напруг, значно менших за тi, що
передбачаються теорiєю Франка-Кондона.

2. Показана можливiсть генерацiї квантової заплутаностi мiж зарядови­
ми станами кубiта та механiчними когерентними станами в наноеле­
ктромеханiчнiй системi. Запропоновано експериментально простий
спосiб (протокол) манiпуляцiї тягнучою напругою, який приводить
до появи заплутаних станiв, що включають так званi "cat states".

3. Теоретично дослiджено нетривiальну поведiнку гiбридного наноеле­
ктромеханiчного пристрою, який включає в себе нормальний та над­
провiднi електроди. Описанi явища виникають завдяки принципово
новому типу електромеханiчного зв’язку, який базується на кван­
товiй делокалiзацiї куперiвських пар. Теоретично знайдена область
iснування механiчної нестiйкостi в такiй системi. До того ж, нестiй­
кiсть призводить до генерацiї самопiдтримних механiчних коливань
за рахунок ефекту самонасичення.

4. Дослiджено режим, в якому стацiонарний стан механiчної пiдсисте­
ми гiбридної наноелектромеханiчної системи має вигляд больцманiв­
ської функцiї розподiлу, що визначається параметрами пристрою.
Показано, що в цьому випадку ймовiрнiсть знаходження системи в
основному станi є достатньо великою, що вiдповiдає ефекту охоло­
дження в системi. Бiльш того, має мiсце охолодження до основного
стану.

5. Теоретично показано, що механiчнi коливання в гiбридному наноеле­
ктромеханiчному пристрої сильно впливають на постiйний електри­
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чний струм через таку наносистему. Останнє дозволяє експеримен­
тально дослiдити наявнiсть та характеристики предбачених самопiд­
тримних осциляцiй, а також ефект охолодження (зокрема, до основ­
ного стану).
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Подяки

Здобувач висловлює подяку Сергiю Iвановичу Кулiнiчу та
Iллi Валентиновичу Крiве за чудове наукове керiвництво та цiннi по­
ради. Також здобувач красно дякує за численнi обговорення та пiдтримку
Леонiду Юрiйовичу Горелiку.

Здобувач висловлює теплi слова подяки Сергiю Миколайовичу Шевчен­
ко за всесторонню пiдтримку.

Також здобувач вiд чистого серця висловлює глибоку подяку Ользi
Iльїнськiй та Антону Парафiло, а також Анастасiї Шкоп, Хi Чул Парку та
Роберту Iсааковичу Шехтеру за плiднi обговорення, спiвпрацю i кориснi та
практичнi поради.

Не меншою мiрою здобувач висловлює щиру подяку Сергiю Коняхiну
за всебiчну допомогу.

Окрiм цього, здобувач дякує за пiдтримку вiддiл 26 теоретичної фiзики
пiд керiвництвом д. ф.-м.н. В.В. Славiна Фiзико-технiчного iнституту низь­
ких температур iменi Б.I. Вєркiна Нацiональної академiї наук України, зокре­
ма вченого секретаря iнституту, канд. ф.-м. наук О.М. Калиненко (Харкiв,
Україна), а також Центр теоретичної фiзики складних систем пiд керiвни­
цтвом проф. Сергiя Флаха Iнституту фундаментальних наук (Теджон, Респу­
блiка Корея).
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[147] B. Baran та T. Domański. “Quasiparticles of a periodically driven quantum
dot coupled between superconducting and normal leads”. Physical Review
B 100.8 (2019), с. 085414. doi: https://doi.org/10.1103/PhysRevB.100.
085414.

[148] Ali G. Moghaddam, Michele Governale та Jürgen König. “Driven
superconducting proximity effect in interacting quantum dots”. Physical
Review B 85.9 (2012), с. 094518. doi: https://doi.org/10.1103/PhysRevB.
85.094518.

[149] A.F. Andreev. “The Thermal Conductivity of the Intermediate State in
Superconductors”. Sov. Phys. JETP 19.5 (1964), с. 1228.

[150] I. O. Kulik. “Macroscopic Quantiztion and the proximity effect in S-N-S
functions”. Sov. Phys. JETP 30.5 (1970), с. 944.

https://doi.org/https://doi.org/10.48550/arXiv.1303.0740
https://doi.org/https://doi.org/10.48550/arXiv.1303.0740
https://doi.org/https://doi.org/10.1103/PhysRevB.72.224502
https://doi.org/https://doi.org/10.1103/PhysRevB.72.224502
https://doi.org/https://doi.org/10.1103/PhysRevLett.101.087002
https://doi.org/https://doi.org/10.1103/PhysRevLett.101.087002
https://doi.org/https://doi.org/10.1103/PhysRevB.102.235402
https://doi.org/https://doi.org/10.1103/PhysRevB.102.235402
https://arxiv.org/abs/2009.02679
https://doi.org/https://doi.org/10.1088/0953-8984/27/30/305302
https://doi.org/https://doi.org/10.1088/0953-8984/27/30/305302
https://doi.org/https://doi.org/10.1103/PhysRevB.100.085414
https://doi.org/https://doi.org/10.1103/PhysRevB.100.085414
https://doi.org/https://doi.org/10.1103/PhysRevB.85.094518
https://doi.org/https://doi.org/10.1103/PhysRevB.85.094518


134

[151] P. Stadler, W. Belzig та G. Rastelli. “Ground-State Cooling of a Mechanical
Oscillator by Interference in Andreev Reflection”. Physical Review Letters
117.19 (2016), с. 197202. doi: 10.1103/PhysRevLett.117.197202.

[152] P. Stadler, W. Belzig та G. Rastelli. “Charge-vibration interaction effects
in normal-superconductor quantum dots”. Physical Review B 96.4 (2017),
с. 045429. doi: 10.1103/PhysRevB.96.045429.

[153] J. Gramich, A. Baumgartner та C. Schönenberger. “Resonant and Inelastic
Andreev Tunneling Observed on a Carbon Nanotube Quantum Dot”. Physi­
cal Review Letters 115.21 (2015), с. 216801. doi: 10.1103/PhysRevLett.
115.216801.

[154] Anton V. Parafilo та iн. “Pumping and Cooling of Nanomechanical Vi­
brations Generated by Cooper-Pair Exchange. to be published”. Journal
of Low Temperature Physics 210.1-2 (листоп. 2022), с. 150—165. doi:
10.1007/s10909-022-02905-7. arXiv: 2202.07924 [cond-mat.mes-hall].

[155] В. Б. Берестецкий, Е. М. Лифшиц та Л.П. Питаевский. Релятивист­
ская квантовая теория. Т. 1. 2 т. Наука, 1968, с. 480.

[156] О. М. Єрмолаєв та Г. I. Рашба. Вступ до статистичної фiзики i
термодинамiки. ХНУ, 2004, с. 516. isbn: 966–623–283–9.

[157] Alexey Bezryadin та Paul M. Goldbart. “Superconducting Nanowires Fabri­
cated Using Molecular Templates”. Advanced Materials 22.10 (2010),
с. 1111—1121. doi: https://doi.org/10.1002/adma.200904353.

[158] Kohei Masuda та iн. “Thermal and quantum phase slips in niobium-nitride
nanowires based on suspended carbon nanotubes”. Applied Physics Letters
108.22 (2016), с. 222601. doi: https://doi.org/10.1063/1.4952721.

[159] Patricio Arrangoiz-Arriola та iн. “Resolving the energy levels of a
nanomechanical oscillator”. Nature 571.7766 (2019), с. 537—540. doi:
https://doi.org/10.1038/s41586-019-1386-x.
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Додаток Б

Вiдомостi про апробацiю результатiв дисертацiї.
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∙ I International Advanced Study Conference Condensed matter & Low
Temperature Physics (Kharkiv, Ukraine, June 8-14, 2020);
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Temperature Physics (Kharkiv, Ukraine, June 6–12, 2021);
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