
Анотацiя
Карпенко I. М., “Метод задачi Рiмана–Гiльберта для модифi-

кованого рiвняння Камасси–Хольма з ненульовими крайовими
умовами,” – квалiфiкацiйна наукова праця на правах рукопису.

Дисертацiя на здобуття наукового ступеня доктора фiлософiї за спецi-
альнiстю 111 «математика» (галузь знань 11 «математика та статистика»).
Фiзико-технiчний iнститут низьких температур iм. Б.I. Вєркiна НАН Укра-
їни.

Метою дослiдження дисертацiйної роботи є розробка методу оберненої
задачi розсiювання у формi задачi Рiмана–Гiльберта (РГ) для модифiко-
ваного рiвняння Камасси–Хольма (мКХ):

𝑚𝑡 +
(︀
(𝑢2 − 𝑢2𝑥)𝑚

)︀
𝑥
= 0, 𝑚 := 𝑢− 𝑢𝑥𝑥,

з метою дослiдження властивостей розв’язкiв цього рiвняння, зокрема,
асимптотики за великим часом.

Основними постановками задачi є такi:

(i) Задача Кошi на 𝑥-осi у випадку, коли розв’язок прямує до ненульової
сталої при |𝑥| → ∞.

(ii) Задача Кошi на 𝑥-осi у випадку, коли розв’язок прямує до двох рiзних
сталих при 𝑥 → +∞ та 𝑥 → −∞.

У роздiлi 2 розглядається задача Кошi для модифiкованого рiвняння
Камасси–Хольма на осi:

𝑚𝑡 +
(︀
(𝑢2 − 𝑢2𝑥)𝑚

)︀
𝑥
= 0, 𝑚 := 𝑢− 𝑢𝑥𝑥, 𝑡 > 0, −∞ < 𝑥 < +∞,

𝑢(𝑥, 0) = 𝑢0(𝑥), −∞ < 𝑥 < +∞,

за умови, що
𝑢0(𝑥) → 1 коли 𝑥 → ±∞
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i що еволюцiя за часом зберiгає цю поведiнку: 𝑢(𝑥, 𝑡) → 1 при 𝑥 → ±∞
для всiх 𝑡 > 0. Рiвняння мКХ є модифiкацiєю, з кубiчною нелiнiйнiстю,
оригiнального рiвняння Камасси–Хольма (КХ)

𝑚𝑡 + (𝑢𝑚)𝑥 + 𝑢𝑥𝑚 = 0, 𝑚 := 𝑢− 𝑢𝑥𝑥.

Рiвняння мКХ, як i рiвняння КХ, є iнтегровним у тому сенсi, що воно є умо-
вою сумiсностi вiдповiдної пари лiнiйних диференцiальних рiвнянь — так
званих рiвнянь пари Лакса. Завдяки ненульовому фону, 𝑥-рiвняння з па-
ри Лакса для рiвняння мКХ можна розглядати як спектральну задачу, яка
має неперервний спектр. Це дозволяє сформулювати обернену спектральну
задачу (обернену задачу розсiювання) як задачу аналiтичної факторизацiї
Рiмана–Гiльберта у комплекснiй площинi спектрального параметра, з умо-
вою стрибка на дiйснiй осi (яка є неперервним спектром).

Запропонований формалiзм задачi Рiмана–Гiльберта ґрунтується на ада-
птацiї загальної iдеї — використання спецiальних розв’язкiв (розв’язкiв Йо-
ста) асоцiйованих рiвнянь пари Лакса як «блокiв» для побудови матричної
задачi Рiмана–Гiльберта, тобто задачi аналiтичної факторизацiї у компле-
кснiй площинi спектрального параметра, яку параметризовано просторо-
вою та часовою змiнними нелiнiйного рiвняння — до випадку рiвняння
мКХ, з урахуванням особливостей рiвнянь асоцiйованої пари Лакса.

Стандартна пара Лакса для рiвняння мКХ, вiдома в лiтературi, має
форму 2× 2 матричних лiнiйних диференцiальних рiвнянь:

Φ𝑥(𝑥, 𝑡, 𝜆) = U(𝑥, 𝑡, 𝜆)Φ(𝑥, 𝑡, 𝜆), Φ𝑡(𝑥, 𝑡, 𝜆) = V(𝑥, 𝑡, 𝜆)Φ(𝑥, 𝑡, 𝜆),

де матрицi-коефiцiєнти U та V визначено у термiнах розв’язку рiвняння
мКХ:

U =
1

2

(︃
−1 𝜆𝑚

−𝜆𝑚 1

)︃
, V =

(︃
𝜆−2 + 𝑢2−𝑢2

𝑥

2 −𝑢−𝑢𝑥

𝜆 − 𝜆(𝑢2−𝑢2
𝑥)𝑚

2
(𝑢+𝑢𝑥)

𝜆 + 𝜆(𝑢2−𝑢2
𝑥)𝑚

2 −𝜆−2 − 𝑢2−𝑢2
𝑥

2

)︃
.

Зазначимо, що 𝑥-рiвняння пари Лакса (включає U та є спектральною зада-
чею зi спектральним параметром 𝜆), має двi особливостi, що суттєво впли-
вають на аналiтичнi властивостi розв’язкiв Йоста: (а) 𝜆 входить у U як
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добуток з “моментом” 𝑚(𝑥, 𝑡), який у рамках оберненої задачi є невiдомою
функцiєю; (б) коли |𝑥| → ∞, 𝑚(𝑥, 𝑡) прямує до ненульової сталої. Зокре-
ма, цi особливостi впливають на проблему контролю поведiнки розв’язкiв
Йоста, коли 𝜆 → ∞. У дисертацiї цю проблему вирiшено таким чином: (i)
застосовуючи калiбрувальнi перетворення, рiвняння пари Лакса трансфор-
мовано до зручної форми, у якiй дiагональнi члени домiнують у певному
сенсi, коли 𝜆 → ∞; (ii) введено нову просторову змiнну, що дозволяє отри-
мати явний опис поведiнки розв’язкiв Йоста при 𝜆 → ∞ у термiнах (нової)
просторової та часової змiнних; (iii) введено новий (унiформiзуючий) спе-
ктральний параметр 𝜇, який дозволяє уникнути нерацiональної залежностi
коефiцiєнтiв у рiвняннях пари Лакса вiд спектрального параметра.

Крiм того, використано наслiдок властивостi (a), який полягає у тому,
що при 𝜆 = 0 матриця коефiцiєнтiв U стає незалежною вiд 𝑢. Ця вла-
стивiсть дозволяє побудувати ефективний алгоритм отримання розв’язку
задачi Кошi для рiвняння мКХ з розв’язку асоцiйованої задачi РГ, розгля-
даючи поведiнку останнього при 𝜆 → 0. Зазначимо, що у цьому вiдношен-
нi рiвняння мКХ суттєво вiдрiзняється вiд iнших рiвнянь типу Камасси-
Холма (включно з оригiнальним рiвнянням КХ): для контролю розв’язкiв
Йоста при 𝜆 = 0 не треба вводити нове калiбрувальне перетворення по-
чаткової пари Лакса, а достатньо перегрупувати члени у парi Лакса, яка
забезпечує ефективний контроль її розв’язкiв при 𝜆 → ∞.

З використанням розробленого формалiзму отримано параметричне зо-
браження розв’язку задачi Кошi для рiвняння мКХ на постiйному фонi в
термiнах розв’язку асоцiйованої задачi РГ, данi для якої (матриця стриб-
кiв i параметри для умов на залишки у сингулярних точках, якщо вони
наявнi) однозначно визначаються початковими даними для задачi Кошi.

Запропонований формалiзм дозволяє охарактеризувати як регулярнi,
так i нерегулярнi односолiтоннi розв’язки (розв’язки, що генеруються однi-
єю (с точнiстю до симетрiй) сингулярною умовою та мають вигляд лока-
лiзованого збурення, що розповсюджується зi сталою щвидкiстю, не мi-

3



няючи своєї форми). Такi розв’язки вiдповiдають задачам РГ з тривiаль-
ною умовою стрибка та вiдповiдним чином заданими умовами на лишки у
сингулярних точках. Зокрема, видiлено два типи нерегулярних солiтонних
розв’язкiв рiвняння мКХ: (i) розв’язки пiконного типу, якi є функцiями
неперервними разом iз першою похiдною, але мають необмеженi похiднi
порядкiв бiльших за 2 у точцi пiку; (ii) петлеподiбнi багатозначнi розв’язки.

Теорема. Рiвняння мКХ має односолiтоннi розв’язки (серед яких є як
регулярнi, так i нерегулярнi), якi характеризуються двома параметра-
ми, 𝛿 > 0 та 𝜃 ∈ (0, 𝜋2 ), та даються у параметричнiй формi формулою
𝑢(𝑥, 𝑡) ≡ �̂�(𝑦(𝑥− 𝑡, 𝑡), 𝑡) + 1, де

�̂�(𝑦, 𝑡) = 4 tan2 𝜃
𝑧2(𝑦, 𝑡) + 2 cos2 𝜃 · 𝑧(𝑦, 𝑡) + cos2 𝜃

(𝑧2(𝑦, 𝑡) + 2𝑧(𝑦, 𝑡) + cos2 𝜃)2
𝑧(𝑦, 𝑡),

𝑥(𝑦, 𝑡) = 𝑦 + 2 ln
𝑧(𝑦, 𝑡) + 1 + sin 𝜃

𝑧(𝑦, 𝑡) + 1− sin 𝜃
,

𝑧(𝑦, 𝑡) = 2𝛿 sin 𝜃 e𝑦 sin 𝜃e−
2 sin 𝜃
cos2 𝜃

𝑡.

В залежностi вiд значення параметра 𝜃, розв’язки мають якiсно рiзнi
властивостi:

(i) При 𝜃 ∈ (0, 𝜋3 ), односолiтоннi розв’язки є гладкими функцiями вихi-
дних фiзичних змiнних (𝑥, 𝑡).

(ii) При 𝜃 = 𝜋
3 , односолiноннi розв’язки мають скiнчену гладкiсть у

змiнних (𝑥, 𝑡) у точцi пiку.

(iii) При 𝜃 ∈ (𝜋3 ,
𝜋
2 ), односолiтоннi розв’язки є регулярними функцiями

у змiнних (𝑦, 𝑡) але стають багатозначними (петлеподiбними) у
змiнних (𝑥, 𝑡).

У роздiлi 3, використовуючи формалiзм, розроблений у роздiлi 2, отри-
мано головнi члени асимптотики за великого часу 𝑡 для розв’язку задачi
Кошi для модифiкованого рiвняння Камасси–Хольма на сталому ненульо-
вому фонi. Дослiдження зосереджене на безсолiтонному випадку, тобто у
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припущеннi, що умови на лишки вiдсутнi (нерегулярну задачу Рiмана–
Гiльберта (яка включає в себе умови на лишки) для загального випадку мо-
жна звести до регулярної, використовуючи множники Бляшке–Потапова).

Для асимптотичного аналiзу розв’язку задачi Кошi, коли 𝑡 → ∞, засто-
совано нелiнiйний метод найскорiшого спуску. Попередньо, вихiдну задачу
РГ, асоцiйовану з рiвнянням мКХ, яка має специфiчнi сингулярностi при
𝜇 = ±1, зведено до звичайної задачi РГ (тобто такої, що має тiльки умо-
ву стрибка та умову нормування). Примiтною особливiстю модифiкованого
рiвняння Камасси–Хольма є те, що асоцiйована вихiдна задача РГ має умо-
ви сингулярностi у 𝜇 = 1 та 𝜇 = −1 з рiзними матричними структурами,
що не дозволяє позбутися їх шляхом зведення матричної задачi РГ до ве-
кторної (що має мiсце у випадку звичайного рiвняння Камасси–Хольма).
Цю проблему розв’язано у два кроки. На першому кроцi, задачу РГ з
умовами сингулярностi у 𝜇 = ±1 зведено до задачi РГ, що характеризує-
ться такими двома умовами: (i) елементи матричного розв’язку регулярнi
у 𝜇 = ±1, але його визначник дорiвнює нулю у цих точках (зазначимо, що
det𝑀(𝜇) ≡ 1 для розв’язку вихiдної задачi РГ); (ii) розв’язок є сингуляр-
ним при 𝜇 = 0. Другим кроком, знаходимо зображення розв’язку цiєї задачi
РГ через розв’язок вiдповiдної регулярної задачi. Саме розв’язок отриманої
регулярної задачi РГ проаналiзовано асимптотично при 𝑡 → +∞, адапту-
ючи нелiнiйний метод найскорiшого спуску. У пiдсумку, отримано головнi
асимптотичнi члени для розв’язку 𝑢(𝑥, 𝑡) задачi Кошi у тих секторах напiв-
площини (𝑥, 𝑡), де вiдхилення вiд фону є нетривiальним (у рештi секторiв,
𝑥
𝑡 > 3 i 𝑥

𝑡 <
3
4 , 𝑢(𝑥, 𝑡) швидко спадає до 1).

Теорема. Нехай 𝑢0(𝑥) — гладка функцiя така, що (i) вона доста-
тньо швидко прямує до 1, коли 𝑥 → ±∞, i задовольняє нерiвнiсть (1 −
𝜕2
𝑥)𝑢0(𝑥) > 0 для всiх 𝑥 та (ii) асоцiйована з нею спектральна функцiя

𝑎(𝜇) не має нулiв у верхнiй пiвплощинi (безсолiтонний випадок).
Тодi у секторах (𝑥, 𝑡) пiвплощини, якi задано нерiвностями 1 < 𝑥

𝑡 < 3

та 3
4 < 𝑥

𝑡 < 1, розв’язок 𝑢(𝑥, 𝑡) задачi Кошi має таку асимптотичну
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поведiнку за великим часом:

(i) Для 1 < 𝑥
𝑡 < 3,

𝑢(𝑥, 𝑡) = 1 +
𝐶1(𝜁)√

𝑡
cos
{︁
𝐶2(𝜁)𝑡+ 𝐶3(𝜁) ln 𝑡+ 𝐶4(𝜁)

}︁
+ o(𝑡−1/2);

(ii) Для 3
4 <

𝑥
𝑡 < 1,

𝑢(𝑥, 𝑡) = 1+
∑︁
𝑗=0,1

𝐶
(𝑗)
1 (𝜁)√

𝑡
cos
{︁
𝐶

(𝑗)
2 (𝜁)𝑡+ 𝐶

(𝑗)
3 (𝜁) ln 𝑡+ 𝐶

(𝑗)
4 (𝜁)

}︁
+o(𝑡−1/2),

де 𝐶𝑖, 𝐶
(𝑗)
𝑖 , 𝐶4, 𝐶𝑗

4 — функцiї вiд 𝜁 := 𝑥
𝑡 , визначенi у термiнах спектраль-

них функцiй, якi, у свою чергу, однозначно визначаються початковими
даними 𝑢0(𝑥).

У роздiлi 4 розглянуто задачу Кошi для модифiкованого рiвняння
Камасси–Холма у випадку, у якому розв’язок прямує до двох рiзних кон-
стант, коли просторова змiнна прямує до рiзних нескiнченностей дiйсної
осi:

𝑚𝑡 +
(︀
(𝑢2 − 𝑢2𝑥)𝑚

)︀
𝑥
= 0, 𝑚 := 𝑢− 𝑢𝑥𝑥, 𝑡 > 0, −∞ < 𝑥 < +∞,

𝑢(𝑥, 0) = 𝑢0(𝑥), −∞ < 𝑥 < +∞,

де

𝑢0(𝑥) →

⎧⎨⎩𝐴1, 𝑥 → −∞,

𝐴2, 𝑥 → ∞

i еволюцiя за часом зберiгає цю поведiнку:

𝑢(𝑥, 𝑡) →

⎧⎨⎩𝐴1, 𝑥 → −∞,

𝐴2, 𝑥 → ∞

для всiх 𝑡.
Розроблено формалiзм задачi Рiмана–Гiльберта для цiєї задачi Кошi.

Для цього застосовано перетворення рiвнянь пари Лакса, якi дозволяють
детально дослiдити аналiтичнi властивостi вiдповiдних розв’язкiв Йоста та
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спектральних функцiй, зокрема, симетрiї та поведiнку в точках розгалуже-
ння. При побудовi задачi Рiмана–Гiльберта використано трансформованi
пари Лакса, що включають функцiї 𝑘𝑗(𝜆) :=

√︁
𝜆2 − 1

𝐴2
𝑗
, 𝑗 = 1, 2, визначенi

як такi, що мають вiтки з розрiзами вздовж (−∞,− 1
𝐴𝑗
) та ( 1

𝐴𝑗
,∞). Подiбно

до випадку з постiйним фоном, за допомогою аналiза поведiнки розв’язку
побудованої задачi Рiмана–Гiльберта при 𝜆 = 0 отримано параметричне
зображення розв’язку задачi Кошi.

Теорема. Припустимо, що задача Рiмана–Гiльберта, асоцiйована з
початковими даними 𝑢0(𝑥), має розв’язок �̂�(𝑦, 𝑡, 𝑥) з розвиненням

�̂�(𝑦, 𝑡, 𝜆) = i

(︃
0 �̂�1(𝑦, 𝑡)

�̂�−1
1 (𝑦, 𝑡) 0

)︃
+ i𝜆

(︃
�̂�2(𝑦, 𝑡) 0

0 �̂�3(𝑦, 𝑡)

)︃
+O(𝜆2)

при 𝜆 → 0. Тодi розв’язок 𝑢(𝑥, 𝑡) задачi Кошi можна зобразити у пара-
метричний формi у термiнах �̂�𝑗(𝑦, 𝑡), 𝑗 = 1, 2, 3 таким чином: 𝑢(𝑥, 𝑡) =
�̂�(𝑦(𝑥, 𝑡), 𝑡), де

�̂�(𝑦, 𝑡) = �̂�1(𝑦, 𝑡)�̂�2(𝑦, 𝑡) + �̂�−1
1 (𝑦, 𝑡)�̂�3(𝑦, 𝑡),

𝑥(𝑦, 𝑡) = 𝑦 − 2 ln �̂�1(𝑦, 𝑡) + 𝐴2
2𝑡.

Крiм того, �̂�𝑥(𝑦, 𝑡) також може бути алгебраїчно зображено у термiнах
�̂�𝑗(𝑦, 𝑡), 𝑗 = 1, 2, 3, а саме: 𝑢𝑥(𝑥, 𝑡) = �̂�𝑥(𝑦(𝑥, 𝑡), 𝑡), де

�̂�𝑥(𝑦, 𝑡) = −�̂�1(𝑦, 𝑡)�̂�2(𝑦, 𝑡) + �̂�−1
1 (𝑦, 𝑡)�̂�3(𝑦, 𝑡).

Ключовi слова: диференцiальнi рiвняння з частинними похiдними, iн-
тегровнi нелiнiйнi рiвняння, модифiковане рiвняння Камасси–Хольма, за-
дача Рiмана–Гiльберта, спектральна задача, пара Лакса, симетрiї, пряма
задача розсiювання, обернена задача розсiювання, метод оберненої задачi
розсiювання, нелiнiйний метод найшвидшого спуску, солiтон, асимптотика.
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Abstract
I. Karpenko, “The modified Camassa–Holm equation with nonvani-

shing boundary conditions by a Riemann–Hilbert approach,” – Scholar-
ly manuscript.

PhD Thesis in Mathematics (specialty code: 111). B. Verkin Institute for Low
Temperature Physics and Engineering of the National Academy of Sciences of
Ukraine.

This Thesis aims at the development of the inverse scattering transform
(IST), in the form of a Riemann–Hilbert problem, for the modified Camassa–
Holm (mCH) equation:

𝑚𝑡 +
(︀
(𝑢2 − 𝑢2𝑥)𝑚

)︀
𝑥
= 0, 𝑚 := 𝑢− 𝑢𝑥𝑥,

in order to study properties of solutions of the mCH equations, particularly,
their the long-time behavior.

Two main problem settings are as follows:

(i) The Cauchy problem on the whole 𝑥-line in the case when the solution is
assumed to approach a non-zero constant as |𝑥| → ∞.

(ii) The Cauchy problem on the whole 𝑥-line in the case when the solution is
assumed to approach two different constants as 𝑥 → +∞ and 𝑥 → −∞.

In Chapter 2, we consider the Cauchy problem for the modified Camassa–
Holm equation on the line:

𝑚𝑡 +
(︀
(𝑢2 − 𝑢2𝑥)𝑚

)︀
𝑥
= 0, 𝑚 := 𝑢− 𝑢𝑥𝑥, 𝑡 > 0, −∞ < 𝑥 < +∞,

𝑢(𝑥, 0) = 𝑢0(𝑥), −∞ < 𝑥 < +∞,

assuming that
𝑢0(𝑥) → 1 as 𝑥 → ±∞

and that the time evolution preserves this behavior: 𝑢(𝑥, 𝑡) → 1 as 𝑥 → ±∞
for all 𝑡 > 0. A non-zero background provides that the spectral problem in
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the associated Lax pair equations has a continuous spectrum, which allows us
to formulate the inverse spectral problem as a Riemann–Hilbert factorization
problem with jump conditions across the real axis (constituting the continuous
spectrum).

Our development of the Riemann–Hilbert problem formalism is based on
the adaptation of a general idea — the use of dedicated (Jost) solutions of the
associated Lax pair equations as “building block” for a matrix-valued Riemann–
Hilbert problem, which is to be formulated in the complex plane of the spectral
parameter and parameterized by the spatial and temporal variable of the nonli-
near equation in question — to the case of the mCH equation taking into account
particular features of its Lax pair equations.

The Lax pair originally proposed and conventionally used in studies of the
mCH equation has the form of 2× 2 matrix linear differential equations:

Φ𝑥(𝑥, 𝑡, 𝜆) = U(𝑥, 𝑡, 𝜆)Φ(𝑥, 𝑡, 𝜆), Φ𝑡(𝑥, 𝑡, 𝜆) = V(𝑥, 𝑡, 𝜆)Φ(𝑥, 𝑡, 𝜆)

where the coefficient matrices U and V are defined in terms of a solution of the
mCH equation:

U =
1

2

(︃
−1 𝜆𝑚

−𝜆𝑚 1

)︃
, V =

(︃
𝜆−2 + 𝑢2−𝑢2

𝑥

2 −𝑢−𝑢𝑥

𝜆 − 𝜆(𝑢2−𝑢2
𝑥)𝑚

2
(𝑢+𝑢𝑥)

𝜆 + 𝜆(𝑢2−𝑢2
𝑥)𝑚

2 −𝜆−2 − 𝑢2−𝑢2
𝑥

2

)︃
.

Two specific features of the 𝑥-equation associated with the mCH equation
(involving U and constituting the spectral problem, with the spectral parameter
𝜆), that affect analytic properties of the Jost solutions are as follows: (a) 𝜆 enters
U through a product with the “momentum” 𝑚(𝑥, 𝑡), which, in the framework
of the inverse problem, is an unknown function; (b) as |𝑥| → ∞, 𝑚(𝑥, 𝑡)

approaches non-zero constants. In particular, these features affect the problem
of control of the large-𝜆 behavior of the Jost solutions. In our development of
the RH formalism, this problem is addressed by (i) transforming (by applying
a dedicated gauge transformation) the Lax pair equations to an appropriate
form, with diagonal parts that dominate, in a certain sense, for large 𝜆; (ii)
introducing a new spatial-type variable, in view of having an explicit descri-
ption of the large-𝜆 behavior of the Jost solutions in terms of space and time
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parameters; (iii) introducing a new (uniformising) spectral parameter 𝜇 (related
to 𝜆 by 𝜆 = −1

2(𝜇 + 1
𝜇)), which allows us to avoid non-rational dependence of

the coefficients in the Lax pair equations on the spectral parameter.
Moreover, we take advantage of a consequence of property (a) that for 𝜆 = 0,

U becomes “solution-independent” (independent of 𝑢), which suggests an effici-
ent way for “extracting” the solution of the Cauchy problem from the solution of
the RH problem taking the details of the behavior of the latter as 𝜆 → 0. With
this respect, the mCH equation turns out to be remarkably different from other
Camassa–Holm-type equations (including the original Camassa–Holm equati-
on): in order to control the Jost solutions at 𝜆 = 0, there is no need of a separate
gauge transformation of the original Lax pair, but the required form of the Lax
pair comes from regrouping the terms of that appropriate for large 𝜆.

Using the developed formalism, we obtain a parametric representation of the
solution of the Cauchy problem for the mCH equation on a constant background
in terms of the solution of the associated RH problem, the data for which (the
jump matrix and the parameters of the residue conditions, if any) are uniquely
determined by the initial data for the Cauchy problem.

Particularly, this formalism allows us to characterize regular as well as non-
regular one-soliton solutions (solutions characterized by a single (up to the
symmetries) singularity in the RH problem and having the form of a perturbati-
on propagating with a constant speed while keeping its form unchanged) associ-
ated with the RH problems with trivial jump condition and appropriately
prescribed residue conditions. In this way, we specify two families of non-regular
soliton solutions of the mCH equation: (i) peakon-type solutions, which are
continuous together with their first derivative but having unbounded derivati-
ves of order greater than 2 at the peak points; (ii) loop-shaped, multi-valued
solutions, which are conventional, signal-valued solitons in the modified vari-
ables that becomes multi-valued when going back to the original variables, 𝑥
and 𝑡.

Theorem. The mCH equation has a family of one-soliton solutions, regular
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as well as non-regular, 𝑢(𝑥, 𝑡) ≡ 𝑢𝜃,𝛿(𝑥, 𝑡), characterized by two parameters,
𝛿 > 0 and 𝜃 ∈ (0, 𝜋2 ). These solitons 𝑢(𝑥, 𝑡) ≡ �̂�(𝑦(𝑥− 𝑡, 𝑡), 𝑡) + 1 are given, in
parametric form, by

�̂�(𝑦, 𝑡) = 4 tan2 𝜃
𝑧2(𝑦, 𝑡) + 2 cos2 𝜃 · 𝑧(𝑦, 𝑡) + cos2 𝜃

(𝑧2(𝑦, 𝑡) + 2𝑧(𝑦, 𝑡) + cos2 𝜃)2
𝑧(𝑦, 𝑡),

𝑥(𝑦, 𝑡) = 𝑦 + 2 ln
𝑧(𝑦, 𝑡) + 1 + sin 𝜃

𝑧(𝑦, 𝑡) + 1− sin 𝜃
,

𝑧(𝑦, 𝑡) = 2𝛿 sin 𝜃 e𝑦 sin 𝜃e−
2 sin 𝜃
cos2 𝜃

𝑡.

Depending on the value of the parameter 𝜃, the solutions have qualitatively
different properties:

(i) For 𝜃 ∈ (0, 𝜋3 ), one-soliton solutions are smooth in the original ((𝑥, 𝑡))
variables.

(ii) For 𝜃 = 𝜋
3 , one-soliton solutions have finite smoothness in the (𝑥, 𝑡) vari-

ables.

(iii) For 𝜃 ∈ (𝜋3 ,
𝜋
2 ), one-soliton solutions are regular in the (𝑦, 𝑡) variables but

can be viewed as multivalued and loop-shaped in the (𝑥, 𝑡) variables.

In Chapter 3, taking the formalism developed in Section 2 as the starting
point, we obtain the leading large-𝑡 asymptotic terms for the solution of the
Cauchy problem for the modified Camassa–Holm equation on the whole line in
the case when the solution is assumed to approach a non-zero constant at the
both infinities of the space variable. We focus on the study of the solitonless
case assuming that there are no residue conditions (for the soliton case, where
the basic RH problem involves residue conditions, one can reduce (using the
Blaschke–Potapov factors) this RH problem to that having no residue conditi-
ons).

For the sake of the large-𝑡 analysis, we reduce the original (singular) RH
problem representation for the solution of the mCH equation to the solution of
a regular RH problem (i.e., to a RH problem with the jump and normalization
conditions only). A notable feature of the modified Camassa–Holm equation
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is that the associated basic RH problem has two singularity conditions (at
𝜇 = ±1) with different matrix structures, which does not allow getting rid of
them by reducing the matrix RH problem to a vector one, as it can be done in
the case of the (original) Camassa–Holm equation. In our approach, we address
the reduction problem in two steps. First, we reduce the RH problem with the
singularity conditions at 𝜇 = ±1 to a RH problem which is characterized by
the following two conditions: (i) the matrix entries are regular at 𝜇 = ±1,
but the determinant of the (matrix) solution vanishes at 𝜇 = ±1 (notice that
det𝑀(𝜇) ≡ 1 for the solution of the original RH problem); (ii) the solution is
singular at 𝜇 = 0. Then, we represent the solution of the latter RH problem
in terms of the solution of a regular one. In turn, the solution of the resulting
regular RH problem is analyzed asymptotically, as 𝑡 → +∞, using an appropri-
ate adaptation of the nonlinear steepest descent method. This finally allows us
to present the leading asymptotic terms for the solution 𝑢(𝑥, 𝑡) of the Cauchy
problem, in two sectors of the (𝑥, 𝑡) half-plane, 1 < 𝑥

𝑡 < 3 and 3
4 < 𝑥

𝑡 < 1,
where the deviation from the background value is nontrivial (in the remaining
sectors 𝑥

𝑡 > 3 and 𝑥
𝑡 <

3
4 , 𝑢(𝑥, 𝑡) decays to 1 rapidly).

Theorem. Let 𝑢0(𝑥) be a smooth function which tends sufficiently fast to 1

as 𝑥 → ±∞ and satisfies (1 − 𝜕2
𝑥)𝑢0(𝑥) > 0 for all 𝑥. Assume the solitonless

case, i.e., assume that the appropriate spectral (scattering) function associated
with 𝑢0(𝑥) has no zeros in the upper half-plane

Then the solution 𝑢(𝑥, 𝑡) of the Cauchy problem has the following large-time
asymptotics in two sectors of the (𝑥, 𝑡) half-plane specified by 1 < 𝑥

𝑡 < 3 and
3
4 <

𝑥
𝑡 < 1:

(i) For 1 < 𝜁 := 𝑥
𝑡 < 3,

𝑢(𝑥, 𝑡) = 1 +
𝐶1(𝜁)√

𝑡
cos
{︁
𝐶2(𝜁)𝑡+ 𝐶3(𝜁) ln 𝑡+ 𝐶4(𝜁)

}︁
+ o(𝑡−1/2);

(ii) For 3
4 <

𝑥
𝑡 < 1,

𝑢(𝑥, 𝑡) = 1+
∑︁
𝑗=0,1

𝐶
(𝑗)
1 (𝜁)√

𝑡
cos
{︁
𝐶

(𝑗)
2 (𝜁)𝑡+ 𝐶

(𝑗)
3 (𝜁) ln 𝑡+ 𝐶

(𝑗)
4 (𝜁)

}︁
+o(𝑡−1/2),
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where 𝐶𝑖, 𝐶
(𝑗)
𝑖 , 𝐶4, 𝐶𝑗

4 are functions of 𝜁 that can be specified in terms of the
scattering data, which in turn are uniquely determined by the initial data.

In Chapter 4, we consider the Cauchy problem for the modified Camassa–
Holm equation on the whole line in the case when the solution is assumed to
approach two different constants at plus and minus infinity of the space variable,
namely:

𝑚𝑡 +
(︀
(𝑢2 − 𝑢2𝑥)𝑚

)︀
𝑥
= 0, 𝑚 := 𝑢− 𝑢𝑥𝑥, 𝑡 > 0, −∞ < 𝑥 < +∞,

𝑢(𝑥, 0) = 𝑢0(𝑥), −∞ < 𝑥 < +∞,

assuming that

𝑢0(𝑥) →

⎧⎨⎩𝐴1, 𝑥 → −∞

𝐴2, 𝑥 → ∞

and that the time evolution preserves this behavior.
We develop the Riemann–Hilbert problem formalism for this Cauchy problem.

For this purpose, we introduce appropriate transformations of the Lax pair
equations and the associated Jost solutions (“eigenfunctions”) and present detai-
led analytic properties of the eigenfunctions and the corresponding spectral
functions (scattering coefficients), including the symmetries and the behavior
at the branch points. The construction of the Riemann–Hilbert problem exploits
the transformed Lax pair equations involving the functions 𝑘𝑗(𝜆) :=

√︁
𝜆2 − 1

𝐴2
𝑗
,

𝑗 = 1, 2 specified as having the branch cuts (−∞,− 1
𝐴𝑗
)∪ ( 1

𝐴𝑗
,∞). Similarly to

the case of the constant background, the solution of the constructed Riemann–
Hilbert problem evaluated at 𝜆 = 0 gives a parametric representation of the
solution of the Cauchy problem.

Theorem. Assume that 𝑢(𝑥, 𝑡) is the solution of the Cauchy problem and
let �̂�(𝑦, 𝑡, 𝑥) be the solution of the associated RH problem, whose data are
determined by 𝑢0(𝑥). Let

�̂�(𝑦, 𝑡, 𝜆) = i

(︃
0 �̂�1(𝑦, 𝑡)

�̂�−1
1 (𝑦, 𝑡) 0

)︃
+ i𝜆

(︃
�̂�2(𝑦, 𝑡) 0

0 �̂�3(𝑦, 𝑡)

)︃
+O(𝜆2)
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be the development of �̂�(𝑦, 𝑡, 𝜆) as 𝜆 → 0. Then the solution 𝑢(𝑥, 𝑡) of the
Cauchy problem can be expressed, in a parametric form, in terms of �̂�𝑗(𝑦, 𝑡),
𝑗 = 1, 2, 3 as follows: 𝑢(𝑥, 𝑡) = �̂�(𝑦(𝑥, 𝑡), 𝑡), where

�̂�(𝑦, 𝑡) = �̂�1(𝑦, 𝑡)�̂�2(𝑦, 𝑡) + �̂�−1
1 (𝑦, 𝑡)�̂�3(𝑦, 𝑡),

𝑥(𝑦, 𝑡) = 𝑦 − 2 ln �̂�1(𝑦, 𝑡) + 𝐴2
2𝑡.

Moreover, �̂�𝑥(𝑦, 𝑡) can also be algebraically expressed in terms of �̂�𝑗(𝑦, 𝑡), 𝑗 =

1, 2, 3; namely, 𝑢𝑥(𝑥, 𝑡) = �̂�𝑥(𝑦(𝑥, 𝑡), 𝑡), where

�̂�𝑥(𝑦, 𝑡) = −�̂�1(𝑦, 𝑡)�̂�2(𝑦, 𝑡) + �̂�−1
1 (𝑦, 𝑡)�̂�3(𝑦, 𝑡).

Keywords: partial differential equations, integrable nonlinear equations,
modified Camassa–Holm equation, Riemann–Hilbert problem, spectral problem,
Lax pair, symmetries, direct scattering problem, inverse scattering problem,
inverse scattering transform method, nonlinear steepest descent method, soli-
ton, asymptotics.
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