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ТЕОРЕМЫ МАРЦИНКЕВИЧА И ЛУКАЧА НА АБЕЛЕВЫХ ГРУППАХ 

Марцинкевичем [1] доказана следующая теорема. 
Теорема А. Пусть Р (s) — многочлен, Р (0) = 0. Если f (s) — 

= ехр {Р (s)} — характеристическая функция, то Р (s) = —as2 + ifisr 

а ! > 0 , — о о < ; Р < ! оо , т. е. f (s) — характеристическая функция гаус-
совского распределения. 

Теорема А была получена Марцинкевичем, как следствие доказанной 
им же, более общей теоремы, дающей необходимое условие, которому 
должна удовлетворять целая характеристическая функция конечного 
порядка [1]. 

В настоящей работе мы полностью опишем класс локально компакт­
ных абелевых групп, на которых верна аналогичная теорема. Затем мы 
рассмотрим групповой аналог теоремы Лукача, обобщающей теорему А.. 

Пусть X — локально компактная абелева сепарабельная метрическая 
группа (в дальнейшем просто группа), У — X* — ее группа характеров 
(х, у) — значение характера у ЕЕ Y на элементе х ЕЕ X. Свертка двух 
распределений р, и v и характеристическая функция распределения (.t 
определяются обычным образом: 

Через а (|х) обозначим носитель распределения \х. Вырожденное распре­
деление, сосредоточенное в точке х ЕЕ X, обозначим Ех. 

Если G — замкнутая подгруппа в группе X, то G-1 обозначает ее анну-
лятор: G-L = {у ЕЕ Y: (х, у) = 1 для всех х GE G}. Компоненту нуля 
группы X обозначим Сх. Через Y0 обозначим подгруппу в Y, состоящую 
из всех компактных элементов. 

Обозначим Z, Q, R, С, Т и Z (п) группы целых чисел, рациональных 
чисел, вещественных чисел, комплексных чисел, группу вращений окруж­
ности и группу корней степени п из единицы. 

О п р е д е л е н и е 1 [2]. Распределение у - на группе X называется 
гауссовским, если его характеристическая функция представима в вида 

где х ЕЕ X, а ср (у) — непрерывная неотрицательная функция на Y, удов­
летворяющая уравнению 
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х X 

У (У) = (х, у) ехр {—ф (у)}, 

Ф (tVi + Уз) + Ф (У1 — Уз) = 2 1ф Ы + Ф Ы 1 (1> 

для любых у г , г/2 ЕЕ У. 
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Множество гауссовских распределений на группе X обозначим Г (X). 
Пусть h ЕЕ Y. Обозначим Ah оператор конечной разности 

Ад1* (y)=y(y + h)—y (у). 
О п р е д е л е н и е 2. Непрерывная функция гр (у) на группе У на­

зывается многочленом, если при некотором т 
АП(У) = 0 (2) 

для любых у, h E=Y. 
Минимальное т, для которого выполнено (2), будем называть степе­

нью многочлена г]) (у). 
П р и м е р ы . 1. Пусть I: У - > С — ненулевой гомоморфизм, т.е. 

I (Уг + У г) = 1 (Уг) + 1 (Уг). 1 (У) Ф 0. Тогда I (у) — многочлен степени 1. 
2. Пусть ф (у) (ф (у) ф 0) — непрерывная функция, удовлетворяю­

щая уравнению (1). Тогда ф (у) — многочлен степени 2. 
Теорема 1. Пусть р — распределение на группе X с характеристиче­

ской функцией 
Р (У) = ехр {г|з (у)}, (3) 

•где гр (у) — многочлен, гр (0) = 0. Если группа X не содержит подгруппы^ 
изоморфной Т, mo р ЕЕ Г (X). Если же группа X содержит подгруппу^ 
изоморфную Т, то при любом натуральном т >̂ 2 на X существует рас­
пределение LI ф. Г (X) с характеристической функцией (3), где гр (у) — 
•многочлен степени т. 

Для доказательства нам понадобятся следующие леммы. 
Лемма 1. Пусть гр (у) — многочлен на группе Y. Тогда 

гр (у + I) = гр (у) (4) 
'для любых £ ЕЕ Y0, у ЕЕ Y. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть степень многочлена гр (у) равна т» 
Тогда 

т+1 

ДГЧ (у) = S (- 1/ cLiV (y + (m-j+ 1) А) = 0 (5) 
3 = 0 

для любых у, h ЕЕ Y. Рассмотрим на группе Z функцию Р (I) = г]з (у + 
-f- ft), I Ez Z. Из (5) вытекает, что функция Р (Z) удовлетворяет уравнению 
Д™ + 1Р (Z) = 0. Поэтому Р (Г) — многочлен на группе Z степени не боль­
ше, чем т, и имеет место представление 

P(Q = P(0) + £ - i ^ z ( z - i ) . . . p - / + i) 
3=1 

для любого Z ЕЕ Z (см., например, [3, с. 37]). Отсюда следует, что 

гр (у + lh) = гр (у) + j p Щ^-1 (I - 1). . . (I - j + 1) (6) 
3=1 

для любого I ЕЕ Z. 
Пусть £ ЕЕ У о и ^ (0 — компактная группа, порожденная элемен­

том £. При фиксированном г/ ЕЕ Y функция гр (ц) непрерывна на компакте 
т] ЕЕ у + К (£) и поэтому ограничена на нем. Из (6) при h = £ тогда 
вытекает, что Д|гр (г/) = 0, ;' = 1, . . ., т, т. е. гр (у -j- ££) : гр (у), I ЕЕ Z. 
Полагая здесь 1 = 1, получаем (4). 
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Следствие 1. Пусть Y — компактная группа. Если гр (у) — много­
член на Y, то гр (у) = const. 

З а м е ч а н и е ! . По лемме 1 многочлен гр (у) инвариантен относитель­
но подгруппы Y0. Следовательно, гр (у) определяет некоторый многочлен 
гр ([у]) = гр (у) на фактор-группе Y/Y0. 

Следствие 2. Пусть ц — распределение на группе X с характеристиче­
ской функцией (3). Тогда a С Сх» 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть Н0 — некоторая компактная подгруп^ 
па в группе Y. Тогда по следствию 1 функция гр (у) = О на Н0. Значит^ 
гр (у) ~ 0 на Y0, и поэтому (L (у) = 1 на Y0. Отсюда вытекает, что-
0 (ц) С У 0

Х = Сх. 
Лемма 2 [4]. Пусть группа X не содержит подгруппы, изоморфной Т. 

Тогда если ц G Г (X) и р = р2 ц.2, mo 6Е Г (X), / = 1,2. 
Д о к а з а т е л ь с т в о т е о р е м ы 1. Учитывая следствия 1 и 2Г 

группу X с самого начала будем считать связной. По структурной теореме 
для связных локально компактных абелевых групп каждая такая группа 
изоморфна группе вида X яг R™ + К, где п !> 0, а К — связная компакт­
ная группа [5, с. 127]. Тогда Y я Rn -f D, где D = К* — дискретная 
группа, не содержащая элементов конечного порядка. В силу сепарабель­
ности группы X, группа D счетна [5, с. 484]. 

Обозначим Qô  и счетные прямые суммы групп рациональных и ве­
щественных чисел (элементами этих групп являются бесконечные после­
довательности чисел, лишь конечное число членов которых отлично от 
нуля). Группу Qo* будем рассматривать в дискретной топологии, а в груп­
пе R^ введем топологию строгого индуктивного предела пространств R™. 
Сходимость элементов Sj. - > s в этой топологии означает, что все sk лежат-
в одном R™ и там сходятся. Через В . п обозначим подгруппу в R^, изо­
морфную R". 

Построим мономорфизм /„ : D —>- стандартным образом. Выберем 
в D максимальную независимую систему элементов {dj}. Будем считать-
для определенности, что эта система бесконечна (случай, когда система 
элементов {dj} конечна, проще и рассматривается аналогично). Для лю­
бого элемента d ЕЕ D найдутся такие целые числа к Ф 0, кх, . . ., klf 

что kd - kxdx + . . . + kxdi. Из независимости {dj} следует, что набор 
рациональных] чисел {kjlk}\=x однозначно определяется по d. Так как 
группа D не содержит элементов конечного порядка, то отображение; 
/о (d) = [кх/к, . . ., кг/к, 0, . . .) является мономорфизмом группы D в СГ 
сС 

Обозначим р распределение р (Е) — р (—Е), Тогда yi (у) = |Г (у). Учи­
тывая лемму 2, достаточно проверить, что v = ц. ̂  jl ЕЕ. Г (X). Так как 
v (у) = ехр {2 Re гр (г/)}, то можно, не ограничивая общности, с самого-
начала считать, что функция гр (у) вещественна и неположительна. Теорема 
будет доказана, если мы проверим, что гр (у) удовлетворяет уравнению (1). 

Мы ограничимся проведением доказательства в предположении, что 
X = К, Y = D. Общий случай рассматривается аналогично. Как дока­
зано в [4], если группа К не содержит подгруппы, изоморфной Т, то для 
любых элементов ylt у2 ЕЕ D найдется такая подгруппа Н d D конечного-
ранга q, что yv у2 ЕЕ Н и / 0 (Н) = R 9 (замыкание берется в топологии: 
группы R^). 
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Пусть {bfYj—x — максимальная независимая система элементов в / 0 (Н)^ 
Обозначим каноническую систему образующих группы Zq (ег ~ 
= (1, 0, . . ., 0), . . ., eq = (0, . . ., 0, 1)). Построим мономорфизм: 
g:fo (Щ -> Q' С аналогично тому, как был построен мономорфизм / „ . 
При этом g (bj) = ej, j = 1, . . ., q, a g естественным образом продолжа­
ется до изоморфизма групп R 9 и R 9 . Положим h = g о /0) А = /г (Н). 
Поскольку /о (Н) = R 9, получаем: А = R 9 . 

Определим на группе А функцию £ (а) = £ (h (у)) = -ф (г/), а =• 
= /г (г/) GE Л, у ЕЕ Н. Функция £ (а), очевидно, является многочленом 
на группе А. Доказательство теоремы свелось, таким образом, к следую­
щей задаче. На группе А, удовлетворяющей условиям Ъч CZ A CZ Q 9 CZ R ? , 
А = R 9, рассматривается многочлен £ (а), £ (а) <; 0, £ (0) = 0. Известно, 
что ехр {£ (а)} — характеристическая функция. Доказать, что £ (а) удов­
летворяет уравнению (1). 

Пусть г| (а) — произвольный многочлен степени т на группе А. Рас­
смотрим сужение функции ц (а) на подгруппу Zq (Z А. Так как по усло­
вию А Г + 1 1 1 (а) = 0 при любых a, b ЕЕ Z ? , то нетрудно проверить, что 
функция т] (а) на Zq представима в виде 

т сс 
т) (а) = г) К , . . . , nq) = 2 ' 2 , а X ' • • -ЛчД (7). 

1с=0 «i+...+a3=K у 

а = (гах, . . ., nq) Ez Zq, т. е. является обычным многочленом степени т от 
целочисленных переменных тг1? . . ., п ?. Отсюда следует, что если В — 
такая подгруппа в Q 9 , что BmZqnZqaBciA,a сужение многочлена 
Г| (а) на В таково, что ц (а) = 0 при a Ez Z9, то ц (а) = 0 при всех а ЕЕ В. 

Представим теперь группу А в виде объединения возрастающей после­
довательности подгрупп А у. 

со 

А= U 4j, A x = Zq, Aj+1^Ah Aj~Zq, / = 1 , 2 , . . . 

Обозначим т| (а) сужение многочлена t, (а) на подгруппу Аг. Функция 
1] (а) на Л х = Z 9 , как отмечено выше, имеет представление (7), и форму­
лой (7) продолжается до обычного многочлена на группе R 3 , в част­
ности, и на подгруппе А. Сохраним для продолженной функции обозна­
чение г) (а). Многочлен б (а) = £ (а) — г\ (а), а ЕЕ А, по построению об­
ращается в нуль на ZQ, а значит, б (а) = 0 при а ЕЕ Aj, j = 1, 2, . . . . 
Поэтому б (а) = 0 на группе Л, и следовательно, функция £ (а) на груп­
пе А представима в виде 

т а 

I (а) = I (гх, . . • , гя) = 2 2 с« «г? .. . гв«, (8) 
а = (г15 . . ., г3) 'ЕЕ А. 

Формулой (8) функция £ (а) продолжается с группы А на R 9 . Для 
продолженной'функции сохраним обозначение £ (а). Поскольку функция 
ехр {£ (а)} была положительно определенной на группе А, а группа А 
плотна в R 9 , продолженная функция ехр {£ (s)} на группе R 2 также бу­
дет положительно определенной и, следовательно, по теореме Бохнера— 
Хинчина — характеристической функцией. Из теоремы А легко следует, 
что тогда ехр {£ (s)} — характеристическая функция гауссовского рас-
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пределения в R 9 , т. е. многочлен £ (s) удовлетворяет уравнению (1). 
Тем самым первое утверждение теоремы доказано» 

Предположим теперь, что группа X содержит подгруппу Т, изоморф­
ную Т. Пусть гаг ̂ > 2. Рассмотрим на группе Z многочлен степени гаг 

Положим / (п) = ехр {гр0 (га)}. Тогда 2 \f(n) \ <С1>И поэтому функция 

'Р (0 = 2 /(га)ехр{—int) > 0. Значит, / (га) — характеристическая функ­
ция некоторого распределения р 0 на группе Т с плотностью р (£) отно­
сительно нормированной меры Лебега. 

Распределение р 0 с помощью изоморфизма Т яг Т можно перенести 
на группу Т CZ X и рассматривать как распределение на группе X. Легко 
видеть, что характеристическая функция полученного распределения р, 
имеет представление (3), где гр (у) — многочлен степени гаг. Теорема пол­
ностью доказана, так как очевидно, [X ф Г (X). 

3 а м е ч а н и е 2. Пусть группа X не содержит подгруппы, изоморф­
ной Т, гр (у) — многочлен на Y. Положим ф (у) = — Иегр (у), I (у) = 

' = 1тгр (у). Из определения 2 следует, что ср (у) и I [у) — многочлены. 
Из теоремы 1 вытекает, что если р, — распределение на группе X с харак­
теристической функцией (3), то функция ср (у) неотрицательна и удовлет­
воряет уравнению (1), а ехр {И (у)} = (х, у), где х — некоторый элемент X, 
Рассуждение, аналогичное тому, с помощью которого мы при доказатель­
стве теоремы 1 установили, что функция ср (у) удовлетворяет уравнению 
{1), показывает, что функция I (у) удовлетворяет уравнению 

:для любых уг, у2 ЕЕ Y. (Здесь существенно, что группа X не содержит 
подгруппы, изоморфной Т. Действительно, пусть X = Т, Y = Z. Поло-
гжим I (га) = яга2. Тогда I (га) — многочлен и при любом га ЕЕ Z 

т. е. функция ехр {U (га)} — характер группы Z, а I (га + гаг) Ф I (») + 
•+. I (гаг), га, гаг ЕЕ Z.) 

Из сказанного следует, что при любом t ; > 0 функция ехр {гдр (у)} 
является характеристической функцией некоторого распределения \xt ЕЕ 
ЕЕ Г (X). Причем р 0 = Е0, цх — р, \xt+s = \it >К p s Д л я любых t, s !> О 
и [xt -v £"„ при £ -v 0. Распределение р, оказалось, таким образом, вклю­
ченным в непрерывную однопараметрическую полугруппу гауссовских 
распределений на X. 

З а м е ч а н и е З . Интересно отметить, что на группе X = Т2 сущест­
вует распределение р. ф Г (Т2) с характеристической функцией (3), где 

"ЧР (у) — многочлен степени 2. Действительно, положим 
гр (га, гаг) = — а (га2 + гаг2) + in (ra^-f- гаг2 + гагаг), (га, гаг) ЕЕ Z 2 , 

гаг = 21 + 1, 
гаг = 2Z. 

со 

Z (г/i + г/2) = Z Ы + I (г/2) (9) 

ехр {г£ (га)} = ехр {inn}, 
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где а > 0 выбрано столь большим, чтобы 2 ехр {—а (?г2-f-m2)}< 1. Тогда? 
(п, т)^о 

p(t,s)= 2 ехр {гр(га, т?г) — i(tn + sm)}>0, 
(n, m ) eZ 2 

a exp {гр (n, m)} — характеристическая функция некоторого распределе­
ния и. на группе Т2 с плотностью.р (t, s). Поскольку функция ехр {in (п2+ 
+ т2 + шп)} не является характером группы Z 2 , р 3z Г (Г2). 

Теорема А была обобщена Лукачем, который доказал следующее ут­
верждение [6]. 

Теорема В. Пусть Р (s) — многочлен, Р (0) = 0. Если f (s) = 
= ехр {%г (els — 1) + Х2 (e%s — 1) + Р (s)} — характеристическая функ­
ция, то lj > 0, j = 1, 2, а Р (s) = —as2 + Ф«, где а > 0 , —оо < |3 < оо.. 

Отметим, что существенное усиление теорем Марцинкевича и Лукача 
было получено И. В. Островским (см. [7]). О дальнейших исследованиях 
в этом направлении см. библиографию в .обзоре [8]. 

Развивая соображения, использованные при доказательстве теоремы 1,, 
мы полностью опишем класс локально компактных абелевых групп, на 
которые переносится теорема В. 

Теорема 2. Пусть группа X не содержит подгруппы, изоморфной Т,. 
р, — распределение на X с характеристической функцией 

р (у) = ехр fa 1(х0, у) — 1] + %2 [(—х0, у) — 1] + гр {у)}, 
еде гр (у) — многочлен, гр (0) = 0. Тогда для функции гр (у) справедливо' 
разложение 

ф (у) = - Ф (У) + п (У)> (Ю) 
где ф (у) — непрерывная неотрицательная функция, удовлетворяющая 
уравнению (1), а I (у) — непрерывная вещественная функция, удовлетво­
ряющая уравнению (9). Если х0 — элемент бесконечного порядка, то Я,-
> 0, 1 = 1, 2. 

Для доказательства теоремы 2 нам понадобятся следующие леммы.. 
Лемма 3. Теорема 2 справедлива для группы X = R™. 
Это утверждение вытекает из теоремы В. 
Лемма 4. Пусть х0 6Е X — элемент бесконечного порядка, 

f (у) = ехр {Хг [{х0, у) — 1] + К 1(—х0, у) — 1]} 
— характеристическая функция. Тогда Я7- 0, / = 1, 2. i?c./ra а;0 — эле-
мент порядка п, п^> 2, то существует такая характеристическая функ­
ция f (у), где Хх ^> 0, Я2 < 0. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Будем считать, что Т = Е= С: | £ | = 
= 1}. Пусть £ 0 — элемент бесконечного порядка. Рассмотрим подгруппу 
Е = {а Ez Т: а = (х0, у), у Ez Y) в Т. Очевидно, что подгруппа Е плот­
на в Т. Определим на Е функцию Ф (а) = / (у), а = (х0, у). Это опреде­
ление корректно. Функция 

Ф (а) = ехр {Ах (а — 1) + %2(6L — 1)}, a Ez Е, (И) 

продолжается формулой (11) до функции Ф (£) на группе Т. Так как 
функция Ф (а) на Е была положительно определенной, а подгруппа Е 
плотна в Т, то продолженная функция Ф (£) на Т также будет положи­
тельно определенной, а тогда по теореме Бохнера — Хинчина — характе­
ристической. Отсюда сразу следует, что Kj >̂ 0, / = 1, 2.. 



336 Фельдман Г. М. 

Пусть х0 — элемент порядка п. Не ограничивая общности, можно 
считать, что X = Z (п). Тогда Y яг X. Будем обозначать элементы груп­
пы X символом [ft] = ехр {2nik/n}, ft = 0, 1, •. . ., п — 1, а элементы 
группы Y символом [I], I = 0, 1, . . ., п — 1. Пусть Я ЕЕ R. Рассмотрим 
на группе X заряд 

е (КЕт) = ехр {-%} (Еш + %Ет + Х*Ет1/2\ + . . .). 
Его характеристическая функция имеет вид 

е (Ш) = ехр {к [([к], [I]) - 1]} = ехр {% [ехр {2яШ/п} - 1]}. 

Очевидно, что е (Еш) {[ft]}> б > 0 , ft = 0, 1, п — 1, и е (кЕ^]) -> 
—>Е[0] при Я->-0. Поэтому при достаточно малом Х2<С 0свертка е (Ец]) >fc 
>fc е (^Е^п^ является распределением с характеристической функцией 
/ (у), где Я,х = 1, а Я2 < 0. 

Д о к а з а т е л ь с т в о т е о р е м ы 2. Если Сх = {0}, то Сх = 
= Y0 = Y и, как вытекает из следствия 1, ар (у) = 0, у 6Е Y. Теорема 2 
в этом случае следует из леммы 4. 

Пусть Сх Ф {0}. Тогда Сх ~ R™ + К, где Z — связная компактная 
группа. Чтобы не усложнять обозначения, будем считать, что Сх = Kt 

причем ограничимся проведением доказательства для случая, когда груп­
па К имеет конечную размерность q. Тогда D = К* — дискретная груп­
па конечного ранга q, не содержащая элементов конечного порядка. Слу­
чай, когда размерность группы К бесконечна, может быть рассмотрен 
аналогично (ср. с доказательством теоремы 1). 

Если /: Хг -»- Х2 — гомоморфизм групп, то /* будет обозначать сопря­
женный гомоморфизм групп характеров /*: Y2 Y± (Yj = X*, /' = 1, 2), 
определяемый формулой (жх, /* (у2)) = (/ (жг), у2) для любых х± ЕЕ Хг, 
у2 ЕЕ Y2. Отметим, что гомоморфизм / является мономорфизмом тогда и 
только тогда, когда образ /* (Y2) плотен в Yx (см. [5, с. 498]). 

Пусть / 0 : Д -> Q ? с R' — мономорфизм D в R 3 , построенный ана­
логично тому, как при доказательстве теоремы 1 построен мономорфизм 
D -> QJ° CZ Ro°- Положим р 0 = /*, р0: 1\ч К = Сх-

По замечанию 1 функция гр (г/) определяет функцию гр ([у]) = гр (у) 
на фактор-группе У7У 0 ~ Сх = D. Элементы группы D мы также будем 

•обозначать [у] и считать, что функция гр ([у]) определена на D. Положим 
А = /0 (D) и £ (а) = £ (/0 ([у])) = $ ([у]), а = /о ([*/]) ЕЕ Л. Функция £ (а) 
является многочленом на группе А, поэтому, как установлено при дока­
зательстве теоремы 1, имеет место представление (8), и функция £ (а) 
продолжается формулой (8) до функции £ (s) на R 9 . 

Так как группа С^: не содержит подгруппы, изоморфной Т, то под­
группа А плотна в R' (см. [4]). По свойству сопряженных гомоморфиз­
мов отсюда следует, что р0 — мономорфизм. Обозначим я вложение 
Сх CZ X, т. е. я (х) = х, ж ЕЕ Сх-

Возможны 3 случая. 
1) Для любого п ЕЕ Z, п Ф 0, выполнено: пх0 ES £>0 (R9). В этом слу­

чае х0 — элемент бесконечного порядка. Продолжим мономорфизм р0 до 
мономорфизма р0 Z -f- R 9 -> X формулой 

р 0 (ft, t) = кх0 + я (р0 (t)), (ft, 0 ЕЕ Z + W. 
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Легко видеть, что сопряженный гомоморфизм р0: У - > Т + W опреде­
ляется формулой р* (у) = ((х0, у), /0 {[у])). Заметим теперь, что если 
Р* Ы = Ро* Ы > то (х0, уг) = (х0, у2) та yt — у2 GE Y0. Поэтому по лемме 1 
справедливо равенство $ (уг) = р (у2). Определим на группе р0 (Y) функ­
цию М (р* (у)) = Р (у). Из сказанного выше следует, что это определение 
корректно. По построению функция 

М (а, а) = ехр {X, [а - 1] + Х2 [а - 1] + t (а)), (12) 

(а = (х0, у), а = /0 ([у])), является положительно определенной на под­
группе ро (У) и формулой (12) продолжается до функции М (£, s) на 
группе Т + R 4 . Поскольку р 0 — мономорфизм, подгруппа р* (Y) плотна 
в Т + R 9 . Поэтому функция М (%, s) является положительно определенной 
на группе Т + R 9 , а тогда по теореме Бохнера — Хинчина — характе­
ристической функцией. Из того, что М (1, s) = ехр {t, (s)} — характерис­
тическая функция на Rq, следует, что функция ехр {гр (у)} характеристи­
ческая. Разложение (10) для многочлена гр (у) вытекает тогда из замеча­
ния 2 . Из того, что М (£, 0) = ехр {Х1 [£ — 1] + Х2 — 1]} — характе­
ристическая функция на Т, следует, что %j > 0 , / = 1 , 2 . В случае 1) 
теорема доказана. 

2) Для некоторого натурального п > 1 
х0, . . ., (п — 1) х0 Ро (R9), пх0 ЕЕ р0 (R9). 

Пусть пхо = Ро (h)- Положим хг = х0 — Ро (to^n)- Тогда хг — элемент 
порядка п. Продолжим мономорфизм р0 до мономорфизма р 0 : Z (п) + 
+ R 9 -*- X формулой 

Ро ([k], t) = кхх + л (Ро (t)), ([к], t) Ez Z (n) + W. 

Легко видеть, что сопряженный гомоморфизм р*: Y -> Z (п) + R 9 опре­
деляется формулой р* (у) = ((xi, у), /о ([#]))• Отметим также, что 
Ро ([!!> tJn) = *о- Пусть ро (гуз.) = р* (z/2). Тогда (жх, г/х) = (хг, у2) и j / x — 
- г/2 е У 0 - Так как Y0 = Сх, а Р о (Rq) С Сх, то (я (р0 (t)), ух) = 
= (я (р 0 (t)), у2) при всех £ GE R ? . Поэтому 

(̂ o. I/i) = (xi + л (Ро (t0ln)), уг) = (хъ ух) (я (р0 (t.0/n)), yj) = 
= (xi, г/г) ( л (.Ро (V«))> Уз) = (хх + л (ро (t0ln)), у2) = (х0, у2). 

Учитывая лемму 1, видим, что р (уг) = р (у2). Значит, функция 
М (р* (у)) = И (у) на подгруппе р* (У) определена корректно. По построе­
нию функция 

М ([I], а) = ехр {Х± (ехр {i (Inlln + <f0/n, а»} — 1) + 
+ Х2 (ехр { - i (2яг/л + <t0/n, а»} - 1) + £ (а)}, (13) 

(Ш = (жх, г/), а = f0 (ly])), является положительно определенной на под­
группе р* (У) и формулой (13) продолжается до функции М ([I], s) на 
группе Z (п) + R 9 . Поскольку р 0 — мономорфизм, подгруппа р* (У) плот­
на в Z (п) + R y. Поэтому функция М ([/], s) является положительно 
определенной на группе Z (п) + R ? , а тогда по теореме Бохнера — Хин­
чина — характеристической функцией. Учитывая, что 

М (10], s) = ехр {Х1 (ехр {г (t0ln, s}} - 1) + 
+ Х2 (ехр { - j <*о/ге, s>} - 1) + £ (*)} 

4 Теория вероятностей и ее применения, № 2 
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— характеристическая функция на R 9, из леммы 3 получаем, в частно­
сти, что ехр {£ (s)} — характеристическая функция. Значит, и ехр {гр (у)} — 
характеристическая функция. Разложение (10) для многочлена гр (уу 
вытекает тогда из замечания 2. 

Пусть х0 — элемент бесконечного порядка. Тогда t0 Ф 0. Рассматри­
вая характеристическую функцию М ([0], s), по лемме 4 получаем, что> 
kj ^ 0, / = 1, 2. В случае 2) теорема также доказана. 

Отметим, что если х0 — элемент конечного порядка п, то при п ^> % 
лемма 4 показывает, что неотрицательность Xj, / = 1, 2, вообще говоря, 
не имеет места. Если же п = 2, то х0 = —х0, и исходная характеристиче­
ская функция имеет вид 

•р (у) = ехр {X [(*„, у) - 1] + гр (у)}, (X = Хг + Х2). 

В этом случае из того, что М ([I], 0) = ехр {X (ехр {inl} — 1)} — харак­
теристическая функция на Z (2), следует, что X J> 0. 

3) Пусть х0 ЕЕ р0 (R9). В этом случае х0 — элемент бесконечного по­
рядка. Пусть х0 = Ро (t0). Обозначим р 0 мономорфизм р0: R ? X, опре­
деленный формулой р0 (i) = я (ро (£)). Сопряженный гомоморфизм р*." 
У—>-R9 имеет вид pi (у) = /0 {[у]). Аналогично тому, как это было сде­
лано при доказательстве п. 2), проверяем, что если р* (ух) = р* ( 2 / 2 ) 1 то-
Р (j/i) = И- (j/г)- Это позволяет корректно определить функцию М (р* (у)) =-
= ^ (г/) на группе р* (У)- По построению функция 

М (а) = ехр {^ (ехр {i <f0, а » — 1) + X, (ехр {-i <f0, а » — 1) + 
+ Z (а)}, (14> 

(а = / 0 (ft/])), является положительно определенной на подгруппе р* (У)* 
и формулой (1.4) продолжается до функции М (s) на Rq. Поскольку р 0 — 
мономорфизм, подгруппа р* (У) плотна в R 9. Поэтому функция М (s)> 
является положительно определенной на группе R 3 , а тогда по теореме 
Бохнера — Хинчина — характеристической функцией. Заканчивается до­
казательство так же, как в случае 2). Теорема 2 полностью доказана. 

З а м е ч а н и е 4. Пусть распределение р и функция гр (у) те же,, 
что и в теореме 2. Тогда, как следует из теоремы 2, если группа X не со­
держит подгруппы, изоморфной Т, то ехр {гр (у)} — характеристическая 
функция некоторого гауссовского распределения на X. С другой стороны, 
если группа X содержит подгруппу, изоморфную Г, то при любом нату­
ральном тп \> 2 существует такой многочлен гр (у) степени т, что-
ехр {гр (у)} — характеристическая функция некоторого негауссовского» 
распределения, и при любых х0 ЕЕ X, Xj > 0, / = 1,2, функция 

ехр {X, [(х0, у) - 1] + Х2 Ц-х0, у) - 1] + гр (у)} 

является характеристической. Это непосредственно вытекает из теоре­
мы 1. 

Я благодарю И. В. Островского, ответом на вопрос которого явля­
ется теорема 1. 
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