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АНОТАЦIЯ

Тєплова Д. П. Застосування теорiї випадкових матриць до багатови-
мiрних часових рядiв. —Квалiфiкацiйна наукова праця на правах рукопису.

Дисертацiя на здобуття наукового ступеня доктора фiлософiї за спецiаль-
нiстю 111 – Математика. —Фiзико-технiчний iнститут низьких температур
iм. Б. I. Вєркiна Нацiональної академiї наук України, Харкiв, 2020.

У вступi обґрунтовано актуальнiсть дослiджуваних задач, наведено зв’язок
роботи з науковими програмами, планами i темами. Сформульовано мету, за-
дачi та методи дослiдження. Визначено наукову новизну i значення отрима-
них результатiв. Надано вiдомостi про публiкацiї, особистий внесок здобувача
та апробацiю результатiв дисертацiї.

Перший роздiл присвячений огляду та аналiзу лiтератури. Пiдроздi-
ли 1.2 та 1.3 мiстять ключовi результати по двом ансамблям, що розгляда-
ються у роботi, а саме: ансамбль матриць автоковарiацiй та матриць коварi-
ацiй, компоненти яких представленi тензорними добутками.

Матриця автоковарiацiй мiж минулим та майбутнiм деякого часового ря-
ду грає важливу роль у проблемах статистичного висновування, якi пов’язанi
з багатовимiрними часовими рядами, що мають рацiональний спектр. Тим
не менш, iснуючи методи, що дозволяють отримати необхiдну iнформацiю
з матрицi автоковарiацiй, можуть бути використанi лише у випадку, коли
кiлькiсть спостережень набагато бiльша за їх розмiрнiсть. Проте, сучаснi тен-
денцiї великих даних приводять до випадкiв, коли розмiрнiсть спостережень
пропорцiйна кiлькостi спостережень. Таким чином, доречно дослiдити пове-
дiнку емпiричної матрицi автоковарiацiй у випадку, коли обидва параметри,
кiлькiсть спостережень та їх розмiрнiсть, прямують до +∞ так, що їх вiдно-
шення прямує до ненульової константи.

Другий роздiл присвячений дослiдженню асимптотичної поведiнки роз-
подiлу власних значень матриць автоковарiацiй. Ми розглядаємо послiдов-
нiсть натуральних чисел (M(N))N≥1 та додатно визначних M(N) ×M(N)

ермiтових матриць (RN)N≥1. Для кожного N ми визначимо послiдовнiсть не-
залежних однаково розподiлених Гауссових векторiв (yn)n≥1 (що залежать та-
кож вiд N) з нульовим математичним сподiванням та розмiрнiстюM(N) i та-
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ких, що yn = R
1/2
N ξn, де компонентиM–вимiрного вектора ξn є комплексними

незалежними однаково розподiленими стандартними Гауссовими величинами
(тобто їх дiйснi та уявнi частини незалежнi та мають розподiл N (0, 1/2)). Да-
лi, фiксуємо натуральне число L i розглядаємо двi блоковi матрицi Ханкеля
Wp,N та Wf,N розмiрнiстю ML×N

Wp,N =
1√
N
Yp,N =

1√
N



y1 y2 . . . yN−1 yN

y2 y3 . . . yN yN+1
... ... ... ... ...
... ... ... ... ...
yL yL+1 . . . yN+L−2 yN+L−1


та

Wf,N =
1√
N
Yf,N =

1√
N



yL+1 yL+2 . . . yN−1+L yN+L

yL+2 yL+3 . . . yN+L yN+L+1
... ... ... ... ...
... ... ... ... ...
y2L y2L+1 . . . yN+2L−2 yN+2L−1


.

Вивчається поведiнка нормованої рахуючої мiри ν̂N матрицi
Wf,NW

∗
p,NWp,NW

∗
f,N розмiрнiстю ML×ML при асимптотичному режимi, ко-

ли M та N прямують до +∞ таким чином, що

cN =
ML

N
→ c∗, c∗ > 0.

Пiдроздiл 2.1: оцiнки дисперсiї нормованого слiду та квадратичної фор-
ми резольвенти QN(z) = (Wf,NW

∗
p,NWp,NW

∗
f,N − z)−1. Для їх доведення вико-

ристовується нерiвнiсть Пуанкаре-Неша.
Пiдроздiл 2.2: декiлька корисних результатiв, що стосуються перетво-

рень Стiлтьєса спецiального вигляду.
Пiдроздiл 2.3: за допомогою формул iнтегрування частинами доведено,

що математичне сподiвання резольвенти QN(z) є

E{QN(z)} = IL ⊗ SN(z) + ∆N(z),
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де E{·} – операцiя математичного сподiвання та

SN(z) = −
(
zIM +

cNzαN(z)

1− c2
NαN(z)2

RN

)−1

,

αN(z) =
1

ML
TrE(QN(z))(IL ⊗RN)

i ∆N(z) – малий доданок(помилка).
Пiдроздiл 2.4: оцiнка доданку ∆N(z), а саме, що (ML)−1|Tr∆N(z)| ≤

κN−2P1(z)P2((Imz)−1), для деяких хороших полiномiв P1, P2, тобто степенi i
коефiцiєнти яких є незалежними вiд N .

Пiдроздiл 2.5: доведено, що для усiх z ∈ C+,

1

M
Tr ((SN(z)− TN(z))FN)→ 0,

де (FN)N≥1 – будь-яка послiдовнiсть невипадкових матриць, для яких
supN ‖FN‖ < +∞, i матриця TN(z) є

TN(z) = −
(
zIM +

zcN tN(z)

1− zc2
N t

2
N(z)

RN

)−1

,

де tN(z) – єдиний розв’язок рiвняння

tN(z) =
1

M
TrRN

(
−zIM −

zcN tN(z)

1− zc2
N t

2
N(z)

RN

)−1

, (0.1)

для якого tN(z) та ztN(z) належать до C+, якщо z ∈ C+. Показано, що
tN(z) та TN(z) є перетвореннями Стiлтьєса скалярної мiри µN та додатної
M ×M -вимiрної матрично-значної мiри νTN , вiдповiдно. Також виявляється,
що νN = (M)−1Tr(νTN) є ймовiрнiсною мiрою, для якої ν̂N − νN → 0 слабко,
майже напевно. Тобто, νN є так званою невипадковою еквiвалентою мiри ν̂N .

Пiдроздiл 2.6: показано, що використання методiв вiльної ймовiрностi є
альтернативним пiдходом до вивчення асимптотичної поведiнки мiри ν̂N . При
цьому головною проблемою є довести, що матрицi W ∗

f,NWf,N та W ∗
p,NWp,N є

асимптотично вiльними. Виявляється, що цей факт є наслiдком Леми 6 [24].
Тим не менш, не зважаючи на те, що цей пiдхiд здається набагато простiшим,
нiж описаний вище, важливо зауважити, що методи вiльної ймовiрностi не до-
зволяють дослiдити поведiнку резольвенти матрицiWf,NW

∗
p,NWp,NW

∗
f,N . Тим
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не менш, для вирiшення подальших задач, таких як оцiнка найбiльших вла-
сних значень та вiдповiдних власних векторiв матрицi Wf,NW

∗
p,NWp,NW

∗
f,N з

присутнiм корисним сигналом, необхiдно знати асимптотичну поведiнку ре-
зольвенти моделi лише з шумом.

Третiй роздiл присвячений детальному вивченню властивостей мiри νN
та її носiя.

Пiдроздiл 3.1: характеризацiя поведiнки рiшення tN(z) рiвняння (0.1),
коли аргумент z наближається до осi дiйсних чисел. Для усiх x > 0, iснує
кiнцева границя tN(z), коли z ∈ C+ прямує до x. Якщо cN ≤ 1, ми отрима-
ли, що νN абсолютно неперервна по вiдношенню до мiри Лебега. Вiдповiдна
щiльнiсть gN(x) є дiйсною аналiтичною функцiєю на R+ i прямує до +∞ ко-
ли x → 0, x > 0. У випадку cN < 1, справедливо gN(x) = O(x−1/2), x → 0

та gN(x) = O(x−2/3), x→ 0 якщо cN = 1. Нарештi, якщо cN > 1, νN мiстить
масу Дiрака у 0 зi значенням 1− 1

cN
та абсолютно неперервну компоненту, по-

дiбно тому, як це має мiсце для стандартних емпiричних матриць коварiацiй
[Марченко, Пастур, 1967].

Пiдроздiл 3.2: проаналiзовано носiй мiри νN , для цього ми встановили,
що функцiя

wN(z) = zcN tN(z)− 1

cN tN(z)

є розв’язком рiвняння φN(wN(z)) = z для кожного z ∈ C \ R+, де φN(w)

визначається як

φN(w) = cNw
2 1

M
TrRN (RN − wI)−1

(
cN

1

M
TrRN (RN − wI)−1 − 1

)
.

Бiльш того, якщо ми визначимо tN(x) для x > 0 як границю tN(z) при
z → x, z ∈ C+, рiвняння φN(wN(x)) = x залишається справедливим на R+.
Доведено, що якщо x лежить ззовнi носiя мiри νN , тодi

φN(wN(x)) = x, φ
′
(wN(x)) > 0, wN(x)

1

M
TrRN (RN − w(x)I)−1 < 0.

Цi властивостi дозволяють довести, що окрiм {0} коли cN > 1, носiй мiри
νN є об’єднанням iнтервалiв, кiнцевi точки яких є екстремумами функцiї φN ,
аргументи яких задовольняють 1

MTrR (R− wI)−1 < 0. Наведена достатня
умова на власнi значення матрицi RN , коли носiй мiри νN стає лише одним
iнтервалом.
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Пiдроздiл 3.3: на основi пiдходу [Haagerup-Thornbjornsen, 2005], доведе-
но, що для достатньо великих N , усi власнi значення матрицi
Wf,N W ∗

p,N Wp,N W ∗
f,N належать околу носiя невипадкової мiри νN . Зауважи-

мо, що з цього не випливає iснування кiнцевої границi послiдовностi нормо-
ваних рахуючих мiр ν̂N матрицьWf,NW

∗
p,NWp,NW

∗
f,N . Для отримання такого

результату необхiднi додатковi припущення, такi як iснування границi нор-
мованої рахуючої мiри власних значень матрицi RN коли N → +∞.

Четвертий роздiл присвячений аналiзу ансамблю матриць коварiацiй,
компоненти яких є тензорними добутками. Ми розглядаємо N 2 ×N 2 дiйсну
симетричну або ермiтову матрицю MN , яка є сумою MN тензорних добу-
ткiв Xµ ⊗Xµ векторiв Xµ = BN(Y µ ⊗ Y µ), µ = 1, . . . ,MN , де вектори Y µ є
незалежними однаково розподiленими векторами з RN(CN) з нульовим ма-
тематичним сподiванням та одиничною дисперсiєю. Матриця BN є додатно
визначеною невипадковою матрицею розмiрностi N 2×N 2. Визначимо також
N 2×N 2 матрицю JN = {Jp1p2,q1q2}Np1,p2,q1,q2=1, де Jp1p2,q1q2 є елементом, що зна-
ходиться у рядку (p1 − 1)N + p2 та стовпчику (q1 − 1)N + q2 та дорiвнює
δp1,q1δp2,q2 + δp2,q1δp1,q2.

Пiдроздiл 4.1: доведення головного результату цього роздiлу, а саме
наступної теореми.

Теорема. Нехай послiдовнiсть нормованих рахуючих мiр σN матриць
BNJNBN слабко збiгається до ймовiрнiсної мiри σ:

lim
N→∞

σN = σ,

та матрицi BN рiвномiрно обмеженi по N та {MN} є послiдовнiстю натураль-
них чисел, для якої

MN → +∞, N → +∞, cN = MN/N
2 → c ∈ [0,+∞).

Тодi нормована рахуюча мiра νn власних значень матрицiMN слабко збiга-
ється з ймовiрнiстю 1 до невипадкової ймовiрнiсної мiри ν та, якщо f (0) – це
перетворення Стiлтьєса мiри σ, тодi перетворення Стiлтьєса f мiри ν одно-
значно визначається рiвнянням

f(z) = f (0)

(
z

c− zf(z)− 1

)
(c− zf(z)− 1)−1
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у класi перетворень Стiлтьєса ймовiрнiсних мiр.
Пiдроздiл 4.2: доведення деяких допомiжних оцiнок математичного спо-

дiвання та дисперсiї функцiоналiв резольвенти.

Ключовi слова: теорiя випадкових матриць, випадковi матрицi з незале-
жними елементами, Гаусовi випадковi матрицi, матриця автоковарiацiй, пе-
ретворення Стiлтьєса, матриця коварiацiй, тензорний добуток, розподiл вла-
сних значень.
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ABSTRACT

Tieplova D. Application of large random matrices to multivariate time series

analysis. — Qualification scientific paper, manuscript.

A thesis to obtain a Doctor of Philosophy degree in the speciality 111 –

Mathematics. — B. Verkin Institute for Low Temperature Physics and Engi-

neering of the National Academy of Sciences of Ukraine, Kharkiv, 2020.

The introduction explains the relevance of the problem under study and

provides a link between thesis and scientific programs, plans and themes. The

research goal, tasks and methods are stated there. The scientific novelty and

the significance of the obtained results are indicated. The information about the

publications, the personal applicant contribution and thesis results approbation

testing the results of the thesis is given.

Section 1 is devoted to the review and analysis of the literature. In Sub-

sections 1.3 and 1.2 the key results on two studied ensembles are given, more

precisely: an ensemble of autocovariance matrices and an ensemble of sample

covariance matrices with tensor product samples.

The autocovariance matrix between the past and the future of time series

plays a key role in statistical inference problems related to multivariate time

series with rational spectrum. However the existing methods which allow one

to recover the necessary information from the autocovariance matrix can be

used only in the case when the number of observations is much bigger than the

dimension of observations. On the other hand, modern Big Data trends lead to

the cases where the dimension of observations is of the same order of magnitude

as the number of observations. It is thus relevant to study the behaviour of the

empirical autocovariance matrix in asymptotic regimes where both dimensions

tend to +∞ in such a way that their ratio converges to a non zero constant.

In Section 2 we consider a sequence of integer (M(N))N≥1, and positive

definite M(N) ×M(N) hermitian matrices (RN)N≥1. For each N , we define

a sequence (yn)n≥1 (which depends also on N) of independent identically dis-

tributed (i.i.d.) complex Gaussian M(N)–dimensional vectors with zero mean

such that yn = R
1/2
N ξn, where the components of the M–dimensional vector

8



ξn are complex Gaussian standard i.i.d. random variables (i.e., their real and

imaginary parts are i.i.d. and N (0, 1/2) distributed). If L is a fixed integer, we

consider the 2 block-Hankel ML×N matrices Wp,N and Wf,N

Wp,N =
1√
N
Yp,N =

1√
N



y1 y2 . . . yN−1 yN

y2 y3 . . . yN yN+1
...

...
...

...
...

...
...

...
...

...

yL yL+1 . . . yN+L−2 yN+L−1


and

Wf,N =
1√
N
Yf,N =

1√
N



yL+1 yL+2 . . . yN−1+L yN+L

yL+2 yL+3 . . . yN+L yN+L+1
...

...
...

...
...

...
...

...
...

...

y2L y2L+1 . . . yN+2L−2 yN+2L−1


and study the behaviour of the empirical eigenvalue distribution ν̂N of the

ML ×ML matrix Wf,NW
∗
p,NWp,NW

∗
f,N in the asymptotic regime (mpl-regime

in the following) where M and N tend to +∞ but

cN =
ML

N
→ c∗, c∗ > 0.

In Subsection 2.1 we estimate the variance of the normalized trace and

the quadratic form of the resolvent QN(z) = (Wf,NW
∗
p,NWp,NW

∗
f,N − z)−1 using

the Poincaré-Nash inequality. The main result of this subsection is Lemma 2.3.

In Subsection 2.2 we establish some useful lemmas related to certain

Stieltjes transforms. The main result of this subsection is Lemma 2.5.

In Subsection 2.3 we use the integration by parts formula to establish

that

E{QN(z)} = IL ⊗ SN(z) + ∆N(z)

where E{·} – is the operation of mathematical expextation and

SN(z) = −
(
zIM +

cNzαN(z)

1− c2
NαN(z)2

RN

)−1

,

αN(z) =
1

ML
TrE(QN(z))(IL ⊗RN

9



and ∆N(z) is an error term.

In Subsection 2.4 we find bounds for the error term ∆N(z), i.e. we prove

that (ML)−1|Tr∆N(z)| ≤ κN−2P1(z)P2((Imz)−1) for some good polynomials

P1, P2, which means that their degrees and coefficients do not depend on N .

In Subsection 2.5 we prove that for each z ∈ C+,

1

ML
Tr ((SN(z)− TN(z))FN)→ 0

where (FN)N≥1 is any deterministic sequence of matrices such that supN ‖FN‖ <
+∞, and TN(z) is defined by

TN(z) = −
(
zIM +

zcN tN(z)

1− zc2
N t

2
N(z)

RN

)−1

,

with tN(z) being the unique solution of the equation

tN(z) =
1

M
TrRN

(
−zIM −

zcN tN(z)

1− zc2
N t

2
N(z)

RN

)−1

such that tN(z) and ztN(z) belong to C+ when z ∈ C+ and tN(z), TN(z) are

the Stieltjes transforms of a scalar measure µN and of a M×M positive matrix

valued measure νTN respectively. It is also proved that νN = M−1Tr(νTN) is a

probability measure such that ν̂N −νN → 0 weakly almost surely. The measure

νN is referred to as the deterministic equivalent of ν̂N .

In Subsection 2.6 we show that the use of free probability tools is an alter-

native approach to characterize the asymptotic behaviour of ν̂N . Here the main

difficulty is to prove the asymptotic freeness of W ∗
f,NWf,N and W ∗

p,NWp,N . It ap-

pear that this result is a consequence of Lemma 6 in [24]. While this approach

seems to be simpler than the use of the Gaussian tools proposed in the present

paper, we mention that the free probability theory argument does not allow us

to study the asymptotic behaviour of the resolvent of Wf,NW
∗
p,NWp,NW

∗
f,N . We

recall that in order to evaluate the largest eigenvalues and corresponding eigen-

vectors of Wf,NW
∗
p,NWp,NW

∗
f,N in the presence of a useful signal, the asymptotic

behaviour of the full resolvent in the absence of signal has to be available.

In Section 3 we study the properties and the support of νN . To this end, we

study in subsection 3.1 the behaviour of tN(z) when z converges towards the

real axis. For each Rez > 0, the limit of tN(z) when z ∈ C+ converges towards

10



x exists and is finite. If cN ≤ 1 of mpl-regime, we deduce from this that νN is

absolutely continuous w.r.t. the Lebesgue measure. The corresponding density

gN(x) is real analytic on R+, and converges towards +∞ when x→ 0, x > 0. If

cN < 1, then gN(x) = O(x−1/2), while gN(x) = O(x−2/3) if cN = 1. If cN > 1,

νN contains a Dirac mass at 0 with weight 1− 1
cN

and an absolutely continuous

component.

In Subsection 3.2 we analyse the support of νN . We establish that the

function

wN(z) = zcN tN(z)− 1

cN tN(z)

is solution of the equation φN(wN(z)) = z for each z ∈ C \ R+ where

φN(w) = cNw
2 1

M
TrRN (RN − wI)−1

(
cN

1

M
TrRN (RN − wI)−1 − 1

)
.

Moreover, if we define tN(x) for x > 0 by the limit of tN(z) when z → x, z ∈ C+,

the equality φN(wN(z)) = z is also valid on R+. We establish that if x is outside

the support of νN , then, it holds that

φN(wN(x)) = x, φ
′
(wN(x)) > 0, wN(x)

1

M
TrRN (RN − w(x)I)−1 < 0.

This property allows us to prove that apart {0} when cN > 1, the support of νN

is a union of intervals whose endpoints are the extrema of φN whose arguments

verify 1
MTrR (R− wI)−1 < 0. A sufficient condition on the eigenvalues of RN

ensuring that the support of νN is a single interval is also given.

In Subsection 3.3 we use the Haagerup-Thornbjornsen approach [31] to

prove that for each N large enough, all the eigenvalues of Wf,N W ∗
p,N Wp,N W ∗

f,N

lie in a neighbourhood of the support of the measure νN . We remark that above

results do not imply that ν̂N converges towards a limit distribution. In order to

obtain this kind of result, some extra assumptions have to be formulated, such

as the existence of a limiting empirical eigenvalue distribution for RN when

N → +∞.

In Section 4 we consider N 2 × N 2 real symmetric and hermitian ma-

trices MN , which are equal to the sum of MN tensor products of vectors

Xµ = BN(Y µ ⊗ Y µ), µ = 1, . . . ,MN , where Y µ are i.i.d. random vectors

from RN(CN) with zero mean and unit variance of components, and BN is

11



an N 2×N 2 positive definite non-random matrix. We also define N 2×N 2 ma-

trix JN = {Jp1p2,q1q2}Np1,p2,q1,q2=1, where by Jp1p2,q1q2 we mean an element from row

(p1−1)N+p2 and column (q1−1)N+q2 and it is equal to δp1,q1δp2,q2 +δp2,q1δp1,q2.

The main result of this section is

Theorem. Assume that the sequence σN of Normalized Counting Measure

(NCM) of matrices BNJNBN converges weakly to a probability measure σ:

lim
n→∞

σn = σ,

BN is bounded uniformly in N , and {MN} is a sequence of positive integers

such that

MN → +∞, N → +∞, cN = MN/N → c ∈ [0,+∞).

Then the NCM µN of eigenvalues of MN converges weakly in probability to a

non-random probability measure µ, and if f (0) is the Stieltjes transform of σ,

then the Stieltjes transform f of µ is uniquely determined by the equation

f(z) = f (0)

(
z

c− zf(z)− 1

)
(c− zf(z)− 1)−1

in the class of Stieltjes transforms of probability measures.

Key words: random matrix theory, large Gaussian random matrices, Au-

tocovariance matrices, Stieltjes transform, independent entry random matrices,

sample covariance matrix, tensor product, distribution of eigenvalues.
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Перелiк умовних позначень

C+(C−) – множина усiх комплексних чисел з додатною(вiд’ємною) уявною
частиною;

R+ = {x ∈ R : x ≥ 0};
R∗ = {x ∈ R : x 6= 0};
R+∗ = {x ∈ R : x > 0};

C∞c (R,R) – множина усiх C∞ дiйснозначних функцiй з компактним носiєм,
якi визначенi на R.
Нехай ξ – деяка випадкова величина, тодi:

− E{ξ} –математичне сподiвання;

− ξ◦ = ξ − E{ξ};

− Var(ξ) = E{(ξ◦)2} – дисперсiя.

IN – одинична матриця розмiрнiстю N ×N .

δx,y =

1, x = y

0, x 6= y
–символ Кронекера.

δx – мiра Дiрака у точцi x: для кожної борелiвської множиниA, маємо δx(A) =

0, якщо x /∈ A та δx(A) = 1, якщо x ∈ A.
SM(A) – множина перетворень Стiлтьєса усiх M ×M матрично-значних, не-
вiд’ємних та обмежених мiр, визначених на A, де A – борелiвська множина
на R.
S(A) – множина S1(A).
Тензорним добутком двох матриць A та B розмiрнiстю P × Q та K × L
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вiдповiдно, є матриця розмiрнiстю PK ×QL:

A⊗B =


A11B . . . A1JB

... ... ...
AI1B . . . AIJB

 .

Матрицi G розмiрнiстю 2ML× 2ML будуть записуватися як

G =

(
Gpp Gpf

Gfp Gff

)
,

де 4 матрицi (Gij)i,j∈p,f мають розмiрнiсть ML × ML. Iнодi блоки будуть
позначатися через G(pp), G(pf), ....

У подальшому κ буде позначати загальну константу, що не залежить вiд M ,
N та комплексної величини z, та чиє значення може змiнюватися упродовж
обчислень.
Хороший полiном P (z) це полiном, чия степiнь та коефiцiєнти не залежать
вiд M , N та z.
fN(z) = Oz(αN) якщо z належить областi Ω ∈ C та iснує два хороших по-
лiнома P1 та P2 таких, що fN(z) ≤ αNP1(|z|)P2(

1
|Imz|) для усiх z ∈ Ω. Якщо

Ω = C+, ми будемо писати тiльки fN(z) = Oz(αN), не згадуючи область.
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Вступ

Обґрунтування вибору теми дослiдження. Завдяки вражаючому
розвитку пристроїв збору даних i сенсорних мереж, доволi часто доводи-
ться стикатися з багатовимiрними часовими рядами в рiзних областях, таких
як цифровий зв’язок, зондування навколишнього середовища, електроенце-
фалографiя, аналiз фiнансовий даних, промисловий контроль, ... . У цьому
контекстi не завжди є можливiсть зiбрати достатньо велику кiлькiсть ре-
зультатiв спостережень для виконання статистичного висновування, оскiльки
тривалiсть сигналiв обмежена i / або тому, що їх статистичнi данi не є iнва-
рiантними за часом на досить великих вiдрiзках. Як наслiдок, основнi схеми
виведення не можуть бути застосованi так, як у класичних випадках малої
розмiрностi. Це, за останнi десять рокiв, значно стимулювало розробку нових
статистичних пiдходiв, спрямованих на вирiшення вищезгаданих труднощiв.
Зокрема, iснує багато робiт, у яких пропонується використовувати теорiю
випадкових матриць у контекстi обробки багатовимiрних статистичних си-
гналiв, якi традицiйно моделюються подвiйним асимптотичним режимом, в
якому розмiр часового ряду i розмiр вибiрки зростають до нескiнченностi. Ре-
зультати теорiї випадкових матриць були використанi для оцiнки поведiнки
функцiоналiв, що залежать вiд матриць коварiацiй вибiрки спостереження у
багатовимiрному випадку, та було запропоновано новi вдосконаленi методи.
Проте фундаментальнi задачi багатовимiрних часових рядiв ґрунтуються на
бiльш складних матрицях, нiж матрицi коварiацiй.

Дана дисертацiйна робота присвячена вивченню поведiнки власних зна-
чень двох видiв ансамблiв випадкових матриць. Перший ансамбль грає ва-
жливу роль у проблемах статистичного висновування, якi пов’язанi з багато-
вимiрними часовими рядами, що мають рацiональний спектр. Тим не менш,
iснуючи методи, що дозволяють отримати необхiдну iнформацiю з матри-
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цi автоковарiацiй, можуть бути використанi лише у випадку, коли кiлькiсть
спостережень набагато бiльша за їх розмiрнiсть. На жаль, у деяких випад-
ках розмiрнiсть векторiв настiльки велика, що збiр необхiдної кiлькостi спо-
стережень виявляється неможливим або занадто витратним. Таким чином,
доречно дослiдити поведiнку емпiричної матрицi автоковарiацiй у випадку,
коли обидва параметри, кiлькiсть спостережень та їх розмiрнiсть, збiгаються
до +∞ так, що їх вiдношення збiгається до ненульової константи. Другий
ансамбль є модифiкацiєю моделi великих випадкових матриць, що з’явилася
у проблемах теорiї квантової iнформацiї. У роботi розглядається випадок, ко-
ли компоненти матрицi коварiацiй є тензорними добутками одного вектора,
що ускладнює доведення у порiвняннi з випадком, коли береться тензорний
добуток незалежних векторiв.

Мета i завдання дослiдження. Метою дисертацiйної роботи є дослi-
дження розподiлу власних значень матриць автоковарiацiй та матриць кова-
рiацiй, компоненти яких є тензорними добутками.

Об’єкт дослiдження —матрицi автоковарiацiй та матрицi коварiацiй, ком-
поненти яких є тензорними добутками.

Предмет дослiдження —розподiл власних значень матрицi автоковарiа-
цiй та матрицi коварiацiй, компоненти яких є тензорними добутками.

Завдання дослiдження:

• дослiдити асимптотичну поведiнку резольвенти матрицi автоковарiацiй;

• дослiдити носiй нормованої рахуючої мiри матриць автоковарiацiй;

• локалiзувати власнi значення матриць автоковарiацiй;

• встановити границю нормованої рахуючої мiри матриць коварiацiй, ком-
поненти яких є тензорними добутками.

Методи дослiдження. Для отримання результатiв дисертацiйної роботи
використовуються метод Гауссових змiнних та метод кiнцевих збурень.

Наукова новизна одержаних результатiв. В роботi дослiджено асим-
птотичну поведiнку розподiлу власних значень матрицi автоковарiацiй та
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матрицi коварiацiй, компоненти якої є тензорними добутками, це є новим
результатом. Зокрема, отримано такi результати:

• встановлено асимптотичну поведiнку розподiлу власних значень матри-
цi автоковарiацiй, дослiджено її носiй та локалiзовано власнi значення
у випадку моделi з нульовим "корисним"сигналом, це є новим резуль-
татом;

• встановлено границю розподiлу власних значень матрицi коварiацiй,
компоненти якої є тензорними добутками, це є новим результатом.

Практичне значення отриманих результатiв. Робота має теорети-
чний характер. Отриманi результати поглиблюють наше уявлення про ви-
падковi матрицi, а також можуть бути використанi в теорiї телекомунiкацiй.

Особистий внесок здобувача. Постановки задач належать науковим
керiвникам. Робота [50] написана у спiвавторствi з науковим керiвником, осо-
бистий внесок здобувача у статтi [50] - це Section 3,4,5,6, Proposition 7.1,
Theorem 7.1, Proposition 7.4, Proposition 7.6, Theorem 7.2, Proposition 7.7,
Section 8,9. Решта результатiв отриманi автором дисертацiї самостiйно. Ре-
зультати, що належать iншим математикам, згадуються за необхiднiстю для
повноти викладу та супроводжуються вiдповiдними посиланнями.

Апробацiя результатiв дисертацiї. Основнi результати дисертацiї до-
повiдалися й обговорювалися на наступних мiжнародних конференцiях:
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15–19 червня 2015 р.

2. Тристороння нiмецько-росiйсько-українська лiтня школа «Spectral Theory,
Differential Equations and Probability», Майнц (Нiмеччина), 4–15 вересня
2016 р.

3. Конференцiя «Random Matrices and Random Graphs», Марсель (Фран-
цiя), 15–19 квiтня 2019 р.

4. Лiтня школа «Randomness in Physics and Mathematics», Бiлефельд (Нi-
меччина), 12–24 серпня 2019 р.
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5. Конференцiя «XXVII Colloque francophone de traitement du signal et des
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Публiкацiї. Усi основнi результати дисертацiї в повнiй мiрi опублiкова-
нi у журналах, внесених до мiжнародних наукометричних баз та вiднесених
до другого й третього квартилiв (Q2 та Q3) вiдповiдно до класифiкацiї SCI-
mago Journal and Country Rank, пройшли апробацiю на наукових конферен-
цiях та семiнарах. Результати дисертацiї знайшли вiдображення в 6 наукових
публiкацiях, в тому числi в 2 статтях [50,71] i в тезах доповiдей [69,70,72,73]
на 4 конференцiях.

Структура дисертацiї. Дисертацiя складається з анотацiї, змiсту, пе-
релiку умовних позначень, вступу, чотирьох роздiлiв, висновкiв до дисерта-
цiї, списку використаних джерел, якiй мiстить 81 найменувань, та додатка.
Повний обсяг роботи— 148 сторiнок. Обсяг основної частини дисертацiї — 122
сторiнок. Роздiл, присвячений огляду лiтератури, займає 12 сторiнок.

Зв’язок роботи з науковими програмами, планами, темами. Ди-
сертацiйну роботу виконано у вiддiлi математичної фiзики математичного
вiддiлення Фiзико-технiчного iнституту низьких температур iм. Б. I. Вєркiна
Нацiональної академiї наук України у вiдповiдностi до тематики прiорите-
тних дослiджень вiддiлу та в рамках державної науково-дослiдної роботи за
темою «Матричнi та диференцiальнi оператори та їх застосування в кван-
товiй iнформатицi, iнтегрованих системах та статистичнiй фiзицi» (шифр
М24/5, номер держреєстрацiї 0106U002561).
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Роздiл 1

Огляд лiтератури

1.1 Основнi означення та кориснi результати те-

орiї випадкових матриць

Теорiя випадкових матриць бере свiй початок у 1920-1930 роках у матема-
тичний статистицi з емпiричних матриць коварiацiй, двадцять рокiв потому
Вiгнер запропонував використовувати матрицi з незалежними випадковими
елементами для моделювання енергетичного спектра складних квантових си-
стем. З тих часiв теорiя випадкових матриць активно розвивається та зна-
ходить застосування у самих рiзноманiтних галузях, таких як: теоретична
фiзика [81], [42], [55], комбiнаторика та алгебраїчна геометрiя [35], [61], ком-
плексний аналiз та задача Рiмана-Гiльберта [43], операторна алгебра [79],
теорiя телекомунiкацiй [74], фiнансова математика [14], теорiя чисел [41].

Взагалi пiд випадковою матрицею мається на увазi матриця, усi елемен-
ти якої розподiленi деяким випадковим чином. У теорiї випадкових матриць
вивчається статистика власних значень та власних векторiв багатовимiрних
випадкових матриць, тобто коли розмiрнiсть матрицi прямує до нескiнчен-
ностi. Тут i далi пiд ансамблем випадкових матриць мається на увазi послi-
довнiсть випадкових матриць. Одне з перших питань, що постає при вивченi
нового ансамблю, це вивчення нормованої рахуючої мiру власних значень. У
теорiї випадкових матриць зустрiчаються ансамблi як ермiтовi (симетричнi,
у випадку дiйсних елементiв) так i неермiтовi (див. [1], [5], [28], [29], [62]).
Оскiльки у цiй роботi ми зосередженi на ермiтових матрицях, щоб не ускла-
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днювати визначення, ми наведемо необхiднi поняття та результати лише для
випадку ермiтових (симетричних) випадкових матриць.

Нехай задано ансамбль ермiтових (симетричних) випадкових матрицьMN

розмiрнiстю N ×N та власними значеннями (λN1 , λ
N
2 , . . . , λ

N
N).

Означення 1.1. Нормованою рахуючою мiрою власних значень матрицiMN

називається мiра µN , що визначається на будь-якому iнтервалi ∆ ⊂ R як

µN(∆) = Card{i ∈ [1, N ] : λNi ∈ ∆}/N.

Легко побачити, що нормована рахуюча мiра є випадковою мiрою, проте у
багатьох випадках iснує границя послiдовностi µN , яка зазвичай невипадкова.

Одним з основних методiв теорiї випадкових матриць є резольвентний
метод. Вiн базується на зв’язку мiри та її перетворення Стiлтьєса.

Означення 1.2. Перетворенням Стiлтьєса f мiри µ називається функцiя,
яка задана на C \ R та визначається наступним чином

f(z) =

∫
dµ(λ)

λ− z
, Imz 6= 0.

Виявляється, що перетворення Стiлтьєса має низку корисних властиво-
стей, найважливiша з яких це взаємно однозначна вiдповiднiсть мiж класом
перетворень Стiлтьєса та скiнченими невiд’ємними мiрами. Бiльш детально,
маємо наступну Пропозицiю.

Пропозицiя 1.1. 1. Нехай f це перетворення Стiлтьєса скiнченної не-
вiд’ємної мiри µ, тодi

– функцiя f аналiтична на C+,
– якщо z ∈ C+, тодi f(z) ∈ C+,
– |f(z)| ≤ µ(R)

Imz , для z ∈ C+

– якщо µ(−∞, 0) = 0, тодi її перетворення Стiлтьєса f аналiтичне на
C \ R+. Бiльш того, з z ∈ C+ випливає zf(z) ∈ C+.

– для усiх φ ∈ C∞c (R,R) маємо∫
R
φ(λ)dµ(λ) =

1

π
lim
y↓0

Im

{∫
R
φ(x)f(x+ iy)dx

}
(1.1)
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2. Обернено, нехай f це аналiтична на C+ функцiя, така, що f(z) ∈ C+

для z ∈ C+ та для деякого ε > 0 виконується supy≥ε |iyf(iy)| < +∞. То-
дi, iснує єдина скiнчена невiд’ємна мiра µ, така, що f це її перетворення
Стiлтьєса та µ(R) = limy→+∞ −iyf(iy). Бiльш того, справедлива насту-
пна формула обернення:

µ([a, b]) = lim
ν→0+

1

π

∫ b

a

Imf(ξ + iν)dξ, (1.2)

для a та b точок неперервностi µ. Якщо крiм того zf(z) ∈ C+ для z з C+,
тодi, µ(R−) = 0. Зокрема, f задається

f(z) =

∫ +∞

0

dµ(λ)

λ− z

та аналiтично подовжується на C \ R+.
3. Нехай F– P ×P матрично-значна функцiя, яка аналiтична на C+ та

задовольняє Im(F (z)) > 0 if z ∈ C+ i supy>ε ‖iyF (iy)‖ < +∞ для деякого
ε > 0. Тодi, F ∈ SP (R) та, якщо µF це вiдповiдна P × P невiд’ємна мiра,
виконується

µF (R) = lim
y→+∞

−iyF (iy) (1.3)

Якщо бiльш того Im(zF (z)) > 0, тодi F ∈ SP (R+).

Для доведення див. наприклад [2, Section 59] та [26].
Нескладно помiтити, що перетворення Стiлтьєса fN мiри µN задовольняє

fN(z) = 1
NTr(MN − z)−1. Як ми можемо побачити права частина є нормо-

ваним слiдом резольвенти матрицi MN . Наступна пропозицiя надає добре
вiдомi властивостi резольвенти ермiтових та дiйсних симетричних матриць.

Пропозицiя 1.2. Нехай M– дiйсна симетрична (ермiтова) матриця та

GM(z) = (M − z)−1, Imz 6= 0

її резольвента. Тодi маємо:
(i)

‖GM(z)‖ ≤ |Imz|−1; (1.4)
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(ii) (резольвентна тотожнiсть) якщо G1(z) та G2(z) резольвенти двох
дiйсних симетричних (ермiтових) матриць M1 та M2 вiдповiдно, тодi:

G2(z) = G1(z)−G1(z)(M2 −M1)G2(z); (1.5)

(iii) якщо Y ∈ RN ( чи, вiдповiдно, Y ∈ CN), тодi

GM+Y Y ∗ = GM −
GM(Y Y ∗)GM

1 + (GMY, Y )
, Imz 6= 0. (1.6)

Нарештi, при вивченнi випадкових матриць, елементи яких є функцiо-
налами гауссiвських випадкових величин, потужним iнструментом з оцiнки
резольвенти є поєднання наступних двох Пропозицiй.

Пропозицiя 1.3. (Формула iнтегрування частинами.) Нехай
ξ = [ξ1, . . . , ξK ]T це комплексний Гауссiв випадковий вектор, такий, що
E{ξ} = 0, E{ξξT} = 0 та E{ξξ∗} = Ω. Якщо Γ : (ξ) 7→ Γ(ξ, ξ̄) є C1 ком-
плексною функцiєю, яка, разом iз своїми похiдними, може бути обмежена
полiномами, тодi

E{ξiΓ(ξ)} =
K∑
k=1

ΩikE
{
∂Γ(ξ)

∂ξ̄k

}
. (1.7)

Пропозицiя 1.4. (Нерiвнiсть Пуанкаре-Неша.) Нехай ξ = [ξ1, . . . , ξK ]T

це комплексний Гауссiв випадковий вектор, такий, що E{ξ} = 0, E{ξξT} =

0 та E{ξξ∗} = Ω. Якщо Γ : (ξ) 7→ Γ(ξ, ξ̄) є C1 комплексною функцiєю,
яка, разом iз своїми похiдними, може бути обмежена полiномами, тодi
позначимо ∇ξΓ = [ ∂Γ

∂ξ1
, . . . , ∂Γ

∂ξK
]T та ∇ξ̄Γ = [ ∂Γ

∂ξ̄1
, . . . , ∂Γ

∂ξ̄K
]T . Маємо

Var{Γ(ξ)} ≤ E
{
∇ξΓ(ξ)TΩ∇ξΓ(ξ)

}
+ E

{
∇ξ̄Γ(ξ)∗Ω∇ξ̄Γ(ξ)

}
. (1.8)

Доведення цих результатiв наведено у багатьох посиланнях, наприклад
[19], [38], [44], [63]. Цей метод використовувався для вирiшення багатьох за-
дач, таких як знаходження граничного розподiлу власних значень, доведення
центральної граничної теореми гауссiвських ансамблiв, емпiричних матриць
коварiацiй, тощо .
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1.2 Ансамбль матриць коварiацiй

У цьому роздiлi ми зупинимось бiльш детально на емпiричних матрицях
коварiацiй. Для цього розглядається багатовимiрний часовий ряд (yn)n∈Z, де
yn = {ynα}Mα=1 – стацiонарний гауссiвський процес з нульовим очiкуванням
та матрицею коварiацiй RM = {Rαβ}Mα,β=1, Rαβ = E{ynαȳnβ}, яка, взагалi
то не вiдома. Однiєю з основних задач є отримання iнформацiї про RM зi
спостережень (yn)

N
n=1.

У випадку класичної статистики припускається, що M << N , тобто вва-
жається, що M – фiксовано та N → +∞. Тодi вводиться емпiрична матриця
коварiацiй

R̂M,N =
1

N

N∑
n=1

yny
∗
n, (1.9)

яка є достатньо хорошим наближенням матрицi RM , тобто R̂M,N → RM при
N → +∞.

Але виявляється, що у багатьох випадках розмiрнiсть векторiв yn є на-
стiльки великою, що зiбрати достатню кiлькiсть спостережень N , для того,
щоб виконувалась умова M << N стає занадто складно. Тодi вважається,
що M,N → +∞ таким чином, що M/N → c ∈ (0,+∞). Проблема полягає в
тому, що при такому режимi

R̂M,N 6→ RM

Тому у цьому випадку достатньо природнiм є вивчення спектру {λN1 , . . . , λNM}
матрицi R̂M,N , зокрема її нормованої рахуючої мiри µ̂M,N .

Перший строгий результат для моделi (1.9) було отримано Марченко та
Пастуром у [54] (1967), де доведена наступна теорема.

Теорема. Нехай {MN} – послiдовнiсть натуральних чисел, для яких

MN → +∞, N → +∞, cN = MN/N → c ∈ [0,+∞),

Позначимо через σM нормовану рахуючу мiру власних значень {τi}Mi=1 ма-
трицi RM . Якщо послiдовнiсть мiр σM слабко збiгається до ймовiрнiсної
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мiри σ:

lim
N→∞

σM = σ,

тодi нормована рахуюча мiра νN власних значень матрицi R̂M,N слабко збi-
гається з ймовiрнiстю один до невипадкової ймовiрнiсної мiри ν (ν(R) = 1).
Перетворення Стiлтьєса f мiри ν визначається однозначно рiвнянням

f(z) =
(
c

∫
τdσ(τ)

1 + τf(z)
− z
)−1

.

З того часу ця модель стала класичною у теорiї випадкових матриць та
вивчалась у багатьох роботах. У випадку з RM = IM була отримана унiвер-
сальнiсть локального режиму всерединi спектру [60], у [8] вивчалася асимпто-
тична поведiнка найбiльшого власного значення моделi з RM = IM + D, де
матрицяD – малого рангу, ця задача з бiльш загальним спектром RM розгля-
дається у [66], також варто вiдмiтити результати, що стосуються центральної
граничної теореми [65], [6].

Зокрема, однiєю з модифiкацiй цього ансамблю стала так звана модель
"iнформацiя+шум" де замiсть yn розглядається часовий ряд vn = yn + un.
Складова un як раз представляє "корисну iнформацiю"та не залежить вiд yn.
Багато рiзних результатiв стосовно цiєї моделi може бути знайдено у [7], [25].

Пiзнiше виявилось, що в таких галузях, як теорiя квантової iнформацiї
або теорiя телекомунiкацiй з’являються бiльш складнi версiї цього ансам-
блю, коли елементи емпiричної матрицi коварiацiй залежать вiд четвертих
моментiв елементiв векторiв yn. У главi 4 цiєї дисертацiї розглядається одна з
модифiкацiй цього класичного ансамблю (1.9). А саме випадок, коли замiсть
векторiв yn розглядаються їх тензорний добуток yn ⊗ yn. Тобто емпiрична
матриця коварiацiй набуваю вигляду

R̂M,N =
1

N 2

N∑
n=1

(yn ⊗ yn)(yn ⊗ yn)∗.

Пов’язанi задачi ранiше зустрiчалися переважно у контекстi теорiї квантової
iнформацiї, див. [21] та вiдповiднi посилання. Крiм цього, застосовуючи схожi
технiки з теорiї випадкових матриць Ambainis та Harrow [4] отримали грани-
чнi властивостi найбiльшого власного значення та граничного спектрального
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розподiлу випадкових тензорiв. Литова у [52] довела центральну граничну
теорему для лiнiйної спектральної статистики матрицi коварiацiй з компо-
нентами y1

n ⊗ . . .⊗ ykn. Також Shi et al. [67] застосували граничнi властивостi
випадкових тензорiв для виявлення проблем у мережах розповсюдження (di-
stribution networks).

1.3 Емпiричнi матрицi автоковарiацiй

На жаль у деяких галузях, наприклад теорiї телекомунiкацiй, для вирi-
шення певних задач використовуються бiльш складнi моделi, нiж матриця
коварiацiй, а саме матриця автоковарiацiй часового ряду. У цьому роздiли
ми спробуємо пояснити мотивацiю для вивчення таких матриць.

Розглядається багатовимiрний часовий ряд (vn)n∈Z розмiрнiстю M , який
було згенеровано наступним чином

vn = un + yn, (1.10)

де (yn)n∈Z– це складова, яка представляє гауссiвський шум така, що E(yn+ky
∗
n) =

Rδk для деякої невiдомої додатно визначеної матрицi R, i складова (un)n∈Z

є "корисним" сигналом з рацiональним спектром, який залишається невi-
домим. Зокрема, це означає, що un може бути описано рiвняннями системи
простору станiв

xn+1 = Axn +Bωn, un = Cxn +Dωn, (1.11)

де (ωn)n∈Z– послiдовнiсть бiлого шуму, розмiрнiстюK ≤M , тобто E(ωn+kω
∗
n) =

IK δk, A– невипадкова матриця розмiрнiстю P ×P , чий спектральний радiус
ρ(A) строго менший за 1, та B,C,D– деякi невипадковi матрицi з розмiрно-
стями P ×K,M ×P таM ×K вiдповiдно. P -вимiрна Маркова послiдовнiсть
(xn)n∈Z називається послiдовнiстю векторiв станiв, що вiдповiдає простору
станiв (1.11).

Однiєю з важливих задач є характеризацiя мiнiмального простору станiв
послiдовностi (un)n∈Z (тобто простору, для якого розмiрнiсть P мiнiмальна
можлива) з даної послiдовностi матриць автоковарiацiй (Ru,n)n∈Z векторiв u,
яка задається як Ru,n = E(uk+nu

∗
k) для усiх n. Бiльш детальна iнформацiя
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представлена у працях [47] та [76].

Ми зупинимось на наближеннi лише деяких параметрiв системи (1.11), а
саме на розмiрностi P та вiдповiдних матрицях C та A. Визначення цих пара-
метрiв базується на спостереженнi, що послiдовнiсть матриць автоковарiацiй
u може бути представлена у виглядi

Ru,n = E(un+ku
∗
n) = CAn−1G (1.12)

для усiх n ≥ 1, де матрицi (A,C,G) однозначно визначеннi, з точнiстю до
подiбних перетворень, звiдки випливає, що матрицi C та A, що вiдповiдають
мiнiмальнiй реалiзацiї визначаються однозначно (з точнiстю до подiбностi).
Бiльш того, якщо ми визначимо матрицю автоковарiацiй RL

f |p,u мiж минулим
та майбутнiм часового ряду u

RL
f |p,u = E




un+L

un+L+1
...

un+2L−1

 (u∗n, u
∗
n+1, . . . , u

∗
n+L−1)


виявляється, що матриця RL

f |p,u також представляється як

R
(L)
f |p,u = O(L) C(L), (1.13)

де матриця O(L), розмiрнiстю ML× P , є матрицею "спостереження"

O(L) =


C

CA
...

CAL−1

 , (1.14)

та матриця C(L), розмiрнiстю P ×ML, вiдома як матриця "керування"

C(L) =
(
AL−1G,AL−2G, . . . , G

)
. (1.15)

Якщо ми виберемо L ≥ P , тодi ранг матрицi R(L)
f |p,u залишається рiвним P ,

та будь яке мiнiмальне розкладання за рангом матрицi R(L)
f |p,u може бути за-

писано як (1.13) для деякої трiйки (A,C,G). Зокрема, якщо R(L)
f |p,u = ΘΓΘ̃∗ –
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це сингулярне розкладання, тодi матриця ΘΓ1/2 спiвпадає iз матрицею спо-
стереження O(L) пари (C,A). I матрицi C та A можуть бути безпосередньо
отриманi з вiдомої особливої структури матрицi O(L). З цього випливає, що
матрицi автоковарiацiй послiдовностi u дають змогу легко оцiнити такi па-
раметри, як P , C та A. Ранiше ми зауважили, що у той час, як матрицi C та
A визначаються, по сутi, єдиним чином, пар матриць (B,D), якi задовольня-
ють (1.11), iснує декiлька можливих. Бiльш детально з цiєю темою можливо
ознайомитись у таких працях, як [47] або [76].

Оскiльки послiдовнiсть (yn)n∈Z у (1.10) некорельована, матриця Rv,n =

E(vn+kv
∗
k) спiвпадає з Ru,n для усiх n ≥ 1. Отже, P i матрицi C та A досi мо-

жуть бути знайденi з послiдовностi матриць автоковарiацiй векторiв vn, якi є
"шумними" версiями векторiв un. Тим не менш, на практицi, сама послiдов-
нiсть автоковарiацiй (Rv,n)n≥1 невiдома, що робить необхiдним оцiнку P та
(C,A) з лише наявних N зразкiв v1 = u1 + y1, v2 = u2 + y2, . . . , vN = uN + yN .
Для цього спершу необхiдно оцiнити P як число показових сингулярних зна-
чень емпiричного наближення R̂L

f |p,v справжньої матрицi RL
f |p,v = RL

f |p,u, яка
визначається наступним чином

R̂L
f |p,v =

Vf,NV
∗
p,N

N
,

де матрицi Vf,N (майбутнє) та Vp,N (минуле) задаються як

V (L)
p =



v1 v2 . . . vN−1 vN

v2 v3 . . . vN vN+1
... ... ... ... ...
... ... ... ... ...
vL vL+1 . . . vN+L−2 vN+L−1


та

V
(L)
f =



vL+1 vL+2 . . . vN−1+L vN+L

vL+2 vL+3 . . . vN+L vN+L+1
... ... ... ... ...
... ... ... ... ...
v2L v2L+1 . . . vN+2L−2 vN+2L−1


.
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Далi, для того, щоб знайти наближення матриць A,C ми позначимо P най-
бiльших сингулярних значень матрицi R̂(L)

f |p,v та їх вiдповiдних лiвих сингу-
лярних векторiв через (γ̂p)p=1,...,P та Θ̂ = (θ̂1, . . . , θ̂P ), та побудуємо P × P

дiагональну матрицю Γ̂ з елементами (γ̂p)p=1,...,P на головнiй дiагоналi, тодi
ML×P матриця Ô(L) = Θ̂Γ̂1/2 є наближенням матрицi "спостереження" O(L).
Одержана матриця Ô(L) може не мати таку ж саму структуру, як справжня
матриця спостереження, але матрицю A досi можливо оцiнити, знайшовши
мiнiмум квадратичної функцiї∥∥∥Ô(L)

downA− Ô
(L)
up

∥∥∥ ,
де оператор "down"(вiдповiдно "up") прибирає останнi (вiдповiдно першi) M
рядкiв ML×P матрицi Ô(L). Цей метод дає слушну оцiнку для P,C,A у ви-
падку, коли N → +∞ у той час як параметри M , L та P зафiксованi. Бiльш
детальний аналiз та опис методу може бути знайдений у [20].

Проблема полягає у тому, що якщо розмiрнiсть спостережень (M) вели-
ка та обсяг вибiрки N не може бути значно бiльший за M , у такому разi
спiввiдношення ML/N не буде достатньо малим, щоб описана схема була
надiйною. Таким чином, доречно дослiдити поведiнку наведених оцiнок при
асимптотичному режимi, коли M та N прямують до +∞ так, що ML

N пря-
мує до ненульової константи. У цьому випадку усiчений сингулярний розклад
матрицi R̂(L)

f |p,v не дає вiрну оцiнку матрицi спостереження O, тому доречно
почати з вивчення найбiльших сингулярних значень та вiдповiдних сингуляр-
них векторiв матрицi R̂(L)

f |p,v коли M та N прямують до +∞ та знайти зв’язок
з матрицею O(L).

На жаль, ця задача занадто складна, якщо не робити додатковi припу-
щення для u. У минулому, у багатьох роботах розглядалися багатовимiрнi
схеми статистичних висновкiв, що засновуються на власних значеннях та
власних векторах емпiричної матрицi коварiацiй спостережень (див., напри-
клад, [58], [56], [59], [33], [77], [78], [22], [75]) коли корисний сигнал належить
невипадковому простору малої розмiрностi. Результати, що заснованi на ме-
тодах кiнцевого збурення (див., наприклад, [11] [12], [64]), дають змогу ви-
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рiшення багатьох питань у статистицi за допомогою теорiї багатовимiрних
випадкових матриць. Тим не менш, для того, щоб отримати будь-якi резуль-
тати (наприклад наближення P,A,C) для спостережень с сигналом u малого
рангу, першим кроком буде дослiдити поведiнку системи, коли корисний си-
гнал вiдсутнiй.

Таким чином, у Главах 2, 3 цiєї роботи ми вивчаємо асимптотику син-
гулярних значень матрицi автоковарiацiй Wf,NW

∗
p,N = N−1Yf,NY

∗
p,N , або, що

еквiвалентно, квадратнi коренi власних значень матрицiWf,NW
∗
p,NWp,NW

∗
f,N .

Отриманi результати можливо використати для оцiнки найбiльшого сингу-
лярного значення та вiдповiдного лiвого сингулярного вектора у випадку
присутнього корисного сигналу та розробити метод наближення для P,C,A.

Багатовимiрнi матрицi автоковарiацiй вивчалися набагато менше, нiж ба-
гатовимiрнi матрицi коварiацiй. У роботi B. Jin, C. Wang, Z.D. Bai, K.K. Nair,
M. Harding [39] було дослiджено асимптотичну поведiнку розподiлу власних
значень ермiтової матрицi R̂τ + R̂∗τ , де

R̂τ =
1

N

N∑
n=1

xn+τx
∗
n

i (xn)n∈Z є послiдовнiстю M -вимiрних однаково розподiлених незалежних ве-
кторiв, бiльш того виконується E(xnx

∗
n) = I. У роботi доведено, що емпiри-

чний розподiл власних значень матриць R̂τ + R̂∗τ прямує до деякої границi,
що не залежить вiд τ ≥ 1. Також було знайдено рiвняння третього порядку
для перетворення Стiлтьєса граничного розподiлу. Розв’язавши це рiвняння
автори отримали явний вираз для щiльностi граничного розподiлу. H. Liu, A.
Aue, D. Paul [48] поширив цi результати на випадок, де (xn)n∈Z є лiнiйним
процесом xn =

∑+∞
l=0 Alzn−lб i (zn)n∈Z – незалежнi, однаково розподiленi та

матрицi (Al)l≥0 спiльно дiагоналiзовнi. Граничний розподiл власних значень
було описано за допомогою його перетворення Стiлтьєса. Доведення заснову-
ється на спостереженнi, що у Гауссовому випадку корельованi вектори (xn)n∈Z

можна замiнити незалежними, використовуючи стандартну схему декореля-
цiї. Пiсля цього результат узагальнили на випадок не Гауссових величин за
допомогою принципу Лiндберга.

M. Bhattachargee, A. Bose [9] (див. також [10]) довели iснування гранично-
го розподiлу будь-якого симетричного полiному вiд (R̂τ , R̂

∗
τ)τ∈T для кiнцевої
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множини T . Для цього вони застосовували метод моментiв у випадку, ко-
ли x є лiнiйним не Гауссовим процесом. Z. Li, G. Pan, J. Yao [45] дослiдили
поведiнку асимптотичну поведiнку R̂τ R̂

∗
τ у випадку, коли (xn)n∈Z є послi-

довнiстю M -вимiрним незалежних однаково розподiлених векторiв з незале-
жними елементами. З допомогою метода кiнцевих збурень було доведено, що
iснує граничний розподiл власних значень та його перетворення Стiлтьєса є
розв’язком рiвняння 3 порядку. Аналогiчно з [39], це дозволило знайти вираз
для щiльностi граничного розподiлу. Також, застосовуючи комбiнаторний ме-
тод, у [45] доведено, що усi власнi значення матрицi R̂τ R̂

∗
τ знаходяться у околi

носiя граничного розподiлу.
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Роздiл 2

Асимптотична поведiнка
нормованої рахуючої мiри
ν̂N

У цьому та наступному роздiлах ми вивчаємо розподiл сингулярних зна-
чень емпiричної матрицi автоковарiацiй у випадку, коли корисний сигнал
вiдсутнiй, тобто vn = yn – гауссiвський вектор з нульовим математичним
сподiванням та матицею коварiацiй – RN . Позначимо

Wp,N =
1√
N
Yp,N =

1√
N



y1 y2 . . . yN−1 yN

y2 y3 . . . yN yN+1
... ... ... ... ...
... ... ... ... ...
yL yL+1 . . . yN+L−2 yN+L−1


(2.1)

та

Wf,N =
1√
N
Yf,N =

1√
N



yL+1 yL+2 . . . yN−1+L yN+L

yL+2 yL+3 . . . yN+L yN+L+1
... ... ... ... ...
... ... ... ... ...
y2L y2L+1 . . . yN+2L−2 yN+2L−1


. (2.2)

Тодi емпiрична матриця автоковарiацiй часового ряду yn визначається як
R̂

(L)
f |p,v = Wf,NW

∗
p,N , як вже було згадано, замiсть вивчення сингулярних зна-
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чень матрицi R̂(L)
f |p,v, ми краще будемо розглядати їх квадрати, або власнi

значення матрицi R̂(L)
f |p,v(R̂

(L)
f |p,v)

∗ = Wf,NW
∗
p,NWp,NW

∗
f,N .

У цьому роздiлi ми знайдемо невипадкову мiру νN яка має таку ж асим-
птотичну поведiнку, що i емпiричний розподiл власних значень матрицi
Wf,NW

∗
p,NWp,NW

∗
f,N . У подальшому ми розглядаємо режим з фiксованим па-

раметром L, де M i N прямують до +∞ при цьому

cN =
ML

N
→ c∗, c∗ > 0. (2.3)

Саме цей режим буде матися на увазi пiд N → +∞, тобто M розцiнюється
як число M = M(N), що залежить вiд N . Таким чином, матрицi, якi були
описанi вище, залежать вiд N та будуть позначатися RN , Yf,N , Yp,N , . . .. Але
для полегшення позначень ми iнодi можемо знехтувати залежнiстю вiд N .
Головним результатом цього роздiлу є наступна теорема:

Теорема 2.1. Для усiх z ∈ C+, рiвняння

tN(z) =
1

M
TrRN

(
−z
(
IM +

cN tN(z)

1− z(cN tN(z))2
RN

))−1

має єдиний розв’язок. Бiльш того, функцiя

sN(z) =
1

M
Tr

(
−z
(
IM +

cN tN(z)

1− z(cN tN(z))2
RN

))−1

є перетворенням Стiлтьєса деякої мiри νN , для якої справедливо ν̂N−νN →
0 слабко майже напевно для N → +∞.

Нагадаємо, що резольвента QN(z) матрицi Wf,NW
∗
p,NWp,NW

∗
f,N визначає-

ться як
QN(z) =

(
Wf,NW

∗
p,NWp,NW

∗
f,N − zIML

)−1
. (2.4)

Оскiльки елементи матрицi Wf,NW
∗
p,NWp,NW

∗
f,N є функцiями четвертого по-

рядку вiд елементiв векторiв y1, . . . , yN+2L−1, ми застосуємо так званий “лiнеа-
ризацiйний трюк”, тобто замiсть резольвентиQN(z) матрицiWf,NW

∗
p,NWp,NW

∗
f,N

ми будемо розглядати резольвенту QN(z) нової ермiтової матрицi розмiрнi-
стю 2ML× 2ML:

MN =

(
0 Wf,NW

∗
p,N

Wp,NW
∗
f,N 0

)
.
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Добре вiдомо, що з допомогою формули обернення блочних матриць, матриця
QN(z) може бути виражена як

QN(z) =

(
zQN(z2) QN(z2)Wf,NW

∗
p,N

Wp,NW
∗
f,NQN(z2) zQ̃N(z2)

)
, (2.5)

де Q̃N(z)– це резольвента матрицi Wp,NW
∗
f,NWf,NW

∗
p,N . Як ми побачимо, мо-

жливо оцiнити асимптотичну поведiнку QN(z), використовуючи нерiвнiсть
Пуанкаре-Неша i формулу iнтегрування частинами ( Пропозицiї 1.4 та 1.3).
Таким чином, з асимптотичної поведiнки QN(z) та формули (2.5) ми отри-
маємо вiдповiднi результати i для QN(z).

У подальшому, усi матрицi G розмiром 2ML× 2ML будуть записуватися
як

G =

(
Gpp Gpf

Gfp Gff

)
,

де 4 матрицi (Gij)i,j∈p,f мають розмiрнiсть ML × ML. Iнодi блоки будуть
позначатися через G(pp), G(pf), ....

Позначимо через WN матрицю розмiром 2ML×N , що визначається як

WN =

(
Wp,N

Wf,N

)
. (2.6)

Її елементи (Wm
i,j)i≤2L,j≤N,m≤M задовольняють

E{Wm
i,jW

m′

i′,j′} =
1

N
Rmm′,Nδi+j,i′+j′,

деWm
i,j представляє елемент, що належить стовпцю j та рядку (m+M(i−1))

для усiх 1 ≤ m ≤ M , 1 ≤ i ≤ 2L та 1 ≤ j ≤ N . Аналогiчно, Qm1m2

i1i2
, де

1 ≤ m1,m2 ≤M та 1 ≤ i1, i2 ≤ 2L, позначає елемент (m1 +M(i1− 1)), (m2 +

M(i2 − 1)) матрицi Q. Для усiх j = 1, . . . , N , вектори {wj}Nj=1, {wp,j}Nj=1 та
{wf,j}Nj=1 є стовпцями матриць W,Wp та Wf вiдповiдно. Для усiх 1 ≤ i ≤ 2L

та 1 ≤ m ≤ M , вектор fmi представляє вектор канонiчного базису простору
C2ML з 1 на позицiї m + (i − 1)M та and нулями на усiх iнших мiстах. Для
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спрощення позначень у випадку, якщо i ≤ L, вектор fmi може також пред-
ставляти вектор канонiчного базису простора CML, з 1 на позицiїm+(i−1)M

та нулями на усiх iнших мiстах. Вектор ej з 1 ≤ j ≤ N представляє j –й ве-
ктор канонiчного базису простору CN . Також, для будь-якого натурального
числа k, Jk вiдповiдає k × k "shift" матрицi, визначеної як

(Jk)ij = δj−i,1 (2.7)

Для спрощення позначень, матриця J∗k буде позначатися як J−1
k , незважаючи

на те, що матриця Jk вироджена.

У подальшому κ буде позначати загальну константу, що не залежить
вiд M , N та комплексної величини z, та чиє значення може змiнювати-
ся упродовж обчислень. Хороший полiном P (z) це полiном, чия степiнь та
коефiцiєнти не залежать вiд M , N та z. Нарештi, ми будемо говорити, що
fN(z) = Oz(αN) якщо z належить областi Ω ∈ C та iснує два хороших по-
лiнома P1 та P2 таких, що fN(z) ≤ αNP1(|z|)P2(

1
|Imz|) для усiх z ∈ Ω. Якщо

Ω = C+, ми будемо писати тiльки fN(z) = Oz(αN), не згадуючи область.
Зауважимо, що якщо полiноми P1, P2 та Q1, Q2 хорошi, тодi P1(|z|)P2(

1
|Imz|)+

Q1(|z|)Q2(
1
|Imz|) ≤ (P1 + Q1)(|z|)(P2 + Q2)(

1
|Imz|), з чого випливає, що якщо

функцiї f1 та f2 є Oz(α), тодi їх сума f1(z) + f2(z) = Oz(α).

Важливим припущенням для iснування асимптотичної еквiваленти є обме-
женiсть матрицi коварiацiй:

Припущення 2.1. Послiдовнiсть матриць коварiацiй (RN)N≥1 векторiв
(yn)n=1,...,N розмiрнiстю M має задовольняти

a I ≤ RN < b I

для усiх N , де a > 0 та b > 0 хорошi константи.

Позначимо λ1,N ≥ λ2,N ≥ . . . ≥ λM,N власнi значення матрицi RN , якi
розташованi у порядки зменшення та f1,N , . . . , fM,N – їх вiдповiднi власнi ве-
ктори. Iншим чином, Припущення 2.1 може бути записано як λM,N ≥ a та
λ1,N ≤ b для усiх N .
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Власнi значення та власнi вектори матрицi Wf,NW
∗
p,NWp,NW

∗
f,N ми позна-

чимо вiдповiдно через λ̂1,N ≥ . . . ≥ λ̂M,N та f̂1,N , . . . , f̂M,N .

2.1 Використання нерiвностi Пуанкаре-Неша.

У цьому пiдроздiлi доведено з використанням Нерiвностi Пуанкаре-Неша
деякi кориснi результати з обмеження дисперсiї деяких функцiоналiв резоль-
венти QN(z). Тим не менш для початку необхiдно довести, що моменти ве-
личини ‖WN‖ кiнцевi.

Лема 2.1. Для усiх l ∈ N маємо supN≥1 E{‖WN‖2l} < +∞.

Доведення. На початку зауважимо, що оскiльки (yn)n≥1 незалежнi одна-
ково розподiленнi Гауссовi вектори, iснують незалежнi однаково розподiленнi
(Nc(0, IM)) вектори (yiid,n)n≥1 такi, що E(yiid,ny

∗
iid,n) = IM та задовольняють

yn = R
1/2
N yiid,n. Звiдси ми отримуємо, що блокова 2ML×N матриця Ханкеля

Wiid,N , яка побудована аналогiчно доWN , але з векторiв (yn,iid)n≥1, задоволь-
няє

WN =


R

1/2
N

. . .

R
1/2
N

Wiid,N . (2.8)

Оскiльки, згiдно з Припущенням 2.1, нормаRN рiвномiрно обмежена при зро-
станнi N , твердження леми еквiвалентно до supN E{‖Wiid‖2l} < +∞. В працi
[49] доведено, що емпiричний розподiл власних значень матрицi Wiid,NW

∗
iid,N

збiгається до розподiлу Марченко-Пастура та її мiнiмальне додатне та ма-
ксимальне (що також дорiвнює до ‖Wiid,N‖2) власнi значення вiдповiдно збi-
гаються майже напевно до (1 − √c∗)2 та (1 +

√
c∗)

2. Виразимо E{‖Wiid‖2l}
як

E{‖Wiid‖2l} = E{‖Wiid‖2l1‖Wiid‖2≤(1+
√
c∗)2+δ}+ E{‖Wiid‖2l1‖Wiid‖2>(1+

√
c∗)2+δ}

≤ κ+ E{‖Wiid‖2l
F1‖Wiid‖2>(1+

√
c∗)2+δ} ≤ κ+ E{‖Wiid‖4l

F }1/2E{1‖Wiid‖2>(1+
√
c∗)2+δ}1/2,

де δ > 0 – деяка хороша константа. Оскiльки E{‖Wi.i.d.‖4l
F } = O(N 2l), до-

статньо довести, що E{1‖Wiid‖2>(1+
√
c∗)2+δ} менша за будь-яку степiнь N−1.
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Розглянемо гладку функцiю φ0, визначену на R наступним чином

φ0(λ) =

1, for λ ∈ [−∞, −δ] ∪ [(1 +
√
c∗)

2 + δ, +∞],

0, for λ ∈ [−δ/2, (1 +
√
c∗)

2 + δ/2]

та φ0(λ) ∈ (0, 1) для iнших λ. Тодi,

E{1‖Wiid‖2>(1+
√
c∗)2+δ} = E{1λmax(WiidW ∗iid)>(1+

√
c∗)2+δ} ≤ P[Trφ0(WiidW

∗
iid) ≥ 1]

≤ E{Trφ0(WiidW
∗
iid)

2k}

виконується для усiх k ∈ N. Щоб завершити доведення нам знадобиться
наступна лема.

Лема 2.2. Для будь-якої гладкої функцiї φ, для якої φ(λ) = 0 на λ ∈
[−δ/2, (1 +

√
c∗)

2 + δ/2] та φ(λ) незмiнна на iнтервалi [−∞, −δ] ∪ [(1 +
√
c∗)

2 + δ, +∞], виконується ∀k ∈ N, E
{

(Trφ(WiidW
∗
iid))

2k
}
≤ κ

N 2k
.

Доведення. Ми будемо доводити цю Лему методом математичної iнду-
кцiї. Спершу розглянемо випадок k = 1. Для зручностi ми будемо писати W
замiсть Wiid упродовж доведення. Тут i далi сума береться по усiм можли-
вим значенням iндексiв, якщо не зауважено iншого. Застосовуючи нерiвнiсть
Пуанкаре-Неша (1.8), маємо

Var{Trφ(WW ∗)} ≤
∑

E

{(
∂Trφ(WW ∗)

∂W
m1

i1,j1

)∗
E{Wm1

i1,j1
W

m2

i2,j2
}∂Trφ(WW ∗)

∂W
m2

i2,j2

}

+
∑

E

{
∂Trφ(WW ∗)

∂Wm1

i1,j1

E{Wm1

i1,j1
W

m2

i2,j2
}

(
∂Trφ(WW ∗)

∂Wm2

i2,j2

)∗}
. (2.9)

Ми позначимо перший доданок правої частини (2.9) через ψ та будемо оцiню-
вати лише його, оскiльки другий оцiнюється аналогiчно. Для цього спершу
зауважимо, що

∂Trφ(WW ∗)

∂W
m1

i1,j1

= Tr

(
φ′(WW ∗)

∂WW ∗

∂W
m1

i1,j1

)
= (φ′(WW ∗)W )

m1

i1,j1
.

Пiдставивши цей вираз у (2.9), ми маємо

ψ =
∑ 1

N
E
{

(φ′(WW ∗)W )
∗m1

j1,i1
δm1,m2

δi1+j1,i2+j2 (φ′(WW ∗)W )
m2

i2,j2

}
.
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Позначимо l = i1 − i2, тодi нескладно перевiрити, що ψ записується як

ψ =
1

N

L−1∑
l=−(L−1)

E{Tr (φ′(WW ∗)W )
∗

(J lL ⊗ IM) (φ′(WW ∗)W ) J lN}, (2.10)

де матриця JL визначена у (2.7). Для будь-яких матриць A та B розмiрнiстю
ML × N , нерiвнiсть Шварца та нерiвнiсть мiж середнiм арифметичнiм та
геометричнiм дає∣∣∣∣ 1

N
TrA∗(J∗uL ⊗ IM)BJ∗uN

∣∣∣∣ ≤ 1

2N
TrA∗(J∗uL J

u
L ⊗ IM)A+

1

2N
TrB∗J∗uN J

u
NB.

Таким чином, оскiльки J∗uL J
u
L ⊗ IM ≤ IML та J∗uN J

u
N ≤ IN∣∣∣∣ 1

ML
TrA∗(J∗uL ⊗ IM)BJ∗uN

∣∣∣∣ ≤ κ

N
(TrA∗A+ TrB∗B). (2.11)

Покладемо A = B = φ′(WW ∗)W , тодi беручи до уваги (2.9) та (2.10), ми
отримаємо

Var{Trφ(WW ∗)} ≤ κ

N
E
{

Tr (φ′(WW ∗))
2
WW ∗

}
. (2.12)

Тепер розглянемо функцiю η(λ) = (φ′(λ))2λ. Зрозумiло, що η(λ) є гладкою
функцiєю з компактним носiєм. Таким чином (див. наприклад [49]) ми маємо

E
{

1

ML
Tr
(
(φ′(WW ∗))2WW ∗)} =

∫
SN
η(λ)dµMP,N(λ) +O

(
1

N 2

)
,

де µMP,N – мiра, що вiдповiдає розподiлу Марченко-Пастура с параметра-
ми (1, cN), та з вiдповiдним носiєм SMP,N ⊂ [0, (1 +

√
cN)2]. Зрозумiло, що

для достатньо великих N носiй функцiї φ′ та SMP,N не перетинаються, тому∫
SN η(λ)dµMP,N(λ) = 0. З чого ми отримуємо, що

E
{

1

ML
Tr
(
(φ′(WW ∗))2WW ∗)} = O

(
1

N 2

)
.

Поєднуючи цю оцiнку з (2.12), приходимо до висновку, що Var{Trφ(WW ∗)} =

O
(
N−2

)
. Нарештi, щоб закiнчити з випадком k = 1, ми розписуємо

E{(Trφ(WW ∗))2} як E{(Trφ(WW ∗))2} = Var{Trφ(WW ∗)}+E{Trφ(WW ∗)}2.
Результат з [49, Lemma 10.1] дає E{Trφ(WW ∗)} = O(N−1), що завершує до-
ведення для k = 1.
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Тепер ми вважаємо, що для усiх n ≤ k маємо E{(Trφ(WW ∗))2n} = O(N−2n)

та доведемо, що це виконується i для n = k+ 1. Аналогiчно з попереднiм ви-
падком ми записуємо

E{(Trφ(WW ∗))2(k+1)} = Var{(Trφ(WW ∗))k+1}+
(
E{(Trφ(WW ∗))k+1}

)2

.

(2.13)

Щоб оцiнити другий доданок правої частини (2.13) ми використовуємо нерiв-
нiсть Шварца та припущення iндукцiї

E{(Trφ(WW ∗))k+1} ≤
(
E{(Trφ(WW ∗))2k}E{(Trφ(WW ∗))2}

)1/2

= O
(

1

Nk+1

)
.

(2.14)

Для оцiнки першого доданку правої частини (2.13) ми наслiдуємо схему до-
ведення для випадку k = 1. А саме, нерiвнiсть Гельдера дає

Var{(Trφ(WW ∗))k+1} ≤ κ

N
E
{

(Trφ(WW ∗))2k+2
} k

k+1 ×

E
{(

Tr(φ′(WW ∗)2WW ∗)
)k+1

} 1
k+1

. (2.15)

Легко помiтити, що функцiя η(λ) = φ′(λ)2λ задовольняє умовам iндукцiї,
тому згiдно з (2.14) також маємо E

{
(Tr(φ′(WW ∗)2WW ∗))k+1

}
= O(Nk+1).

Це у поєднанi з (2.15) дає

Var{(Trφ(WW ∗))k+1} ≤ κ

N 2
E
{

(Trφ(WW ∗))2k+2
} k

k+1

.

Беручи до уваги також (2.14) та (2.13), ми одразу отримуємо

E{(Trφ(WW ∗))2k+2} ≤ κ1

N 2
E{(Trφ(WW ∗))2k+2}

k
k+1 +

κ2

N 2k+2
. (2.16)

Нарештi, покладемо zk,N = N 2k+2 E{(Trφ(WW ∗))2k+2}. Тодi останнiй вираз
(2.16) можна переписати як

zk,N ≤ κ1 (zk,N)k/(k+1) + κ2.

З цiєї нерiвностi випливає, що послiдовнiсть (zk,N)N≥1 обмежена, або еквiва-
лентно, що E{(Trφ(WW ∗))2k+2} ≤ κ

N2k+2 , що i треба було довести. �
Легко побачити, що це також завершує доведення Леми 2.1. �

У наступнiй лемi ми доведемо оцiнки дисперсiї деяких корисних виразiв
резольвенти QN(z).
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Лема 2.3. Нехай (FN)N≥1, (GN)N≥1 – послiдовностi невипадкових матриць
розмiрностi 2ML × 2ML та (HN)N≥1 – послiдовнiсть невипадкових ма-
триць розмiрностi N×N такi, що max{supN ‖FN‖, supN ‖GN‖, supN ‖HN‖} ≤
κ, також розглянемо 2ML–вимiрнi вектори (a1,N)N≥1, (a2,N)N≥1, для яких
supN‖ai,N‖ ≤ κ для i = 1, 2. Тодi, для усiх z ∈ C+ виконуються нерiвностi

Var

{
1

ML
TrFQ

}
≤ C(z)κ2

N 2
, (2.17)

Var

{
1

ML
TrFQGWHW ∗

}
≤ C(z)κ6

N 2
., (2.18)

Var {a∗1Qa2} ≤
C(z)κ4

N
, (2.19)

де C(z) може бути записано як C(z) = P1(|z|)P2

(
1

Imz

)
для деяких хороших

полiномiв P1 та P2.

Доведення. На початку доведемо (2.17), для цього покладемо ξ = 1
MLTrFQ.

Нерiвнiсть Пуанкаре-Неша дає

Var{ξ} ≤
∑

i1,j1,m1
i2,j2,m2

E

{(
∂ξ

∂W
m1

i1,j1

)∗
E{Wm1

i1,j1
W

m2

i2,j2
} ∂ξ

∂W
m2

i2,j2

}

+
∑

i1,j1,m1
i2,j2,m2

E

{
∂ξ

∂Wm1

i1,j1

E{Wm1

i1,j1
W

m2

i2,j2
}

(
∂ξ

∂Wm2

i2,j2

)∗}
.

Як i у попередньому доведенi, ми позначимо перший доданок правої части-
ни нерiвностi через φ, та будемо оцiнювати лише його. Для цього необхiдно
виразити часткову похiдну Q по комплексно спряженим елементам W . По-
кладемо Πpf =

(
0 IML
0 0

)
and Πfp =

(
0 0

IML 0

)
(розмiрнiстю 2ML× 2ML). Пiсля

нескладних обчислень ми отримаємо

∂Q

∂W
m
i,j

= −Q ( wj,f0 ) (fmi+L)TQ 1i≤L −Q
(

0
wj,p

)
(fmi−L)TQ 1i>L

= −QΠpfWej (fmi )TΠpfQ−QΠfpWej (fmi )TΠfpQ. (2.20)

З чого миттєво випливає

∂ξ

∂W
m1

i1,j1

= − 1

ML

(
ΠpfQFQΠpfW + ΠfpQFQΠfpW

)m1

i1,j1
.
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Нагадаємо, що E{Wm1

i1,j1
W

m2

i2,j2
} = 1

NRm1m2
δi1+j1,i2+j2, тодi φ має вигляд

φ =
1

N(ML)2

∑
i1,j1,m1
i2,j2,m2

(ej1)
T (ΠpfQFQΠpfW + ΠfpQFQΠfpW )∗fm1

i1
Rm1m2

× δi1+j1,i2+j2(f
m2

i2
)T (ΠpfQFQΠpfW + ΠfpQFQΠfpW )ej2.

Покладемо u = i1 − i2 та зауважимо, що
∑

m1,m2,i1−i2=u fm1

i1
Rm1m2

(fm2

i2
)T =

J∗uL ⊗R та
∑

j2−j1=u ej2e
T
j1

= J∗uN . Тому φ може бути записано як

φ =
1

MLN
E
{ L−1∑
u=−(L−1)

1

ML
Tr(ΠpfQFQΠpfW + ΠfpQFQΠfpW )∗(J∗uL ⊗R)

× (ΠpfQFQΠpfW + ΠfpQFQΠfpW )J∗uN

}
. (2.21)

Кожний доданок цiєї суми по iндексу u насправдi має вигляд
1

ML
TrA∗(IL ⊗

R1/2)(J∗uL ⊗ I)(IL⊗R1/2)AJ∗uN , для вiдповiдної ML×N матрицi A. Оскiльки
‖R‖ обмежена хорошою константою b (див. Припущення 2.1), з (2.11) та (2.21)
випливає, що достатньо оцiнити 1

MLE{TrA∗A}. Використовуючи нерiвнiсть
Шварца, ми негайно отримуємо, що

E{TrA∗A} ≤ 2E{Tr ((ΠpfQFQΠpfW )∗ΠpfQFQΠpfW )}

+ 2E{Tr ((ΠfpQFQΠfpW )∗ΠfpQFQΠfpW )}. (2.22)

Оскiльки (ΠpfQFQΠpf)
∗ΠpfQFQΠpf ≤ ‖Q‖4‖F‖2 I та ‖Q‖ ≤ 1

Imz , маємо

1

ML
E{Tr ((ΠpfQFQΠpfW )∗ΠpfQFQΠpfW )}

≤ 1

(Imz)4
‖F‖2 1

ML
E{TrW ∗W} ≤ 1

(Imz)4
‖F‖2 E(‖W‖2).

Таким чином Лема 2.1 тягне за собою

1

ML
E{Tr ((ΠpfQFQΠpfW )∗ΠpfQFQΠpfW )} ≤ κ2P

(
1

Imz

)
,

для деякого хорошого полiному P . Доданок
1
MLE{Tr (ΠfpQFQΠfpW

∗ΠfpQFQΠfpW )} ми можемо оцiнити аналогiчно. От-
же, (2.21) дає φ ≤ κ2 1

N2P
(

1
Imz

)
. Що доводить (2.17).

Для того, щоб довести (2.18) необхiдно також використовувати нерiвнiсть
Пуанкаре-Неша, але цього разу для функцiї ξ = 1

MLTrFQGWHW ∗. Пiсля
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нескладних обчислень ми отримуємо, що дисперсiя ξ обмежена зверху насту-
пним виразом

κ1

N 2

( 1

ML
Tr(FQGWH)∗(FQGWH)+

1

ML
Tr(FQWH)∗(FQWH) + η1 + η2

)
, (2.23)

де κ1 деяка хороша константа та η1, η2 визначаються як

η1 =
1

ML
Tr(ΠpfQGWHW ∗FQΠpfW )∗(ΠpfQGWHW ∗FQΠpfW ) (2.24)

η2 =
1

ML
Tr(ΠfpQGWHW ∗FQΠfpW )∗(ΠfpQGWHW ∗FQΠfpW ).

Використовуючи Лему 2.1 та факт, що QQ∗ ≤ 1
Im2z

I, ми негайно отримуємо
(2.18).

Неважко помiтити, що (2.19) є наслiдком (2.17), оскiльки a∗1Qa2 = TrQa2a
∗
1 =

TrQF для F = a2a
∗
1. Таким чином, Лема 2.3 доведена. �

Наступний результат є наслiдком Леми 2.3 та особливостi будови матрицi
Q(z) (див. (2.5)).

Наслiдок 2.1. Нехай (F1,N)N≥1– послiдовнiсть невипадкових матриць роз-
мiрнiстю ML×ML, для яких supN ‖F1,N‖ ≤ κ, та (HN)N≥1– послiдовнiсть
матриць розмiрнiстю N×N , що задовольняють supN ‖HN‖ ≤ 1. Тодi, якщо
Imz2 > 0, виконуються наступнi нерiвностi

Var

{
1

ML
TrF1Qij(z)

}
≤ κ2 1

N 2
P1(|z2|)P2

(
1

Imz2

)
, (2.25)

де i та j належать до {p, f};

Var

{
1

ML
Tr

[
HW ∗Πi1j1

(
F1 0

0 0

)
Q(z)Πi2j2W

]}
≤ κ2 1

N 2
P1(|z2|)P2

(
1

Imz2

)
(2.26)

де i1, j1, i2, j2 також належать до {p, f}, але i1 6= j1 та i2 6= j2.

Доведення. Спершу доведемо (2.25) у випадку, коли i = j = p. Позна-

чимо 2ML× 2ML матрицю F =

(
F1 0

0 0

)
та зауважимо, що 1

MLTrF1Qpp(z)
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спiвпадає з ξ = 1
MLTrFQ(z). Повторюючи доведення нерiвностi (2.17), ми

можемо оцiнити праву частину (2.22) бiльш точно, беручи до уваги особливу
побудову F . Легко перевiрити, що

1

ML
E{Tr (ΠpfQFQΠpfW )∗ΠpfQFQΠpfW )}

=
1

ML
E{Tr

(
W ∗

fQ∗ppF
∗
1 Q∗fpQfpF1QppWf

)
}.

Оскiльки Qfp(z) = WpW
∗
fQ(z2), ми отримуємо, що

Q∗fp(z)Qfp(z) = (Q(z2))∗WfW
∗
pWpW

∗
fQ(z2) ≤ ‖W‖4 1

(Imz2)2
I

для Im(z2) > 0. Таким чином, справедлива оцiнка

F ∗1 Q∗fpQfpF1 ≤ κ2‖W‖4 1

(Imz2)2
I,

звiдки випливає, з нерiвнiстю ‖Qpp‖ = ‖zQ(z2)‖ ≤ |z|(Imz2)−1, що

‖W ∗
fQ∗ppF

∗
1 Q∗fpQfpF1QppWf‖ ≤ κ2‖W‖6 |z|2

(Imz2)4

Також з Леми 2.1 негайно маємо

1

ML
E{Tr

(
W ∗

fQ∗ppF
∗
1 Q∗fpQfpF1QppWf

)
} ≤ κ2 κ1|z|2

(Imz2)4
.

де κ1 хороша константа така, що E{‖WN‖6} ≤ κ1 для усiх достатньо великих
N . Аналогiчно ми отримуємо, що

1

ML
E{Tr (ΠfpQFQΠfpW )∗ΠfpQFQΠfpW )} ≤ κ2 κ1|z2|2

(Imz2)4
.

Це у свою чергу доводить (2.25) для i = j = p. Для усiх iнших випадкiв
доведення аналогiчнi, тому ми їх опустимо.

Щоб довести другу частину, а саме (2.26), ми наслiдуємо мiркування (2.18)

для F = Πi1j1

(
F1 0

0 0

)
, G = Πi2j2. Необхiдно перевiрити, що усi 4 доданки,

якi з’являються у (2.23) можуть бути оцiненi виразами виду κ2P1(|z2|)P2(
1

Imz2 )

для деяких хороших полiномiв P1 та P2. Знову, вiдповiднi обчислення дуже
схожi з попереднiми, тому ми не будемо їх тут приводити. �
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2.2 Деякi результати стосовно перетворень Стiл-

тьєса

У цьому пiдроздiлi ми доведемо деякi кориснi результати стосовно пере-
творення Стiлтьєса особливого вигляду. Нагадаємо, що для будь-якої боре-
лiвської множини A на R, пiд SM(A) ми розумiємо множину перетворень
Стiлтьєса усiх M ×M матрично-значних, невiд’ємних та обмежених мiр, ви-
значених на A. Множина S1(A) записується просто, як S(A).

Лема 2.4. Нехай β(z) ∈ S(R+), розглянемо функцiю β(z) = zβ(z2). Тодi
β ∈ S(R). Бiльш того, для будь-якої додатно визначеної матрицi R роз-
мiрнiстю M ×M виконуються наступнi твердження

G(z) =

(
−zIM −

cβ(z)

1− c2β2(z)
R

)−1

∈ SM(R), (2.27)

G(z) =

(
−zIM −

czβ(z)

1− zc2β2(z)
R

)−1

∈ SM(R+) (2.28)

та
G(z) (G(z))∗ ≤ IM

(Imz)2
, G(z) (G(z))∗ ≤ IM

(Imz)2
. (2.29)

Нарештi, матрицi G(z) та G(z) зв’язаннi вiдношенням

G(z) = zG(z2) (2.30)

для усiх z ∈ C+.

Доведення. Нехай τ – мiра, що вiдповiдає перетворенню Стiлтьєса β(z).
Ми почнемо з доведення, що функцiя β(z) також є перетворенням Стiлтьєса.
Спершу зауважимо, що якщо z ∈ C+, тодi z2 ∈ C \ R+. Оскiльки функцiя β
аналiтична на C \ R+, з цього випливає, що β(z) аналiтична на C+. Бiльш
того, легко отримати, що

Imβ(z) = Im

∫
R+

zd τ(λ)

λ− z2
=

∫
R+

Imz(λ+ |z|2)d τ(λ)

|λ− z2|2
> 0, коли Imz > 0.

Для того, щоб оцiнити β(z) для z ∈ C+, запишемо

|β(z)| =
∣∣∣∣∫

R+

zd τ(λ)

λ− z2

∣∣∣∣ ≤ ∫
R+

d τ(λ)∣∣λ
z − z

∣∣ .
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Використовуючи факт, що
∣∣λ
z − z

∣∣ ≥ ∣∣Im(λz − z)
∣∣ ≥ Imz для z ∈ C+ та λ ≥ 0,

маємо
|β(z)| ≤

∫
R+

d τ(λ)

Imz
=
τ(R+)

Imz
,

що у поєднаннi з Пропозицiєю 1.1 дає, що β(z) ∈ S(R).
Щоб довести (2.27), спершу необхiдно показати, що G аналiтична на C+.

Для цього треба спочатку перевiрити, що m(z) = 1−c2β2(z) 6= 0 для z ∈ C+.
Дiйсно, покладемо β(z) = x+iy, де y > 0, тодim(z) = 1−c2 x2+c2 y2−2cxyi.
Якщо x = 0, маємоm(z) = 1+c2y2 > 0, та для x 6= 0 уявна частина Imm(z) =

2xy 6= 0. Далi необхiдно перевiрити, що матриця
(
−zIM −

cβ(z)

1− c2β2(z)
R

)
невироджена на C+. Для цього ми доведемо, що

Im

(
−zIM −

cβ(z)

1− c2β2(z)
R

)
< 0 (2.31)

на C+. Легко перевiрити, що

Im

(
−zIM −

cβ(z)

1− c2β2(z)
R

)
= −Imz IM−

cImβ(z)(1 + c2|β(z)|2)
|1− c2β2(z)|2

R < −Imz IM .

Тому, з нерiвностей Imz > 0 та Imβ(z) > 0 випливає (2.31). Уявна частина
матрицi G(z) дорiвнює

Im(G(z)) = −G(z)Im

(
−zIM −

cβ(z)

1− c2β2(z)
R

)
(G(z))∗

> Imz (G(z) (G(z))∗) > 0. (2.32)

Таким чином, ImG(z) > 0 для z ∈ C+. Нарештi зауважимо, що
limy→+∞−iyG(iy) = IM , з чого випливає, що supy>ε ‖iyG(iy)‖ < +∞ для
усiх ε > 0. Тепер з Пропозицiї 1.1 негайно маємо G ∈ SM(R). Бiльш того,
якщо τG – вiдповiдна M ×M невiд’ємна матрично-значна мiра, (1.3) тягне
за собою, що τG(R) = IM .

Схожим чином ми доведемо аналiтичнiсть G(z) на C+. На початку перевi-
римо, що 1−zc2β2(z) 6= 0 для z ∈ C+, або, що еквiвалентно, |1−zc2β2(z)| 6= 0

для z ∈ C+. Зауважимо, що

|1− zc2β2(z)| = |zβ(z)||c2β(z)− 1

zβ(z)
| > Imz Imβ(z) Im

(
c2β(z)− 1

zβ(z)

)
.

(2.33)
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Оскiльки β ∈ S(R+), легко побачити, що Im
(
c2β(z)− 1

zβ(z)

)
> 0 для z ∈ C+.

Таким чином маємо 1− zc2β2(z) 6= 0 для z ∈ C+.
Наступним кроком, як i ранiше, перевiримо невиродженiсть вiдповiдної

матрицi

Im

(
−zIM −

czβ(z)

1− z(cβ(z))2
R

)
= −Imz IM−Im

(
czβ(z)

1− z(cβ(z))2

)
R < −Imz IM .

(2.34)
Дiйсно, це випливає з факту, що

Im

(
czβ(z)

1− z(cβ(z))2

)
=

c

|1− z(cβ(z))2|2
(
Im(zβ(z)) + |zcβ(z)|2Imβ(z)

)
> 0

для z ∈ C+. Отже, матриця
(
−zIM −

czβ(z)

1− z(cβ(z))2
R

)
невироджена для

z ∈ C+, та G аналiтична на C+. Бiльш того, ми негайно отримуємо

Im(G(z)) = G(z)

(
Imz IM + Im

(
czβ(z)

1− z(cβ(z))2

)
R

)
(G(z))∗ (2.35)

> Imz (G(z)G(z)∗) > 0

Im(zG(z)) = G(z)Im

(
czβ(z)

1− z(cβ(z))2

)
R(G(z))∗ > 0

для z ∈ C+. Як i у попередньому мiркуваннi, limy→+∞−iyG(iy) = IM та
supy>ε ‖iyG(iy)‖ < +∞ для усiх ε > 0. З цього випливає G ∈ SM(R+) та
якщо τG– вiдповiдна M ×M матрично-значна мiра, тодi τG(R+) = IM .

Для доведення останньої частини Леми, а саме нерiвностей (2.29), ми на-
слiдуємо доведення [31, Lemma 3.1]. Бiльш детально, маємо

ImG(z) = Imz

∫
R+

dτG(λ)

|λ− z|2
<
τG(R+)

Imz
=

I

Imz
.

Таким чином, з (2.35) випливає, що (G(z)G(z)∗) ≤ I
(Imz)

2 . Друге твердження
(2.29) доводиться аналогiчно, що завершує доведення леми. �

Лема 2.5. Розглянемо послiдовнiсть (βN)N≥1 елементiв множини S(R+) з
вiдповiдними невiд’ємними мiрами (τN)N≥1. Якщо для усiх N ≥ 1 виконує-
ться

τN(R+) =
1

M
TrRN , (2.36)
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де, нагадаємо, RN = E{yny∗n} – матриця коварiацiй векторiв yn, так само,
як ∫

R+

λ d τN(λ) = cN
1

M
TrRN

1

M
TrR2

N , (2.37)

тодi iснують хорошi константи ω, κ для яких

ImβN(z) ≥ κ Imz

(ω2 + |z|2)
(2.38)

та ∣∣∣1− z (cNβN(z))2
∣∣∣ ≥ κ (Imz)3

(ω2 + |z|2)2
(2.39)

для усiх z ∈ C+ та N ≥ 1. Бiльш того, для функцiї βN(z), яка визначає-
ться, як βN(z) = z βN(z2), виконується

ImβN(z) ≥ κ (Imz)3

(ω2 + |z|4)
(2.40)

та ∣∣∣1− (cNβN(z))2
∣∣∣ ≥ κ (Imz)6

(ω2 + |z|4)2
(2.41)

для усiх z ∈ C+ та N ≥ 1.

Доведення. Почнемо з доведення (2.38). Уявна частина βN(z) задається
як

ImβN(z) = Imz

∫
R+

d τN(λ)

|λ− z|2
.

Для будь-якої ω > 0, маємо∫
R+

d τN(λ)

|λ− z|2
≥
∫ ω

0

d τN(λ)

|λ− z|2
≥ τN([0, ω])

2(λ2 + |z|2)
.

З Припущення 2.1 та (2.37) випливає, що послiдовнiсть (τN)N≥1 щiльна. Це
означає, що для усiх ε > 0 iснує ω > 0 таке, що τN(]ω,+∞[) < ε для усiх N
або, що еквiвалентно, τN([0, ω]) > τN(R+)−ε. Оскiльки τN(R+) = 1

MTr(RN) >

a, оберемо ε = a/2 та отримаємо, що ω задовольняє τN([0, ω]) > a/2 для усiх
N . Це завершує доведення (2.38).

Тепер перевiримо (2.39). Для цього ми будемо використовувати (2.33).
Оскiльки Im

(
1

zβN (z)

)
< 0, ми маємо Im

(
c2
NβN(z)− 1

zβN (z)

)
≥ c2

N ImβN(z).
Таким чином ми отримуємо∣∣∣1− z (cNβN(z))2

∣∣∣ ≥ c2
N Imz (ImβN(z))2 , (2.42)
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оскiльки cN → c∗, починаючи з деякого N0 коефiцiєнт cN можна обмежити
деякою хорошою константою, з чого випливає (2.39).

Нарештi, щоб довести (2.40) та (2.41) ми запишемо βN(z) як

βN(z) = zβN(z2) =

∫
R+

z

λ− z2
d τN(λ)

що негайно дає

ImβN(z) = Imz

∫
R+

λ+ |z|2

|λ− z2|2
d τN(λ) ≥ Imz |z|2

∫
R+

1

|λ− z2|2
d τN(λ)

≥ (Imz)3

∫
R+

1

|λ− z2|2
d τN(λ).

Зауважимо, що для ω > 0 маємо∫
R+

1

|λ− z2|2
d τN(λ) ≥

∫ ω

0

1

|λ− z2|2
d τN(λ) ≥ 1

2(ω2 + |z|4)
τN([0, ω]).

Вище ми обґрунтували, що можливо вибрати ω таким чином, що τN([0, ω]) ≥
a
2 для усiх N . З чого випливає (2.40).

Для доведення останньої частини запишемо |1−c2
Nβ

2
N | = |βN || 1

βN
−c2

NβN |.
Оскiльки ImβN > 0 на C+, маємо∣∣∣∣ 1

βN
− c2

NβN

∣∣∣∣ ≥ ∣∣∣∣Im( 1

βN
− c2

NβN

)∣∣∣∣ ≥ c2
N ImβN .

Використовуючи очевидний факт, що |βN | ≥ ImβN , ми безпосередньо отри-
муємо, що

|1− c2
Nβ

2
N | ≥ c2

N (ImβN)2 ,

з чого, у свою чергу випливає (2.41). �

2.3 Отримання виразу для матрицi E{Q} з ви-

користанням формули iнтегрування части-

нами

Цей пiдроздiл присвячено отриманню рiвняння для E{Q} з використан-
ням формули iнтегрування частинами (див. Пропозицiю 1.3).
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На початку ми наведемо декiлька корисних властивостей E{Q(z)}, якi ви-
пливають з iнварiантних властивостей розподiлу спостережень (yn)n=1,...,N . У
подальшому для k, l ∈ {1, 2, . . . , L}, ми позначимо через Qk,l

pp та Qk,l
ff матрицi

розмiрнiстюM×M , елементи яких визначаються
(
Qk,l
pp

)
m,n

= (Qpp)(k−1)M+m,(l−1)M+n

та
(
Qk,l
ff

)
m,n

= (Qff)(k−1)M+m,(l−1)M+n для усiх m,n ∈ {1, 2, . . . ,M}.

Лема 2.6. Матрицi E{Qpp} та E{Qff} є блочно дiагональними, тобто
E
(
Qk,l
pp

)
= E

(
Qk,l
ff

)
= 0 якщо k 6= l, та

TrE{Qpp}(IL ⊗R) = TrE{Qff}(IL ⊗R), (2.43)

E{Qpf} = E{Qfp} = 0. (2.44)

Доведення. Ми почнемо з доведення (2.44), для цього розглянемо нову
послiдовнiсть векторiв zk = e−ikθyk та побудуємо матрицi Zp, Zf за зразком
матриць Yp та Yf . Зрозумiло, що розподiл ймовiрностей послiдовностi (zn)n∈Z

спiвпадає з розподiлом (yn)n∈Z. У той же час Zp та Zf виражаються як

Zp =


e−iθIM . . . 0

... . . . ...
0 . . . e−LiθIM

Yp


1 . . . 0
... . . . ...
0 . . . e−(N−1)iθ

 ,

Zf = e−Liθ


e−iθIM . . . 0

... . . . ...
0 . . . e−LiθIM

Yf


1 . . . 0
... . . . ...
0 . . . e−(N−1)iθ

 .

З чого легко знаходиться вираз для ZfZ∗pZpZ∗f :

ZfZ
∗
pZpZ

∗
f =


e−iθIM . . . 0

... . . . ...
0 . . . e−LiθIM

YfY
∗
p YpY

∗
f


eiθIM . . . 0

... . . . ...
0 . . . eLiθIM

 .

Далi, аналогiчно з Q визначимо матрицю QZ =
(
−zIML

1
NZfZ

∗
p

1
NZpZ

∗
f −zIML

)−1

та отрима-
ємо негайно, що

E{QZ
pp} =


e−iθIM . . . 0

... . . . ...
0 . . . e−LiθIM

E{Qpp}


eiθIM . . . 0

... . . . ...
0 . . . eLiθIM

 .
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З iншого боку, оскiльки розподiл двох послiдовностей спiвпадає, ми маємо
E{QZ

pp} = E{Qpp}. Це безпосередньо тягне, що будь-який M × M блок
E{Qpp

j,k} має задовольняти

E{Qpp
j,k} = e−jiθE{Qpp

j,k}ekiθ = e(k−j)iθE{Qpp
j,k}.

З цього негайно випливає, що E{Qpp
j,k} = 0 для k 6= j. Аналогiчне мiрку-

вання доводить, що матриця E{Qff} також блочна дiагональна. Бiльш того,
якщо ми проведемо подiбнi мiркування i для E{Qfp}, отримаємо що також
виконується i E{QZ

fp} = E{Qfp} та

E{QZ
fp} = e−Liθ


e−iθIM . . . 0

... . . . ...
0 . . . e−LiθIM

E{Qfp}


eiθIM . . . 0

... . . . ...
0 . . . eLiθIM


Це тягне за собою, що будь-якийM×M блок Qfp

j,k матрицi Qfp задовольняє
E{Qfp

j,k} = e−(L+j−k)iθE{Qfp
j,k}. Оскiльки j − k ∈ {−(L − 1), . . . , L − 1},

це можливо лише, якщо E{Qfp
j,k} = 0, звiдки E{Qfp} = 0. Аналогiчно

E{Qpf} = 0.
Щоб встановити (2.43) ми розглянемо iншу послiдовнiсть, а саме zn =

y−n+N+2L. Як i у попереднiй частинi, розподiл ймовiрностей нової послiдов-
ностi zn не змiнюється та нескладно виразити вiдповiднi матрицi Zp та Zf
через Yp та Yf :

Zf =


0 . . . IM
... ...
IM . . . 0

Yp


0 . . . 1
... ...
1 . . . 0

 ,

Zp =


0 . . . IM
... ...
IM . . . 0

Yf


0 . . . 1
... ...
1 . . . 0

 .

З чого ми отримуємо

E{QZ
pp} =


0 . . . IM
... ...
IM . . . 0

E{Qff}


0 . . . IM
... ...
IM . . . 0

 .
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Оскiльки E{QZ
pp} = E{Qpp}, негайно випливає, що E{Qff

j,j} = E{Qpp
L−j,L−j}

та, як наслiдок, що E{TrQpp(IL ⊗R)} = E{TrQff(IL ⊗R)}. Це завершує до-
ведення леми. �

Тепер ми можемо повернутися до резольвенти Q(z). Використовуючи ре-
зольвентну тотожнiсть (1.5), маємо

zQ(z) = −I2ML + Q(z)M = −I2ML +
N∑
j=1

Q(z)

(
0 wf,jw

∗
p,j

wp,jw
∗
f,j 0

)
. (2.45)

Нагадаємо, що wp,k, wf,j – це стовпчики матриць Wp та Wf вiдповiдно. Ви-
значимо для усiх m1,m2 = 1, . . . ,M , i1 = 1, . . . , 2L та i2 = 1, . . . , L матрицi
Âm1m2

i1i2
розмiрнiстю 2N × 2N наступним чином

(Âm1m2

i1i2
(pf))jk =

(
Q
(

0
wp,j

))m1

i1
(w∗f,k)

m2

i2
,

(Âm1m2

i1i2
(pp))jk =

(
Q
(

0
wp,j

))m1

i1
(w∗p,k)

m2

i2
,

(Âm1m2

i1i2
(ff))jk = (Q ( wf,j0 ))

m1

i1
(w∗f,k)

m2

i2
,

(Âm1m2

i1i2
(fp))jk = (Q ( wf,j0 ))

m1

i1
(w∗p,k)

m2

i2
.

(2.46)

Також позначимо через Am1m2

i1i2
вiдповiдне математичне сподiвання, Am1m2

i1i2
=

E{Âm1m2

i1i2
}. Тодi, з (2.45) випливає

zE{Qm1m2

i1i2
(z)} = −δi1,i2δm1,m2

+ TrAm1m2

i1i2
(pf) + TrAm1m2

i1i2
(fp). (2.47)

У подальшому ми оцiнюємо для усiх i1, i2,m1,m2 елементи матриць Am1m2

i1i2
, з

використанням Гауссових методiв обчислення (1.7) та (2.20). Як ми побачимо,
кожний елемент матрицi Am1m2

i1i2
може бути записаний як функцiонал матрицi

E{Q} плюс деякий "малий" доданок, який зникає з N → +∞. Пiдставляючи
отриманнi вирази Am1m2

i1i2
у (2.47), ми отримаємо наближений вираз резольвен-

ти E{Q}. Оскiльки повне обчислення дуже довге та одноманiтне, ми наведемо
розрахунки лише для елементiв (Am1m2

i1i2
(ff))j,k матрицi Am1m2

i1i2
(ff).
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Використовуючи формулу частинного iнтегрування (1.3), маємо

E


(

Q

(
wf,j

0

))m1

i1

(w∗f,k)
m2

i2

 =
L∑

i3=1

∑
m3

E{Qm1m3

i1i3
Wm3

i3+L,jW
m2

i2+L,k}

=
L∑

i3=1

∑
i′,j′

m′,m3

E{Wm3

i3+L,jW
m′

i′,j′} × E

{
∂
(
Qm1m3

i1i3
W

m2

i2+L,k

)
∂W

m′

i′,j′

}
=

1

N

L∑
i3=1

∑
i′,j′

m′,m3

Rm3m′

× δi3+L+j,i′+j′E

{
Qm1m3

i1i3
δm2,m′δi2+L,i′δk,j′ +W

m2

i2+L,k

∂Qm1m3

i1i3

∂W
m′

i′,j′

}

=
1

N

L∑
i3=1

M∑
m3=1

E
{
Qm1m3

i1i3
Rm3m2

δi3,i2−(j−k)

}
− 1

N

∑
i3,j
′

m3,m
′

L∑
i′=1

Rm3m′δi3+L+j,i′+j′

× E
{
W

(f)m2

i2,k

(
Q
( wf,j′

0

))m1

i1
Qm′m3

i′+Li3

}
− 1

N

∑
i3,j
′

m3,m
′

2L∑
i′=L+1

Rm3m′δi3+L+j,i′+j′

× E
{
W

(f)m2

i2,k

(
Q
(

0
wp,j′

))m1

i1
Qm′m3

i′−Li3

}
=

1

N

L∑
i3=1

E
{((

Qpp

Qfp

)
(IL ⊗R)

)m1m2

i1i3

× δi3,i2−(j−k)

}
− 1

N

∑
m′,j′

L∑
i3,i′=1

δi3+L+j,i′+j′E
{(

Âm1m2

i1i2
(ff)

)
j′,k

(Qfp(IL ⊗R))m
′m′

i′i3

}

− 1

N

∑
m′,j′

L∑
i3,i′=1

δi3+j,i′+j′E
{(

Âm1m2

i1i2
(pf)

)
j′,k

(Qpp(IL ⊗R))m
′m′

i′i3

}
(2.48)

Далi, визначимо для кожних i1 = 1, . . . , 2L, i2 = 1, . . . , L таm1,m2 = 1, . . . ,M

2N × 2N матрицi Bm1m2

i1i2
, блоки якої визначаються як

(
Bm1m2

i1i2
(fp)

)
j,k

=
1

N
E
{(

Qpp

Qfp

)
(IL ⊗R)

}m1,m2

i1,i2−(j−k)−L
11≤i2−(j−k)−L≤L,(

Bm1m2

i1i2
(ff)

)
j,k

=
1

N
E
{(

Qpp

Qfp

)
(IL ⊗R)

}m1,m2

i1,i2−(j−k)
11≤i2−(j−k)≤L,(

Bm1m2

i1i2
(pp)

)
j,k

=
1

N
E
{(

Qpf

Qff

)
(IL ⊗R)

}m1,m2

i1,i2−(j−k)
11≤i2−(j−k)≤L,(

Bm1m2

i1i2
(pf)

)
j,k

=
1

N
E
{(

Qpf

Qff

)
(IL ⊗R)

}m1,m2

i1,i2−(j−k)+L
11≤i2−(j−k)+L≤L.

Також нам знадобиться послiдовнiсть (τ (M)(D)(l))l=−L+1,...,L−1, яка визна-
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чається для кожної ML×ML блочної матрицi D як

τ (M)(D)(l) =
1

ML
TrD(J lL ⊗ IM) =

1

ML

M∑
m=1

∑
i−i′=l

Dm,m
i,i′ (2.49)

та N ×N матриця Теплiца T (M)
N,L (D), що дорiвнює

T (M)
N,L (D) =

L−1∑
l=−L+1

τ (M)(D)(l)J−lN . (2.50)

Iнакше кажучи, елементи T (M)
N,L (D) записуються як[

T (M)
N,L (D)

]
j1,j2

= τ (M)(D)(j1 − j2) 1−(L−1)≤j1−j2≤L−1. (2.51)

Зауважимо, що якщо матриця D блочна дiагональна, тобто Dm1,m2

i1,i2
= 0 для

усiх m1,m2 якщо i1 6= i2, тодi, матриця T (M)
N,L (D) спiвпадає з дiагональною

матрицею T (M)
N,L (D) =

(
1
MLTrD

)
IN .

Тепер кожний доданок правої частини (2.48) можна спростити, почнемо
з першого. Зрозумiло, що

1

N

L∑
i3=1

E
{((

Qpp

Qfp

)
(IL ⊗R)

)m1m2

i1i3
δi3,i2−(j−k)

}
=
(
Bm1m2

i1i2
(ff)

)
j,k
.

Щоб представити вираз

1

N

∑
m′,j′

L∑
i3,i′=1

δi3+L+j,i′+j′ × E
{(

Âm1m2

i1i2
(ff)

)
j′,k

(Qfp(IL ⊗R))m
′m′

i′i3

}
у бiльш зручному виглядi, покладемо l = i′ − i3, та зауважимо

1

N

∑
m′,j′

L∑
i3,i′=1

δi3+L+j,i′+j′ × E
{(

Âm1m2

i1i2
(ff)

)
j′,k

(Qfp(IL ⊗R))m
′m′

i′i3

}
=

ML

N

∑
m′

L−1∑
l=−(L−1)

E

{(
Âm1m2

i1i2
(ff)

)
L+j−l,k

1

ML

∑
i′−i3=l

(Qfp(IL ⊗R))m
′m′

i′i3

}
.

Це, з використанням (2.49), послiдовностi τ (M)(D)(l), можна записати як

cN

L−1∑
l=−(L−1)

E
{(

Âm1m2

i1i2
(ff)

)
L+j−l,k

τM (Qfp(IL ⊗R)) (l)

}
.
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Нарештi, покладемо j′ = L + j − l, тодi, беручи до уваги (2.51) та (2.7), ми
отримаємо

1

N

∑
m′,j′

L∑
i3,i′=1

δi3+L+j,i′+j′ × E
{(

Âm1m2

i1i2
(ff)

)
j′,k

(Qfp(IL ⊗R))m
′m′

i′i3

}
=

cN E


N∑
j′=1

[
T (M)
N,L (Qfp(IL ⊗R))

]
L+j,j′

(
Âm1m2

i1i2
(ff)

)
j′,k

 =

cNE
{(

JLNT
(M)
N,L (Qfp(IL ⊗R))Âm1m2

i1i2
(ff)

)
j,k

}
.

Аналогiчно запишемо останнiй доданок правої частини (2.48)

1

N

∑
m′,j′

L∑
i3,i′=1

δi3+j,i′+j′E
{(

Âm1m2

i1i2
(pf)

)
j′,k

(Qpp(IL ⊗R))m
′m′

i′i3

}
=

cNE
{(
T (M)
N,L (Qpp(IL ⊗R))Âm1m2

i1i2
(pf)

)
j,k

}
.

Пiдводячи пiдсумок, Am1m2

i1i2
(ff) можна виразити наступним чином(

Am1m2

i1i2
(ff)

)
j,k

=
(
Bm1m2

i1i2
(ff)

)
j,k
− cNE

{(
JLNT

(M)
N,L (Qfp(IL ⊗R))Âm1m2

i1i2
(ff)

)
j,k

}
− cNE

{(
T (M)
N,L (Qpp(IL ⊗R))Âm1m2

i1i2
(pf)

)
j,k

}
.

Розкладемо Qfp та Qpp як Qfp = E {Qfp}+Q◦fp = Q◦fp ( з огляду на Лему 2.6)
та Qpp = E {Qpp}+ Q◦pp, тодi попередня рiвнiсть набуває вигляду

(
Am1m2

i1i2
(ff)

)
j,k

=
(
Bm1m2

i1i2
(ff)

)
j,k
−cNE

{(
T (M)
N,L (Qpp(IL ⊗R))Am1m2

i1i2
(pf)

)
j,k

}
− cNE

{(
JLNT

(M)
N,L (Q◦fp(IL ⊗R))Âm1m2

i1i2
(ff)

)
j,k

}
− cNE

{(
T (M)
N,L (Q◦pp(IL ⊗R))Âm1m2

i1i2
(pf)

)
j,k

}
.

Визначимо N ×N матрицю ∆m1m2

i1i2
(ff) як

∆m1m2

i1i2
(ff) = −cNE

{
JLNT

(M)
N,L (Q◦fp(IL ⊗R))Âm1m2

i1i2
(ff)

}
− cNE

{
T (M)
N,L (Q◦pp(IL ⊗R))Âm1m2

i1i2
(pf)

}
.
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Тодi, залишивши iндекси i1, i2, m1, m2, ми нарештi маємо

Aff = Bff − cNE
{
T (M)
N,L (Qpp(IL ⊗R))

}
Apf + ∆ff .

Аналогiчно ми отримуємо вирази для решти матриць

Apf = Bpf − cNE
{
T (M)
N,L (Qff(IL ⊗R))

}
Aff + ∆pf

Afp = Bfp − cNE
{
T (M)
N,L (Qpp(IL ⊗R))

}
App + ∆fp

App = Bpp − cNE
{
T (M)
N,L (Qff(IL ⊗R))

}
Afp + ∆pp,

де ∆pf , ∆fp та ∆pp визначаються схожим чином з ∆m1m2

i1i2
(ff):

∆pf = −cNE
{
T (M)
N,L (Q◦pf(IL ⊗R))J∗LN Âpf

}
− cNE

{
T (M)
N,L (Q◦ff(IL ⊗R))Âff

}
,

∆fp = −cNE
{
JLNT

(M)
N,L (Q◦fp(IL ⊗R))Âfp

}
− cNE

{
T (M)
N,L (Q◦pp(IL ⊗R))Âpp

}
,

∆pp = −cNE
{
T (M)
N,L (Q◦pf(IL ⊗R))J∗LN Âpp

}
− cNE

{
T (M)
N,L (Q◦ff(IL ⊗R))Âfp

}
.

Згiдно з Лемою 2.6, матрицi E (Qff) та E (Qpp) блочнi дiагональнi. Таким
чином, як було зауважено ранiше, E{T (M)

N,L (Qff(IL⊗R))} та E{T (M)
N,L (Qpp(IL⊗

R))} спрощуються вiдповiдно до 1
MLE{TrQff(IL⊗R)} IN та 1

MLE{TrQpp(IL⊗
R)} IN . Оскiльки E{TrQff(IL ⊗ R)} = E{TrQpp(IL ⊗ R)} (див. (2.43)), отри-
ману систему для блокiв матрицi A можна записати у наступному виглядi IN

cN
ML

E {TrQpp(IL ⊗R)} IN
cN
ML

E {TrQpp(IL ⊗R)} IN IN

A = B + ∆.

(2.52)

Для того, щоб розв’язати вiдносно A отриману систему, у першу чергу необ-
хiдно довести, що вiдповiдна матриця у правiй частинi системи невироджена.
Для цього ми визначимо α(z) та α(z):

α(z) =
1

ML
E {TrQpp(z)(IL ⊗R)} , (2.53)

α(z) =
1

ML
E{Tr (Q(z)(IL ×R))}.

Очевидно, що α є елементом S(R+). Щоб оцiнити вiдповiдну їй невiд’ємну
мiру µN , ми розглянемо випадкову невiд’ємну мiру µ̂N , яка визначається як

dµ̂N(λ) =
1

ML

ML∑
i=1

f̂ ∗i (IL ⊗R)f̂i δλ̂i, (2.54)
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де (λ̂i)i=1,...,ML та (f̂i)i=1,...,ML це вiдповiдно власнi значення та вектори ма-
трицi WfW

∗
pWpW

∗
f . Зауважимо, що мiра µ̂ визначена на R+ та її повна маса

µ̂(R+) спiвпадає з 1
MTrR. Зрозумiло, що мiра µN визначається як∫
R+

φ(λ) dµN(λ) = E
{∫

R+

φ(λ) dµ̂N(λ)

}
. (2.55)

Бiльш того, оскiльки Qpp(z) = zQ(z2), маємо

α(z) = zα(z2).

Таким чином, з Леми 2.4 випливає, що α ∈ S(R) та

1− c2
Nα(z)2 6= 0

для z ∈ C+. Що безпосередньо тягне за собою, що вiдповiдна матриця систе-
ми у правiй частини системи (2.52) невироджена для z ∈ C+. Позначимо її
обернену матрицю через H, тобто

H =

(
IN cNα(z) IN

cNα(z) IN IN

)−1

.

Блоки матрицi H легко знаходяться:

Hpp = Hff =
1

1− c2
Nα(z)2 IN

Hpf = Hfp = − cNα(z)

1− c2
Nα(z)2 IN .

Таким чином система (2.52) дає A = HB + H∆. Зауважимо, що згiдно з
(2.47) ми зацiкавленi лише в блоках Apf та Afp. Тепер легко отримати, що

Apf = HppBpf + HpfBff + Hpp∆pf + Hpf∆ff ,

Afp = HfpBpp + HffBfp + Hfp∆pp + Hff∆fp.

Згадаємо визначення (2.46) матриць Am1m2

i1i2
та H та запишемо(

E
{

Q
(

0 WfW
∗
p

WpW
∗
f 0

)})m1m2

i1i2
= TrAm1m2

i1i2
(pf)1i2≤L + TrAm1m2

i1i2−L(pf)1i2>L =

1

1− c2
Nα

2
Tr
(
Bpf − cNαBff + ∆pf − cNα∆ff

)m1m2

i1i2
1i2≤L

+
1

1− c2
Nα

2
Tr
(
Bfp − cNαBpp + ∆fp − cNα∆pp

)m1m2

i1i2−L
1i2>L. (2.56)

59



Залишилось помiтити, що Tr (Bfp)m1m2

i1i2
= Tr (Bpf)

m1m2

i1i2
= 0 та Tr (Bpp)m1m2

i1i2
=

E{(QΠff(I2L ⊗R))m1m2

i1i2+L}, Tr (Bff)m1m2

i1i2
= E{(QΠpp(I2L ⊗R))m1m2

i1i2
}, де Πff =(

0 0
0 IML

)
та Πpp =

(
IML 0

0 0

)
. Таким чином, попередня рiвнiсть набуває вигляду(

E
{

Q
(

0 WfW
∗
p

WpW
∗
f 0

)})m1m2

i1i2
= − cNα

1− c2
Nα

2

(
E{QΠpp(I2L ⊗R)}

+E{QΠff(I2L⊗R)}
)m1m2

i1i2
+Em1m2

i1i2
= − cNα

1− c2
Nα

2

(
E{Q(I2L⊗R)}

)m1m2

i1i2
+Em1m2

i1i2
,

де Em1m2

i1i2
мiстить усi доданки, якi залежать вiд матрицi ∆m1m2

i1i2
. Використову-

ючи тотожнiсть (2.45), ми нарештi маємо

zE{Q}+ I2ML = E
{

Q
(

0 WfW
∗
p

WpW
∗
f 0

)}
= − cNα

1− c2
Nα

2
E{Q}(I2L ⊗R) + E ,

(2.57)

що негайно дає

−E{Q}
(

cNα

1− c2
Nα

2
(I2L ⊗R) + z

)
= I2ML − E .

Оскiльки матриця E(Q) блочно дiагональна, з (2.57) випливає, що матри-
ця E також блочно дiагональна, тобто Efp = Epf = 0. Застосовуючи Лему

2.4 з β(z) = α(z), ми отримуємо, що матриця −
(

cNα

1− c2
Nα

2
(I2L ⊗R) + z

)
невироджена для усiх z ∈ C+ та матриця SN(z), що визначена як

SN(z) = −
(

cNα(z)

1− c2
Nα

2(z)
R + z

)−1

, (2.58)

належить до SM(R) та задовольняє ‖SN(z)‖ ≤ 1
Imz . Таким чином ми отрима-

ли, що

E{Q} = −
(

cNα

1− c2
Nα

2
(I2L ⊗R) + z

)−1

+ E
(

cNα

1− c2
Nα

2
(I2L ⊗R) + z

)−1

або, що еквiвалентно,

E{Q(z)} = I2L ⊗ S(z)− E(z) (I2L ⊗ S(z)) . (2.59)

Для оцiнки E(Q(z)) нам необхiдно видiлити з цiєї рiвностi лише перший дi-
агональний ML×ML блок. Для цього визначимо M ×M матрично-значну
функцiю SN(z) як

SN(z) = −
(
zIM +

cNzαN(z)

1− c2
NαN(z)2

RN

)−1

. (2.60)
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Як i ранiше, з Леми 2.4 випливає, що SN належить SM(R+) та задовольняє
‖SN(z)‖ ≤ 1

Imz , також матрицi S(z) та S(z) зв’язанi рiвнянням S(z) = zS(z2).
Оскiльки E(Qpp(z)) = zE(Q(z2)), з (2.59) негайно випливає, що

E(Q(z2)) = IL ⊗ S(z2)− Epp(z) IL ⊗ S(z2) (2.61)

для усiх z ∈ C+. Легко помiтити, що Epp(z) також залежить лише вiд z2.
Оскiльки множина C+ при перетворенi z → z2 переходить у C \ R+, ми
маємо, що Epp(z) = Epp(z

2), для деякої функцiї Epp, аналiтична на C\R+. Це
мiркування дозволяє нам записати (2.61) як

E(Q(z)) = IL ⊗ S(z)− Epp(z) (IL ⊗ S(z)) . (2.62)

для усiх z ∈ C \ R+.
У подальшому ми доведемо, що

1

ML
Tr (E(QN(z))− IL ⊗ SN(z)) = − 1

ML
Tr(Epp(z)(IL ⊗ SN(z))) = Oz(

1

N 2
).

(2.63)

2.4 Оцiнка доданку помилки E

У цьому пiдроздiли ми доведемо (2.63), що є твердженням наступної про-
позицiї.

Пропозицiя 2.1. Для будь якої послiдовностiML×ML матриць (F1,N)N≥1,
таких, що supN≥1 ‖F1,N‖ ≤ κ, виконується∣∣∣∣ 1

ML
Tr(Epp(z)F1,N)

∣∣∣∣ ≤ κ
1

N 2
P1(|z2|)P2

(
1

Imz2

)
(2.64)

для усiх z, для яких Imz2 > 0, де P1 та P2 деякi хорошi полiноми.

Доведення. Покладемо 2ML × 2ML матрицi FN =

(
F1,N 0

0 0

)
, та за-

уважимо, що згiдно з визначенням (2.56), матриця
1

ML
TrEF =
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1

ML
Tr(Epp(z)F1,N) дорiвнює

1

ML
TrEF =

1

ML

1

1− c2α2

∑
i1,i2
m1,m2

( (
Tr∆m1m2

i1i2
(pf)− cαTr∆m1m2

i1i2
(ff)

)
1i2≤L

+
(
Tr∆m1m2

i1i2−L(fp)− cαTr∆m1m2

i1i2−L(pp)
)

1i2>L

)
Fm2m1

i2i1
. (2.65)

Оскiльки Fm2,m1

i2,i1
= 0 якщо i2 > L, другий доданок правої частини рiвно-

стi (2.65) зникає, тому оцiнювання виразу
1

ML
TrEF еквiвалентно оцiнюван-

ню його складових
∑

i1,i2
m1,m2

Tr∆m1m2

i1i2
(pf)Fm2m1

i2i1
,
∑

i1,i2
m1,m2

Tr∆m1m2

i1i2
(ff)Fm2m1

i2i1
та

множникiв 1
1−c2α2 , α

1−c2α2 . Почнемо з ∆m1m2

i1i2
(pf):

∑
i1,i2
m1,m2

Tr∆m1m2

i1i2
(pf)Fm2m1

i2i1
1i2≤L = c

∑
i1,i2
m1,m2

∑
j,k

E
{
T MN,L(Q◦ff(IL⊗R))jk

(
Q ( wf,k0 )

)m1

i1

×
(
w∗f,j

)m2

i2
Fm2m1

i2i1
+(T MN,L(Q◦pf(IL⊗R))J∗LN )jk

(
Q
(

0
wp,k

) )m1

i1

(
w∗f,j

)m2

i2
Fm2m1

i2i1

}
1i2≤L

= cTrE
{
T MN,L(Q◦ff(IL⊗R))

(
Wf

0

)∗
FQ

(
Wf

0

)
+T MN,L(Q◦pf(IL⊗R))J∗LN

(
Wf

0

)∗
FQ

(
0
Wp

)}
= cTrE

{
T MN,L(Q◦ff(IL ⊗R)) (ΠpfW )∗ FQ (ΠpfW )

+ T MN,L(Q◦pf(IL ⊗R))J∗LN (ΠpfW )∗ FQ (ΠfpW )
}
.

Аналогiчно ми виразимо доданок з ∆m1m2

i1i2
(ff) та отримаємо кiнцевий вираз

для
1

ML
TrEF :

1

ML
TrEF =

c

(1− c2
Nα

2)

1

ML
TrE

{
T MN,L(Q◦ff(IL ⊗R)) (ΠpfW )∗ FQ (ΠpfW )

+ T MN,L(Q◦pf(IL ⊗R))J∗LN (ΠpfW )∗ FQ (ΠfpW )

− cαT MN,L(Q◦pp(IL ⊗R)) (ΠpfW )∗ FQ (ΠfpW )

− cαJLNT MN,L(Q◦fp(IL ⊗R)) (ΠpfW )∗ FQ (ΠpfW )
}

(2.66)
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Для оцiнки першого доданку правої частини (2.66) ми застосуємо нерiвнiсть
Шварца∣∣∣∣ 1

ML
TrE

{
T MN,L(Q◦ff(IL ⊗R)) (ΠpfW )∗ FQ (ΠpfW )

}∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣
L−1∑

l=−L+1

E
{
τ (M)(Q◦ff(IL ⊗R))(l)

1

ML
Tr
(
J∗lN (ΠpfW )∗ FQ (ΠpfW )

)}∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣
L−1∑

l=−L+1

E
{ 1

ML
Tr(Q◦ff(IL ⊗R)(J lL ⊗ IM))

1

ML
Tr
(
J∗lN (ΠpfW )∗ FQ (ΠpfW )

)◦}∣∣∣∣∣
≤

L−1∑
l=−L+1

Var

{
1

ML
Tr(Qff(IL ⊗R)(J lL ⊗ IM))

}1/2

×Var

{
1

ML
Tr
(
J∗l(N) (ΠpfW )∗ FQ (ΠpfW )

)}1/2

Оскiльки усi матрицi IL⊗R, (J lL⊗ IM), J∗lN , Πpf , F , Πpf обмеженi за нормою,
ми можемо застосувати Лему 2.3 та отримати, що

Var

{
1

ML
Tr(Qff(IL ⊗R)(J lL ⊗ IM))

}
≤ 1

N 2
P1(|z2|)P2

(
1

Imz2

)
та

Var

{
1

ML
Tr
(
J∗l(N) (ΠpfW )∗ FQ (ΠpfW )

)}
≤ κ2 1

N 2
P1(|z2|)P2

(
1

Imz2

)
.

Згiдно з нашим припущенням, L не зростає при зростаннi N , це негайно дає∣∣∣∣ 1

ML
TrE

{
T MN,L(Q◦ff(IL ⊗R)) (ΠpfW )∗ FQ (ΠpfW )

}∣∣∣∣ ≤ κ
1

N 2
P1(|z2|)P2

(
1

Imz2

)
.

Аналогiчно ми можемо обмежити 3 iнших доданки правої частини (2.66) схо-
жими виразами. Залишилось оцiнити множники 1

1−(cN αN )2 та αN
1−(cN αN )2 . Для

цього ми використовуємо Лему 2.5, беручи βN(z) = αN(z). Достатньо перевi-
рити, що мiра (µN)N≥1, яка вiдповiдає функцiї (αN(z))N≥1 задовольняє (2.36)
та (2.37). Дiйсно, для усiх N маємо∫ +∞

0

d µN(λ) = E
(∫ +∞

0

d µ̂N(λ)

)
=

1

M
TrRN

та∫ +∞

0

λ dµN(λ) = E
(∫ +∞

0

λ d µ̂N(λ)

)
= E

(
1

ML
Tr((IL ⊗R)WfW

∗
pWpW

∗
f )

)
.
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Пiсля нескладного обчислення маємо, що
E
(

1
MLTr(WfW

∗
pWpW

∗
f )
)

= cN
1
MTrRN

1
MTrR2

N . Таким чином, (2.39) негайно
дає

1

|1− z(cNαN(z))2|
≤ P1(|z|)P2(

1

Imz
) (2.67)

для усiх z ∈ C+ та якщо z2 ∈ C+, справедливо
1

|1− z2(cNαN(z2))2|
≤ P1(|z2|)P2(

1

Imz2
).

Оскiльки αN(z) = zαN(z2), також маємо
1

1− (cN αN)2
≤ P1(|z2|)P2(

1

Imz2
).

Нарештi, зауважимо, що |αN(z)| ≤ 1
MTrRN

1
Imz ≤ b 1

Imz для усiх z ∈ C+.
Тому, для z2 ∈ C+ справедливо |αN(z2)| ≤ b 1

Imz2 та |αN(z)| = |z||αN(z2)|
задовольняє

|αN(z)| ≤ b|z| 1

Imz2
≤ b(1 + |z|2) 1

Imz2
.

Це завершує доведення Пропозицiї 2.1. �

З останньої пропозицiї негайно випливає наступний Наслiдок.

Наслiдок 2.2. Для послiдовностi невипадковихML×ML матриць (FN)N≥1,
для яких supN≥1 ≤ κ, маємо∣∣∣∣ 1

ML
Tr [(E(QN(z))− IL ⊗ SN(z))FN ]

∣∣∣∣ ≤ κ
1

N 2
P1(|z|)P2(

1

Imz
) (2.68)

для усiх z ∈ C+. Зокрема, справедливо, що∣∣∣∣ 1

ML
Tr [(E(QN(z))− IL ⊗ SN(z))]

∣∣∣∣ ≤ κ
1

N 2
P1(|z|)P2(

1

Imz
) (2.69)

Доведення. З (2.61) випливає, що∣∣∣∣ 1

ML
Tr
[(
E(QN(z2))− IL ⊗ SN(z2)

)
FN
]∣∣∣∣ =

∣∣∣∣ 1

ML
TrEpp(z)SN(z2)FN

∣∣∣∣
Оскiльки ‖SN(z2)‖ ≤ 1

Imz2 для z2 ∈ C+, застосовування Пропозицiї 2.1 до
матрицi F1,N = SN(z2)FN дає∣∣∣∣ 1

ML
Tr
[(
E(QN(z2))− IL ⊗ SN(z2)

)
FN
]∣∣∣∣ ≤ κ

1

N 2
P1(|z2|)P2(

1

Imz2
)

для усiх z таких, що z2 ∈ C+. Замiна z2 на z безпосередньо дає (2.68).
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2.5 Невипадкова еквiвалента нормованої раху-

ючої мiри ν̂N

У цьому пiдроздiлi ми представимо невипадкову мiру νN та доведемо, що
на N → +∞ вона поводиться як нормована рахуюча мiра власних значень
матрицiWfW

∗
fWpW

∗
p . На початку ми доведемо що така мiра iснує та наведемо

рiвняння для її перетворення Стилтьєса.

2.5.1 Канонiчне рiвняння

Пропозицiя 2.2. Для z ∈ C+, iснує єдиний розв’язок рiвняння

tN(z) =
1

M
TrRN

(
−zIM −

zcN tN(z)

1− zc2
N t

2
N(z)

RN

)−1

(2.70)

котрий задовольняє tN(z) ∈ C+ та ztN(z) ∈ C+. Функцiя z → tN(z) нале-
жить S(R+), та вiдповiдна невiд’ємна мiра µN задовольняє

µN(R+) =
1

M
TrRN ,

∫
R+

λ dµN(λ) = cN
1

M
TrRN

1

M
TrR2

N . (2.71)

Бiльш того, iснують хорошi константи β та κ для яких

1∣∣∣1− z (cN tN(z))2
∣∣∣ ≤ κ (β2 + |z|2)2

(Imz)3 (2.72)

для усiх N . Нарештi, M ×M матрично-значна функцiя TN(z), що визна-
чається як

TN(z) = −
(
zIM +

zcN tN(z)

1− zc2
N t

2
N(z)

RN

)−1

(2.73)

належить до SM(R+). Та для вiдповiдної M × M невiд’ємної матрично-
значної мiри νTN , виконується

νTN(R+) = IM (2.74)

та
µN =

1

M
TrRNν

T
N . (2.75)
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Доведення. Оскiльки N у цiєї Пропозицiї припускається незмiнним, ми
опустимо iндекси у tN , TN , µN , . . . упродовж доведення. На початку ми пока-
жемо, що iснує розв’язок z → t(z), який належить до S(R+). Для цього буде-
мо використовувати класичний метод простої iтерацiї. Покладемо t0(z) = −1

z ,
що звичайно належить до S(R+), та визначимо послiдовнiсть (tn(z))n≥1 за
формулою

tn+1(z) =
1

M
TrR

(
−zIM −

zctn(z)

1− zc2t2n(z)
R

)−1

.

Доведемо методом математичної iндукцiї, що для усiх n, tn ∈ S(R+), вiдпо-
вiдна мiра µn задовольняє µn(R+) = 1

MTrR та∫ +∞

0

λdµn(λ) = c
1

M
Tr(R)

1

M
Tr(R2). (2.76)

Завдяки Припущенню 2.1, остання властивiсть тягне за собою, що послiдов-
нiсть мiр (µn)n≥1 щiльна. База iндукцiї очевидна, далi вважаємо, що tn за-
довольняє описаним властивостям та доведемо, що це справедливо також
для tn+1(z). Згiдно з Пропозицiєю 1.1, щоб довести, що tn+1(z) ∈ S(R+),
необхiдно перевiрити, що Imtn+1(z), Imztn+1(z) > 0 для z ∈ C+ та показа-
ти, що iснує границя limy→+∞ iytn+1(iy). З Леми 2.4 випливає, що функцiя

Tn(z) =

(
−zIM −

zctn(z)

1− zc2t2n
R

)−1

належить до SM(R+). Оскiльки tn+1(z) =

1
MTrRTn(z), маємо негайно, що Imtn+1(z), Imztn+1(z) > 0. Нарештi, щоб зна-
йти границю limy→+∞ iytn+1(iy), розпишемо згiдно з визначенням:

−iytn+1(iy) =
1

M
TrR

(
IM +

ciytn(iy)

iy − (ciytn(iy))2
R

)−1

.

Оскiльки tn(z) є перетворенням Стiлтьєса, маємо −iytn(iy)→ µn(R+). З цьо-
го випливає, що якщо ми перейдемо до y → +∞ у попередньому виразi, ми
отримаємо, що −iytn+1(iy)→ 1

MTrR та крiм того µn+1(R+) = 1
MTrR.

Залишилось перевiрити, що µn+1 задовольняє (2.76). Для цього ми наслi-
дуємо метод з [Lemma C.1, [32]]. Нескладно показати, що∫ +∞

0

λdµn+1(λ) = lim
y→+∞

<
(
−iy(iy

1

M
TrRTn(iy) +

1

M
TrR)

)
.
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Скориставшись двiчi резольвентною тотожнiстю, ми можемо виразити Tn як

Tn = −1

z

(
IM +

ctn
1− zc2t2n

R

)−1

= −1

z
+
R

z

ctn
1− zc2t2n

−
(

ctn
1− zc2t2n

)2

R2Tn,

з чого випливає, що

− z
(

1

M
Tr(zRTn(z)) +

1

M
TrR)

)
= − cztn

1− zc2t2n

1

M
TrR2

+

(
cztn

1− zc2t2n

)2
1

M
TrR3Tn.

Оскiльки −iytn(iy)→ 1
MTrR та tn(iy)→ 0 ми робимо висновок, що

−iy(iy
1

M
TrRTn(iy) +

1

M
TrR)→ c

M 2
TrRTrR2,

що i треба було довести.
Тепер доведемо, що послiдовнiсть tn збiгається к деякiй функцiї t ∈ S(R+),

яка задовольняє рiвнянню (2.70). Для цього ми спершу оцiнимо рiзницю
θn = tn+1 − tn. Використовуючи резольвенту тотожнiсть (1.5), розкладемо

θn =
1

M
TrR(Tn − Tn−1) =

1

M
TrRTn

zc(tn − tn−1)(1 + zc2tntn−1)

(1− zc2t2n)(1− zc2t2n−1)
RTn−1

= θn−1
zc(1 + zc2tntn−1)

(1− zc2t2n)(1− zc2t2n−1)

1

M
TrRTnRTn−1.

Позначимо через fn(z) множник

fn(z) =
zc(1 + zc2tntn−1)

(1− zc2t2n)(1− zc2t2n−1)

1

M
TrRTnRTn−1 (2.77)

Якщо у Лемi 2.4 взяти β(z) = tk(z), отримуємо що ‖Tk‖ ≤ 1
Imz та |tk| ≤ b

Imz

для усiх k ≥ 1 та z ∈ C+. Таким чином, маємо∣∣∣∣zc(1 + zc2tntn−1)
1

M
TrRTnRTn−1

∣∣∣∣ ≤ κ

(
|z|

(Imz)2

(
1 +

|z|
(Imz)2

))
.

Бiльш того, очевидно, що для усiх k справедливо |1− zc2t2k| ≥ (1− c2 |z|
(Imz)2 ).

Далi розглянемо область Dε для достатньо малих ε > 0, яка визначається
наступним чином

Dε = {z ∈ C+,
|z|

(Imz)2
< ε}. (2.78)
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Тодi, для z ∈ Dε маємо
1

|1− zc2t2n|
1

|1− zc2t2n−1|
≤ 1

(1− c2ε)2

та, як наслiдок,
|fn(z)| ≤ κ

(1− c2ε)2

(
ε+ ε2

)
.

Оберемо ε таким чином, що κ
(1−c2ε)2

(
ε+ ε2

)
< 1/2. Тодi для усiх z ∈ Dε,

виконується
|θn| ≤

1

2
|θn−1|.

Це означає, що для усiх z, якi належать до Dε, послiдовнiсть (tn(z))n≥1 є по-
слiдовнiстю Кошi. Тобто на областi Dε вона має границю, яку ми позначимо
через t(z). Оскiльки (tn(z))n≥1 рiвномiрно обмежена на компактнiй множинi
C \ R+, (tn(z))n≥1 утворює нормальну сiм’ю функцiй на C \ R+. Розглянемо
тодi збiжну пiдпослiдовнiсть (tn′(z))n′≥1. Її вiдповiдна границя t∗(z) аналiти-
чна на C\R+. Але, для z ∈ Dε, t∗(z) повинна спiвпадати з t(z). Таким чином
ми маємо, що границi усiх збiжних пiдпослiдовностей послiдовностi (tn(z))n≥1

спiвпадають на Dε, це тягне за собою, що вони спiвпадають також на C\R+. З
цього випливає, що tn(z) рiвномiрно збiгається на кожнiй компактнiй пiдмно-
жинi до деякої функцiї, яка аналiтична на C\R+, та яку ми також позначимо
через t(z). Очевидно, що t(z) задовольняє (2.70) та t ∈ S(R+), також очеви-
дно виконуються (2.71). Бiльш того, з Леми 2.4 випливає, що T ∈ SM(R+) та
негайно отримуємо твердження (2.75) та (2.74).

Таким чином, твердження (2.71) очевидно виконується, (2.72) є наслiдком
Леми 2.5 для βN(z) = tN(z).

Щоб показати, що такий розв’язок єдиний, ми доведемо, що якщо для
z ∈ C+ функцiї t1(z), t2(z) є розв’язками рiвняння (2.70) такi, що ti(z) та
zti(z) належать до C+, i = 1, 2, тодi t1(z) = t2(z). Для цього нам знадобиться
наступна Лема.

Лема 2.7. Якщо для z ∈ C+ функцiя t(z) задовольняє умовам Пропозицiї
2.2, тодi справедливi нерiвностi

1− u(z) > 0 (2.79)

68



та
det(I−D) > 0, (2.80)

де

D =

(
u(z) v(z)

|z|2v(z) u(z)

)
(2.81)

u(z) = c
|czt(z)|2 1

MTr(RT (z)(T (z))∗R)

|1− z(ct(z))2|2
(2.82)

v(z) = c
1
MTr(RT (z)(T (z))∗R)

|1− z(ct(z))2|2
. (2.83)

Доведення. Використовуючи рiвнiсть t(z) = 1
MTrRT (z), ми отримаємо

пiсля деяких обчислень, що(
Im(t(z))

Im(z)
Im(zt(z))

Im(z)

)
= D

(
Im(t(z))

Im(z)
Im(zt(z))

Im(z)

)
+

(
1
MTr(RT (z)(T (z))∗)

0

)
. (2.84)

Перша компонента (2.84) дає нам

(1− u(z))
Im(t(z))

Im(z)
= v(z)

Im(zt(z))

Im(z)
+

1

M
Tr(RT (z)(T (z))∗).

З чого легко зробити висновок, що (1− u(z)) > 0. Далi пiдставимо рiвнiсть

Im(t(z))

Im(z)
=

v(z)

1− u(z)

Im(zt(z))

Im(z)
+

1

1− u(z)

1

M
Tr(RT (z)(T (z))∗)

у другу компоненту (2.84), отримаємо(
1− u(z)− |z|

2v2(z)

1− u(z)

)
Im(zt(z))

Im(z)
=
|z|2v(z)

1− u(z)

1

M
Tr(RT (z)(T (z))∗) > 0,

що негайно дає (2.80). �

Повернемося до доведення єдиностi розв’язку. З доведення Леми 2.4 (див.
(2.33)) випливає, що 1 − z(cti(z))2 6= 0 для i = 1, 2, та матриця −zIM −
zcti(z)

1− zc2t2i (z)
R невироджена. Позначимо через T1(z) та T2(z), матрицi, якi ви-

значаються як у (2.73) для t(z) = t1(z) та t(z) = t2(z) вiдповiдно. Також, схо-
же до (2.82) та (2.83), ми визначимо ui(z) та vi(z), i = 1, 2, беручи t(z) = t1(z)
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та t(z) = t2(z). Використовуючи факт, що ti(z) = 1
MTr(RTi(z)) для i = 1, 2,

ми негайно отримуємо

t1(z)− t2(z) = (u1,2(z) + zv1,2(z)) (t1(z)− t2(z)),

де

u1,2(z) = c
czt1(z)czt2(z) 1

MTr(RT1(z)RT2(z))

(1− z(ct1(z))2) (1− z(ct2(z))2)
(2.85)

та

v1,2(z) = c
1
MTr(RT1(z)RT2(z))

(1− z(ct1(z))2) (1− z(ct2(z))2)
. (2.86)

Таким чином, щоб довести, що t1(z) = t2(z), достатньо показати, що 1 −
u1,2(z)− zv1,2(z) 6= 0. Для цього ми доведемо наступну нерiвнiсть:

|1− u1,2(z)− zv1,2(z)| >
√

(1− u1(z))− |z|v1(z)
√

(1− u2(z))− |z|v2(z),

(2.87)
яка, з Лемою 2.7, одразу дає 1 − u1,2(z) − zv1,2(z)) 6= 0. Для початку за-
уважимо, що з нерiвностi Шварца випливає |u1,2(z)| ≤

√
u1(z)

√
u2(z) та

|v1,2(z)| ≤
√
v1(z)

√
v2(z). Таким чином ми маємо

|1− u1,2(z)− zv1,2(z)| ≥ 1−
√
u1(z)

√
u2(z)−

√
|z|v1(z)

√
|z|v2(z).

Нескладно показати, що для невiд’ємних дiйсних чисел a, b, c, d, для яких
a ≥ c та b ≥ d, справедлива нерiвнiсть

√
ab−

√
cd ≥

√
a− c

√
b− d. (2.88)

Вiзьмемо a = b = 1 та c = u1(z), d = u2(z) у (2.88), тодi отримуємо 1 −√
u1(z)

√
u2(z) ≥

√
1− u1(z)

√
1− u2(z), що тягне за собою

|1− u1,2(z)− zv1,2(z)| ≥
√

1− u1(z)
√

1− u2(z)−
√
|z|v1(z)

√
|z|v2(z).

Нарештi, застосуємо ще раз (2.88) для a = 1−u1(z), b = 1−u2(z), c = |z|v1(z)

та d = |z|v2(z) та негайно отримаємо (2.87). Єдинiсть розв’язку рiвняння
(2.70) доведена, так само, як i Пропозицiя 2.2. �

Зауваження 2.1. Нерiвностi (2.79) та (2.80) справедливi навiть для z з
R−∗. Для цього достатньо зауважити, що якщо z = x ∈ R−∗, фундамен-
тальне рiвняння (2.84) досi виконується, але Im(t(z))

Im(z) та Im(zt(z))
Im(z) потрiбно

замiнити на t′(x) та (xt(x))
′, де ′ позначає похiдну вiдносно до x. Висновок

залишається незмiнним, оскiльки t′(x) > 0 та (xt(x))
′
> 0 для x ∈ R−∗.
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2.5.2 Збiжнiсть

У цiй частинi ми покажемо, що емпiричний розподiл власних значень ν̂N
матрицiWf,NW

∗
p,NWp,NW

∗
f,N має майже напевно таку ж невипадкову поведiн-

ку, як i ймовiрнiсна мiра νN , що визначається наступним чином

νN =
1

M
TrνTN , (2.89)

де νTN є невiд’ємною матрично-значною мiрою, яка вiдповiдає TN(z). Для цьо-
го спершу доведемо наступну Пропозицiю.

Пропозицiя 2.3. Нехай (FN)N≥1– послiдовнiсть невипадкових ML ×ML

матриць, таких, що supN≥1 ‖FN‖ ≤ κ, тодi,

1

ML
Tr [(E(QN(z))− IL ⊗ TN(z))FN ]→ 0 (2.90)

для усiх z ∈ C \ R+.

Доведення. Наслiдок 2.2 нам дає

1

ML
Tr(E{QN} − (IL ⊗ SN))FN = O

(
1

N 2

)
.

Таким чином насправдi нам необхiдно перевiрити, що 1
MLTr(IL⊗(SN−TN))FN →

0. У подальшому ми опустимо iндекс N . Для цього, як завжди, ми викори-
стовуємо резольвентну тотожнiсть та розкладемо шуканий вираз

1

ML
Tr (IL ⊗ (S − T ))F =

1

ML
Tr(IL ⊗ S)

(
zcNα

1− zc2
Nα

2
− zcN t

1− zc2
N t

2

)
×

× (IL ⊗RT )F =
zcN(α− t)(1 + zc2

Nαt)

(1− zc2
Nα

2)(1− zc2
N t

2)

1

ML
Tr(IL ⊗ SRT )F. (2.91)

Запишемо множник α− t як α− 1
MTrRS + 1

MTrR(S − T ), тодi (2.91) набуває
вигляду

1

ML
Tr (IL ⊗ (S − T ))F =

(
α− 1

M
TrRS

)
zcN(1 + zc2

Nαt)

(1− zc2
Nα

2)(1− zc2
N t

2)

× 1

ML
Tr(IL⊗SRT )F+

1

M
TrR(S−T )

zcN(1 + zc2
Nαt)

(1− zc2
Nα

2)(1− zc2
N t

2)

1

ML
Tr(IL⊗SRT )F.

(2.92)
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З (2.68) маємо α− 1
MTrRS = Oz( 1

N2 ). Згiдно з (2.67) та (2.72) вiдповiднi мно-
жники обмеженi, таким чином для (2.90) достатньо довести, що 1

MTrR(S −
T )→ 0. Для цього покладемо F = IL ⊗R у (2.92) та отримаємо

1

M
TrR(S(z)− T (z)) = fN(z)

1

M
TrR(S(z)− T (z)) +Oz(

1

N 2
) (2.93)

де функцiя fN(z) визначається як

fN(z) =
zcN(1 + zc2

Nαt)

(1− zc2
Nα

2)(1− zc2
N t

2)

1

M
Tr(RS(z)RT (z)).

Нескладно помiтити, що fN(z) аналогiчно виразу, який був визначений у
(2.77). Тому, використовуючи схожi мiркування, якi були наведенi при дове-
деннi Пропозицiї 2.2, ми отримаємо, що iснує ε > 0, для якого supN≥N0

|fN(z)| <
1
2 якщо z ∈ Dε та N0 достатньо велике. Нагадаємо, що Dε визначається як у
(2.78). Тепер, з допомогою (2.93) та (2.92), ми можемо легко зробити висно-

вок, що 1
MTrR(S(z)−T (z))→ 0 та

1

ML
Tr (IL ⊗ (S(z)− T (z)))F → 0 для усiх

z ∈ Dε. Оскiльки функцiя z → 1

ML
Tr (IL ⊗ (SN(z)− TN(z)))FN голоморфна

на C\R+ та рiвномiрно обмежена на будь-якiй компактнiй пiдмножинi областi

C\R+, з теореми Монтеля випливає, що
1

ML
Tr (IL ⊗ (SN(z)− TN(z)))FN →

0 також для усiх z ∈ C \ R+. �

Маємо наступний Наслiдок.

Наслiдок 2.3. Для емпiричного розподiлу власних значень ν̂N матрицi
Wf,NW

∗
p,NWp,NW

∗
f,N виконується

ν̂N − νN → 0, N → +∞, слабко, майже напевно. (2.94)

Доведення. З Пропозицiї 2.3 випливає, що E( 1
MLTrQN(z))− 1

MTr(TN(z))→
0 для усiх z ∈ C \R+. Нерiвнiсть Пуанкаре-Неша та Лемма Бореля-Кантеллi
дають, що 1

MLTr(QN(z)) − E
(

1
MLTrQN(z)

)
→ 0 майже напевно для усiх

z ∈ C \ R+. Таким чином, маємо

1

ML
Tr(QN(z))− 1

M
Tr(TN(z))→ 0 майже напевно (2.95)

для усiх z ∈ C \ R+. Наслiдок 2.7 у [32] дасть нам, що ν̂N − νN → 0 майже
напевно, при умовi, якщо послiдовнiсть (ν̂N)N≥1 майже напевно щiльна та
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(νN)N≥1 також щiльна. Щоб це довести, запишемо∫
R+

λ d ν̂N(λ) =
1

ML
TrWf,NW

∗
p,NWp,NW

∗
f,N ≤ ‖WN‖4,

де, нагадаємо,

WN =

(
Wp,N

Wf,N

)
.

Справедливо, що ‖WN‖ ≤
√
b ‖Wiid,N‖, деWiid,N визначається у (2.8). Оскiль-

ки ‖Wiid,N‖ → (1 +
√
c∗) майже напевно (див. [49]), ми можемо зробити

висновок, що 1
MLTrWf,NW

∗
p,NWp,NW

∗
f,N майже напевно рiвномiрно обмеже-

на для достатньо великих N . З цього випливає, що послiдовнiсть (ν̂N)N≥1

щiльна майже напевно. Для послiдовностi (νN)N≥1, ми показали ранiше, що
supN

∫
R+ λ dµN(λ) < +∞. Оскiльки µN = 1

MTrRNν
T
N , з умови RN > aI для

усiх N випливає, що ∫
R+

λ dµN(λ) ≥ a

∫
R+

λ d νN(λ)

Таким чином справедливо supN
∫
R+ λ d νN(λ) < +∞, що негайно тягне за

собою, що послiдовнiсть (νN)N≥1 щiльна. �

Зауваження 2.2. Беручи до уваги Прирущення 2.1, з рiвностi (2.75) та
визначення (2.89) мiри νN негайно випливає, що для будь якого iнтервалу
∆ ⊂ R маємо aνN(∆) ≤ µN(∆) ≤ bνN(∆). Тобто мiри νN та µN – абсолю-
тно неперервнi одна по вiдношенню до iншої.

2.6 Отримання границi нормованої рахуючої мi-

ри ν̂N з використанням методiв вiльної ймо-

вiрностi

Метою цього пiдроздiлу є показати, що границю емпiричного розподiлу
власних значень ν̂N матрицi Wf,NW

∗
p,NWp,NW

∗
f,N можливо знайти використо-

вуючи методи вiльної ймовiрностi. На початку ми стисло наведемо головнi
результати та визначення.
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Доведення методом вiльної ймовiрностi базується на двох спостережен-
нях:

• З точнiстю до нульових власних значень, власнi значення матрицi
Wf,NW

∗
p,NWp,NW

∗
f,N спiвпадають з власними значеннями матрицi

W ∗
f,NWf,NW

∗
p,NWp,N .

• Матрицi W ∗
f,NWf,N та W ∗

p,NWp,N майже напевно асимптотично вiльнi.
Таким чином, розподiл власних значень W ∗

f,NWf,NW
∗
p,NWp,N збiгається

до вiльної мультиплiкативної згортки граничних розподiлiв матриць
W ∗

f,NWf,N та W ∗
p,NWp,N . Виявляється, що цi два розподiли спiвпадають

з граничним розподiлом моделi добре вiдомих випадкових матриць ви-
ду 1

NX
∗
N(IL × RN)XN , де XN комплексна Гауссова випадкова матриця

розмiрнiстюML×N , одиничною матрицею коварiацiй та елементи якої
є незалежними, однаково розподiленими величинами.

У подальшому ми наслiдуємо визначення асимптотичної вiльностi, яке нада-
ється у [36] (див. зокрема частину 4.3), для цього нам знадобиться iснування
деяких граничних розподiлiв. Цiй пiдроздiл зосереджено на поведiнцi границi
невипадкової еквiваленти. Тим не менш зауважимо, що останнi працi з вiльної
ймовiрностi (див., наприклад, [57] та вiдповiднi посилання, [13]) дозволяють
уникнути необхiдностi представлення граничного розподiлу та отримати по-
переднi результати для невипадкової еквiваленти νN для ν̂N .

Для того, щоб можливо було застосовувати теорiю з [36], необхiдно, щоб
виконувалось наступне припущення:

Припущення 2.2. Емпiричний розподiл ωN = 1
M

∑M
k=1 δλk,N власних значень

матрицi RN збiгається до граничного розподiлу ω.

Зауважимо, що з Припущення 2.1 випливає, що ω має компактний носiй.
Бiльш того, нескладно показати, що мiри (µN)N≥1 та (νN)N≥1 слабко збiга-
ються до границь, якi ми позначимо у цiй частинi через µ та ν. Крiм того
з Леми 3.7 випливає, що мiри µ та ν мають компактнi носiї. Також, легко
перевiрити, що вiдповiдне перетворення Стiлтьєса t(z) мiри µ задовольняє
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рiвнянню

t(z) = −1

z

∫
R+

τ dω(τ)

1 +
c∗τt(z)

1− zc2
∗t

2(z)

(2.96)

та перетворення Стiлтьєса tν мiри ν задається як

tν(z) = −1

z
− c∗t(z)2

1− z(c∗t(z))2
. (2.97)

Нагадаємо, що c∗ є границею послiдовностi cN = ML
N . У подальшому ми отри-

маємо (2.96) та (2.97) використовуючи методи вiльної ймовiрностi.

Почнемо з ключових визначень, якi представленi у [36].

Означення 2.1. Розглянемо кiнцеву сiм’ю послiдовностей ((Xi,N)N≥1)i=1,...,r

можливо випадкових матриць розмiрнiстюN×N . Тодi говорять, що (Xi,N)i=1,...,r

мають майже напевно сумiсну границю, якщо для будь якого некомутатив-
ного полiнома P (x1, . . . , xr) з r змiнними, 1

NTrP (X1,N , . . . , Xr,N) збiгається
майже напевно до µ(P ), де розподiл µ - невипадковий та визначений на мно-
жинi усiх некомутативних полiномiв з r змiнними (тобто µ - лiнiйна форма,
для якої µ(1) = 1).

Зауважимо, що у випадку r = 1 та (X1,N)N≥1 – послiдовностi ермiтових
матриць, щойно описана умова еквiвалентна iснуванню граничного емпiри-
чного розподiлу власних значень.

Означення 2.2. Розглянемо p сiмей (X
(1)
i,N)i=1,...,r1, . . . , (X

(p)
i,N)i=1,...,rp можли-

во випадкових матриць розмiрнiстю N × N . Тодi говорять, що множини
X(1), . . . , X(p) майже напевно асимптотично вiльнi, якщо виконуються насту-
пнi умови:

• Для усiх q = 1, . . . , p, (X
(q)
i,N)i=1,...,rq мають майже напевно сумiсну гра-

ницю

• ∀m, i1, · · · , im ∈ {1, 2, . . . , p} для яких i1 6= i2 6= · · · 6= im, та для будь-
яких некомутативних полiномiв (Pj)j=1,...,m вiд (rij)j=1,...,m змiнних, та-
ких, що 1

NTr(Pj(X
ij
1,N , . . . , X

ij
rij ,N

))→ 0 майже напевно, виконується

1

N
Tr(P1(X

i1
1,N , . . . , X

i1
ri1 ,N

) · · ·Pm(X im
1,N , . . . , X

im
rim ,N

))→ 0 a.s. (2.98)
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Зауважимо, що якщо кожна сiм’я X(q) є лише послiдовнiстю (X
(q)
N )N≥1

ермiтових матриць розмiрнiстю N×N , або матриць подiбних до ермiтових 1,
тодi має мiсце:

Означення 2.3. Послiдовностi X(1), . . . , X(p) майже напевно вiльнi, якщо

• Для кожного q = 1, . . . , p, (X
(q)
N )N≥1 має граничний розподiл власних

значень

• ∀m, i1, · · · , im ∈ {1, 2, . . . , p}, таких, що i1 6= i2 6= · · · 6= im та для будь
яких полiномiв вiд однiєї змiнної (Pj)j=1···m, для яких 1

NTr(Pj(X
ij
N))→ 0

майже напевно, виконується

1

N
Tr(P1(X

(i1)
N )P2(X

(i2)
N ) · · ·Pm(X

(im)
N ))→ 0 a.s. (2.99)

Також нам знадобиться визначення S-перетворення ймовiрнiсної мiри та
пов’язаний з ним важливий результат.

Означення 2.4. Нехай µ–ймовiрнiсна мiра з компактним носiєм, що нале-
жить до R+, визначимо ψµ(z) як формальний степеневий ряд

ψµ(z) =
∑
k≥1

zk
∫
tkdµ(t) =

∫
zt

1− zt
dµ(t). (2.100)

Позначимо через χµ єдину функцiю, аналiтичну в околi нуля, що задовольняє

χµ(ψµ(z)) = z (2.101)

для достатньо малих |z|. Тодi, ми визначимо S-перетворення мiри µ як фун-
кцiю Sµ(z), що визначена в околi нуля як

Sµ(z) = χµ(z)
1 + z

z
. (2.102)

Бiльш того, якщо ймовiрнiснi мiри µ1 та µ2 мають компактний носiй, що
належить до R+, S-перетворення Sµ1�µ2

мiри µ1 � µ2 задовольняє

Sµ1�µ2
= Sµ1

Sµ2
. (2.103)

1мається на увазi, що X(q)
N = U

(q)
N H

(q)
N (U

(q)
N )−1 для деякої N ×N ермiтової матрицi H(q)

N
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Нарештi ми можемо навести головний результат роздiлу.

Пропозицiя 2.4. Матрицi W ∗
f,NWf,N та W ∗

p,NWp,N майже напевно асим-
птотично вiльнi.

Доведення. На початку зауважимо, що замiсть матриць Wf та Wp ми
можемо розглядати їх кiнцеве збурення, оскiльки згiдно з самим визначен-
ням, кiнцеве збурення не впливає на майже напевну асимптотичну вiльнiсть.
Таким чином, ми замiнимо Wp та Wf на W̃p = 1√

N
Ỹp та W̃f = 1√

N
Ỹf , де Ỹp та

Ỹf визначаються як

Ỹp =



y1 . . . . . . . . . . . . . . . yN

y2 . . . . . . . . . . . . yN y1

y3 . . . . . . . . . yN y1 y2
... . . . . . . ... ... ... ...
yL . . . yN y1 y2 . . . yL−1



Ỹf =



yL+1 . . . . . . . . . . . . . . . yN y1 . . . yL

yL+2 . . . . . . . . . . . . yN y1 . . . yL yL+1

yL+3 . . . . . . . . . yN y1 . . . yL yL+1 yL+2
... . . . . . . ... ... . . . ... ... ... ...
y2L . . . yN y1 . . . yL yL+1 yL+2 . . . y2L−1


Iнакше кажучи, вектори yN+1, . . . , yN+L−1, . . . , yN+2L−1 замiненi вектора-

ми y1, . . . , yL−1, . . . , y2L−1. Щоб спростити позначення, ми продовжимо вико-
ристовувати Yp, Yf ,Wp,Wf для змiнених матриць. ВизначимоN×N матрицю
Π та M ×N матрицю Y як

Π =


0 . . . 0 1

1 . . . 0
... . . . . . . ...
0 . . . 1 0

 , та Y = (y1, y2, . . . , yN)

та запишемо Yp i Yf як

Yp =


Y

YΠ
...

YΠL−1

 , Yf =


YΠL

YΠL+1

...
YΠ2L−1

 .
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Це дозволить нам отримати бiльш зручнi вирази для матриць W ∗
pWp та

W ∗
fWf . Дiйсно,

W ∗
pWp =

∑L−1
k=0 Π∗k

(
Y ∗Y

N

)
Πk, (2.104)

W ∗
fWf =

∑2L−1
k=L Π∗k

(
Y ∗Y

N

)
Πk. (2.105)

Нагадаємо, що N−1Y ∗Y може бути записана як N−1Y ∗iidRNYiid, де компонен-
ти матрицi Yiid гауссiвськi, незалежнi, однаково розподiленi, звiдси ермiтова
матриця N−1Y ∗Y унiтарно iнварiантна. Бiльш того Припущення 2.2 дає, що
N−1Y ∗Y має граничний розподiл. Також легко помiтити, що сiм’я
{I,Π∗,Π, . . . ,Π∗2L−1,Π2L−1} має такi ж властивостi. З цього та Теореми 4.3.5
у [36] випливає, що Y ∗Y/N та {I,Π∗,Π, . . . ,Π∗2L−1,Π2L−1} майже напевно
асимптотично вiльнi. Таким чином, пропозицiя 2.4 виявляється прямим на-
слiдком наступної Леми, що є варiантом Леми 6 з [24]. Для того, щоб вста-
новити зв’язок мiж Лемою 2.8 Лемою 6 з [24], ми будемо використовувати
аналогiчнi позначення.

Лема 2.8. Розглянемо послiдовнiсть N ×N ермiтових матриць (XN)N≥1

та N × N невипадкових матриць UN
1 ,W

N
1 , . . . , U

N
m ,W

N
m , такi, що XN та

{UN
1 ,W

N
1 , . . . , U

N
m ,W

N
m } майже напевно асимптотично вiльнi. Якщо крiм

того, UN
1 ,W

N
1 , . . . , U

N
m ,W

N
m задовольняють

UN
i W

N
i = WN

i U
N
i = IN (2.106)

для усiх i = 1, . . . ,m та 1
NTr(UN

i W
N
j ) = δi,j для усiх i, j = 1 . . .m, тодi ви-

падковi матрицi UN
1 X

NWN
1 , . . . , U

N
mX

NWN
mмайже напевно асимптотично

вiльнi.

Доведення. Ми будемо доводити цю Лему наслiдуючи доведення вiдпо-
вiдної Леми з [24]. У подальшому ми опустимо iндекс N . Згiдно з (2.106) має-
мо, що Wi = U−1

i , тобто матрицi (UiXWi)i=1,...,m подiбнi до ермiтової матрицi
X. Таким чином, ми маємо перевiрити двi умови з Означення 2.3. Перша є
очевидною. Для перевiрки умови (2.99), ми розглянемо будь-якi k iндексiв
i1, · · · , ik, для яких i1 6= · · · 6= ik та полiноми Pj такi, що 1

nTr(Pj(UijXWij))→
0 майже напевно. Використовуючи знову (2.106), нескладно отримати, що
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Pj(UijXWij) = UijPj(X)Wij та як наслiдок, 1
nTr(Pj(X))→ 0 майже напевно.

Позначимо через ηN вираз

ηN =
1

N
Tr(P1(Ui1XWi1)P2(Ui2XWi2) · · · (UikXWik)) =

1

N
Tr(Ui1P1(X)Wi1Ui2P2(X)Wi2 · · ·UikPk(X)Wik) =

1

N
Tr

(
k∏
j=1

Wij−1UijPj(X)

)
,

де i0 = ik. Якщо i1 6= ik, тодi згiдно з припущенням маємо 1
nTr(Wij−1Uij) = 0

для j = 1, . . . , k. Оскiльки ми також маємо, що 1
nTr(Pj(X))→ 0 майже напев-

но, з майже напевно асимптотичної вiльностi матрицьX та {U1,W1, · · · , Um,Wm}
випливає, що ηN → 0 майже напевно. Якщо ж i1 = ik, маємо WikUi1 = IN та
можна застосувати таке ж мiркування. �

Нарештi, у контекстi попередньої Леми покладемо X = Y Y ∗

N , Ui = Π∗i−1

та Wi = Πi−1, тодi негайно маємо, що Y ∗Y
N ,Π∗(Y

∗Y
N )Π, . . . ,Π∗2L−1(Y

∗Y
N )Π2L−1

майже напевно асимптотично вiльнi. Застосовуючи вирази (2.104, 2.105) для
W ∗

pWp та W ∗
fWf , ми отримуємо, що матрицi W ∗

pWp та W ∗
fWf майже напевно

асимптотично вiльнi. �

Також ми можемо зробити висновок, що граничнi розподiли матрицьW ∗
pWp

таW ∗
fWf спiвпадають з адитивною вiльною згорткою L копiй добре вiдомого

граничного розподiлу моделi Y ∗Y
N . Легко побачити, що перетворення Стiл-

тьєса цiєї адитивної згортки, яке ми позначимо через tMP (z), задовольняє
знайомому рiвнянню

tMP (z) = − 1

z − c∗
∫ τdω(τ)

1 + τtMP (z)

. (2.107)

Позначимо також через µMP вiдповiдну мiру. Нескладно побачити, що (2.107)
спiвпадає з рiвнянням, яке визначає перетворення Стiлтьєса граничного роз-
подiлу власних значень матрицi 1

NX
∗
N(IL × RN)XN , де XN комплексна га-

уссiвська випадкова матриця розмiрнiстю ML × N , з одиничною матрицею
коварiацiй та незалежними, однаково розподiленими елементами. Зауважи-
мо, що це може бути легко отримано, використовуючи гауссiв метод, що був
розроблений у [49], у випадку, коли RN є лише кратним IM .
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Згiдно з Пропозицiєю 2.4, граничним розподiлом власних значень матрицi
W ∗

f,NWf,NW
∗
p,NWp,N є µMP � µMP . Позначимо цю мiру через ν̃ та її вiдповiд-

не перетворення Стiлтьєса через f̃(z). Для того, щоб знайти рiвняння, що
визначатиме f̃(z), ми використаємо властивiсть S–перетворення. З (2.102) та
(2.103) негайно випливає, що

χν̃(z) =
1 + z

z
χ2
MP (z).

Пiдставимо у цьому виразi z = ψν̃(z), тодi, згiдно з визначенням (2.101),
маємо

z =
1 + ψν̃(z)

ψν̃(z)
χ2
MP (ψν̃(z)). (2.108)

Зауважимо, що з визначення (2.100) можна отримати рiвняння

ψν̃(z) =

∫
zt

1− zt
dν̃(t) =

∫
dν̃(t)

1− zt
− 1 = −1

z
f̃

(
1

z

)
− 1. (2.109)

Пiдставивши його у (2.108) та замiнивши z його оберненим 1
z , ми маємо

z2f̃(z)

1 + zf̃(z)
χ2
MP

(
ψν̃

(
1

z

))
= 1.

З останньої рiвностi можна безпосередньо отримати вираз для f̃(z). Для зру-
чностi, покладемо g(z) = χMP (ψν̃(z

−1)), ця функцiя аналiтична в околi не-
скiнченностi. Тодi, отриманий вираз негайно дає наступне рiвняння

f̃(z) =
(
z2g2(z)− z

)−1
. (2.110)

Залишилось лише виразити g(z). Для цього зауважимо, що (2.109) також
справедливо якщо замiнити f̃ на tMP та ψν̃ на ψMP . Тодi, пiдставивши z =

χMP (z), з (2.101) отримуємо

z = −1− 1

χMP (z)
tMP

(
1

χMP (z)

)
⇒ tMP (χ−1

MP (z)) = −(1 + z)χMP (z).

Для того, щоб отримати рiвняння для χMP достатньо використати щойно
отриманий вираз для tMP (χ−1

MP (z)), пiдставивши його у (2.107) з z = χ−1
MP (z).

Пiсля чого ми отримаємо, що

(1 + z)χMP (z) =
1

1

χMP (z)
− c∗

∫ τdω(τ)

1− τ(1 + z)χMP (z)

.
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Нескладнi перетворення приводять нас до рiвняння

z

(1 + z)χMP (z)
= c∗

∫
τdω(τ)

1− τ(1 + z)χMP (z)
.

Нарештi, пiдставимо z = ψν̃(z
−1). З (2.108) легко побачити, що лiва частина

рiвняння дорiвнює до zg(z). Для того, щоб розiбратися з правою частиною,
ми помiтимо, що рiвняння (2.108) також дає ψν̃(z−1) = zg2(z)

1−zg2(z) , з чого отри-
муємо

g(z) =
1

z

∫
R+

c∗τ dω(τ)

1− τg(z)

1− zg2(z)

. (2.111)

Нагадаємо як виглядає рiвняння, отримане ранiше для t(z)

t(z) = −1

z

∫
τdω(τ)

1 +
c∗τt(z)

1− zc2
∗t

2(z)

. (2.112)

Легко помiтити, що рiвняння (2.111) та (2.112) спiвпадають з точнiстю до
множника −c∗. Оскiльки, як було доведено, рiвняння (2.112) має єдиний
розв’язок у множинi перетворень Стiлтьєса, ми можемо зробити висновок,
що g(z) = −c∗t(z). Таким чином, з (2.110) випливає рiвняння

f̃(z) = − 1

z [1− z(c∗t(z))2]
.

Перетворення Стiлтьєса граничного розподiлу власних значень матрицi
WfW

∗
pWpW

∗
f очевидно є 1

c∗

(
f̃(z) + 1−c∗

z

)
. Використовуючи вираз (2.97) для

tν(z), ми негайно отримуємо

1

c∗

(
f̃(z) +

1− c∗
z

)
= tν(z).

Таким чином ми довели, що граничний розподiл власних значень матри-
цi Wf,NW

∗
p,NWp,NW

∗
f,N може бути знайдений використовуючи методи вiльної

ймовiрностi.

2.7 Висновки до Роздiлу 2

У Роздiлi 2 вивчається нормована рахуюча мiра ν̂N матрицiWf,NW
∗
p,NWp,NW

∗
f,N .

А саме, доведено iснування невипадкової мiри νN , яка є так званою асим-
птотичною еквiвалентою мiри ν̂N , тобто ν̂N − νN → 0, N → +∞ слабко
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майже напевно. Для цього, на початку було доведено низку допомiжних оцi-
нок дисперсiї нормованого слiду та квадратичної форми резольвенти матрицi
Wf,NW

∗
p,NWp,NW

∗
f,N . Крiм того, було наведено кориснi властивостi перетво-

рень Стiлтьєса деякого спецiального вигляду. Далi, використовуючи метод
гауссiвських змiнних, ми знайшли вираз для математичного сподiвання ре-
зольвенти, який дозволив нам отримати рiвняння для перетворення Стiл-
тьєса мiри νN . Було встановлено, що iснує лише одна функцiя з множини
перетворень Стiлтьєса, що задовольняє знайденому рiвнянню. Як наслiдок,
ми отримали, що ν̂N − νN → 0 слабко майже напевно при → +∞.

В останньому пiдроздiлi ми показали, що з додатковим припущенням, а
саме, якщо нормована рахуюча мiра матрицi RN збiгається до деякої кiнцевої
мiри, мiра ν̂N має границю (яка звичайно спiвпадає з границею мiри νN). Для
доведення ми використовували методи вiльної ймовiрностi.

Варто зазначити, що незважаючи на те, що метод вiльної ймовiрностi до-
зволив знайти границю розподiлу власних значень матрицiWf,NW

∗
p,NWp,NW

∗
f,N

набагато швидше та простiше, анiж метод гауссiвських обчислень (Пропозицiї
1.3, 1.4), оцiнки резольвенти, що були отриманi упродовж цього доведення не-
обхiднi для подальшого вивчення власних значень та знайдуть застосовання
у наступному Роздiлi.

До основних результатiв цього роздiлу належать:

• Теорема 2.1, в якiй наведено рiвняння для перетворення Стiлтьєса мi-
ри νN та зазначено, що асимптотично νN та шукана мiра ν̂N матрицi
Wf,NW

∗
p,NWp,NW

∗
f,N спiвпадають, тобто ν̂N − νN → 0, N → +∞ слабко

майже напевно;

• Пропозицiя 2.4, в якiй встановлено, що матрицi W ∗
p,NWp,N та W ∗

f,NWf,N

є майже напевно асимптотично вiльними. Цей результат є ключовим
моментом для знаходження границi мiри νN .

Результати дослiджень даного роздiлу наведено у публiкацiї автора [50].
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Роздiл 3

Детальне вивчення мiри νN .

Цей роздiл присвячений вивченню деяких властивостей мiри νN . Як зазна-
чено у Зауваженнi 2.2, мiри µN та νN – абсолютно неперервнi по вiдношенню
одна до одної. Мiж iншим, це означає, що вони мають однаковi властиво-
стi та один носiй, який ми позначимо через SN . Таким чином, замiсть νN
ми будемо вивчати властивостi мiри µN . Зокрема, вивчено поведiнку пере-
творення Стiлтьєса tN мiри µN на осi дiйсних чисел та знайдено вираз для
щiльностi мiри µN . Також ми охарактеризували носiй SN та довели, що май-
же напевно усi власнi значення матрицi Wf,NW

∗
p,NWp,NW

∗
f,N знаходяться у

околi SN . У подальшому ми позначимо через M кiлькiсть рiзних власних
значень (λl,N)l=1,...,M матрицi RN , розташованих у порядку спадання i через
(ml,N)l=1,...,M їх кратностi. Звичайно,

∑M̄
l=1ml,N = M .

Основнi результати цього роздiлу представленi у наступних теоремах.

Теорема. (Щiльнiсть мiри µN) Щiльнiсть fN(x) мiри µN по вiдношенню
до мiри Лебега є неперервною функцiєю на R+∗ та визначається як fN(x) =
1
π Im(tN(x)) для усiх x > 0. Якщо cN ≤ 1, µN абсолютно неперервна, якщо
ж cN > 1, маємо dµN(x) = fN(x)dx + µN({0})δ0. Крiм цього 0 ∈ SN та
внутрiшнiсть S◦N носiя SN має вигляд

S◦N = {x ∈ R+, Im(t(x)) > 0}.

Бiльш того, якщо cN < 1, справедливо

fN(x) ' 1

π

1√
x cN(1− cN)

,
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да x→ 0+, якщо ж cN = 1, маємо

fN(x) ' 1

π

√
3

2

(
1

M
TrR−1

)−1/3
1

x2/3
.

Теорема. (Характеризацiя носiя) Носiй SN має вигляд

SN = {0}IcN>1 ∪ [x−,N , x
+
1,N ] ∪ [x−2,N , x

+
2,N ] ∪ . . . [x−q,N , x+,N ]

Теорема. (Локалiзацiя власних значень) Припустимо iснують ε > 0, κ1 ∈
R, κ2 ∈ R ∪ {+∞} та натуральне число N0 такi, що

(κ1 − ε, κ2 + ε) ∩ SN = ∅ ∀N ≥ N0.

Тодi, з ймовiрнiстю один, вiдрiзок [κ1, κ2] не мiстить жодного власного
значення матрицi Wf,NW

∗
p,NWp,NW

∗
f,N для усiх достатньо великих N .

3.1 Властивостi t(z) бiля осi дiйсних чисел.

У цьому пiдроздiлi ми доведемо, що для усiх x0 ∈ R+∗ iснує кiнцева гра-
ниця limz→x0,z∈C+ t(z). Щоб не ускладнювати позначення, ми продовжимо за-
писувати її через t(x0). Бiльш того, якщо c ≤ 1, маємо limz→0,z∈C+∪R∗ |t(z)| =
+∞ та limz→0,z∈C+∪R∗ zt(z) = 0. Результати [68] дозволяють зробити висно-
вок, що мiра µN абсолютно неперервна вiдносно мiри Лебега та її щiльнiсть
дорiвнює 1

π Im(t(x)) для усiх x ∈ R+∗. Якщо ж c > 1, в точцi 0 з’являється
маса Дiрака.

Для початку ми розглянемо випадок, коли x0 6= 0. Щоб довести, що гра-
ниця limz→x0,z∈C+ t(z) iснує, ми перевiримо справедливiсть наступних твер-
джень:

• Якщо послiдовнiсть (zn)n≥1 чисел з C+ збiгається до x0, тодi послiдов-
нiсть |t(zn)|n≥1 обмежена;

• Якщо послiдовностi (z1,n)n≥1 i (z2,n)n≥1 чисел з C+ збiгаються до x0 та
задовольняють limzi,n→x0 = ti для i = 1, 2, тодi t1 = t2.

Почнемо з першого твердження:
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Лема 3.1. Якщо x0 ∈ R+∗ та для послiдовностi (zn)n≥1 комплексних чисел
з C+ виконується limn→+∞ zn = x0, тодi множина |t(zn)|n≥1 обмежена.

Доведення. Припустимо, що |t(zn)| → +∞. Рiвнiсть (2.70) може бути
записана, як

t(zn) =
1

M

M∑
l=1

ml λl

−zn(1 + ct(zn)λl
1−z (ct(zn))2 )

. (3.1)

Оскiльки x0 6= 0, з умови |t(zn)| → +∞ випливає, що iснує l0, для якого

(1 +
ct(zn)λl0

1− z (ct(zn))2
)→ 0

або, що еквiвалентно,
znct(zn)−

1

ct(zn)
→ λl0.

Оскiльки |t(zn)| → +∞, маємо znct(zn)→ λl0, що суперечить припущенню. �

Лема 3.2. Нехай (z1,n)n≥1 та (z2,n)n≥1– двi послiдовностi, якi належать до
C+ та збiгаються до x0 ∈ R+∗, крiм того limzi,n→x0 t(zi,n) = ti для i = 1, 2.
Тодi справедливо t1 = t2.

Доведення. Твердження Леми очевидно виконується, якщо x0 не нале-
жить до S. Тому ми припускаємо, що x0 ∈ S − {0}. Для початку помiтимо,
що якщо limn→+∞ zn = x0 (zn ∈ C+) та t(zn)→ t0, тодi

1− x0 (ct0)
2 6= 0 (3.2)

1 +
ct0 λl

1− x0 (ct0)2
6= 0, l = 1, . . . ,M. (3.3)

Насправдi, якщо (3.2) не виконується, з рiвняння (3.1) випливає t0 = 0, що
неможливо, оскiльки ми припустили, що 1−x0 (ct0)

2 дорiвнює 0. Аналогiчно,
якщо не виконується нерiвнiсть (3.3), границя t(zn) не може бути кiнцевою.
Таким чином, матриця

T0 = −
(
x0

[
I +

ct0
1− x0 (ct0)2

R

])−1

(3.4)
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визначена коректно та справедливо, з чого випливає, що T (zn) → T0 та
t0 = 1

MTrRT0. Зокрема, для i = 1, 2 маємо T (zi,n)→ Ti, де матриця Ti визна-
чається аналогiчно з (3.4) але для t0 = ti, i = 1, 2 i вiдповiдно ti = 1

MTrRTi.
Використовуючи рiвнiсть (2.70) для z = zi,n, ми негайно отримуємо(

t(z1,n)− t(z2,n)

z1,nt(z1,n)− z2,nt(z2,n)

)
=

(
u0(z1,n, z2,n) v0(z1,n, z2,n)

z1,nz2,nv0(z1,n, z2,n) u0(z1,n, z2,n)

)
(3.5)

×

(
t(z1,n)− t(z2,n)

z1,nt(z1,n)− z2,nt(z2,n)

)
+

(
(z1,n − z2,n)

1
MTrT (z1,n)RT (z2,n)

0

)
,

де u0(z1, z2) та v0(z1, z2) визначаються як

u0(z1, z2) = c
cz1t(z1)cz2t(z2)

1
MTr(RT (z1)RT (z2))

(1− z1(ct(z1))2) (1− z2(ct(z2))2)
(3.6)

та

v0(z1, z2) = c
1
MTr(RT (z1)RT (z2))

(1− z1(ct(z1))2) (1− z2(ct(z2))2)
(3.7)

для zi ∈ C+, i = 1, 2. Переходячи до границi у рiвняннi (3.5), маємо(
t1 − t2

x0(t1 − t2)

)
=

(
u0(x0, x0) v0(x0, x0)

x2
0v0(x0, x0) u0(x0, x0)

) (
t1 − t2

x0(t1 − t2)

)
, (3.8)

де u0(x0, x0) та v0(x0, x0) визначаються аналогiчно з (3.6, 3.7), с замiною
zi, t(zi), T (zi) на x0, ti, Ti для i = 1, 2. Якщо визначник (1 − u0(x0, x0))

2 −
x2

0v0(x0, x0)
2 зазначеної системи лiнiйних рiвнянь вiдмiнний вiд нуля, то оче-

видно, що у такому випадку t1 = t2.

Тепер перейдемо до випадку коли (1−u0(x0, x0))
2−x2

0v0(x0, x0)
2 = 0. Для

цього розглянемо границi u(zi,n) та v(zi,n), i = 1, 2 при n → +∞, якi позна-
чимо через ui(x0) та vi(x0), i = 1, 2. Нагадаємо, що u(z) та v(z) визначеннi
вiдповiдно у (2.82) та (2.83). Зрозумiло, що ui(x0) та vi(x0) спiвпадають з
(2.82) та (2.83), якщо замiсть (z, t(z), T (z)) узято (x0, ti, Ti). Таким чином, з
нерiвностi (2.80) випливає

(1− ui(x0))
2 − x2

0vi(x0)
2 ≥ 0 (3.9)
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для i = 1, 2. Використовуючи нерiвнiсть Шварца та (2.88), як у доведеннi
єдностi розв’язку рiвняння (2.70) (див. Пропозицiя 2.2), легко показати, що

|(1−u0(x0, x0))
2−x2

0(v0(x0, x0))
2| ≥ (1−

√
u1(x0)

√
u2(x0))

2−x2
0v1(x0)v2(x0)

≥ (1− u1(x0))(1− u2(x0))− x2
0v1(x0)v2(x0)

≥
√

(1− u1(x0))2 − x2
0v1(x0)2

√
(1− u2(x0))2 − x2

0v2(x0)2 ≥ 0. (3.10)

Таким чином, рiвнiсть (1− u0(x0, x0))
2− x2

0v0(x0, x0)
2 = 0 можлива лише при

умовi, що у нерiвностi Шварца та (2.88) насправдi має мiсце рiвнiсть. Отже,
справедливо |u0(x0, x0)|2 = u1(x0)u2(x0), або, що еквiвалентно, | 1

MTr(RT1RT2)| =
( 1
MTr(RT1T

∗
1R))1/2( 1

MTr(RT2T
∗
2R))1/2. З цього випливає, що T1 = aT ∗2 для де-

якої константи a ∈ C. Бiльш того, оскiльки ti = 1
MTr(RTi) для i = 1, 2, має ви-

конуватися рiвнiсть t1 = at∗2. Нерiвнiсть (2.88) стає рiвнiстю для невiд’ємних
дiйсних чисел лише у випадку, коли ad = bc. Для наведення (3.10) ми вико-
ристовували (2.88) двiчi, для наборiв {a = b = 1, c = u1(x0), d = u2(x0)}
та {a = (1 − u1(x0))

2, b = (1 − u2(x0))
2, c = x2

0v
2
1, d = x2

0v
2
2}. Таким чином,

маємо

u1(x0) = u2(x0) (3.11)

(1− u1(x0))
2x2

0v2(x0)
2 = (1− u2(x0))

2x2
0v1(x0)

2. (3.12)

Оскiльки x0 6= 0 та (1 − u1(x0))
2 − x2

0v1(x0)
2 ≥ 0, якщо u1(x0) = 1, змiн-

на v1(x0) повинна дорiвнювати нулю, що неможливо. Отже, u1(x0) 6= 1 та з
(3.11)-(3.12), маємо v1(x0) = v2(x0). Легко помiтити, що з визначення ui та
vi випливає, що ui(x0) = c2x2

0|ti|2vi(x0) та, як наслiдок, |t1|2 = |t2|2, що не-
гайно тягне за собою, що |a| = 1. З рiвностi v1(x0) = v2(x0) та T1 = aT ∗2 , ми
безпосередньо отримуємо

|a|2 1
MTr(T ∗2RRT2)

|1− x0c2a2(t∗2)
2|2

=
1
MTr(RT2T

∗
2R)

|1− x0c2t22|2
.

Чисельники з обох сторiн однаковi та вiдмiннi вiд нуля, з чого випливає, що
знаменники також повиннi бути однаковими, тобто

|1− x0c
2a2(t∗2)

2| = |1− x0c
2t22|.

Зауважимо, що якщо для w та z виконується |1−w| = |1−z| та |w| = |z|, тодi
маємо або w = z, або w = z̄. Покладемо w = x0c

2t22 та z = x0c
2a2(t∗2)

2. Якщо
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w = z, маємо a2(t∗2)
2 = t22 ⇒ t21 = t22 та оскiльки Imti ≥ 0, ми можемо зробити

висновок t1 = t2. Якщо ж w = z̄, маємо a2(t∗2)
2 = (t∗2)

2. З цього випливає, що
або t2 = 0, у цьому випадку також маємо t1 = 0, або a = ±1. Якщо a = 1, тодi
умова Imti ≥ 0 тягне за собою, що t1 та t2 дiйснi та спiвпадають. Нарештi,
якщо a = −1, нагадаємо, що T1 = aT ∗2 = −T ∗2 . Таким чином справедливо

x0IM −
x0t
∗
2

1− x0c2(t∗2)
2
R = −x0IM −

x0t
∗
2

1− x0c2(t∗2)
2
R,

що неможливо, оскiльки x0 6= 0. Лема 3.2 доведена. �

Леми 3.2, 3.1 та їх доведення передбачають наступний результат.

Пропозицiя 3.1. Для усiх x > 0, iснує limz→x,z∈C+ t(z) = t(x). Бiльш того,
1−x(ct(x))2 6= 0, та матриця (I+ ct(x)

1−x(ct(x))2 R) невироджена. Таким чином,

limz→x,z∈C+ T (z) = T (x), де T (x) =
(
−x(I + ct(x)

1−x(ct(x))2 R)
)−1

. Окрiм того,
t(x) є рiшенням рiвняння

t(x) =
1

M
Tr(RT (x)). (3.13)

Якщо u(x) та v(x) визначаються як (2.82) та (2.83) з z = x, тодi справе-
дливi нерiвностi

1− u(x) > 0 (3.14)

та
(1− u(x))2 − x2(v(x))2 ≥ 0 (3.15)

для усiх x 6= 0. Бiльш того, нерiвнiсть (3.15) стає строгою, якщо x ∈
R+ − S. Якщо також Im(t(x)) > 0, тодi маємо

1− u(x)− xv(x) = 0 (3.16)

Доведення. Насправдi нам залишилось довести лише (3.14), (3.15), та
(3.16). Оскiльки функцiя z → t(z) аналiтична на C \ S, вiдповiдна функцiя
x → t(x) диференцiйовна на R+ − S. Також, оскiльки нерiвностi (t(x))

′
> 0

та (xt(x))
′
> 0 виконуються на R+ − S, умови, якi використовувались у

Зауваженi 2.1, досi справедливi на R+ − S. Це доводить (3.14) та строгу не-
рiвнiсть (3.15). Крiм того, беручи z → x, z ∈ C+ у Пропозицiї 2.1, маємо, що
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1− u(x) ≥ 0 та (3.15) також справедливi на S − {0}. Оскiльки v(x) > 0 для
усiх x 6= 0, строга нерiвнiсть (3.14) є наслiдком (3.15).

Для того, щоб довести (3.16), ми використовуємо друге рiвняння системи
(2.84), з якого випливає, що

Im(t(x)) = (u(x) + xv(x)) Im(t(x))

Таким чином, оскiльки Im(t(x)) > 0, негайно отримуємо (3.16). �

Наступним, для повноти викладення, ми наведемо корисний результат зi
спiльної роботи [50].

Пропозицiя 3.2. Для усiх x ∈ R+∗, маємо Re(t(x)) < 0.

Доведення. Нескладно (див. наприклад Лема 2.7) отримати систему(
Re(t(z)

Re(zt(z))

)
=

(
u(z) −v(z)

−|z|2v(z) u(z)

) (
Re(t(z)

Re(zt(z))

)

+

(
−Re(z) 1

MTr(RT (z)(T (z))∗)

−|z|2 1
MTr(RT (z)(T (z))∗

)
, (3.17)

що справедлива для усiх z ∈ C \ S. Бiльш того, оскiльки усi доданки, якi
з’являються у (3.17) мають кiнцеву границю при z → x для x 6= 0, система
(3.17) досi справедлива на R∗. Покладемо z = x, тодi перша компонента (3.17)
дає

Re(t(x))(1− u(x) + xv(x)) = −x 1

M
Tr(RT (x)T (x)∗). (3.18)

З Пропозицiї 3.1 випливає, що 1−u(x) > 0, для x ∈ R∗. Отже, 1−u(x)+xv(x)

також є додатним, та виконується рiвняння

Re(t(x)) = −x 1

1− u(x) + xv(x)

1

M
Tr(RT (x)T (x)∗). (3.19)

Таким чином, з x > 0 випливає, що Re(t(x)) < 0. �

Тепер ми можемо перейти до вивчення поведiнки t(z) коли z → 0. На
початку покажемо, що limz→0,z∈C+∪R∗ |t(z)| = +∞ та пiсля доведемо, що
limz→0,z∈C+∪R∗ zt(z) = 0 якщо c ≤ 1 та є строго вiд’ємним якщо c > 1.
Для подальшого нагадаємо, що функцiя t(x) для x > 0 визначається як
t(x) = limz→x,z∈C+ t(z).
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Лема 3.3. Справедливо, що limz→0,z∈C+∪R∗ |t(z)| = +∞.

Доведення. Припустимо супротивне, тобто нехай iснує послiдовнiсть еле-
ментiв (zn)n≥1 з C+ ∪ R∗ така, що limn→+∞ zn = 0 та t(zn) → t0. З (2.70) та
(3.13) маємо

znt(zn) = − 1

M

M∑
l=1

mlλl

1 + ct(zn)λl
1−zn(ct(zn))2

. (3.20)

Вираз 1 + ct(zn)λl
1−zn(ct(zn))2 очевидно збiгається до 1 + ct0λl. Оскiльки лiва та права

частини рiвняння (3.20) збiгається до 0 для усiх l, 1 + ct0λl не може дорiвню-
вати 0. Таким чином, матриця I + ct0R невироджена, переходячи до границi
у (3.20), маємо

1

M
TrR(I + ct0R)−1 = 0.

Очевидно Im 1
MTrR(I+ct0R)−1 не може дорiвнювати нулю, якщо t0 не дiйсне,

тому t0 має бути дiйсним. Зауважимо, що |zn|v(zn) ≤ 1 для усiх n (див. Лема
2.7 для zn ∈ C+ ∪ R+∗ та Зауваження 2.1 для zn ∈ R−∗). Оскiльки |1 −
zn(ct(zn))

2|2 → 1 та |zn|v(zn) обмежено, маємо, що |zn| 1
MTr(RT (zn)RT (zn)

∗)

також обмежено. Легко перевiрити, що

|zn|
1

M
Tr(RT (zn)RT (zn)

∗) =
1

|zn|
1

M
Tr(R(I + ct0R)−1R(I + ct0R)−1) +O(1).

Таким чином, з обмеженостi |zn| 1
MTr(RT (zn)RT (zn)

∗) випливає 1
MTr(R(I +

ct0R)−1R(I + ct0R)−1) = 0, що неможливо. Отже шукане твердження справе-
дливе. �

Лема 3.4. Розглянемо послiдовнiсть (zn)n≥1 з елементами з C+∪R∗, таку,
що limn→+∞ zn = 0. Тодi множина (znt(zn))n≥1 обмежена.

Доведення. Знову припустимо суперечнiсть, нехай послiдовнiсть (znt(zn))n≥1

є необмеженою. З цього випливає, що ми можемо видiлити з (zn)n≥1 пiдпо-
слiдовнiсть, яку ми досi позначатимемо через (zn)n≥1, таку, що
limn→+∞ |znt(zn)| = +∞. Тодi маємо

ct(zn)

1− zn(ct(zn))2
=

1
1

ct(zn) − znt(zn)
→ 0.

90



Отже,

− 1

M
TrR

(
I +

ct(zn)

1− zn(ct(zn))2
R

)−1

→ − 1

M
TrR,

що неможливо, оскiльки лiва частина спiвпадає з znt(zn), що не збiгається до
кiнцевої границi. Отримали суперечнiсть. �

Лема 3.5. Розглянемо двi послiдовностi, (z1,n)n≥1 та (z2,n)n≥1, елементи
яких належать до C+ ∪ R∗ та виконується limn→+∞ zi,n = 0 i
limn→+∞ zi,nt(zi,n) = δi для i = 1, 2. Тодi, δ1 = δ2.

Доведення. З рiвняння (2.70) негайно отримуємо

zt(z) =

(
zct(z)− 1

ct(z)

)
1

M
TrR

(
R +

1

ct(z)
− zct(z)

)−1

. (3.21)

Згiдно з Леми 3.3, послiдовнiсть |t(zi,n)| → +∞, тому 1
ct(zi,n) → 0 та zi,nct(zi,n)−

1
ct(zi,n) → cδi для i = 1, 2. Отже, для δi 6= 0, рiвняння (3.21) негайно дає,

що c 1
MTrR

(
R + 1

ct(zi,n) − zi,nct(zi,n)
)−1

збiгається до 1, з чого випливає, що
матриця R − cδiI невироджена. Таким чином ми отримали двi можливостi:
δi = 0 або δi є розв’язком рiвняння

1 = c
1

M
TrR(R− cδiI)−1, (3.22)

це еквiвалентно умовi, що δi задовольняє

δi = cδi
1

M
TrR(R− cδiI)−1. (3.23)

Зауважимо, що розв’язки цього рiвняння дiйснi, тому δi ∈ R для i = 1, 2. З
рiвняння (3.5) маємо

z1,nt(z1,n)− z2,nt(z2,n) = z1,nz2,nv0(z1,n, z2,n)(t(z1,n)− t(z2,n))

+ u0(z1,n, z2,n)(z1,nt(z1,n)− z2,nt(z2,n)).

Нескладно перевiрити, що z1,nz2,nv0(z1,n, z2,n)(t(z1,n)− t(z2,n))→ 0 та
u0(z1,n, z2,n) → u0(0, 0) = c 1

MTrR(R − cδ1I)−1R(R − cδ2I)−1. Таким чином
маємо

δ1 − δ2 = u0(0, 0)(δ1 − δ2). (3.24)
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Нагадаємо, що |u0(z1,n, z2,n)| ≤
√
u(z1,n)

√
u(z2,n) ≤ 1. Бiльш того, очевидно

u(zi,n) → ui(0) = c 1
MTrR(R − cδiI)−1R(R − cδiI)−1 та з цього, 0 < ui(0) ≤ 1.

Використовуючи нерiвнiсть Шварца, маємо

|u0(0, 0)| ≤
√
u1(0)

√
u2(0) ≤ 1. (3.25)

Якщо нерiвнiсть Шварца (3.25) строга та |u0(0, 0)| < 1, звiдси негайно випли-
ває, що δ1 = δ2. Якщо ж u0(0, 0) =

√
u1(0)

√
u2(0) = 1, отримуємо

R− cδ1I = κ(R− cδ2I)

для деякої константи κ, або, що еквiвалентно, λl − cδ1 = κ(λl − cδ2) для
усiх l = 1, . . . ,M . У випадку, якщо R не кратне I, κ має дорiвнювати 1,
бо iнакше λl = λl′ для усiх l, l′. Умова κ = 1 негайно тягне за собою, що
δ1 = δ2. Нарештi, залишився випадок R = σ2I. Тодi, з (3.23) випливає, що δi
є розв’язком δi

σ2c
σ2−cδi = δi, тобто δi = 0 або

δi = σ2

(
1

c
− 1

)
. (3.26)

Залишилось перевiрити, що випадки, коли δ1 = 0, δ2 = σ2
(

1
c − 1

)
або δ2 =

0, δ1 = σ2
(

1
c − 1

)
неможливi. Якщо це правда, u1(0) та u2(0) не можуть удвох

дорiвнювати 1, що означає, що |u0(0, 0)| < 1. Таким чином, (3.24) дає супе-
речнiсть та δ1 = δ2 дорiвнює 0 або σ2

(
1
c − 1

)
. �

З Лем 3.4 та 3.5 ми маємо наступний наслiдок.

Наслiдок 3.1. Для c ≤ 1 справедливо

lim
z→0,z∈C+∪R∗

zt(z) = 0 (3.27)

та
µ({0}) = 0. (3.28)

Доведення. З Лем 3.4 та 3.5 можна зробити висновок, що limz→0,z∈C+∪R∗ zt(z) =

δ, де δ дорiвнює 0, або є розв’язком рiвняння (3.23). Для уточнення ми за-
уважимо, що t(x) > 0 якщо x < 0, з чого випливає, що δ ≤ 0. Таким чином,
δ спiвпадає з вiд’ємним розв’язком рiвняння (3.23). Очевидно, що у випадку
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c ≤ 1, рiвняння (3.23) не має вiд’ємних розв’язкiв, з чого випливає (3.27).
Твердження (3.28) є прямим наслiдком властивостi перетворення Стiлтьєса

µ({0}) = − lim
z→0,z∈C+∪R∗

zt(z).

Для того, щоб дослiдити випадок c > 1 та точнiше описати поведiнку
Im(t(z)) коли z → 0, z ∈ C+ ∪ R∗ для c ≤ 1, ми маємо оцiнити z(t(z))2 при
z → 0.

Лема 3.6. • Для c = 1 справедливо limz→C+∪R∗ |z(t(z))2| = +∞.

• Якщо c < 1,
lim

z→C+∪R∗
z(t(z))2 = − 1

c(1− c)
. (3.29)

• Та при c > 1, limz→0,z∈C+∪R∗ zt(z) = δ вiдмiнне вiд нуля та спiвпадає з
вiд’ємним розв’язком рiвняння (3.23), також µ({0}) = −δ.

Доведення. З рiвняння (2.70) маємо

z(t(z))2 = − 1

M
TrR

(
I

t(z)
+

c

1− z(ct(z))2
R

)−1

. (3.30)

Припустимо, що δ = 0 (ми вже знаємо, що це правда для c ≤ 1). Почнемо
з доведення першого пункту Леми 3.6. Покладемо c = 1 та припустимо, що
iснує послiдовнiсть (zn)n∈C+∪R∗ така, що zn → 0 та znt(zn)2 → α. Оскiльки
|t(zn)| → +∞, з (3.30) негайно випливає α = α − 1, що неможливо. Таким
чином, якщо c = 1, limz→0,→C+∪R∗ |zt(z)2| = +∞ що i треба було довести.

Для доведення останнiх двох пунктiв ми покажемо, що для c 6= 1, |zt(z)2|
обмежено при z ∈ C+ ∪ R∗ у околi 0. Для цього, як завжди, припустимо,
що iснує послiдовнiсть (zn)n≥1, елементи якої належать до C+ ∪ R∗ i яка
задовольняє zn → 0 та |znt(zn)2| → +∞. Тодi, маємо

1 = − 1

M
TrR

(
znt(zn)I +

cznt(zn)
2

1− zn(ct(zn))2
R

)−1

.

Припущення |znt(zn)2| → +∞ тягне за собою, що cznt(zn)2

1−zn(ct(zn))2 → −
1
c . А оскiль-

ки znt(zn) → 0, ми отримуємо, що c = 1, що неможливо. Використовуючи
знову (3.30), ми негайно маємо, що якщо zn(t(zn))2 → α, тодi α = − 1

c(c−1) .
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Та оскiльки |zt(z)2| обмежено для z ∈ C+ ∪ R∗ у околi 0, випливає, що
limz→0,z∈C+∪R∗ z(t(z))2 = − 1

c(1−c) . Другий пункт доведено. Нарештi, для z ∈
R−∗ щойно згадана границя вiд’ємна, що неможливо для випадку c > 1,
оскiльки тодi − 1

c(1−c) додатне. Таким чином, у випадку c > 1, значення δ,
що є границею zt(z), має бути вiдмiнним вiд 0. Що означає, δ спiвпадає з
вiд’ємним розв’язком рiвняння (3.23) та µ({0}) = −δ > 0. �

Комбiнуючи усе, що було доведено вище, ми отримуємо наступну хара-
ктеризацiю µN для c ≤ 1.

Теорема 3.1. Щiльнiсть fN(x) мiри µN по вiдношенню до мiри Лебега є
неперервною функцiєю на R+∗ та визначається як fN(x) = 1

π Im(tN(x)) для
усiх x > 0. Якщо cN ≤ 1, µN абсолютно неперервна та для cN > 1 маємо
dµN(x) = fN(x)dx + µN({0})δ0. Також 0 ∈ SN та внутрiшнiсть S◦N носiя
SN має вигляд

S◦N = {x ∈ R+, Im(t(x)) > 0} (3.31)

Бiльш того, якщо cN < 1, справедливо

fN(x) ' 1

π

1√
x cN(1− cN)

, (3.32)

да x→ 0+, якщо ж cN = 1, маємо

fN(x) ' 1

π

√
3

2

(
1

M
TrR−1

)−1/3
1

x2/3
. (3.33)

Доведення. Оскiльки t(z) не є аналiтичною функцiєю в околi точки 0,
ми робимо висновок, що 0 ∈ S. Ранiше було доведено, що iснує границя
limz→x,z∈C+ t(z) = t(x) для x 6= 0, тому з Теореми 2.1, [68] випливає, що
для борелiвської множини A ∈ R+∗ з нульовою мiрою Лебега, виконується
µ(A) =

∫
A f(x)dx = 0. Неперервнiсть функцiї f на R+∗ також є наслiдком

[68].
Тепер доведемо (3.32). Для цього зауважимо, що з (3.29) випливає

lim
x→0,x>0

x(t(x))2 = − 1

c(1− c)
. (3.34)

Оскiльки Im(t(x)) ≥ 0 для усiх x 6= 0, (3.34) тягне за собою, що t(x) '
i√

x
√
c(1−c

для x→ 0+ або, що еквiвалентно, 1
π Im(t(x)) ' 1

π
1√

x c(1−c)
.
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Залишилось отримати (3.33). Спершу покажемо, що

lim
x→0,x>0

x2(t(x))3 =

(
1

M
TrR−1

N

)−1

. (3.35)

Для цього запишемо (3.13) як

1

M
TrR

(
−xt(x)I +

1

1− 1
x(t(x))2

R

)−1

= 1. (3.36)

Нагадаємо, що для c = 1, xt(x) → 0 та |x(t(x))2| → +∞ для x → 0, x > 0.
Лiву частину рiвняння (3.36) можна розкласти наступним чином

1

M
TrR

(
−xt(x)I +

1

1− 1
x(t(x))2

R

)−1

= 1− 1

x(t(x))2

+
1

M
TrR−1 xt(x) + xt(x)ε1(x) +

1

x(t(x))2
ε2(x),

де ε1(x) та ε2(x) збiгаються до 0 коли x → 0, x > 0. Таким чином, з (3.36)
випливає

1

M
TrR−1 xt(x)− 1

x(t(x))2
= xt(x)ε̃1(x) +

1

x(t(x))2
ε̃2(x),

де ε̃1(x) та ε̃2(x) знову збiгаються до 0 коли x→ 0, x > 0. Це негайно приво-
дить до (3.35). Оскiльки функцiя x → x2(t(x))3 неперервна на R+∗, справе-
дливо, що

lim
x→0,x>0

x2/3t(x) = e2ikπ/3

(
1

M
TrR−1

)−1/3

,

де k дорiвнює 0, 1 або 2. Якщо k = 0, дiйсна частина t(x) має бути додатною
коли x знаходиться достатньо близько до 0. З чим Лема 3.2 дає суперечнiсть.
Якщо k = 2, Im(t(x)) < 0 для достатньо малих x, що також неможливо.
Таким чином, k має дорiвнювати 1. Тодi маємо,

lim
x→0,x>0

x2/3Im(t(x)) = sin 2π/3

(
1

M
TrR−1

)−1/3

. (3.37)

Що завершує доведення (3.33). �

Наступним, для повноти викладення, ми наведемо наступний результат
зi спiльної статтi [50], в якому доведено, що функцiї x → t(x) та x → f(x)
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можуть бути розкладенi у степеневий ряд у околi кожної точки з S◦N . Бiльш
детально:

Пропозицiя 3.3. Якщо x0 > 0 та Im(t(x0)) > 0, тодi функцiї t та f мо-
жуть бути представленi як

t(x) =
+∞∑
k=0

ak(x− x0)
k, f(x) =

+∞∑
k=0

bk(x− x0)
k,

де |x− x0| достатньо мале.

Доведення. Аналогiчно з [68] та [23] доведення базується на теоремi про
голоморфну неявну функцiю (див. [17]). Позначимо t(x0) через t0. Тодi, рiв-
няння (3.13) у точцi x0 може бути записаним як h(x0, t0) = 0, де функцiя
h(z, t) визначається наступним чином

h(z, t) = t− 1

M
Tr

(
R

(
−z(I +

ct

1− z(ct)2
R)

)−1
)
.

Оскiльки x0 > 0 та Im(t0) > 0, функцiя (z, t) → h(z, t) голоморфна у околi
(x0, t0). Нескладно перевiрити, що(

∂h

∂t

)
x0,t0

= 1− u0(x0, x0)− x2
0v0(x0, x0), (3.38)

де, нагадаємо, функцiї u0 та v0 визначенi у (3.6) та (3.7). Наслiдуючи дове-
дення Леми 3.2, ми негайно отримуємо, що з 1− u0(x0, x0)− x2

0v0(x0, x0) = 0

випливає T (x0) = aT (x0)
∗ та t0 = at∗0 для деякого a ∈ C. З чого знову ж таки

отримаємо рiвнiсть t0 = t∗0, що неможливо, оскiльки Im(t(x0)) > 0. Таким
чином,

(
∂h
∂t

)
x0,t0
6= 0. Тепер застосовуючи теорему про голоморфну неявну

функцiю, ми отримаємо, що iснує голоморфна у околi Σx0 точцi x0 функцiя
z → t̃(z), яка задовольняє t̃(x0) = t0 та h(z, t̃(z)) = 0 для усiх z ∈ Σx0. Бiльш
того, з умови Im(t0) = Im(t̃(x0)) > 0 маємо Im(t̃(z)) > 0 та Im(zt̃(z)) > 0 для
|z− x0| < ε з достатньо малим ε. Отже, якщо z ∈ C+ та |z− x0| < ε, повинно
виконуватися t̃(z) = t(z) (див. Пропозицiю 2.2). Тому, t(x) = limz→x,z∈C+ t(z)

має спiвпадати з t̃(x) для |x − x0| < ε. Оскiльки t̃(z) голоморфна у околi
точки x0, функцiя x→ t(x) розкладається у ряд

t(x) =
+∞∑
k=0

ak(x− x0)
k
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для |x − x0| < ε. З цього негайно випливає, що функцiя f також розкладає-
ться у степеневий ряд на iнтервалi (x0 − ε, x0 + ε). �

Нарештi, використовуючи отриманнi результати, ми наведемо властивостi
мiри νN , що вiдповiдає перетворенню Стiлтьєса

tN,ν(z) =
1

M
TrTN(z).

Оскiльки мiри νN and µN абсолютно неперервнi вiдносно одна одної, dνN(x)

також може бути записано як dνN(x) = gN(x)dx+νN({0})δ0. Використовуючи
тотожнiсть

1

M
Tr

[
−z
(
I +

ct(z)

1− z(ct(z))2
R

)]
T (z) = 1,

ми отримаємо негайно

tν(z) = −1

z
− c(t(z))2

1− z(ct(z))2
. (3.39)

Якщо x > 0, iснує границя tν(x) = limz→x,z∈C+ та вона визначається через
праву частину рiвняння (3.39) з z = x. Тому, для x > 0, g(x) = 1

π Im(tν(x))

або
g(x) = −1

π

c Im((t(x))2)

|1− x(ct(x))2|2
. (3.40)

Якщо c > 1, |zt(z)2| → +∞ при z → 0. Таким чином, з (3.39) випливає, що
νN({0}) = limz→0−ztν(z) спiвпадає з 1− 1

c , як i очiкувалося. Тепер опишемо
поведiнку g коли x→ 0, x > 0 та c ≤ 1.

Пропозицiя 3.4. Якщо c < 1, має мiсце

g(x) 'x→0
1

π

1√
c (1− c)

1

M
Tr(R−1)

1√
x
. (3.41)

У випадку ж c = 1, маємо

g(x) 'x→0
1

π

√
3

2

(
1

M
Tr(R−1)

)2/3
1

x2/3
. (3.42)

Доведення. Нескладнi перетворення рiвняння (3.30) дають нам

z(t(z))2 +
1

c(1− c)
'z→0

1

M
TrR−1 1

c2(1− c)3

1

t(z)
.
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Оскiльки t(x) 'x→0,x>0
i√

x
√
c(1−c)

, маємо

Im((t(x))2) ' −i 1

M
TrR−1 1

1− c
1

(c(1− c))3/2

1√
x
.

Таким чином, з (3.40) негайно випливає (3.41). Твердження (3.42) є прямим
наслiдком (3.37). �

Пропозицiя 3.4 дає на практицi, що у випадку cN ≤ 1 багато власних зна-
чень матрицi Wf,NW

∗
p,NWp,NW

∗
f,N знаходяться бiля 0. Бiльш того, факт, що

швидкiсть збiгання gN до +∞ бiльша для cN = 1, показує, що у цьому ви-
падку вiдсоток власних значень бiля 0 навiть бiльший, нiж у випадку cN < 1.

Наприкiнцi зауважимо, що функцiї tν(x) та g(x) можуть бути розкладе-
нi у степеневий ряд бiля кожної точки x0 ∈ S◦. Це є очевидним наслiдком
Пропозицiї 3.3 та виразiв для sν(x) та g(x) через t(x).

3.2 Властивостi носiя SN .

Цей пiдроздiл присвячено характеризацiї носiя мiри νN , вiн же носiй мiри
µN .

Позначимо через wN(z) наступну функцiю

wN(z) = −(1− z(cN tN(z))2)

cN tN(z)
= zcN tN(z)− 1

cN tN(z)
. (3.43)

У подальшому ми опустимо iндекс N . Нескладно побачити, що функцiя w є
аналiтичною на C \ S, що Im(w(z)) > 0 для z ∈ C+ i iснує границя w(x) =

limz→x,z∈C+ w(z) для усiх x ∈ R∗ так само, як i для x = 0. Якщо ми позначимо
цю границю через w(0), тодi w(0) = 0 для c ≤ 1 та w(0) = cδ якщо c > 1, де,
нагадаємо, δ є розв’язком рiвняння (3.22). Бiльш того, w(x) є дiйсним тодi
i тiльки тодi, коли t(x) є дiйсною функцiєю. Таким чином, внутрiшнiсть So

носiя S також визначається як

So = {x ∈ R+, Im(w(x)) > 0}. (3.44)

Зокрема, оскiльки t(x)′ та (xt(x))′ додатнi для x ∈ R − S, похiдна w′(x)

функцiї w(x) по вiдношенню до x також є додатною на R−S. Легко помiтити,
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що t(z) можна виразити через w(z) як

t(z) =
1

z
w(z)

1

M
TrR (R− w(z)I)−1 . (3.45)

З визначення (3.43) маємо

1 + ct(z)w(z)− z(ct(z))2 = 0. (3.46)

Пiдставляючи (3.45) у (3.46), ми негайно отримуємо, що wN(z) задовольняє
рiвнянню

φN(wN(z)) = z, (3.47)

де φN(w) визначається як

φN(w) = cNw
2 1

M
TrRN (RN − wI)−1

(
cN

1

M
TrRN (RN − wI)−1 − 1

)
.

(3.48)
Зауважимо, що рiвняння (3.47) справедливе не тiльки на C\S, але i на x ∈ S.
Таким чином, рiвняння φ(w(x)) = x виконується для усiх x ∈ R. З чого ви-
пливає, що φ′(w(x))w

′
(x) = 1 для усiх x ∈ R−S. Як було вiдмiчено, w′(x) > 0

для x ∈ R−S, тому маємо, що φ′(w(x)) > 0 для усiх x ∈ R−S. Це означає, що
для кожного x ∈ R−S, w(x) є дiйсним розв’язком полiномiального рiвняння
φ(w) = x, для якого φ′(w) > 0. Бiльш того, Пропозицiя 3.2 зазначає, що для
x ∈ R+−S значення t(x) = Re(t(x)) є вiд’ємним. Отже, використовуючи рiв-
няння (3.45) з z = x, ми робимо висновок, що для x > 0, яке не належать до S,
значення w(x) також задовольняє w(x) 1

MTrR (R− w(x)I)−1 < 0. Якщо ж x <

0, тодi, t(x) є додатним та w(x) все ще задовольняє w(x) 1
MTrR (R− w(x)I)−1 <

0. Все це приводить до наступної Пропозицiї.

Пропозицiя 3.5. Для усiх x ∈ R−SN , wN(x) задовольняє наступним умо-
вам:

φN(wN(x)) = x, φ
′

N(wN(x)) > 0, wN(x)
1

M
TrRN (RN − wN(x)IM)−1 < 0,

(3.49)
де wN(x) i φN(x) визначенi вiдповiдно у (3.43) i (3.48).

Як ми покажемо нижче, для x ∈ R−S, властивостi (3.49) характеризують
w(x) в множинi усiх розв’язкiв рiвняння φ(w) = x та дозволяють визначити
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носiй як пiдмножину R+ де рiвняння φ(w) = x не має дiйсних розв’язкiв,
якi задовольняють умовам (3.49). Цi результати випливають з елементарного
вивчення функцiї w → φ(w).

Ми почнемо з випадку c ≤ 1 та знайдемо значення x > 0 для яких рiв-
няння φ(w(x)) = x має дiйснi розв’язки, що задовольняють (3.49), та зна-
чення x > 0, для яких таких розв’язкiв не iснує. Легко помiтити, що для
x > 0, усi дiйснi розв’язки рiвняння φ(w) = x є додатними. Таким чином,
третя умова у (3.49) еквiвалентна 1

MTrR (R− w(x)I)−1 < 0. Позначимо через
ω1,N < ω2,N < . . . < ωM,N M коренiв (якi, звичайно, є дiйсними числами)
рiвняння 1

MTrRN(RN − wI)−1 = 1
cN

та через µ1,N < µ2,N < . . . < µM−1,N ко-
ренi 1

MTrRN(RN − wI)−1 = 0. Оскiльки c ≤ 1, легко побачити, що ω1 ≥ 0 та
ω1 < λM < µ1 < ω2 < λM−1 < . . . < µM−1 < ωM < λ1. Також зрозумiло, що
1
MTrR(R−wI)−1 < 0 тодi i тiльки тодi, коли w ∈ (λM , µ1)∪ . . .∪ (λ2, µM−1)∪
(λ1,+∞).

Для x > 0 рiвняння φ(w) = x є полiномiальним, степiнь якого дорiвнює
2M + 1. Таким чином, φ(w) = x має рiвно 2M + 1 коренiв. Для усiх x > 0, це
рiвняння має принаймнi 2M−1 дiйсних розв’язкiв, якi не можуть спiвпадати
з w(x) для x ∈ (S◦)c. Дiйсно,

• M коренiв належать до ]ω1, λM [, . . . , ]ωM , λ1[. Жодне з них не може вiд-
повiдати w(x) для x ∈ (S◦)c, оскiльки 1

MTrR(R − wI)−1 > 0 для цих
коренiв.

• На кожному iнтервалi ]λM , µ1[, . . . , ]λ2, µM−1[, рiвняння φ(w) = x має
дiйсний розв’язок, для якого φ′ вiд’ємне. Таким чином, φ(w) = x має
ще M − 1 дiйсних коренiв, якi не можуть бути w(x) для x ∈ (S◦)c.

Оскiльки φN(w) → +∞ коли w → λ1,N , w > λ1,N та φN(w) → +∞ коли
w → +∞, iснує щонайменше одна точка в iнтервалi ]λ1,N ,+∞[, у якiй φ

′

N

дорiвнює нулю. Бiльш того, така точка єдина, бо iнакше φN(w) = x буде ма-
ти бiльш нiж 2M + 1 розв’язкiв, для деяких значень x. Позначимо цю точку
через w+,N та помiтимо, що якщо x > x+,N = φN(w+,N), φN(w) = x має
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2M + 1 дiйсних коренiв: 2M − 1 кореня, що були описанi вище та ще 2 до-
даткових розв’язки, якi належать вiдповiдно до ]λ1, w+[ та ]w+,+∞[. Таким
чином, w(x) дiйсне та легко побачити, що w(x) спiвпадає з розв’язком, який
належить до ]w+,+∞[. З цього випливає, що ]x+,+∞[⊂ R− S.

Якщо φ′(w) вiдмiнна вiд нуля на ]λM , µ1[∪ . . .∪]λ2, µM−1[, для усiх x ∈
]0, x+[, φ спадає на цих iнтервалах. З чого маємо, що жодне з дiйсних розв’язкiв
рiвняння φ(w) = x не задовольняє властивостям w(x) для x ∈ R+−S. Таким
чином, w(x) має бути комплексним, тобто маємо, що φ(w) = x має 2M − 1

дiйсних кореня та два комплексно спряжених кореня. У цьому разi w(x) є
додатною уявною частиною розв’язку, x ∈ S◦ та носiй S спiвпадає з [0, x+].

На Рис. 3.1 наведено приклад такої поведiнки для M = 3. У цьому ви-
падку носiй представлений єдиним вiдрiзком [0, x+], тому що φ′(w) 6= 0 для
w ∈ [λ3, µ1] ∪ [λ2, µ2].

.

µ1

ω1

ω2 ω3µ2

λ1λ3 λ2

x+

.

Рис. 3.1: Характерне представлення φ (w) як функцiї вiд w для M = 3. На
вiдрiзках [λ3, µ1] та [λ2, µ2] немає максимумiв, тому S = [0, x+].

Для того, щоб описати носiй, коли φ′ має коренi на ]λM , µ1[∪ . . .∪]λ2, µM−1[,
необхiдно дати бiльш детальну характеристику вiдповiдним кореням. Для
цього спочатку зауважимо, що φ′ не має коренiв з кратнiстю 2. Насправдi,
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припустимо, що такий корiнь iснує на iнтервалi ]λM+1−l, µl[ та позначимо йо-
го через wl. Тодi, якщо xl = φ(wl), рiвняння φ(w) = xl має 2M − 1 простих
коренiв та корiнь wl з кратнiстю 3. Тобто, ми отримали, що φ(w) = xl має
2M + 2 розв’язкiв, що неможливо. Далi наведемо корисний результат.

Пропозицiя 3.6. Число локальних екстремумiв функцiї φN на
]λM , µ1[∪ . . .∪]λ2, µM−1[ є парним, позначимо його через 2q, та 0 ≤ q ≤M−
1. Якщо q ≥ 1, позначимо аргументи цих екстремумiв через w+

1,N < w−2,N <

w+
2,N < . . . < w+

q−1,N < w−q,N , тодi x+
1,N = φN(w+

1,N), x−2,N = φN(w−2,N), . . . , x+
q−1,N =

φN(w+
q−1,N), x−q,N = φN(w−q,N) задовольняє

x+
1,N < x−2,N < x+

2,N < . . . < x+
q−1,N < x−q,N . (3.50)

Бiльш того, для кожного l, iнтервал ]λM−(l−1), µl[ мiстить щонайбiльше
один iнтервал [w+

p,N , w
−
p+1,N ], та x+

p,N (вiдповiдно x−p+1,N) є локальним мiнi-
мумом (максимумом) функцiї φN .

Доведення. Ми покажемо, що якщо w1, w2 ∈ {w+
1 , w

−
2 , . . . , w

+
q−1, w

−
q }

та w1 > w2, образи x1 = φ(w1) та x2 = φ(w2) також задовольняють x1 > x2.
Для цього достатньо показати, що вiдношення (x1 − x2)/(w1 − w2) завжди
додатне. Покладемо fn = cN

M TrRN(RN −wnIM)−1 = cN
M

∑M̄
1

λimi

λi−wn
для n = 1, 2.

Тодi ми можемо записати (3.48) як

xn = φ(wn) = w2
nfn(fn − 1) = w2

npn(pn − 1), (3.51)

де pn = 1 − fn. Зауважимо, що екстремуми w1 та w2, згiдно з визначенням,
такi, що f1 та f2 вiд’ємнi. Використовуючи (3.51) для x1 та x2, маємо

x1 − x2

w1 − w2
=

(w2
1p

2
1 − w2

2p
2
2)− (w2

1p1 − w2
2p2)

w1 − w2

= (w1p1 + w2p2)
w1p1 − w2p2

w1 − w2
− w2

1p1 − w2
2p2

w1 − w2
. (3.52)

Розкладемо перший доданок правої частини рiвняння (3.52). Застосовуючи
визначення f1,2, отримаємо

w1p1 − w2p2

w1 − w2
= 1 +

c

M

M̄∑
1

λim1

w1 − w2

(
w2

λi − w2

− w1

λi − w1

)

= 1− c

M

M̄∑
1

λ
2

imi

(λi − w1)(λi − w2)
.
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Аналогiчно, другий доданок розкладається у

w2
1p1 − w2

2p2

w1 − w2
= (w1 + w2) +

c

M

M̄∑
1

λim1

w1 − w2

(
w2

2

λi − w2

− w2
1

λi − w1

)

= (w1+w2)

1− c

M

M̄∑
1

λ
2

imi

(λi − w1)(λi − w2)

+w1w2
c

M

M̄∑
1

λimi

(λi − w1)(λi − w2)
.

Пiдставляючи останнi два вирази у (3.52), ми маємо

x1 − x2

w1 − w2
= (w1p1 + w2p2 − w1 − w2)

1− c

M

M̄∑
1

λ
2

imi

(λi − w1)(λi − w2)


− w1w2

c

M

M̄∑
1

λimi

(λi − w1)(λi − w2)
= −(w1f1 + w2f2)

×

1− c

M

M̄∑
1

λ
2

imi

(λi − w1)(λi − w2)

− w1w2
c

M

M̄∑
1

λimi

(λi − w1)(λi − w2)
.

Очевидно, що нерiвнiсть

1

(λi − w1)(λi − w2)
≤ 1

2

(
1

(λi − w1)2
+

1

(λi − w2)2

)
виконується для усiх i. Ми можемо використати цю нерiвнiсть, оскiльки, на-
гадаємо, що −fn додатне, так само, як i w1, w2 > 0, з цього випливає, що
−(w1f1 + w2f2) > 0. Таким чином, маємо

x1 − x2

w1 − w2
≥ −(w1f1 + w2f2)

1− c

2M

M̄∑
1

λ
2

imi

(λi − w1)2
− c

2M

M̄∑
1

λ
2

imi

(λi − w2)2


− w1w2

c

M

M̄∑
1

λimi

(λi − w1)(λi − w2)
.

Беручи до уваги, що c
M

∑ λ
2

imi

(λi−w)2
= f(w)+wf ′(w), остання нерiвнiсть набуває

вигляду

x1 − x2

w1 − w2
≥ −1

2
(w1f1 + w2f2) (2− f1 − w1f

′
1 − f2 − w2f

′
2)

− w1w2
c

M

M̄∑
1

λimi

(λi − w1)(λi − w2)
. (3.53)
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Продиференцiювавши вираз (3.51), маємо φ′(wn) = 2wnf
2
n−2wnfn+2w2

nfnf
′
n−

w2
nf
′
n. Згiдно з визначенням, точки w1,2 є екстремумами функцiї φ(w), тобто

φ′(w1,2) = 0. Це негайно дає наступне рiвняння fn + wnf
′
n − 1 = wnf

′
n

2fn
. Пiдста-

вимо його у (3.53) та трохи реорганiзуємо вираз, отримаємо нерiвнiсть

x1 − x2

w1 − w2
≥ 1

4
(w1f1 + w2f2)

(
w1f

′
1

f1
+
w2f

′
2

f2

)
− w1w2

c

M

M̄∑
1

λimi

(λi − w1)(λi − w2)

=
1

4
(w2

1f
′
1 + w2

2f
′
2) +

1

4
w1w2

(
f ′1
f2

f1
+ f ′2

f1

f2

)
− w1w2

c

M

M̄∑
1

λimi

(λi − w1)(λi − w2)
.

Нарештi, позначимо отриманнi у правiй частинi доданки вiдповiдно через
I1, I2, I3 та покажемо, що I1 + 1

2I3 та I2 + 1
2I3 завжди додатнi. Почнемо з

I1 + 1
2I3, знову використовуючи визначення f1,2, I1 + 1

2I3 можна розкласти у

1

4

w2
1f
′
1 + w2

2f
′
2 − 2w1w2

c

M

M̄∑
1

λimi

(λi − w1)(λi − w2)


=

c

4M

∑
λimi

( w2
1

(λi − w1)2
+

w2
2

(λi − w2)2
− 2w1w2

(λi − w1)(λi − w2)

)
=

c

4M

∑
λimi

(
w1

λi − w1

− w2

λi − w2

)2

,

що, очевидно, додатне. Аналогiчно, представляємо I2 + 1
2I3 у виглядi

1

4
w1w2

f ′1f2

f1
+ f ′2

f1

f2
− 2

c

M

M̄∑
1

λimi

(λi − w1)(λi − w2)


= w1w2

c

4M

∑
λimi

(
f2/f1

(λi − w1)2
+

f1/f2

(λi − w2)2
− 2

(λi − w1)(λi − w2)

)
= w1w2

c

4M

∑
λimi

(√
f2/f1

λi − w1

−
√
f1/f2

λi − w2

)2

,

що знову є додатним. Таким чином, ми отримали, що x1−x2 > 0 та справедли-
во (3.50). Залишилось обґрунтувати, що кожен iнтервал (]λM−(l−1), µl[)l=1,...,M−1

мiстить не бiльше одного iнтервалу виду [w+
p,N , w

−
p+1,N ]. Дiйсно, припустимо,

що ]λM−(l−1), µl[ мiстить 2 вiдрiзка [w+
p1,N

, w−p1+1,N ] та [w+
p2,N

, w−p2+1,N ] з p1 < p2.
Тодi, очевидно, [w+

p1+1,N , w
−
p1+2,N ] ⊂]λM−(l−1), µl[. Значення x

+
p1,N

є локальним
мiнiмумом, тому що x+

p1,N
< x−p1+1,N , у той час, як x−p1+1,N має бути локальним
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максимумом. Теж саме ми можемо сказати i про x+
p1+1,N та x−p1+2,N . Проте, це

суперечить властивостi x−p1+1,N < x+
p1+1,N . �

Пропозицiя 3.6 дозволяє нам визначити носiй SN .

Наслiдок 3.2. Якщо cN ≤ 1, носiй SN задається як

SN = [0, x+
1,N ] ∪ [x−2,N , x

+
2,N ] ∪ . . . [x−q,N , x+,N ]. (3.54)

Доведення. Якщо x належить внутрiшностi множини правої частини
рiвняння (3.54), тодi φ(w) = x має лише 2M − 1 дiйсних кореня. З чого
випливає, що останнi 2 коренi комплекснi, тобто x ∈ S◦N . Таким чином, ми
можемо зробити висновок, що

]0, x+
1,N [∪]x−2,N , x

+
2,N [∪ . . .]x−q,N , x+,N [⊂ S◦N

та
[0, x+

1,N ] ∪ [x−2,N , x
+
2,N ] ∪ . . . [x−q,N , x+,N ] ⊂ SN .

I обернено, якщо x ∈ R+ −
(

[0, x+
1,N ] ∪ [x−2,N , x

+
2,N ] ∪ . . . [x−q,N , x+,N ]

)
, рiвняння

φ(w) = x має 2M+1 дiйсних коренiв, з чого випливає, що w(x) дiйсне. Таким
чином,

R+ −
(
[0, x+

1,N ] ∪ [x−2,N , x
+
2,N ] ∪ . . . [x−q,N , x+,N ]

)
⊂ R+ − SN

або, що еквiвалентно,

SN ⊂ [0, x+
1,N ] ∪ [x−2,N , x

+
2,N ] ∪ . . . [x−q,N , x+,N ].

Що завершує доведення Наслiдку (3.2).

На Рис. 3.2 наведено приклад такого випадку для M = 3. Ми бачимо,
що φ′ має коренi на вiдрiзку [λ3, µ1] але не на вiдрiзку [λ2, µ2]. Таким чином,
носiй спiвпадає з SN = [0, x+

1 ] ∪ [x−2 , x+].

Якщо матриця RN представляється як RN = σ2IM , тобто M = 1 та λ1 = σ2,
носiй, звичайно, спiвпадає з SN = [0, x+], та x+ задається як

x+ = σ4c

(
1 +

1
1+
√

1+8c
2

)2 (
c+

1 +
√

1 + 8c

2

)
. (3.55)
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λ2

µ1

ω1

ω2 ω3µ2

x+

λ1λ3

x1,+

x2,−

.

Рис. 3.2: Характерне представлення φ (w), як функцiї, залежної вiд w для
M = 3. Ми бачимо два локальних екстремуми на [λ3, µ1] та жодного на
[λ2, µ2], що дає SN = [0, x−1 ] ∪ [x+

1 , x+].

Бiльш того, w+ дорiвнює

w+ = σ2

(
1 +

1 +
√

1 + 8c

2

)
. (3.56)

Зауважимо, що (3.55) та (3.56) вiдповiдають результатам, отриманим у [45].

Далi ми стисло обговоримо випадок cN > 1. Поведiнка φN суттєво не
змiнюється, у порiвнянi з випадком, коли cN ≤ 1, за винятком факту, що
тепер перший корiнь ω1,N рiвняння 1

MTrRN(RN − wIM)−1 = 1
cN

вiд’ємний.
Оскiльки φN(0) = 0, з цього випливає, що iснує ω1,N < wN,− < 0, для якого
φ
′

N(wN,−) = 0. Бiльш того, така точка єдина, бо iнакше рiвняння φN(w) = x

матиме бiльше, нiж 2M + 1 коренiв для деякого значення x > 0. Таким
чином, x−,N = φN(w−,N) > 0 є локальним максимумом функцiї φN , чий ар-
гумент є вiд’ємним. Також зауважимо, що φN(w) > 0 якщо 0 < w < λM .
Окрiм цього, поведiнка φN для w > λM залишається незмiнною з випадком
cN ≤ 1. Зокрема, Пропозицiя 3.6 залишається справедливою. Проте, треба
зауважити, що для 0 < x < x−,N , рiвняння φN(w) = x досi має 2M − 1

дiйсних додатних кореня та 2 додаткових дiйсних розв’язка, найменше з
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яких не перевищує w−,N та друге є також вiд’ємним, але бiльшим за w−,N .
З цього випливає, що wN(x) дiйсне. Також зауважимо, що wN(x) дорiвнює
меншому додатковому кореню, тому що вiн задовольняє умовам (3.49). То-
му, iнтервал ]0, x−,N [ належить до R+ − SN . Якщо φ′N вiдмiнне вiд нуля на
]λM , µ1[∪ . . .∪]λ2, µM−1[, для x ∈]x−,N , x+,N [, рiвняння φN(w) = x має лише
2M − 1 дiйсних коренiв, якi не задовольняють умовам (3.49) та 2 компле-
ксних спряжених кореня. Таким чином, ]x−,N , x+,N [⊂ S◦N та [x−,N , x+,N ] ⊂
SN . I обернено, ]0, x−,N [∪]x+,N ,+∞[⊂ R+ − SN , з чого випливає, що SN ⊂
{0} ∪ [x−,N , x+,N ]. Як було доведено ранiше, {0} ⊂ SN , з чого маємо, що
SN = {0}∪[x−,N , x+,N ] якщо φ′N вiдмiнне вiд нуля на ]λM , µ1[∪ . . .∪]λ2, µM−1[.
Якщо ж φ

′

N має коренi на ]λM , µ1[∪ . . .∪]λ2, µM−1[, тобто якщо q ≥ 1 (нага-
даємо, що q було визначено у Пропозицiї 3.6), носiй задається як

SN = {0} ∪ [x−,N , x
+
1,N ] ∪ [x−2,N , x

+
2,N ] ∪ . . . [x−q,N , x+,N ]. (3.57)

Щоб обґрунтувати це твердження, необхiдно довести, що x−,N < x+
1,N . Для

цього будемо використовувати такий же метод, як i у Наслiдку 3.2. Покладе-
мо w1 = w−,N , w2 = w+

1,N та будемо в точностi повторювати обчислення, якi
ми виконували для оцiнювання φ(w2)−φ(w1) > 0. Зауважимо, що на вiдмiну
до того, що ми мали у Наслiдку 3.2, тепер w1 < 0 та f1 > 0. Проте, f1w1 досi
вiд’ємне, тож −(w1f1 +w2f2) досi додатне. Це дозволяє зробити висновок, що
усi нерiвностi, якi ми використовували у доведеннi Наслiдку 3.2, також спра-
ведливi i у новому випадку, окрiм оцiнки доданку I2 + I3/2, який ми трохи
змiнимо. Отож представимо I2 + I3/2 як

−w1w2
c

4M

∑
λimi ×

(
−f2/f1

(λi − w1)2
+
−f1/f2

(λi − w2)2
+

2

(λi − w1)(λi − w2)

)
.

Оскiльки −f2/f1 та −f1/f2 додатнi, маємо

I2 + I3/2 = −w1w2
c

4M

∑
λimi

(√
−f2/f1

λi − w1
+

√
−f1/f2

λi − w2

)2

.

Таким чином, I2 + I3/2 > 0 та φ(w2)− φ(w1) > 0.

Для того, щоб об’єднати отриманi результати для випадкiв cN ≤ 1 та
cN > 1, визначимо x−,N для cN ≤ 1 як x−,N = 0, та пiдведемо пiдсумку у
наступнiй теоремi.
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Теорема 3.2. Носiй SN має вигляд

SN = {0}IcN>1 ∪ [x−,N , x
+
1,N ] ∪ [x−2,N , x

+
2,N ] ∪ . . . [x−q,N , x+,N ] (3.58)

Далi ми доведемо, що послiдовностi (w+,N)N≥1 та (x+,N)N≥1 обмеженi.
Iнакше кажучи, для кожного N , носiй SN належить деякому компактному
вiдрiзку, який не залежить вiд N .

Лема 3.7.
sup
N≥1

w+,N < +∞, sup
N≥1

x+,N < +∞. (3.59)

Доведення. Щоб довести цю лему, ми використовуємо факт, що w+,N >

λ1,N та φ′N(w+,N) = 0. Нескладно перевiрити, що

φ
′

N(w) = 2c2
Nw

1

M
TrR(wI −R)−1 − (cNw)2 1

M
TrR(wI −R)−2

−2c2
Nw

(
1

M
TrR(wI −R)−1

)2

−2(cNw)2 1

M
TrR(wI−R)−2 1

M
TrR(wI−R)−1.

Для w > b > λ1,N , очевидно виконується ‖(wI −R)−1‖ ≤ 1
w−b . Запишемо, що

w 1
MTrR(wI − R)−1 = 1

MTrR + 1
MTrR2(wI − R)−1 та w2 1

MTrR(wI − R)−2 =
1
MTrR+w

(
1
MTrR(wI −R)−2

)
− 1
MTrR2(wI−R)−1, тодi ми негайно отримуємо,

що φ′N(w) може бути представлено, як

φ
′

N(w) = c2
N

1

M
TrR + δN(w),

де δN(w) задовольняє |δN(w)| ≤ δ(w) та w → δ(w) є рацiональною функцiєю
вiдносно w, яка не залежить вiд N та збiгається до 0 коли w → +∞. Таким
чином, для усiх η > 0 iснує w1 > b, таке, що φ′N(w) > c2

N
1
MTrR − η для

w ≥ w1. Оскiльки cN → c∗ та 1
MTrR ≥ a, ми маємо φ′N(w) > c2∗

2 a для w ≥ w1.
З φ′N(w+,N) = 0 ми робимо висновок, що w+,N < w1, але w1 не залежить вiд
N , що негайно дає supN≥1w+,N < +∞. Щоб довести, що x+,N обмежено, ми
зауважимо, що x+,N = φN(w+,N) < φN(w1). Оскiльки w1 > b, легко помiтити,
що

φN(w1) < 2c2
Nw

2
1

(
b

(w1 − b)2
+

b

(w1 − b)

)
.

Таким чином, послiдовностi (φN(w1))N≥1 та (x+,N)N≥1 є обмеженими. �
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Наприкiнцi ми наведемо достатню умову для того, щоб носiй був єдиним
вiдрiзком, тобто SN = [0, x+,N ] для cN < 1 та SN = {0} ∪ [x−,N , x+,N ] для
cN > 1.

Пропозицiя 3.7. Припустимо, що iснує константа κ > 0 така, що для
усiх достатньо великих значень M виконується:

|λk,N − λl,N | ≤ κ

(
|k − l|
M

)1/2

(3.60)

для кожної пари (k, l), 1 ≤ k ≤ l ≤ M . Тодi, для усiх достатньо великих
M , SN = [0, x+,N ] якщо cN ≤ 1 та SN = {0} ∪ [x−,N , x+,N ] якщо cN > 1.

Доведення. Припустимо, що виконується (3.60) та SN не спiвпадає з
[0, x+] або SN = {0} ∪ [x−, x+] , тобто φ′(w) має корiнь w0 такий, що λ1 <

w0 < λM та 1
MTrR(R − w0I)−1 < 0. Нескладнi перетворення дають нам, що

w0 задовольняє:

1

M
Tr
(
R(R− w0I)−1

)2
=

− 1
MTrR(R− w0I)−1

1− 2c 1
MTrR(R− w0I)−1

.

Оскiльки 1
MTrR(R− w0I)−1 < 0, ми робимо висновок, що

1

M
Tr
(
R(R− w0I)−1

)2
=

1

M

M∑
k=1

(
λk

λk − w0

)2

< − 1

M
TrR(R− w0I)−1

≤ 1

M

M∑
k=1

λk
|λk − w0|

.

Нерiвнiсть Єнсена дає
(

1
M

∑M
k=1

λk
|λk−w0|

)2

≤ 1
M

∑M
k=1

(
λk

λk−w0

)2

. Таким чином,

ми отримали, що 1
M

∑M
k=1

λk
|λk−w0| < 1 та

1

M

M∑
k=1

(
λk

λk − w0

)2

< 1. (3.61)

Розглянемо j0 для якого λj0 < w0 < λj0+1. Тодi припущення 2.1 обмеженостi
RN та умови (3.60) тягнуть за собою, що(

λk
λk − w0

)2

>
a2

κ2

M

(|k − j0|+ 1)
.
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З чого випливає, що
a2

κ2

M∑
k=1

1

(|k − j0|+ 1)
< 1

для усiх достатньо великих M , але вираз
∑M

k=1
1

(|k−j0|+1) очевидно необмеже-
ний, що приводить до суперечностi. �

3.3 Вiдсутнiсть власних значень за межами но-

сiя.

У цьому пiдроздiлi ми доведемо наступну теорему.

Теорема 3.3. Припустимо, що iснують ε > 0, κ1 ∈ R, κ2 ∈ R ∪ {+∞} та
натуральне число N0 такi, що

(κ1 − ε, κ2 + ε) ∩ SN = ∅ ∀N ≥ N0. (3.62)

Тодi, з ймовiрнiстю один, вiдрiзок [κ1, κ2] не мiстить жодного власного
значення матрицi Wf,NW

∗
p,NWp,NW

∗
f,N для усiх достатньо великих N .

На початку зауважимо, що достатньо розглянути випадок κ2 < +∞. На-
справдi, нагадаємо, що множина ∪N≥1SN компактна (див. Лема 3.7) та ви-
конується ‖Wf,NW

∗
p,NWp,NW

∗
f,N‖ ≤ ‖WN‖4, де матриця WN визначається як

(2.6). Бiльш того, з (2.8) випливає майже напевно, що для достатньо великих
N , ‖WN‖2 ≤ b (1+δ+

√
c∗)

2, де δ > 0. Таким чином, майже напевно, найбiль-
ше власне значення матрицi Wf,NW

∗
p,NWp,NW

∗
f,N обмежено зверху хорошою

константою b2 (1 + δ +
√
c∗)

4 для усiх достатньо великих N . Отже у подаль-
шому ми вважаємо, що κ2 < +∞.

Для того, щоб довести Теорему 3.3, ми будемо використовувати метод,
запропонований Haagerup-Thornbjornsen ( [31], див. також [15]). Головним
етапом доведення є наступна Пропозицiя.

Пропозицiя 3.8. ∀z ∈ C+, та для усiх достатньо великих N виконується

E
{

1

ML
TrQN(z)

}
=

1

M
TrTN(z) +

1

N 2
rN(z), (3.63)
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де rN голоморфна на C+ функцiя, що задовольняє

|rN(z)| ≤ P1(|z|)P2

(
1

Imz

)
(3.64)

для усiх z ∈ C+, де P1 та P2 хорошi полiноми.

Доведення. Аналогiчно з доведенням Пропозицiї 2.3 ми розкладемо

E
{

1

ML
TrQN(z)

}
− 1

M
TrTN(z) =

1

ML
Tr [E {QN(z)} − IL ⊗ SN(z)]

+
1

M
Tr [SN(z)− TN(z)] .

Оскiльки справедливо (2.69), достатньо довести, що∣∣∣∣ 1

M
Tr[SN(z)− TN(z)]

∣∣∣∣ ≤ 1

N 2
P1(|z|)P2(Im

−1z) (3.65)

для деяких хороших полiномiв P1 та P2. У подальшому ми позначимо через
sN(z) наступну функцiю

sN(z) =
1

M
TrRNSN(z).

Очевидно, що sN ∈ S(R+). Бiльш того, якщо µN,s є вiдповiдною невiд’ємною
мiрою, маємо

µN,s(R+) =
1

M
TrRN ,

∫
R+

λ dµN,s(λ) = cN
1

M
TrRN

1

M
TrR2

N . (3.66)

Це нескладно довести використовуючи аргументи з доведення Пропозицiї 2.2.
Оскiльки 1

MTr[SN(z)−TN(z)] визначається через (2.92) для F = I, оцiнка
(3.65) виявляється еквiвалентною наступнiй властивостi∣∣∣∣ 1

M
Tr[RN(SN(z)− TN(z))]

∣∣∣∣ = |sN(z)− tN(z)| ≤ 1

N 2
P1(|z|)P2(Im

−1z). (3.67)

Далi, необхiдно визначити функцiї, якi формально схожi на u(z) та v(z), що
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визначаються як (2.82) та (2.83), а саме:

uα(z) = c
|czα(z)|2 1

MTr(RS(z)S∗(z)R)

|1− z(cα(z))2|2

vα(z) = c
1
MTr(RS(z)S∗(z)R)

|1− z(cα(z))2|2

ut,α(z) = c
|cz|2t(z)α(z) 1

MTr(RS(z)T (z)R)

(1− z(cα(z))2)(1− z(ct(z))2)
(3.68)

vt,α(z) = c
1
MTr(RS(z)T (z)R)

(1− z(cα(z))2)(1− z(ct(z))2)
(3.69)

Використовуючи рiвнiсть t(z) = 1
MTrRT (z) та визначення для s(z) i S(z), ми

нескладно отримуємо(
(s(z)− t(z))

z(s(z)− t(z))

)
= Dt,α(z)

(
(s(z)− t(z))

z(s(z)− t(z))

)
+

(
ε1(z)

ε2(z)

)
, (3.70)

де

ε1(z) = (α(z)− s(z))(zvt,α(z) + ut,α(z))

ε2(z) = z(α(z)− s(z))(zvt,α(z) + ut,α(z))

Dt,α(z) =

(
ut,α(z) vt,α(z)

z2vt,α(z) ut,α(z)

)
.

Очевидно, (3.70) може бути записано як

(I−Dt,α(z))

(
(s(z)− t(z))

z(s(z)− t(z))

)
=

(
ε1(z)

ε2(z)

)
. (3.71)

З (2.68) негайно випливає, що α(z)− s(z) = Oz(N−2). Таким чином, щоб до-
вести, що (εi(z))i=1,2 є також Oz(N−2), ми маємо оцiнити ut,α та vt,α. Оскiль-
ки t(z), α(z), ‖T (z)‖ та ‖S(z)‖ порядку Oz(1), достатньо оцiнити знаменники
правих частин (3.68)-(3.69). Зауважимо, що загальнi маси та першi моменти
мiр µ та µ (мiра, що вiдповiдає α(z)) задовольняють умовам Леми 2.5, отже
вона дає, що (1 − z(ct(z))2)−1 = Oz(1) та (1 − z(cα(z))2)−1 = Oz(1). Таким
чином, ми перевiрили, що (εi(z))i=1,2 має порядок Oz(N−2).

Наступним кроком оцiнки s(z)−t(z) буде показати, що матриця I−Dt,α(z)

невироджена на C+ та дослiдити вплив її оберненої на вектор (ε1(z), ε1(z))T .
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Для цього згадаємо матрицю D, що визначається у (2.81) та позначимо

Dα(z) =

(
uα(z) vα(z)

z2vα(z) uα(z)

)
.

Лема 3.8. Для усiх z ∈ C+, iснують хорошi константи κ та β такi, що

det(I −D(z)) ≥ κ (Imz)8

(|β|2 + |z|2)4
. (3.72)

Бiльш того, iснують два хороших полiноми P1 та P2 для яких

1− uα(z) > 0 (3.73)

та

det(I −Dα(z)) ≥ κ (Imz)8

(|β|2 + |z|2)4
(3.74)

для усiх z ∈ BN , де BN визначається як

BN =

{
z ∈ C+,

1

MN
P1(|z|)P2

(
1

Imz

)
≤ 1

}
. (3.75)

Нарештi, для усiх z ∈ BN , виконується

det(I −Dt,α(z)) ≥ κ (Imz)8

(|β|2 + |z|2)4
(3.76)

.

Доведення. Щоб оцiнити det(I − D(z)), ми використовуємо аналогiчнi
розрахунки з Леми 2.7. Зокрема маємо

(I −D(z))

(
Imt(z)

Imzt(z)

)
= Imz

(
1
MTrRT (z)T ∗(z)

0

)
. (3.77)

З цього випливає, що

1− u(z) =
Imz

Imt(z)
· 1

M
TrRT (z)T ∗(z) +

Imzt(z)

Imt(z)
v(z)

≥ Imz

Imt(z)
· 1

M
TrRT (z)T ∗(z).
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Застосуємо правило Крамера для системи (3.77), тодi отримуємо

det(I −D(z)) =
Imz

Imt(z)
· 1

M
TrRT (z)T ∗(z)(1− u(z))

≥
(

Imz

Imt(z)
· 1

M
TrRT (z)T ∗(z)

)2

. (3.78)

Очевидним є факт, що Imt(z) ≤ |t(z)| ≤ 1
MTrR (Imz)−1 ≤ b (Imz)−1. Таким

чином, також виконується
Imz

Imt(z)
≥ 1

b (Imt(z))2. Далi оцiнимо 1
MTrRT (z)T ∗(z).

Для цього зауважимо, що

1

M
TrRT (z)T ∗(z) =

1

M
TrRT (z)T ∗(z)RR−1 ≥ 1

b

1

M
Tr(RT (z)T ∗(z)R). (3.79)

Нерiвнiсть Єнсена дає 1
MTr(RT (z)T ∗(z)R) ≥

∣∣ 1
MTrRT (z)

∣∣2 = |t(z)|2 ≥ (Im t(z))2.
Таким чином, застосовування Леми 2.5 для β(z) = t(z) негайно дає(

Imz

Imt(z)
· 1

M
TrRT (z)T ∗(z)

)2

≥ κ (Imz)8

(|β|2 + |z|2)4

для деяких хороших констант κ та β. Тепер (3.72) негайно випливає з (3.78).

Перейдемо к доведенню (3.73) та (3.74). Для цього позначимо через ε(z)

функцiю ε(z) = α(z) − s(z). Обчислимо Im s(z) та Im zs(z) використовуючи
рiвнiсть s(z) = 1

MTrRS(z), маємо

(I−Dα(z))

(
Imα(z)

Imzα(z)

)
= Imz

 1

M
TrRS(z)S∗(z)

0

+

(
Imε(z)

Imzε(z)

)
. (3.80)

З першої компоненти (3.80) випливає

1− uα =
Imz

Imα
· 1

M
TrRSS∗ +

Imε

Imα
+

Imzα

Imα
vα ≥

Imz

Imα
· 1

M
TrRSS∗ +

Imε

Imα
.

(3.81)

Аналогiчно попередньому, ми можемо довести оцiнку 1
MTrRSS∗ ≥ 1

b |s(z)|2 ≥
1
b (Ims(z))2. Оскiльки виконується (3.66), ми маємо право знову використати
Лему 2.5 для β(z) = s(z) та отримаємо, що

Imz

Ims(z)
· 1

M
TrRS(z)S∗(z) ≥ κ (Imz)4

(|β|2 + |z|2)2

114



для деяких хороших констант β та κ. Зауважимо, що Imε
Imα ≥ −

|ε|
Imα . Таким

чином, згiдно з Лемою 2.5 для β(z) = α(z), справедлива нерiвнiсть Imε
Imα ≥

−κ1|ε|β
2
1+|z|2
Imz для хороших констант κ1 та β1. Також |ε(z)| ≤ 1

N2Q1(|z|)Q2(
1

Imz)

для деяких хороших полiномiв Q1 та Q2, з чого випливає, що

1−uα ≥
Imz

Imα
· 1

M
TrRSS∗+

Imε

Imα
≥ Imz

Imα
· 1

M
TrRSS∗− |ε|

Imα
≥ 1

2

κ (Imz)4

(|β|2 + |z|2)2

(3.82)
для z з множини B1,N , що визначається як

κ (Imz)4

(|β|2 + |z|2)2
− 1

N 2
Q1(|z|)Q2(

1

Imz
)κ1

β2
1 + |z|2

Imz
≥ 1

2

κ (Imz)4

(|β|2 + |z|2)2
.

Знову ми бачимо, що множина B1,N визначається у такий же спосiб, як i BN ,
але для iнших полiномiв P1,1 та P2,1.

Застосуємо правило Крамера для системи (3.80), тодi det(I − Dα) вира-
жається як

det(I−Dα) =

(
Imz

Imα
· 1

M
TrRSS∗ +

Imε

Imα

)
(1− uα) +

Imzε

Imα
vα.

Нарештi пiдставимо оцiнку (3.82) у останню рiвнiсть, маємо, що

det(I−Dα) ≥

(
1

2

κ (Imz)4

(|β|2 + |z|2)2

)2

− |z| |ε|
Imα

vα

справедливо для усiх z ∈ B1,N . Оскiльки vα = Oz(1), нескладно побачити, що(
κ (Imz)4

2(|β|2 + |z|2)2

)2

− |z| |ε|
Imα

vα ≥

(
1

4

κ (Imz)4

(|β|2 + |z|2)2

)2

для усiх z ∈ B2,N , де B2,N визначається як BN для полiномiв P1,2 та P2,2. По-
кладемо P1(|z|) = P1,1(|z|)+P1,2(|z|) та P2(1/Imz) = P2,1(1/Imz)+P2,2(1/Imz)

та розглянемо нову множину BN , що визначається як (3.75). Очевидно, що
BN ⊂ B1,N ∩ B2,N та (3.73), (3.74) виконуються для z ∈ BN .
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Нам залишилось довести (3.76). Для цього зауважимо, що нерiвностi

| det(I−Dt,α(z))| ≥ |1− ut,α(z)|2 − |z|2|vt,α(z)|2 ≥ (1− |ut,α(z)|)2

−|z|vα(z)·|z|vt(z) ≥ (1−
√
u(z)uα(z))2−|z|vα(z)·|z|v(z) ≥ (1−u(z))(1−uα(z))

− |z|vα(z) · |z|v(z) ≥
√

((1− u(z))2 − |z|2v(z))((1− uα(z))2 − |z|2vα(z))

=
√

det(I−D(z)) det(I−Dα(z))

виконуються для z ∈ BN . Таким чином, (3.76) випливає з (3.72) та (3.74).
Лема 3.8 доведена. �

Тепер розв’язавши систему (3.71) та використавши тiльки що доведенi не-
рiвностi, маємо, що iснують два хорошi полiноми Q1 та Q2 такi, що нерiвнiсть

|sN(z)− tN(z)| ≤ 1

MN
Q1(|z|)Q2(

1

Imz
)

виконується для усiх z ∈ BN . Якщо ж z ∈ BcN , ми наслiдуємо мiркування з
[31]. Бiльш детально, для z ∈ BcN , справедлива нерiвнiсть 1 < 1

MNP1(|z|)P2(1/Imz).
Оскiльки |sN(z)−tN(z)| ≤ 2 1

MTrRN
1

Imz на C
+, ми можемо зробити висновок,

що

|sN(z)− tN(z)| ≤ 2b
1

MN
P1(|z|)

P2(1/Imz)

Imz
для усiх z ∈ BcN . З чого безпосередньо випливає, що sN(z)− tN(z) = Oz( 1

N2 )

для усiх z ∈ C+. Таким чином, має мiсце оцiнка (3.67) та 1
MTr(TN(z) −

SN(z)) = Oz( 1
N2 ) як i очiкувалось. Пропозицiя 3.8 доведена. �

Далi, наслiдуючи [16] i [31] ми використовуємо наступну Лему.

Лема 3.9. Нехай φ - дiйсно-значна, гладка функцiя з компактним носiєм,
що визначена на R+, тобто φ ∈ C∞c (R+,R+). Тодi,

E
{

1

ML
Trφ(WfW

∗
pWpW

∗
f )

}
−
∫
SN
φ(λ)dµN(λ) = O

(
1

N 2

)
Доведення. Завдяки Пропозицiї 1.1 ми можемо записати

E
{

1

ML
Trφ(WfW

∗
pWpW

∗
f )

}
=

1

π
lim
y↓0

Im

{∫
R+

φ(x)E
{

1

ML
TrQ(x+ iy)

}
dx

}
так само, як∫

SN
φ(λ)dµN(λ) =

1

π
lim
y↓0

Im

{∫
R+

φ(x)E
{

1

ML
TrT (x+ iy)

}
dx

}
.
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З Пропозицiї 3.8 випливає, що

E
{

1

ML
Trφ(WfW

∗
pWpW

∗
f )

}
−
∫
SN
φ(λ)dµN(λ)

=
1

N 2

1

π
lim
y↓0

Im

{∫
R+

φ(x)rN(x+ iy)dx

}
. (3.83)

Оскiльки rN(z) = Oz(1), ми можемо використати результат, що надано у [15,
Section 3.3] та отримати

lim sup
y↓0

∣∣∣∣∫
R+

φ(x)rN(x+ iy)dx

∣∣∣∣ ≤ κ

для деякої хорошої константи κ. Це з (3.83) завершують доведення. �

Нарештi, для того, щоб довести Теорему 3.3, ми визначимо функцiю φ ∈
C∞c таку, що 0 ≤ φ(λ) ≤ 1 та

φ(λ) =

1, for λ ∈ [κ1, κ2],

0, for λ ∈ R− (κ1 − ε, κ2 + ε).

Оскiльки для достатньо великих N маємо (κ1 − ε, κ2 + ε) ∩ SN = ∅, тодi,
очевидно,

∫
SN φ(λ)dµN(λ) = 0 та згiдно з Лемою 3.9

E
{

1

ML
Trφ(WfW

∗
pWpW

∗
f )

}
= O

(
1

N 2

)
.

Тепер покажемо, що

Var

{
1

ML
Trφ(WfW

∗
pWpW

∗
f )

}
= O

(
1

N 4

)
.

Для цього знову застосуємо нерiвнiсть Пуанкаре-Неша

Var{Trφ(WfW
∗
pWpW

∗
f )} ≤

∑
E
{(∂Trφ(WfW

∗
pWpW

∗
f )

∂W
m1

i1,j1

)∗
E{Wm1

i1,j1
W

m2

i2,j2
}

×
∂Trφ(WfW

∗
pWpW

∗
f )

∂W
m2

i2,j2

}
+
∑

E

{
∂Trφ(WW ∗)

∂Wm1

i1,j1

E{Wm1

i1,j1
W

m2

i2,j2
}

(
∂Trφ(WW ∗)

∂Wm2

i2,j2

)∗}
.
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Як завжди, ми оцiнимо лише перший доданок, який позначимо через ψ,
оскiльки для другого доведення абсолютно аналогiчне. Отже спершу обчи-
слимо

∂Trφ(WfW
∗
pWpW

∗
f )

∂W
m1

i1,j1

= Tr

(
φ′(WfW

∗
pWpW

∗
f )
∂WfW

∗
pWpW

∗
f

∂W
m1

i1,j1

)

=

1 ≤ i1 ≤ L, (WpW
∗
f φ
′(WfW

∗
pWpW

∗
f )Wf)

m1

i1j1
,

L+ 1 ≤ i1 ≤ 2L, (φ′(WfW
∗
pWpW

∗
f )W ∗

fWfWp)
m1

(i1−L)j1

.

Пiдставимо цей вираз у (2.9), маємо

ψ =
L∑

i1i2=1

∑
j1,j2,m1,m2

( 1

N
E
{(

WpW
∗
f φ
′(WfW

∗
pWpW

∗
f )Wf

)∗m1

i1j1
Rm1m2

δi1+j1,i2+j2

×
(
WpW

∗
f φ
′(WfW

∗
pWpW

∗
f )Wf

)m2

i2,j2

}
+

1

N
E
{(

φ′(WfW
∗
pWpW

∗
f )WfW

∗
pWp

)∗m1

i1j1

×Rm1m2
δi1+j1,i2+j2

(
φ′(WfW

∗
pWpW

∗
f )WfW

∗
pWp

)m2

i2,j2

})
.

Аналогiчно з доведенням Леми 2.1, ми можемо отримати, що

Var{Trφ(WfW
∗
pWpW

∗
f )} ≤ C

N
E{TrW ∗

f φ
′(WfW

∗
pWpW

∗
f )WfW

∗
pWpW

∗
f

× φ′(WfW
∗
pWpW

∗
f )Wf}+

C

N
E{TrWfW

∗
pWpW

∗
pWpW

∗
f

(
φ′(WfW

∗
pWpW

∗
f )
)2}.

(3.84)

Позначимо перший доданок правої частини через ψ1 та покладемо η(λ) =

(φ′(λ))2λ, тодi

ψ1 ≤
C

N
E
{
‖Wf‖2Tr(η(WfW

∗
pWpW

∗
f ))
}
.

Нагадаємо, що з (2.8) випливає, що ‖Wf‖2 ≤ b‖Wiid‖2. Таким чином, маємо

ψ1 ≤
κ

N
E{‖Wiid‖21‖Wiid‖≤(1+

√
c∗)2+δTr(η(WfW

∗
pWpW

∗
f ))}

+
κ

N
E{‖Wiid‖21‖Wiid‖>(1+

√
c∗)2+δTr(η(WfW

∗
pWpW

∗
f ))}

≤ κ

N
E{Tr(η(WfW

∗
pWpW

∗
f ))}+ κE1/2{‖Wiid‖41‖Wiid‖>(1+

√
c∗)2+δ}

× E1/2

{(
1

N
Tr(η(WfW

∗
pWpW

∗
f ))

)2
}
.
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Лема 3.9 дає 1
NE{Tr(η(WfW

∗
pWpW

∗
f ))} = O(N−2). У ходi доведення Леми 2.1

ми отримали, що E‖Wiid‖41‖Wiid‖>(1+
√
c∗)2+δ = O(N−k) для усiх k. Оскiльки

φ′ ∈ C∞c , iснує константа κ така, що |φ′(λ)| < κ для усiх λ та φ′(λ) = 0 для
λ > b + 2ε. З цього можна зробити висновок, що iснує хороша константа κ
така, що ‖η(Wf,NW

∗
p,NWp,NW

∗
f,N)‖ < κ для усiх N . Тепер легко побачити, що

ψ1 = O(N−2).
Для другого доданку, який ми позначимо через ψ2, правої частини нерiв-

ностi (3.84), маємо

ψ2 =
κ

N
E
{

TrW ∗
pWpW

∗
pWpW

∗
f

(
φ′(WfW

∗
pWpW

∗
f )
)2
Wf

}
≤ κE

{
‖Wp‖2 1

N
Tr
(
φ′(WfW

∗
pWpW

∗
f )
)2
WfW

∗
pWpW

∗
f

}
.

Очевидно, що ψ2 можна оцiнити аналогiчно з ψ1, з чого випливає, що ψ2 =

O(N−2). Таким чином, ми довели, що

Var{Trφ(WfW
∗
pWpW

∗
f )} = O

(
1

N 2

)
.

Тепер ми можемо завершити доведення Теореми 3.3 аналогiчно з [16]. Для
цього застосуємо нерiвнiсть Маркова у поєднанi з отриманими вище резуль-
татами

P

{
1

ML
Trφ(WfW

∗
pWpW

∗
f ) >

1

N 4/3

}
≤ N 8/3E

{(
1

ML
Trφ(WfW

∗
pWpW

∗
f )

)2
}

= N 8/3

(
Var

{
1

ML
Trφ(WfW

∗
pWpW

∗
f )

}
+

(
E
{

1

ML
Trφ(WfW

∗
pWpW

∗
f )

})2
)

= O
(

1

N 4/3

)
.

Лема Бореля-Кантеллi дає, що для достатньо великих N , з ймовiрнiстю 1
маємо

1

ML
Trφ(WfW

∗
pWpW

∗
f ∗) ≤

1

N 4/3
.

Згiдно з визначенням функцiї φ, число власних значень матрицiWfW
∗
pWpW

∗
f ,

що належать до вiдрiзка [κ1, κ2], обмежено значенням Trφ(WfW
∗
pWpW

∗
f ) ≤

1
N1/3 . Оскiльки це число є цiлим та невiд’ємним, ми робимо висновок, що з
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ймовiрнiстю 1, вiдрiзок [κ1, κ2] не мiстить жодного власного значення для до-
статньо великих N . Теорема 3.3 доведена.

Нарештi, наведемо конкретний приклад, для цього вiзьмемо M = 500,
N = 1500 та L = 2, тобто cN = 2/3. Власнi значення матрицi RN визна-
чаються як λk,N = 1/2 + π

4 cos
(
π(k−1)

2M

)
для k = 1, . . . ,M . Матриця RN за-

довольняє 1
MTr(RN) ' 1. На Рис. 3.3 зображена гiстограма власних значень

реалiзацiй матриць Wf,NW
∗
p,NWp,NW

∗
f,N так само, як граф щiльностi gN(x).

Зауважимо, що гiстограма та граф gN вiдповiдають один одному та усi власнi
значення матриць Wf,NW

∗
p,NWp,NW

∗
f,N знаходяться всерединi носiя gN .

Рис. 3.3: Гiстограма власних значень та граф функцiї gN(x) для M =

500, N = 1500, L = 2

.

3.4 Висновки до Роздiлу 3

Роздiл 3 присвячений вивченню властивостей мiри νN , що є невипад-
ковою асимптотичною еквiвалентою нормованої рахуючої мiри ν̂N матрицi
Wf,NW

∗
p,NWp,NW

∗
f,N для N → +∞. Була детально дослiджена поведiнка її
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перетворення Стiлтьєса бiля осi дiйсних чисел та доведенi властивостi для
вiдповiдних границь. Наприклад виявилось, що Re(t(x)) < 0. Бiльш того,
було отримано асимптотичну поведiнку щiльностi gN мiри νN , яка залежить
вiд параметру cN = ML

N .
Далi, базуючись на отриманих результатах, ми охарактеризували носiй

SN вiдповiдної мiри νN та показали залежнiсть мiж формою носiя та вла-
сними значеннями матрицi коварiацiй RN . Також було показано, що носiй
SN належить деякому компактному вiдрiзку, що не залежить вiд N та на-
ведена достатня умова для того, щоб носiй SN був представленим єдиним
iнтервалом.

Крiм того, було встановлено, що з ймовiрнiстю один усi власнi значення
матрицi Wf,NW

∗
p,NWp,NW

∗
f,N належать околу носiя SN невипадкової мiри νN

для достатньо великих N .
До основних результатiв цього роздiлу належать:

• Пропозицiя 3.1, в якiй визначена функцiя, що є границею перетворення
Стiлтьєса мiри νN на дiйснiй осi;

• Теорема 3.1, в якiй встановлено асимптотичну поведiнку щiльностi мiри
µN ;

• Теорема 3.2, в якiй описано носiй SN та Пропозицiя 3.7, яка дає доста-
тню умову того, що носiй представляється одним вiдрiзком;

• Теорема 3.3, яка доводить, що з ймовiрнiстю один усi власнi значен-
ня матрицi Wf,NW

∗
p,NWp,NW

∗
f,N належать околу носiя SN невипадкової

мiри νN для достатньо великих N .

Результати дослiджень даного роздiлу наведено у публiкацiї автора [50].
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Роздiл 4

Розподiл власних значень
матрицi коварiацiй з
компонентами тензорного
добутку

У цьому роздiлi ми перейдемо до вивчення iншої моделi, а саме ансамблю
матриць коварiацiй, компоненти яких є тензорними добутками. Цiль цього
роздiлу – знайти граничний розподiл її власних значень.

Бiльш детально, ми розглядаємо дiйсну симетричну або ермiтову випад-
кову емпiричну матрицю коварiацiй розмiрнiстю N 2×N 2, що має наступний
вигляд

MN =
1

N 2

M∑
µ=1

Xµ
N(Xµ

N)∗, (4.1)

де вектори Xµ
N , на вiдмiну вiд класичного випадку (1.9), визначаються як

Xµ
N = BN(Y µ

N ⊗ Y
µ
N), µ = 1, . . . ,M (4.2)

та вектори Y µ
N = {Y µ

N,i}Ni=1, µ = 1, . . . ,M , належать до RN (або CN), для
яких {Y µ

N,i} (або {ReY µ
N,i, ImY

µ
N,i}) є випадковими величинами для усiх i =

1, N, µ = 1,M та

E{Y µ
N,i} = 0, E{Y µ

N,iY
ν
N,k} = δikδµν (4.3)
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у дiйсному випадку та

E{Y µ
N,i} = E{Y µ

N,iY
ν
N,k} = 0, E{Y µ

N,iȲ
µ
N,k} = δik (4.4)

у ермiтовому випадку. Матриця ж BN є дiйсною, симетричної або ермiтовою
матрицею розмiрнiстю N 2 ×N 2

BN = {Bi,j}, (4.5)

де через i, j ми позначатимемо мультi-iндекси, тобто i = (i1, i2), де i1, i2 = 1, N

та ī = (i2, i1) є його оберненим мультi-iндексом. У подальшому для будь-якої
N 2 × N 2 матрицi A, пiд Ai,j ми маємо на увазi елемент, що знаходиться у
рядку (i1− 1)N + i2 та стовпчику (j1− 1)N + j2 та вiдповiдно для будь-якого
вектору C розмiрнiстю N 2 пiд Ci ми маємо на увазi елемент, що знаходиться
на (i1 − 1)N + i2 мiсцi.

У подальшому нам знадобиться N 2 ×N 2 матриця JN з елементами

Jp,q = δpq + δp̄q. (4.6)

Також позначимо через νN та σN нормованi рахуючи мiри власних значень
матрицьMN та BNJNBN вiдповiдно.

У подальшому пiд обмеженою матрицею ми матимемо на увазi, що її ев-
клiдова (або ермiтова) норма |...| < κ для деякої константи. Головним резуль-
татом роздiлу є наступна Теорема.

Теорема 4.1. Нехай матриця MN визначається як (4.5) – (4.1). Припу-
стимо, що послiдовнiсть мiр σN слабко збiгається до ймовiрнiсної мiри σ:

lim
N→∞

σN = σ,

BN рiвномiрно обмежена по N та {MN} є послiдовнiстю натуральних чи-
сел, для якої

MN → +∞, N → +∞, cN = MN/N
2 → c ∈ [0,+∞).

Тодi нормована рахуюча мiра νN власних значень матрицi MN слабко збi-
гаються з ймовiрнiстю 1 до невипадкової ймовiрнiсної мiри ν та якщо f (0)
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це перетворення Стiлтьєса мiри σ, тодi перетворення Стiлтьєса f мiри
ν однозначно визначається рiвнянням

f(z) = f (0)

(
z

c− zf(z)− 1

)
(c− zf(z)− 1)−1

у класi перетворень Стiлтьєса ймовiрнiсних мiр.

4.1 Доведення Теореми 4.1

На вiдмiну вiд першої моделi, що розглядалася у цiй роботi, для цього
ансамблю матриць коварiацiй ми припускаємо, що випадковi величини не є
обов’язково гауссiвськими, тому метод, який застосовувався у Главi 2, не мо-
же бути використаний для нової моделi. Таким чином у цiй главi ми предста-
вимо iнший класичний метод теорiї випадкових матриць, а саме метод обуре-
ння рангу один, який ґрунтується на формулi (1.6) та мартингальних оцiнок
дисперсiї резольвенти. Ми будемо доводити теорему для технiчно менш скла-
дного випадку ермiтових матриць. У випадку дiйсних симетричних матриць
доведення аналогiчне.

Оскiльки ми маємо лише умову iснування другого моменту елементiв Y µ,
на початку ми доведемо, що вони можуть бути замiненi (тобто нормалiзова-
ний слiд резольвенти змiниться при цьому несуттєво) на їх "усiчену" версiю,
усi моменти якої є кiнцевими. Тут i у подальшому ми опустимо залежнiсть
вiд N .

Покладемо

Y
µ(τ)
i = Y µ

i 1|Y µi |≤τ
√
N , Y

µ(τ)◦
i = Y

µ(τ)
i − E{Y µ(τ)

i }.

Легко помiтити, що цi випадковi змiннi задовольняють умовам

E{Y µ(τ)◦
i } = E{(Y µ(τ)◦

i )2} = 0, E{|Y µ(τ)◦
i |2} = 1 + o(1), N → +∞, (4.7)

E{|Y µ(τ)◦
i |k} ≤ N (k−2)/2τ k−2. (4.8)

Аналогiчно до Xµ таM побудуємо

Xµ(τ) = B(Y µ(τ)◦ ⊗ Y µ(τ)◦), Mτ =
1

N 2

M∑
µ=1

Xµ(τ)(Xµ(τ))∗.
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Також розглянемо N 2 ×N 2 матрицi

KN =
1

N 2

M∑
µ=1

Cµ(Cµ)∗, K̂N =
1

N 2

M∑
µ=1

Cµ(Xµ)∗,

де

Cµ
i =

∑
p

Bi,p(Y µ
p1
Y µ
p2

(1− δp1,p2) + Y µ(τ)◦
p1

Y µ(τ)◦
p2

δp1,p2), (4.9)

тут i далi
∑

p

=
N∑

p1=1

N∑
p2=1

.

На початку ми доведемо, що на будь-якому iнтервалi ∆ ⊂ R, рiзниця мiж
нормованими рахуючими мiрами νN , ν

(1)
N матриць MN , KN є малою. Для

цього ми використовуємо наступний корисний вiдомий факт (див. наприклад
[40], Section I.6.10).

Пропозицiя 4.1. Нехай M1 та M2 – n × n ермiтовi матрицi з вiдповiд-
ними нормованими рахуючими мiрами власних значень ν1 та ν2. Тодi для
будь-якого iнтервалу ∆ ⊂ R виконується:

|ν1(∆)− ν2(∆)| ≤ rank(M1 −M2)/n. (4.10)

Ми застосуємо цю пропозицiю для мiр νN , ν
(1)
N та мiри ν̂(1)

N , що є вiдповiд-
но нормованою рахуючею мiрою власних значень матрицi K̂N . Тодi згiдно з
(4.10) та (4.9) маємо

|νN − ν(1)
N | ≤ |νN − ν̂

(1)
N |+ |ν̂

(1)
N − ν

(1)
N | ≤ rank(MN − K̂N)/N2

+ rank(K̂N −KN)/N2 ≤ 1

N 2

(
rank{

∑
p

Bi,p

( M∑
µ=1

(Y µ(τ)◦
p1

Y µ(τ)◦
p2

−Y µ
p1
Y µ
p2

)δp1,p2X̄
µ
q

)
}i,q+rank{

∑
q

{
M∑
µ=1

Cµ
p(Ȳ µ(τ)◦

q1
Ȳ µ(τ)◦
q2

−Ȳ µ
q1
Ȳ µ
q2

)δq1,q2}p,qB̄q,i}p,i
)

≤ 1

N 2

(
rank{

M∑
µ=1

(Y µ(τ)◦
p1

Y µ(τ)◦
p2

− Y µ
p1
Y µ
p2

)δp1,p2X̄
µ
q}p,q

+ rank{
M∑
µ=1

Cµ
p(Ȳ µ(τ)◦

q1
Ȳ µ(τ)◦
q2

− Ȳ µ
q1
Ȳ µ
q2

)δq1,q2}p,q
)

=
2

N
.
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Лема 4.1. Нехай G(1)(z) та Gτ(z) – резольвенти вiдповiдно матриць KN

таMτ
N . Тодi

1

N 2
|E{Tr(G(1)(z)−Gτ(z))}| = o(1), N → +∞.

Доведення. Розглянемо (N 2 + M) × (N 2 + M) блоковi матрицi M̃N та
M̃ τ

N , що визначаються як

M̃N =

(
0 A∗

A 0

)
, M̃ τ

N =

(
0 (Aτ)∗

Aτ 0

)
, (4.11)

де A, Aτ це матрицi розмiрнiстю N 2 ×M вигляду

Ai,µ = N−1Cµ
i , Aτ

i,µ = N−1X
µ(τ)
i .

Позначимо через G̃(z) та G̃τ(z) резольвенти вiдповiдно матриць M̃N та M̃ τ
N .

З формули обернення для блокових матриць легко отримати, що

Tr(G(1)(z2)−Gτ(z2)) = −z
2

Tr(G̃(z)− G̃τ(z)). (4.12)

Таким чином, необхiдно оцiнити останнiй доданок. Для зручностi у подаль-
шому ми опустимо аргумент z. Використаємо резольвентну тотожнiсть (1.5)
та запишемо

|Tr(G̃− G̃τ)| = |Tr(G̃G̃τ(M̃ − M̃ τ))|

≤ (Tr(G̃G̃τG̃∗G̃τ∗))1/2(Tr(M̃ − M̃ τ)(M̃ ∗ − M̃ τ∗))1/2.

З нерiвностi (1.4) та визначення (4.11) випливає, що права частина останньої
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нерiвностi може бути оцiнена як

|Tr(G̃− G̃τ)| ≤ N

Imz2
(Tr(2(A− Aτ)(A∗ − (Aτ)∗)))1/2

=
1

NImz2

(
2

M∑
µ=1

∑
i

(Cµ
i −X

µ(τ)
i )(C̄µ

i − X̄
µ(τ)
i )

)1/2

=
N

Imz2

(
2

M∑
µ=1

∑
i,p,q

Bi,p(1− δp1,p2)(Y µ
p1
Y µ
p2
− Y µ(τ)◦

p1
Y µ(τ)◦
p2

)

×Bq,i(1− δq1,q2)(Ȳ µ
q1
Ȳ µ
q2
− Ȳ µ(τ)◦

q1
Ȳ µ(τ)◦
q2

)
)1/2

=
1

Imz2

(
2

M∑
µ=1

∑
p1 6=p2
q1 6=q2

B2
q,p(Y µ

p1
Y µ
p2
Ȳ µ
q1
Ȳ µ
q2
− Y µ(τ)◦

p1
Y µ(τ)◦
p2

Ȳ µ
q1
Ȳ µ
q2

− Y µ
p1
Y µ
p2
Ȳ µ(τ)◦
q1

Ȳ µ(τ)◦
q2

+ Y µ(τ)◦
p1

Y µ(τ)◦
p2

Ȳ µ(τ)◦
q1

Ȳ µ(τ)◦
q2

)
)1/2

.

Зауважимо, що згiдно з (4.7) та (4.4) доданки, для яких хоча б один iндекс
з {p1, p2, q1, q2} вiдрiзняється вiд iнших, дорiвнюють нулю. Таким чином не-
рiвнiсть набуває вигляду

|Tr(G̃− G̃τ)| ≤ 1

Imz2

(
2

M∑
µ=1

∑
p=q
p̄=q

B2
q,p(Y µ

p1
Y µ
p2
Ȳ µ
q1
Ȳ µ
q2
− Y µ(τ)◦

p1
Y µ(τ)◦
p2

Ȳ µ
q1
Ȳ µ
q2

− Y µ
p1
Y µ
p2
Ȳ µ(τ)◦
q1

Ȳ µ(τ)◦
q2

+ Y µ(τ)◦
p1

Y µ(τ)◦
p2

Ȳ µ(τ)◦
q1

Ȳ µ(τ)◦
q2

)
)1/2

.

Рiвняння (4.7) та (4.4) тягнуть за собою, що

E{|Y µ
p1
|2|Y µ

p2
|2 − Y µ(τ)◦

p1
Y µ(τ)◦
p2

Ȳ µ
p1
Ȳ µ
p2
− Y µ

p1
Y µ
p2
Ȳ µ(τ)◦
p1

Ȳ µ(τ)◦
p2

+ |Y µ(τ)◦
p1
|2|Y µ(τ)◦

p2
|2}

= 1− (1 + o(1))− (1 + o(1)) + (1 + o(1)) = o(1).

З усiм вище сказаним, ми миттєво отримуємо

1

N 2
|E{Tr(G̃− G̃τ)}| < (2MTr(JB)2o(1))1/2

NImz2
=

√
2M

NImz2
o(1).

Нарештi, з (4.12) маємо шукану нерiвнiсть

1

N 2
|E{Tr(G(z)(1) −Gτ(z))}| <

√
M√

2N |Imz|
o(1) = o(1).

�
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Лема 4.1 доводить, що насправдi для наших цiлей достатньо довести Тео-
рему 4.1 для матрицiMτ

N . Таким чином, у подальшому, ми припускаємо, що
матрицяMN замiнена наMτ

N , але, щоб полегшити позначення, ми опустимо
iндекс τ та покладемо

G(z) = (MM − z)−1, Gµ(z) = G |Xµ=0 .

Для доведення Теореми 4.1 нам знадобиться наступнi кориснi оцiнки

Лема 4.2. Нехай F – невипадкова матриця розмiрнiстю N 2×N 2, для якої
|F | ≤ c, тодi

(i)

E{(FGµXµ, Xµ)} = Tr(FGµBJB),

Var{N−2(FGµXµ, Xµ)} = o(1), N → +∞;
(4.13)

(ii)

1

N 2
|TrF (G−Gµ)| = O(N−2); (4.14)

(iii)

Var{N−2Tr(FG)} ≤ c

N 2
. (4.15)

Доведення цiєї Леми наведено у Роздiлi 4.2.
Повернемося до Теореми 4.1. Згiдно з (1.6), ми можемо записати

Gi,j = Gµ
i,j −N

−2 (GµXµ)i(G
µX̄µ)j

1 +N−2(GµXµ, Xµ)
.

Таким чином, маємо

(GXµ)i =
(GµXµ)i

1 +N−2(GµXµ, Xµ)
.

Нехай K – довiльна обмежена матриця розмiрностi N 2 ×N 2. Тодi запишемо

1

N 2
Tr(KGM) =

1

N 4

M∑
µ=1

∑
i,j

Kj,i(GX
µ)iX̄

µ
j

=
1

N 4

M∑
µ=1

∑
j

(KGµXµ)jX̄
µ
j

1 +N−2(GµXµ, Xµ)
=

1

N 4

M∑
µ=1

(KGµXµ, Xµ)

1 +N−2(GµXµ, Xµ)
. (4.16)
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Для того, щоб оцiнити праву частину (4.16), спершу покажемо, що для
випадкових величин C та D, для яких E{|C|2 + |D|2} < κ та

C̄ = E{C}, C◦ = C − C̄, D̄ = E{D}, D◦ = D − D̄,

виконується рiвнiсть

E
{
C
D

}
=
C̄
D̄

+O

(
E
{
|C◦|2

|D̄|2
+
|D◦|2

|D̄|2

})
. (4.17)

Насправдi, очевидно, що

C
D

=
C̄ + C◦

D̄
− (C̄ + C◦)D◦

D̄2
+O

((
D◦

D̄

)3
)
.

З чого негайно маємо

E
{
C
D

}
=
C̄
D̄

+ E
{
C◦D◦

D̄2

}
+O

(
|D◦|3

D̄3

)
≤ C̄
D̄

+ E
{
|C◦|2

|D̄|2
+ c
|D◦|2

|D̄|2

}
.

Остання нерiвнiсть, у свою чергу, тягне за собою (4.17).
Пiдставимо C = N−2(KGµXµ, Xµ), D = 1 + 2N−2(GµXµ, Xµ). Оскiльки

матриця K обмежена, з (4.13) випливає, що

Eµ{|C◦|2} = Eµ{|D◦|2} = o(1), N → +∞.

Таким чином, остання рiвнiсть та вирази (4.16) - (4.17) дають

1

N 2
E{Tr(KGM)} =

1

N 2

M∑
µ=1

(
E
{ N−2Tr(KGµBJB)

1 +N−2Tr(GµBJB)

}
+ o(1)

)
. (4.18)

Оцiнка (4.14) дозволяє замiнити Gµ матрицею G у правiй частинi (4.18)

1

N 2
E{Tr(KGM)} = E

{cNN−2Tr(KGBJB)

1 +N−2Tr(GBJB)
+ o(1))

}
. (4.19)

Останнiм кроком буде замiнити множникиN−2Tr(KGBJB) таN−2Tr(GBJB)

у (4.19) на їх математичне сподiвання. Для цього ми знову використовуємо
(4.17) для C = N−2Tr(KGBJB), D = 1 + N−2Tr(GBJB). Таким чином, з
(4.19) та (4.15) маємо

1

N 2
E{Tr(KGM)} =

cNN
−2E{Tr(KGBJB)}

1 +N−2E{Tr(GBJB)}
+ o(1). (4.20)
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Зауважимо, що

1

N 2
E{Tr(KGM)} =

1

N 2
E{Tr(K(G(M− z) +Gz))} =

1

N 2
E{TrK}

+
z

N 2
E{Tr(KG)}.

Таким чином, ми отримали, що для будь-якої обмеженої матрицi K, справе-
дливо

1

N 2
E{TrK} =

1

N 2
E{Tr(KG(cNb

−1
N BJB − z))}+ o(1), (4.21)

де

bN = 1 +N−2E{Tr(GBJB)}. (4.22)

Покладемо у цьому рiвняннi K = (cNb
−1
N BJB − z)−1, тодi маємо

1

N 2
E{Tr(cNb

−1
N BJB − z)−1} = fN(z) + o(1), (4.23)

де

gN(z) =
1

N 2
Tr(G(z)), fN(z) = E{gN(z)}.

З iншої сторони, якщо ми покладемо K = I у (4.21), маємо

1

N 2
E{Tr(I + zG)} =

cN
bN

(bN − 1) + o(1).

З чого випливає рiвнiсть

1 + zfN(z) = cN(1− 1

bN
) + o(1),

яка дозволяє нам знайти bN :

bN =
cN

cN − zfN(z)− 1 + o(1)
. (4.24)

Пiдставляючи останнiй вираз у (4.23), ми негайно отримуємо

fN(z) = f
(0)
N

(
z

cN − zfN(z)− 1

)
(cN − zfN(z)− 1)−1 + o(1), (4.25)

де, нагадаємо,

f
(0)
N (z) =

1

N 2
E{Tr(BJB − z)−1}.
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Елементами послiдовностi {fN} є аналiтичнi, рiвномiрно обмеженi по N та z
функцiї. Тому, iснує аналiтична на C \R функцiя f i пiдпослiдовнiсть {fNj},
яка збiгається до f рiвномiрно на будь-якiй компактнiй пiдмножинi з C−R.
Крiм цього,

ImfN(z)Imz > 0, Imz 6= 0

таким чином, Imf(z)Imz ≥ 0, Imz 6= 0. Згiдно з Пропозицiєю 1.1(2) та припу-
щенням, що послiдовнiсть мiр σN збiгається до σ, їх перетворення Стiлтьєса,
f

(0)
N , є аналiтичними на C \R функцiями, що також рiвномiрно збiгаються на

будь-якiй компактнiй пiдмножинi з C\R до перетворення Стiлтьєса f (0) гра-
ничної мiри σ. Це дозволяє нам перейти до границi при N → +∞ у рiвняннi
(4.25) i отримати, що границя f будь-якої пiдпослiдовностi послiдовностi fN
задовольняє функцiональному рiвнянню:

f(z) = f (0)

(
z

c− zf(z)− 1

)(
c− zf(z)− 1

)−1

(4.26)

та Imf(z)Imz ≥ 0, Imz 6= 0. Доведення єдиностi розв’язку у класi аналiти-
чних функцiй при Imz 6= 0 та для яких Imf(z)Imz ≥ 0, Imz 6= 0 є стандар-
тним та аналогiчно з [ [54], Section 2.2]. Таким чином, уся послiдовнiсть fN рiв-
номiрно збiгається на компактнiй пiдмножинi з C \R до єдиного розв’язку f
наведеного рiвняння. Покажемо, що даний розв’язок задовольняє наступним
властивостям: Imf(z)Imz ≥ 0, Imz 6= 0 i − lim

η→+∞
iηf(iη) = 1. Припустимо,

що Im(f(z0)) = 0, Imz0 6= 0. Тодi з (4.26) випливає

Im

∫
dσ(λ)

(c− 1)λ− z0(f(z0)− 1)
= CIm(f (0)(z̃)) = 0,

де C є деякою дiйсною константою i Imz̃ 6= 0. Але це неможливо, оскiльки
згiдно з Пропозицiєю 1.1(1), Im(f (0)(z)) є строго додатним для усiх z з не-
нульовою уявною частиною. Нарештi, оскiльки f є границею послiдовностi
перетворень Стiлсьєса, ми можемо вважати, що |f(iη)| ≤ η−1 таким чином,
маємо негайно

− lim
η→+∞

ηf(iη) = lim
η→+∞

∫
−iηdσ(λ)

(c− 1)λ− iη − iηλf(iη)
= 1.

З цього та Пропозицiї 1.1(1) випливає, що f є перетворенням Стiлтьєса ймо-
вiрнiсної мiри. �
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4.2 Доведення Леми 4.2

У цьому пiдроздiлi ми доведемо технiчнi оцiнкi, що використовувалися
при доведеннi основної теореми. Почнемо з першого пункту.

(i) З (4.4) випливає, що

Eµ{(FGµXµ, Xµ)} = Tr(FGµBJB).

Покладемо

rµn = (FGµXµ, Xµ)− Tr(FGµBJB).

Нам необхiдно показати, що Eµ{(N−2rµ)2} = o(1), N → +∞. Розпишемо rµ

згiдно з визначеннями

rµn =
∑

i,j,p,q

(FGµ)i,jBj,pBq,i(Y
µ
p1
Y µ
p2
Ȳ µ
q1
Ȳ µ
q2
− Jp,q)

=
∑
i,j

(FGµ)i,j

(∑
p

Bj,pBp,i

(
|Y µ
p1
|2|Y µ

p2
|2 − 1

)
+
∑

p

Bj,pBp̄,i

(
|Y µ
p1
|2|Y µ

p2
|2 − 1

)
+
∑
p6=q
p̄6=q

Bj,pY
µ
p1
Y µ
p2
Bq,iȲ

µ
q1
Ȳ µ
q2

)

=
∑
i,j

(FGµ)i,j

(∑
p

Bj,p(JB)p,i

(
|Y µ
p1
|2|Y µ

p2
|2 − 1

)
+
∑
p6=q
p̄6=q

Bj,pY
µ
p1
Y µ
p2
Bq,iȲ

µ
q1
Ȳ µ
q2

)
.
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Оскiльки Gµ не залежить вiд Y µ, ми маємо

Eµ{(N−2rµ)2} =
1

N 4
Eµ
{(∑

i,j

(FGµ)i,j

)2(∑
p

Bj,p(JB)p,i

(
|Y µ
p1
|2|Y µ

p2
|2 − 1

)
+
∑
p6=q
p̄6=q

Bj,pY
µ
p1
Y µ
p2
Bq,iȲ

µ
q1
Ȳ µ
q2

)2}
=

1

N 4
Eµ
{∑

i,j

∑
i′,j′

(FGµ)i,j(F̄ Ḡ
µ)i′,j′

×
(∑

p6=q
p̄6=q

∑
p′ 6=q′

p̄′ 6=q′

Bj,pY
µ
p1
Y µ
p2
Bq,iȲ

µ
q1
Ȳ µ
q2
B̄j′,p′Ȳ

µ
p′1
Ȳ µ
p′2
B̄q′,i′Y

µ
q′1
Y µ
q′2

)}

+
1

N 4
Eµ
{∑

i,j

∑
i′,j′

(FGµ)i,j
¯(FGµ)i′,j′

∑
p

∑
p′

Bj,p(JB)p,iB̄j′,p′(JB̄)p′,i′

×
(
|Y µ
p1
|2|Y µ

p2
|2 − 1

)(
|Y µ
p′1
|2|Y µ

p′2
|2 − 1

)}
+

2

N 4
Eµ
{∑

i,j

∑
i′,j′

(FGµ)i,j
¯(FGµ)i′,j′

×
∑

p

∑
p′ 6=q′

p̄′ 6=q′

Bj,p(JB)p,i

(
|Y µ
p1
|2|Y µ

p2
|2 − 1

)
B̄j′,p′Ȳ

µ
p′1
Ȳ µ
p′2
B̄q′,i′Y

µ
q′1
Y µ
q′2

}
.

Позначимо вiдповiдно через N−4R1, N−4R2 i N−4R3 три отриманих доданка
у правiй частинi останнього рiвняння. Далi ми послiдовно оцiнимо кожен з
них. Для цього покладемо

H = BFGµB,

та матрицю ∆ розмiрностi N 2 ×N 2:

∆i,j = δi1j2δi2j1.

Легко перевiрити, що для будь-якої N 2 ×N 2 матрицi A справедливо

Ai2i1,j1j2 = (∆A)i,j,

Ai1i2,j2j1 = (A∆)i,j.
(4.27)

Визначимо множину E = {p1, p2, q1, q2, p
′
1, p
′
2, q
′
1, q
′
2} та зауважимо, що якщо

E мiстить бiльш, нiж 4 рiзних чисел, тодi

Eµ{Y µ
p1
Y µ
p2
Ȳ µ
q1
Ȳ µ
q2
Ȳ µ
p′1
Ȳ µ
p′2
Y µ
q′1
Y µ
q′2
} = 0.

Таким чином, необхiдно розглянути пiдмножини I1, I2, I3 та I4 усiх мульти-
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iндексiв {p,q,p′,q′} наступного вигляду

I1 =
{
{p,q,p′,q′} = {(a, b), (a, c), (d, b), (d, c)}

}
,

I2 =
{
{p,q,p′,q′} = {(a, b), (c, d), (a, b), (c, d)}

}
,

де числа a, b, c та d попарно рiзнi,

I3 =
{
{p,q,p′,q′} : з рiвно 3 рiзними числами (i, j, k) у множинi E

}
,

I4 =
{
{p,q,p′,q′} : з рiвно 2 рiзними числами (i, j) у множинi E

}
або будь-яка iнверсiя мульти-iндексiв подiбних форм. Оскiльки матрицi B,
F , ∆ та Gµ (згiдно з (1.4)) обмеженi, iснує константа κ така, що |H| < κ.
Таким чином, згiдно з (4.27) та (4.8) маємо

R1 ≤ Eµ
{∑

I1

Hp,qH̄p′,q′|Y µ
a |2|Y

µ
b |

2|Y µ
c |2|Y

µ
d |

2 +
∑
I2

Hp,qH̄p′,q′|Y µ
a |2|Y

µ
b |

2|Y µ
c |2|Y

µ
d |

2

+
∑
I3

Hp,qH̄p′,q′(|Y µ
i |

4|Y µ
j |

2|Y µ
k |

2 + Y µ
i |

3|Y µ
j |

3|Y µ
k |

2)

+
∑
I4

Hp,qH̄p′,q′(|Y µ
i |

4|Y µ
j |

4 + |Y µ
i |

6|Y µ
j |

2 + |Y µ
i |

5|Y µ
j |

3)
}

≤ c̃
( ∑
p1,p′1,p2,q2

(H + ∆H +H∆ + ∆H∆)p1p2,q1q2(H̄ + ∆H̄ + H̄∆ + ∆H̄∆)p′1p2,p′1q2

+ Tr(H + ∆H +H∆ + ∆H∆)(H + ∆H +H∆ + ∆H∆)∗

+ |I3|κ2Nτ 2 + |I4|κ2N 2τ 4
)
.

Оскiльки ∆2 = I та |I3| = κ1N
3, |I2| = κ2N

2 останню нерiвнiсть можна
записати як

R1 ≤ c̃
( ∑
p1,p′1,p2,q2

Cp1p2,q1q2C
∗
p′1p2,p

′
1q2

+ TrHH∗ + Tr∆HH∗ + κN 4τ
)
,

де

C = H + ∆H +H∆ + ∆H∆.

Позначимо через C̃ матрицю розмiрнiстю N×N елементи якої визначаються
як

C̃p2q2 =
N∑

p1=1

Cp1p2,p1q2.
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Тодi

R1 ≤ κ
(

TrC̃C̃∗ + TrHH∗ + Tr∆HH∗ + κN 4τ
)
.

Нескладно побачити, що |C̃| < N |H| < κN , отже

R1 ≤ κ(N 3 +N 2 +N 4τ).

Для того, щоб оцiнити другий доданок, R2, ми розiб’ємо множину {(p,p′)}
усiх можливих iндексiв на чотири пiдмножини {Ii}4

i=1, такi, що (p,p′) ∈ Ii

якщо (p1, p2, p
′
1, p
′
2) мiстить рiвно i рiзних чисел. Матрицi H та J обмеженi,

тому згiдно з (4.7) та (4.8) маємо

R2 ≤ κE
{∑

I1

|Y µ
1 |8 +

∑
I2

(|Y µ
1 |4|Y

µ
2 |4 + |Y µ

1 |6|Y
µ

2 |2) +
∑
I3

|Y µ
1 |4|Y

µ
2 |2|Y

µ
3 |2

+
∑
I4

(|Y µ
1 |2|Y

µ
2 |2 − 1)(|Y µ

3 |2|Y
µ

4 |2 − 1)
}

= c(|I1|n3τ 6 + |I2|n2τ 4 + |I3|nτ 2 + |I4|o(1))

= κN 4(τ + o(1)).

Для останнього доданку,R3, зауважимо, що якщо множина {p1, p2, p
′
1, p
′
2, q
′
1, q
′
2}

мiстить бiльш нiж 3, або менш, нiж 2 рiзних елемента, тодi

E
{(
|Y µ
p1
|2|Y µ

p2
|2 − 1

)
Ȳ µ
p′1
Ȳ µ
p′2
Y µ
q′1
Y µ
q′2

}
= 0.

Решту випадкiв для iндексiв ми знову подiлимо на двi множини, I1 (3 рiзних
елемента) та I2 (2 рiзних елемента). Аналогiчно з попереднiм випадком, маємо

R3 ≤ κ
(∑

I1

Nτ 2 +
∑
I2

N 2τ 4
)

= κN 4τ.

Нарештi, комбiнуючи вище доведене, ми маємо кiнцеву оцiнку:

Eµ{(N−2rµ)2} ≤ o(1) + κτ.

Оскiльки ця нерiвнiсть виконується для усiх τ , справедливо, що

Eµ{(N−2rµ)2} = o(1).

(ii) Для доведення цього пункту, запишемо згiдно з (1.6)

(F (G−Gµ))i,j = −
N−2(FGµXµ)i(GµXµ)j

1 +N−2(GµXµ, Xµ)
.
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З чого очевидно маємо

|Tr(F (G−Gµ))| =
∣∣∣∣N−2(FGµXµ, GµXµ)

1 +N−2(GµXµ, Xµ)

∣∣∣∣ ≤ |F | |((Gµ)∗GµXµ, Xµ)|
|Im(GµXµ, Xµ)|

.

З iншого боку, спектральна теорема дає

(GµXµ, Xµ) =
M−1∑
k=1

(vk, Xµ)2

λk − z
,

де {λk} – власнi значення матрицi Gµ та {vk} – її вiдповiднi власнi вектори
Gµ. Тодi для уявної частини виконується

|Im(GµXµ, Xµ)| = |Imz|
M−1∑
k=1

|(vk, Xµ)|2

(λk − z)(λ∗k − z)
.

Крiм того,

((Gµ)∗GµXµ, Xµ) =
M−1∑
k=1

|(vk, Xµ)|2

(λk − z)(λ∗k − z)
.

Останнi двi рiвностi негайно дають нам

1

N 2
TrF (G−Gµ) ≤ |F |

N |Imz|
= O(N 2).

(iii) Для того, щоб отримати останню частину Леми, нам знадобиться на-
ступне твердження для мартингальної оцiнки (див. наприклад [30] для бiльше
результатiв та посилань):

Лема 4.3. Нехай {Y µ}mµ=1– послiдовнiсть незалежних, однаково розподiле-
них векторiв з Rn(Cn). Припустимо, що функцiя φ : Rnm(Cnm) → C обме-
жена борелiвська функцiя, для якої

sup
X1,...,Xµ∈Rn(Cn)

|φ− φµ| ≤ c,

де φµ = φ |Xµ=0. Тодi

Var{φ(Y 1, . . . , Y µ)} ≤ 4c2m.
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Розглянемо функцiю φ = Tr(FG), та покажемо, що вона задовольняє
умовам Леми 4.3. Дiйсно, згiдно з представленням (1.6), маємо

|φ− φµ| = |TrG− TrGµ| =
∣∣∣∣N−2(GµFGµXµ, Xµ)

1 +N−2(GµXµ, Xµ)

∣∣∣∣ .
Аналогiчно доведенню попередньої частини, ми можемо отримати оцiнку∣∣∣∣N−2(GµFGµXµ, Xµ)

1 +N−2(GµXµ, Xµ)

∣∣∣∣ ≤ κ|Imz|−1.

Таким чином,

|φ− φµ| ≤ κ|Imz|−1.

З чого випливає, що ми можемо застосувати Лему 4.3 та миттєво отримати,
що

Var{gN} ≤ 4κ2cN/N
2.

Це завершує доведення Леми 4.2. �

4.3 Висновки до Роздiлу 4

У Роздiлi 4 дослiджується нормована рахуюча мiра емпiричних матриць
коварiацiй MN = N−2

∑M
µ=1BN(Y µ ⊗ Y µ)(Y µ ⊗ Y µ)∗B∗N , компоненти яких

є тензорними добутками випадкових векторiв з незалежними однаково роз-
подiленими елементами. На вiдмiну вiд класичного ансамблю емпiричних
матриць коварiацiй, у розглянутому випадку елементи матриць мають бi-
квадратну залежнiсть вiд випадкових величин, що суттєво ускладнює iсную-
чи методи.

Оскiльки ми допускаємо, що вектори Y µ не є обов’язково гауссiвськими, а
лише з кiнцевим другим моментом, ми не можемо використовувати технiки,
що були наведенi у двох попереднiх роздiлах, тому ми застосували iнший
вiдомий метод теорiї випадкових матриць, а саме метод кiнцевого збурення.

Отже, у цьому роздiлi доведено, що при умовi iснування другого моменту
елементiв векторiв Y µ та iснування границi розподiлу власних значень деякої
матрицi, що залежить лише вiд BN , нормована рахуюча мiра власних значень
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матриць MN визначеного ансамблю слабко збiгається з ймовiрнiстю 1 до
деякої невипадкової мiри ν. Також було наведено функцiональне рiвняння,
якому задовольняє перетворення Стiлтьєса граничної мiри ν.

Основним результатом цього роздiлу є Теорема 4.1, в якiй наведено рiв-
няння для перетворення Стiлтьєса граничної мiри.

Результати дослiджень даного роздiлу наведено у публiкацiї автора [71].
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Висновки

Дана дисертацiйна робота присвячена вивченню поведiнки сингулярних
значень емпiричних матриць автоковарiацiй та власних значень емпiричних
матриць коварiацiй, компоненти яких є тензорними добутками.

Ми дослiдили асимптотичну поведiнку нормованої рахуючої мiри власних
значень ν̂N вiдповiдної матрицi Грама R̂L

f |pR̂
L∗
f |p емпiричної матрицi автокова-

рiацiй R̂L
f |p, а саме, знайшли невипадкову мiру νN , що є її асимптотичною

еквiвалентою, тобто ν̂N − νN → 0, N → +∞ слабко майже напевно. Крiм
того, ми описали поведiнку бiля осi дiйсних чисел перетворення Стiлтьєса
мiри νN та детально охарактеризували носiй SN мiри νN . Усе це дозволи-
ло нам довести, що з ймовiрнiстю один усi власнi значення матрицi R̂L

f |pR̂
L∗
f |p

знаходяться в околi носiя SN асимптотичної еквiваленти νN .
Нарештi, для ансамблю матриць коварiацiй, компоненти яких є тензорни-

ми добутками, ми довели, що при умовi iснування другого моменту елементiв
векторiв, нормована рахуюча мiра власних значень визначеного ансамблю
слабко збiгається з ймовiрнiстю 1 до деякої невипадкової мiри. Крiм того, бу-
ло наведено рiвняння, якому задовольняє перетворення Стiлтьєса граничної
мiри.

У дисертацiї отриманi таки новi результати:

• з використанням методiв гауссiвського обчислення встановлено асим-
птотичну поведiнку резольвенти матрицi R̂L

f |pR̂
L∗
f |p;

• з використанням методiв вiльної ймовiрностi встановлено, що з дода-
тковим припущенням iснує границя нормованої рахуючої мiри матрицi
автоковарiацiй;

• дослiджено поведiнку перетворення Стiлтьєса асимптотичної еквiвален-
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ти мiри ν̂N бiля осi дiйсних чисел та доведенi властивостi для вiдповiд-
них границь;

• встановлено асимптотичну поведiнку щiльностi мiри, що є асимптоти-
чною еквiвалентою мiри ν̂N ;

• доведено, що майже напевно для достатньо великих N , усi власнi зна-
чення матрицi R̂L

f |pR̂
L∗
f |p знаходяться в околi носiя асимптотичної еквiва-

ленти мiри ν̂N ;

• доведено, що при умовi iснування другого моменту елементiв векто-
рiв, нормована рахуюча мiра власних значень визначеного ансамблю
матриць коварiацiй, компоненти яких є тензорними добутками, слабко
збiгається з ймовiрнiстю 1 до деякої невипадкової мiри. Також було на-
ведено рiвняння, якому задовольняє перетворення Стiлтьєса граничної
мiри.

Всi основнi результати дисертацiї наведено з повними i строгими доведен-
нями. Отриманi результати мають теоретичний характер, але у майбутньому
можуть використовуватися для покращення деяких методiв теорiї телекому-
нiкацiй.
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[38] Houdré, C., Pérez-Abrou, V., Sourgailis, D.: Interpolation, correlation identities and
inequalities for infinitely divisible variables. J. Fourier Anal. and Appl. 4, 651–668 (1998)

[39] Jin, B., Wang, C., Bai, Z.D., Nair, K.K., Harding, M.: Limited spectral distribution of a
symmetrised auto-cross covariance matrices. Ann. of Proba. 24(3), 1199–1225 (2014)

[40] Kato, T.: Perturbation Theory for Linear Operators. Springer-Verlag, Berlin (1976)

[41] Katz, N. M., Sarnak, P.: Random matrices, Frobenius eigenvalues, and monodromy.
American Mathematical Soc. Volume 45 (1999)

143



[42] Kontsevich, M.: Homological algebra of mirror symmetry. Proceedings of the International
Congress of Mathematicians. Birkhauser, Basel, Switzerland (1995)

[43] Kuijlaars, A. B. J., McLaughlin, K. T.-R., Walter Van Assche, Vanlessen, M.: The Ri-
emann–Hilbert approach to strong asymptotics for orthogonal polynomials on [- 1, 1].
Advances in mathematics. 188(2), 337–398 (2004)

[44] Ledoux, M.: Concentration of Measure Phenomenon, AMS, Providence, RI (2001)

[45] Li, Z., Pan, G., Yao, J.: On singular value distribution of large-dimensional autocovariance
matrices. J. Multivariate Analysis. 137, 119–140 (2015)

[46] Li, Z., Wang, Q., Yao, J.: Identifying the number of factors from singular values of a large
sample auto-covariance matrix. Annals of Statistics. 45(1), 257–288 (2017)

[47] Lindquist, A., Picci, G.: Linear Stochastic Systems. Series in Contemporary Mathematics.
Springer (2015)

[48] Liu, H., Aue, A., Paul, D.: On the Marcenko-Pastur law for linear time series. Ann. of
Stat. 43(2), 675–712 (2015)

[49] Loubaton, P.: On the almost sure location of the singular values of certain Gaussian block-
Hankel large random matrices. Journal of theoretical probability. 29, 1339–1443 (2016)

[50] Loubaton, P., Tieplova, D.: On the Behaviour of Large Empirical Autocovariance Matri-
ces Between the Past and the Future. Random Matrices: Theory and Applications, doi:
10.1142/S2010326321500210

[51] Lytova, A., Pastur, L.: Central limit theorem for linear eigenvalue statistics of random
matrices with independent entries. Annals of Probability. 37(5), 1778–1840 (2009)

[52] Lytova A.: Central limit theorem for linear eigenvalue statistics for a tensor product
version of sample covariance matrices. J. Theor. Probab. 31, 1024–1057 (2017)

[53] Male, C.: The norm of polynomials in large random and deterministic matrices. Probabi-
lity Theory and Related Fields. 154, 477–532 (2012)

[54] Marchenko, V., Pastur, L.: The eigenvalue of distribution in some ensembles of random
matrices. Math. USSR Sbornik. 1 (1967)

[55] Mehta, M. L.: Random matrices. Academic press. Vol. 142 (2004)

[56] Mestre, X., Lagunas, M.A.: Modified subspace algorithms for DoA estimation with large
arrays. IEEE Transactions on Signal Processing. 56(2), 598–614 (2008)

144



[57] Mingo, J., Speicher, R.: Free Probability and Random Matrices. Fields Institute
Monographs, Springer (2017)

[58] Nadakuditi, R.R., Edelman, A.: Sample eigenvalue based detection of high-dimensional
signals in white noise using relatively few samples. IEEE Trans. Signal Processing. 56(7),
2625–2637 (2008)

[59] Nadakuditi, R.R., Silverstein, J.W.: Fundamental limit of sample generalized eigenvalue
based detection of signals in noise using relatively few signal-bearing and noise-only
samples. IEEE J. Sel. Topics Signal Processing. 4(3), 468 -480 (2010)

[60] Nagao, T., Wadati, M.: Correlation functions of random matrix ensembles related toclassi-
cal orthogonal polynomials. J.Phys.Soc.Japan. 60, 3298–3322 (1991)

[61] Okounkov, A.: Random surfaces enumerating algebraic curves. notes from the lecture at
4ECM, Stockholm, arXiv preprint math-ph/0412008 (2004)

[62] Pan, G. Zhou, W.: Circular law, extreme singular values and potential theory. J. Multi-
variate Anal. 101 (3), 645–656 (2010)

[63] Pastur, L.A., Shcherbina, M.: Eigenvalue Distribution of Large Random Matrices.
Mathematical Surveys and Monographs, Providence: American Mathematical Society
(2011)

[64] Paul, D.: Asymptotics of sample eigenstruture for a large dimensional spiked covariance
model. Statistica Sinica. 17(4), 1617–1642 (2007)

[65] Shcherbina, M.: Central Limit Theorem for linear eigenvalue statistics of the Wigner and
sample covariance random matrices. Журнал математичної фiзики, аналiзу, геометрiї.
7(2), 176–192 (2011)

[66] Shcherbina, T.: On universality of bulk local regime of the hermitian sample covariance
matrices. J. Math. Phys. 51, 1–27 (2010)

[67] Shi, X., Qiu, R., He, X., Chu, L., Ling, Z., Yang, H.: Anomaly detection and location in
distribution networks: a data-driven approach. IET Generation, Transmission & Distri-
bution. 14 (18), 3814 (2020)

[68] Silverstein, J. W., Choi, S. I.: Analysis of the limiting spectral distribution of large di-
mensional random matrices. J. Multivariate Anal. 54, 295–309 (1995)

[69] Tieplova, D.: Distribution of eigenvalues of some random matrices of large order. In:
III International Conference “ANALYSIS AND MATHEMATICAL PHYSICS”: Book of
abstracts, p. 31. B.Verkin Institute for Low Temperature Physics and Engineering of the
National Academy of Sciences of Ukraine, Kharkiv (2015)

145



[70] Tieplova, D.: Distribution of eigenvalues of sample covariance matrices with tensor product
samples. In: Abstracts of Lectures and Talks: Trilateral German-Russian-Ukrainian
Summer School “Spectral Theory, Differential Equations and Probability”, p. 22. Johannes
Gutenberg University at Mainz, Mainz (2016)

[71] Tieplova, D.: Distribution of eigenvalues of sample covariance matrices with tensor product
samples. Журнал математичної фiзики, аналiзу, геометрiї. 13(1), 82–98 (2017)

[72] Tieplova, D., Loubaton, P., Pastur, L.: On the behaviour of the singular values of empi-
rical autocovariance matrices in the high-dimensional case. In: International Conference
“XXVII Colloque francophone de traitement du signal et des images”, p.95. L’Universite
de Lille, France, 26–29 august (2019)

[73] Tieplova, D., Loubaton, P., Pastur, L.: On the Limit Distribution of the Canonical
Correlation Coefficients Between the Past and the Future of a High-Dimensional Whi-
te Noise. In: International Conference “2020 IEEE International Conference on Acoustics,
Speech and Signal Processing (ICASSP), pp. 8772–8776. Barcelona, Spain (2020)

[74] Tulino, A. M., Verdu. S.: Random matrix theory and wireless communications, volume 1.
Now Publishers Inc (2004)

[75] Pham, G.T., Loubaton, P., Vallet, P.: Performance analysis of spatial smoothing schemes
in the context of large arrays. IEEE Trans. on Signal Processing. 64(1), 160–172 (2016)

[76] Van Overschee, P., B. de Moor: Subspace Identification for Linear Systems: Theory,
Implementation, Applications. Kluwer Academic Publishers (1996)

[77] Vinogradova, J., Couillet, R., Hachem, W.: Estimation of Toeplitz covariance matrices
in large dimensional regime with application to source detection. IEEE Transactions on
Signal Processing. 63(18), 4903–4913 (2015)

[78] Vinogradova, J., Couillet, R., Hachem, W.: Statistical Inference in Large Antenna Arrays
under Unknown Noise Pattern. IEEE Transactions on Signal Processing. 61(22), 5633–
5645 (2013)

[79] Voiculescu, D., Dykema, K. J., Nica, A.: Free Random Variables. Ser. CRM Monograph.
Providence, RI: Amer. Math. Soc., Vol. 1 (1992)

[80] Voiculescu, D.: Lectures on Free Probability Theory. In unpublished Notes for a Course
at the Saint-Flour Summer School on Probability (1998)

[81] Witten, E.: Physics and geometry. In Proc. Intl. Congress Math., Berkeley, USA, p.
267–303 (1986)

146



Додаток А

Список публiкацiй
здобувача за темою
дисертацiї

Публiкацiї у фахових виданнях України i виданнях України, що
входять до мiжнародних наукометричних баз:

1. Tieplova, D.: Distribution of eigenvalues of sample covariance matrices

with tensor product samples. Журнал математичної фiзики, аналiзу,
геометрiї. 13(1), 82–98 (2017)

(Входить до мiжнародних наукометричних баз Scopus, Web of Science,
MathSciNet, Google Scholar; Impact Factor: 0.424; квартиль Q3)

Публiкацiї у зарубiжних виданнях, що входять до мiжнародних
наукометричних баз:

2. Loubaton, P., Tieplova, D.: On the Behaviour of Large Empirical Auto-

covariance Matrices Between the Past and the Future. Random Matrices:

Theory and Applications, doi: 10.1142/S2010326321500210

(Входить до мiжнародних наукометричних баз Scopus, Web of Science,
MathSciNet, Google Scholar, zbMATH; Impact Factor: 1.02; квартиль Q2)

Науковi працi, якi засвiдчують апробацiю матерiалiв дисертацiї:

147



3. Tieplova, D.: Distribution of eigenvalues of some random matrices of

large order. In: II International Conference “ANALYSIS AND MATHE-

MATICAL PHYSICS”: Book of abstracts, p. 31. B.Verkin Institute for

Low Temperature Physics and Engineering of the National Academy of

Sciences of Ukraine, Kharkiv (2015)

4. Tieplova, D.: Distribution of eigenvalues of sample covariance matrices

with tensor product samples. In: Abstracts of Lectures and Talks: Tri-

lateral German-Russian-Ukrainian Summer School “Spectral Theory, Dif-

ferential Equations and Probability”, p. 22. Johannes Gutenberg Univer-

sität Mainz, Mainz (2016)

5. Tieplova, D., Loubaton, P., Pastur, L.: On the behaviour of the singular

values of empirical autocovariance matrices in the high-dimensional case.

In: International Conference “XXVII Colloque francophone de traitement

du signal et des images”, p. 95. L’Universite de Lille, France, 26–29

august (2019)

6. Tieplova, D., Loubaton, P., Pastur, L.: ”On the Limit Distribution of

the Canonical Correlation Coefficients Between the Past and the Future

of a High-Dimensional White Noise. In: International Conference “2020

IEEE International Conference on Acoustics, Speech and Signal Process-

ing (ICASSP), pp. 8772–8776. Barcelona, Spain (2020)

148


