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ÇÀÃÀËÜÍÀ ÕÀÐÀÊÒÅÐÈÑÒÈÊÀ ÐÎÁÎÒÈ

Àêòóàëüíiñòü òåìè. Â êiíöi XIX ñòîëiòòÿ Ñòiëüòü¹ñ ðîçãëÿíóâ ñòåïåíåâó ïðî-
áëåìó ìîìåíòiâ i çàñòîñóâàâ äî ¨¨ äîñëiäæåííþ ðîçðîáëåíó íèì òåîðiþ ëàíöþãîâèõ
äðîáiâ. Íà ïî÷àòêó XX ñòîëiòòÿ Êàðàòåîäîði, Ôåéåð, Ô. Ðiñ, Øóð, Ïiê, Íåâàíëií-
íà ðîçãëÿäàëè êîíêðåòíi iíòåðïîëÿöiéíi çàäà÷i, ïðè îïèñi ðîçâ'ÿçêiâ ÿêèõ ïðî-
ãëÿäàëàñÿ ïåâíà ñïiëüíiñòü: ìíîæèíà ðîçâ'ÿçêiâ îïèñóâàëàñü ó âèãëÿäi äðîáîâî-
ëiíiéíîãî ïåðåòâîðåííÿ (êîåôiöi¹íòè ÿêîãî âèçíà÷àþòüñÿ äàíèìè çàäà÷i) íàä äî-
âiëüíîþ ôóíêöi¹þ äåÿêîãî êëàñó (íàïðèêëàä, àíàëiòè÷íî¨ â îäèíè÷íîìó êðóçi
ùî ïî ìîäóëþ íå ïåðåâèùó¹ 1). Âåëè÷åçíó ðîëü â äîñëiäæåííi öèõ çàäà÷ çiãðàëè
ðîáîòè Ñåãüî. Îäèí ç ïiäõîäiâ áóâ çàñíîâàíèé íà òåîði¨ îðòîãîíàëüíèõ ìíîãî÷ëå-
íiâ. Çâ'ÿçîê öüîãî êîëà çàäà÷ ç ðîçøèðåííÿìè åðìiòîâèõ îïåðàòîðiâ ìàáóòü áóëà
âèÿâëåíà Ãàìáóðãåðîì i íåçàëåæíî Ì.Ñ. Ëiâøèöåì íà ïî÷àòêó 40-õ ðîêiâ. Öåé
ïiäõiä îòðèìàâ ïîòóæíèé ðîçâèòîê â ðîáîòàõ Àäàìÿíà, Àðîâà i Êðåéíà êiíöÿ 60-
õ ðîêiâ, ÿêi âèêîðèñòîâóâàëè ðîçâèíåíó ðàíiøå Ì.Ã. Êðåéíîì i À.Â. Øòðàóñîì
òåîðiþ óçàãàëüíåíèõ ðåçîëüâåíò åðìiòîâèõ îïåðàòîðiâ. Àëüòåðíàòèâíèé ïiäõiä áóâ
ðîçðîáëåíèé â 60-òi - 70-òi ðîêè Â.Ï. Ïîòàïîâèì. Â îñíîâó öüîãî ïiäõîäó áóëà ïî-
êëàäåíà Ëåìà Øâàðöà òà ¨¨ äàëåêîñÿæíi óçàãàëüíåííÿ, ÿêi Â.Ï. Ïîòàïîâ íàçâàâ
Îñíîâíîþ Ìàòðè÷íîþ Íåðiâíiñòþ çàäà÷i. Çíà÷íó ðîëü â ñòàíîâëåííi öüîãî ïiäõî-
äó çiãðàëè ðîáîòè I.Â. Êîâàëiøèíî¨ i Â.Å. Êàöíåëüñîíà. Â êiíöi 80-õ ðîêiâ ïiäõîäè
Àäàìÿíà-Àðîâà-Êðåéíà i Ïîòàïîâà âäàëèì i çðó÷íèì ÷èíîì ïî¹äíàëèñÿ â Ñõåìi
Àáñòðàêòíî¨ Çàäà÷i iíòåðïîëÿöi¨ ðîçðîáëåíî¨ Â.Å. Êàöíåëüñîíîì, Ï.Ì.Þäèöüêèì
i çäîáóâà÷åì (ùî ñêëàëî îñíîâíèé çìiñò éîãî êàíäèäàòñüêî¨ äèñåðòàöi¨). Öÿ ñõåìà
øâèäêî íàáóëà ïîïóëÿðíîñòi i ñòàëà øèðîêî çàñòîñîâóâàòèñÿ. Îäíàê âîíà ïðà-
öþâàëà òiëüêè â òèõ çàäà÷àõ, ðîçâ'ÿçêè ÿêèõ áóëè àíàëiòè÷íèìè ôóíêöiÿìè. Ó
çàäà÷i Íåõàði ðîçâ'ÿçêè (ñèìâîëè) íå ¹ àíàëiòè÷íèìè. Òîìó íåîáõiäíî áóëî ìî-
äèôiêóâàòè ñõåìó Àáñòðàêòíî¨ Çàäà÷i iíòåðïîëÿöi¨ òàê ùîá âîíà ïiäõîäèëà i äëÿ
çàäà÷ òèïó Íåõàði. Êðiì òîãî, êëàñè÷íi ðåçóëüòàòè ç ìàòðè÷íî¨ çàäà÷i Íåõàði âiä-
íîñÿòüñÿ òiëüêè äî öiëêîì íåâèçíà÷åíîãî âèïàäêó i íàâiòü â ñêàëÿðíié çàäà÷i áóëà
âiäñóòíÿ ïîâíà õàðàêòåðèçàöèÿ êîåôiöi¹íòiâ ïàðàìåòðèçóþ÷î¨ ôîðìóëè. Íåîáõi-
äíiñòü äîïîâíèòè öi êëàñè÷íi ðåçóëüòàòè ¹ îäíi¹þ ç íàéáiëüø àêòóàëüíèõ çàäà÷ â
öié ãàëóçi àíàëiçó.
Â êiíöi 80-õ ðîêiâ Ä. Ñàðàñîí, îäèí ç ïðîâiäíèõ ñâiòîâèõ åêñïåðòiâ â îáëàñòi êîì-

ïëåêñíîãî àíàëiçó òà òåîði¨ îïåðàòîðiâ, ñôîðìóëþâàâ äâi çàäà÷i òiñíî ïîâ'ÿçàíi ç
õàðàêòåðèçàöi¹þ êîåôiöi¹íòiâ ôîðìóëè, ùî ïàðàìåòðèçó¹ ðîçâ'ÿçêè íåâèçíà÷åíî¨
ñêàëÿðíî¨ çàäà÷i Íåõàði. Îäíà ç íèõ çàïèòó¹ ÷è ìîæëèâà ðåãóëÿðèçàöiÿ äîâiëü-
íî¨ γ-òâiðíî¨ ïàðè, äðóãà çàïèòó¹ ÷è ¹ âëàñòèâiñòü àáñîëþòíî¨ íåïåðåðâíîñòi ìið,
ïîâ'ÿçàíèõ ç γ-òâiðíîþ ïàðîþ, äîñòàòíiì äëÿ ¨¨ ðåãóëÿðíîñòi. Ó öié äèñåðòàöi¨
ðîçâ'ÿçàíî îáèäâi çàäà÷i: ïåðøó â ïîçèòèâíîìó ñåíñi, äðóãó â íåãàòèâíîìó.
Êëàñ Êðåéíà-Ëàíãåðà áóâ ââåäåíèé öèìè àâòîðàìè â 70-i ðîêè â çâ'ÿçêó çi ñïå-

êòðàëüíî¨ òåîði¹þ ñàìîñïðÿæåíèõ i óíiòàðíèõ îïåðàòîðiâ â ïðîñòîðàõ Ïîíòðÿãi-



2

íà. Ïiçíiøå Ëàíãåð, Äàéêñìà i iíøi àâòîðè ðîçãëÿäàëè iíòåðïîëÿöiéíi çàäà÷i òèïó
Íåâàíëiííè-Ïiêà â öüîìó êëàñi. Õî÷à îïèñ ðîçâ'ÿçêiâ âèõîäèâ â òðàäèöiéíîìó äëÿ
öüîãî òèïó çàäà÷ âèãëÿäi äðîáîâî-ëiíiéíîãî ïåðåòâîðåííÿ, ñïîñòåðiãàâñÿ åôåêò
ñòîðîííiõ ðîçâ'ÿçêiâ: ïðè äåÿêèõ ïàðàìåòðàõ ôîðìóëà äàâàëà ôóíêöi¨, ÿêi âèïà-
äàëè ç íåîáõiäíîãî êëàñó, i ÿêi íå ïðèéìàëè íåîáõiäíi çíà÷åííÿ â äåÿêèõ âóçëàõ
iíòåðïîëÿöi¨. Ïîÿñíåííÿ öüîãî ôåíîìåíà ñòàíîâèëî iíòåðåñ.

Ìåòà i çàäà÷i äîñëiäæåííÿ. Îñíîâíîþ ìåòîþ äîñëiäæåííÿ ¹ ðîçðîáêà ñõåìè
Àáñòðàêòíî¨ Çàäà÷i Iíòåðïîëÿöi¨, ÿêà äîçâîëÿëà á âèðiøóâàòè êîíêðåòíi iíòåðïî-
ëÿöiéíi çàäà÷i íå òiëüêè â êëàñàõ àíàëiòè÷íèõ îïåðàòîð-ôóíêöié, àëå i â êëàñi äî-
äàòíèõ ãàðìîíiéíèõ îïåðàòîð-ôóíêöié, i íà îñíîâi öüîãî îòðèìàííÿ íîâèõ òîíêèõ
ðåçóëüòàòiâ ïî çàäà÷i Íåõàði i çàäà÷i ïðî ëiôòèíã êîìóòàíòà â íàéçàãàëüíiøîìó
(à íå òiëüêè â öiëêîì íåâèçíà÷åíîìó) âèïàäêó.
Îá'¹êòàìè äîñëiäæåííÿ ¹ iíòåðïîëÿöiéíi çàäà÷i àíàëiçó, ïîâ'ÿçàíi ç íèìè óíi-

òàðíi ñèñòåìè ðîçñiþâàííÿ òà âiäïîâiäíi ìîäåëüíi ïðîñòîðè ôóíêöié àáî ìið.
Ïðåäìåòîì äîñëiäæåííÿ ¹ ñòðóêòóðè óíiòàðíèõ ñèñòåì ðîçñiþâàííÿ, ïîâ' ÿçà-

íèõ ç çàäà÷àìè àíàëiçó, òà âiäïîâiäíèõ ìîäåëüíèõ ïðîñòîðiâ, ÿêi äîçâîëÿþòü îòðè-
ìóâàòè òîíêi àíàëiòè÷íi âëàñòèâîñòi êîåôiöi¹íòiâ ôîðìóë ùî ïàðàìåòðèçóþòü
ðîçâ'ÿçêè çàäà÷i.
Çàäà÷i äîñëiäæåííÿ:

• Ðîçøèðèòè ñõåìó Àáñòðàêòíî¨ Çàäà÷i Iíòåðïîëÿöi¨ íà âèïàäîê, êîëè ðîçâ'ÿçêè
¹ íå òiëüêè àíàëiòè÷íèìè, à é äîäàòíèìè ãàðìîíiéíèìè ôóíêöiÿìè (àáî âiä-
ïîâiäíèìè ¨ì ìiðàìè).

• Íà îñíîâi öüîãî ïiäõîäó îòðèìàòè ïîâíèé ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i ïðî ëiôòèíã êîìó-
òàíòó ó ñàìîìó çàãàëüíîìó âèïàäêó (ïîïåðåäíi ðåçóëüòàòè ñòîñóâàëèñÿ öiëêîì
íåâèçíà÷åíîãî âèïàäêó).

• Îòðèìàòè ïîâíó õàðàêòåðèçàöiþ êîåôiöi¹íòiâ ôîðìóëè, ùî ïàðàìåòðèçó¹ âñi
ðîçâ'ÿçêè çàäà÷i ïðî ëiôòèíã êîìóòàíòó (ñèìâîëè ëiôòèíãó).

• Âèêîðèñòîâóþ÷è çãàäàíó õàðàêòåðèçàöiþ, âèðiøèòè çàäà÷ó Ä.Ñàðàñîíà ïðî
ðåãóëÿðèçàöiþ γ-òâiðíèõ ïàð.

• Îòðèìàòè êðàòíèé àíàëîã òåîðåìè Æþëià � Êàðàòåîäîði ïðî êóòîâó ìåæîâó
ïîõiäíó òà ðîçãëÿíóòè âiäïîâiäíó ìåæîâó iíòåðïîëÿöiéíó çàäà÷ó.

• Âèêîðèñòàòè íåñêií÷åííó ìåæîâó iíòåðïîëÿöiéíó çàäà÷ó äëÿ ïîáóäîâè êëàñó
ñèíãóëÿðíèõ γ-òâiðíèõ ïàð, ÿêi ìàþòü âëàñòèâiñòü àáñîëþòíî¨ íåïåðåðâíîñòi.
Òèì ñàìèì áóäå íàâåäåíî êëàñ êîíòðïðèêëàäiâ äî ãiïîòåçè Ä. Ñàðîñîíà, ÿêà
ñòâåðäæóâàëà ùî âëàñòèâiñòü àáñîëþòíî¨ íåïåðåðâíîñòi õàðàêòåðèçó¹ ðåãó-
ëÿðíi γ-òâiðíi ïàðè.

• Âèâ÷èòè ðîçøèðåíèé êëàñ Êðåéíà � Ëàíãåðà, ÿêèé ìiñòèòü êðiì ôóíêöié ç ïî-
ëþñàìè ùå é ôóíêöi¨ çi ñòðèáêàìè, òà â öüîìó êëàñi âèðiøèòè iíòåðïîëÿöiéíó
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çàäà÷ó Íåâàíëiííè � Ïiêà. Äîâåñòè ùî ïðè òàêîìó ïiäõîäi çàéâèõ ðîçâ'ÿçêiâ
íå áóäå.

Ìåòîäè äîñëiäæåííÿ. Ó ðîáîòi âèêîðèñòîâóþòüñÿ ìåòîäè òåîði¨ àíàëiòè÷íèõ
òà ãàðìîíiéíèõ ôóíêöié, òåîði¨ ìiðè, çîêðåìà Ãiëüáåðòîâi ïðîñòîðè àíàëiòè÷íèõ
òà ãàðìîíiéíèõ ôóíêöié, ìåòîäè òåîði¨ îïåðàòîðiâ òà ëiíiéíèõ óíiòàðíèõ ñèñòåì.

Íàóêîâà íîâèçíà îòðèìàíèõ ðåçóëüòàòiâ. Ó äèñåðòàöiéíié ðîáîòi îòðèìà-
íî òàêi íîâi íàóêîâi ðåçóëüòàòè ÿêi âèíîñÿòüñÿ íà çàõèñò:

• Ðîçøèðåíî ñõåìó Àáñòðàêòíî¨ Çàäà÷i Iíòåðïîëÿöi¨ íà âèïàäîê, êîëè ðîçâ'ÿçêè
¹ íå òiëüêè àíàëiòè÷íèìè, à é äîäàòíèìè ãàðìîíiéíèìè ôóíêöiÿìè (àáî âiä-
ïîâiäíèìè ¨ì ìiðàìè).

• Íà îñíîâi öüîãî ïiäõîäó îòðèìàíî ïîâíèé ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i ïðî ëiôòèíã êîìó-
òàíòó ó ñàìîìó çàãàëüíîìó âèïàäêó (ïîïåðåäíi ðåçóëüòàòè ñòîñóâàëèñÿ öiëêîì
íåâèçíà÷åíîãî âèïàäêó).

• Îòðèìàíî ïîâíó õàðàêòåðèçàöiþ êîåôiöi¹íòiâ ôîðìóëè, ùî ïàðàìåòðèçó¹ âñi
ðîçâ'ÿçêè çàäà÷i ïðî ëiôòèíã êîìóòàíòó (ñèìâîëè ëiôòèíãó).

• Âèêîðèñòîâóþ÷è öþ õàðàêòåðèçàöiþ, ðîçâ'ÿçàíî çàäà÷ó Ä.Ñàðàñîíà ïðî ðå-
ãóëÿðèçàöiþ γ-òâiðíèõ ïàð.

• Îòðèìàíî êðàòíèé àíàëîã òåîðåìè Æþëià � Êàðàòåîäîði ïðî êóòîâó ìåæîâó
ïîõiäíó òà ðîçãëÿíóòî âiäïîâiäíó ìåæîâó iíòåðïîëÿöiéíó çàäà÷ó.

• Íà îñíîâi íåñêií÷åííî¨ ìåæîâî¨ iíòåðïîëÿöiéíî¨ çàäà÷i ïîáóäîâàíî êëàñ ñèíãó-
ëÿðíèõ γ-òâiðíèõ ïàð, ÿêi ìàþòü âëàñòèâiñòü àáñîëþòíî¨ íåïåðåðâíîñòi. Òèì
ñàìèì íàâåäåíî êëàñ êîíòðïðèêëàäiâ äî ãiïîòåçè Ä. Ñàðàñîíà, ÿêà ñòâåð-
äæóâàëà ùî âëàñòèâiñòü àáñîëþòíî¨ íåïåðåðâíîñòi õàðàêòåðèçó¹ ðåãóëÿðíi γ-
òâiðíi ïàðè.

• Âèâ÷åíî ðîçøèðåíèé êëàñ Êðåéíà � Ëàíãåðà, ÿêèé ìiñòèòü êðiì ôóíêöié ç
ïîëþñàìè ùå é ôóíêöi¨ çi ñòðèáêàìè, òà â öüîìó êëàñi ðîçâ'ÿçàíî iíòåðïîëÿ-
öiéíó çàäà÷ó Íåâàíëiííè � Ïiêà. Äîâåäåíî ùî ïðè òàêîìó ïiäõîäi ñòîðîííiõ
ðîçâ'ÿçêiâ íåìà¹.

Ïðàêòè÷íå çíà÷åííÿ îòðèìàíèõ ðåçóëüòàòiâ. Ðîáîòà ìà¹ òåîðåòè÷íèé õà-
ðàêòåð. Ó äèñåðòàöi¨ ïðîâåäåíî ôóíäàìåíòàëüíi äîñëiäæåííÿ, ÿêi ïîãëèáëþþòü
íàøi çíàííÿ ïðî iíòåðïîëÿöiéíi çàäà÷i àíàëiçó, ïðî âëàñòèâîñòi êîåôiöi¹íòiâ ôîð-
ìóë, ùî ïàðàìåòðèçóþòü ðîçâ'ÿçêè çàäà÷, ïðî ñòðóêòóðó âiäïîâiäíèõ ìîäåëüíèõ
ïðîñòîðiâ ôóíêöié àáî ìið. Îòðèìàíi ðåçóëüòàòè ìîæóòü áóòè âèêîðèñòàíi â òå-
îði¨ ôóíêöié, çîêðåìà â òåîði¨ Ãiëüáåðòîâèõ òà Áàíàõîâèõ ïðîñòîðiâ àíàëiòè÷íèõ
àáî ãàðìîíiéíèõ ôóíêöié, â òåîði¨ îïåðàòîðiâ, çîêðåìà ïðè ïîáóäîâi ôóíêöiîíàëü-
íèõ ìîäåëåé îïåðàòîðiâ òà áiëüø çàãàëüíèõ ëiíiéíèõ ñèñòåì, â iíøèõ ðîçäiëàõ
ôóíêöiîíàëüíîãî àíàëiçó òà ìàòåìàòèêè âçàãàëi.
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Îñîáèñòèé âíåñîê çäîáóâà÷à. Óñi îñíîâíi ðåçóëüòàòè äèñåðòàöi¨, ùî âèíîñÿ-
òüñÿ íà çàõèñò, îäåðæàíî çäîáóâà÷åì îñîáèñòî i ñàìîñòiéíî. Ç ðåçóëüòàòiâ ïðàöü,
ÿêi âèêîíàíî ó ñïiâàâòîðñòâi, íà çàõèñò âèíîñÿòüñÿ ëèøå ïîëîæåííÿ, ùî îäåðæàíi
àâòîðîì äèñåðòàöi¨.
Â ðîáîòàõ [5, 7, 22, 23] çäîáóâà÷ó íàëåæèòü âèçíà÷åííÿ óíiòàðíî¨ ñèñòåìè ðîç-

ñiþâàííÿ, ÿêå óçàãàëüíþ¹ âèçíà÷åííÿ ñèñòåìè ðîçñiþâàííÿ Ëàêñà - Ôiëëiïñà, âè-
çíà÷åííÿ òà äîâåäåííÿ âëàñòèâîñòåé Øóðiâñüêèõ äîïîâíåíü ìið, çîêðåìà, çàñòî-
ñóâàííÿ öèõ äîïîâíåíü äî îðòîãîíàëüíèõ ðîçêëàäiâ ïðîñòîðiâ Õåëëiíãåðà, iäåÿ
âèêîðèñòàííÿ âåêòîðíî¨ Òåîðåìè Ðàäîíà - Íiêîäèìà äëÿ ñïðîùåííÿ öèõ çàãàëü-
íèõ ðåçóëüòàòiâ â êîíòåêñòi çàäà÷i ïðî äîïîâíåííÿ, îòðèìàííÿ ÿâíî¨ ôîðìóëè äëÿ
ðîçâ'ÿçêó çàäà÷i äîïîâíåííÿ. Â öèõ ðîáîòàõ òàêîæ âèêëàäåíî ïîïåðåäíi ðåçóëüòà-
òè çäîáóâà÷à ïî ïðîñòîðó Õåëëiíãåðà òà ìîäåëÿì óíiòàðíèõ îïåðàòîðiâ â íüîìó. Â
ðîáîòàõ [20, 21] çäîáóâà÷ó íàëåæèòü âèçíà÷åííÿ ñèìâîëó ëiôòèíãó (ìiðè), ïàðà-
ìåòðèçàöiÿ âñiõ ñèìâîëiâ ùî âiäïîâiäàþòü çàäàíîìó ñòèñíåííþ, õàðàêòåðèçàöiÿ
êîåôiöi¹íòiâ ïàðàìåòðèçóþ÷î¨ ôîðìóëè òà äîâåäåííÿ åêñòðåìàëüíèõ âëàñòèâî-
ñòåé öèõ êîåôiöi¹íòiâ, çàñòîñóâàííÿ öèõ çàãàëüíèõ ðåçóëüòàòiâ äëÿ äîïîâíåííÿ
êëàñè÷íî¨ òåîðåìè Àäàìÿíà-Àðîâà-Êðåéíà. Â ðîáîòi [16] çäîáóâà÷ó íàëåæèòü äî-
âåäåííÿ âëàñòèâîñòåé ìåæîâèõ âiäòâîðþþ÷èõ ÿäåð òà äîâåäåííÿ îñíîâíî¨ òåîðåìè
ùî óçàãàëüíþ¹ êëàñè÷íó òåîðåìó Æþëià - Êàðàòåîäîði, ó ðîáîòi [18] çäîáóâà÷ó
íàëåæàòü àíàëîãi÷íi ðåçóëüòàòè äëÿ âèïàäêó îïåðàòîðíî - çíà÷íèõ ôóíêöié. Â
ðîáîòi [17] çäîáóâà÷ó íàëåæèòü âêëàäåííÿ ìåæîâî¨ iíòåðïîëÿöiéíî¨ çàäà÷i â ñõå-
ìó Àáñòðàêòíî¨ iíòåðïîëÿöi¨, îòðèìàííÿ ïàðàìåòðèçàöi¨ ðîçâ'ÿçêiâ òà äîâåäåííÿ
âëàñòèâîñòåé êîåôiöi¹íòiâ ïàðàìåòðèçóþ÷î¨ ôîðìóëè. Ó ðîáîòi [19] çäîáóâà÷ó íà-
ëåæèòü äîâåäåííÿ òîãî ùî çáiã àñèìïòîòèê âiäïîâiäíîãî ïîðÿäêó çñåðåäèíè i ççîâ-
íi ¹ åêâiâàëåíòíèì êðàòíié óìîâi Æþëià - Êàðàòåîäîði. Â ðîáîòi [14] çäîáóâà÷ó
íàëåæèòü äîâåäåííÿ äîñòàòíîñòi ó Òåîðåìi 1.1, Ëåìè 3.3, Òåîðåì 3.4, 6.1 òà 6.4.
Â ðîáîòi [9] çäîáóâà÷ó íàëåæèòü âèçíà÷åííÿ ðîçøèðåíîãî êëàñó Êðåéíà - Ëàíãå-
ðà òà ñòàíäàðòíèõ ôóíêöié â íüîìó, äîâåäåííÿ iñíóâàííÿ ïðîäîâæåííÿ äîâiëüíî¨
ôóíêöi¨ öüîãî êëàñó äî ñòàíäàðòíî¨, îá÷èñëåííÿ âiä'¹ìíîãî iíäåêñó ñòàíäàðòíî¨
ôóíêöi¨. Â ðîáîòàõ [10], [12], [13], âñi îñíîâíi ðåçóëüòàòè íàëåæàòü àâòîðàì â ðiâ-
íié ìiði. Â ðîáîòi [11] çäîáóâà÷ó íàëåæèòü ôîðìóëþâàííÿ òà äîâåäåííÿ òåîðåìè
ùî îïèñó¹ âñi ñòàíäàðòíi ðîçâ'ÿçêè çàäà÷i Íåâàíëiííè - Ïiêà ó êëàñi ç âiä'¹ìíèìè
êâàäðàòàìè, òåîðåìè ïðî ïðîäîâæåííÿ òà ïîáóäîâà ïðèêëàäó äî íå¨.

Àïðîáàöiÿ ðåçóëüòàòiâ äèñåðòàöi¨.

Ñåìiíàð âiääiëó Òåîði¨ Ôóíêöié, ÔÒIÍÒ, Õàðêiâ 1993

Operator Theory seminar, The Weizmann Institute of Science, Rehovot, Içðà¨ëü,
1993-1995

9-th International Workshop on Operator Theory and Applications (IWOTA),
Bloomington, ÑØÀ, 1996
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Mathematical Theory of Networks and Systems (MTNS), Saint Louis, ÑØÀ, 1996

International Conference in Honor of M. Livsits 80's Anniversary, Beer-Sheva,
Içðà¨ëü, 1997

International Conference in Memory of M. G. Krein, Îäåñà 1997

Ñåìiíàð ç Òåîði¨ Îïåðàòîðiâ, Õàðêiâñüêèé Íàöiîíàëüíèé óíiâåðñèòåò, Õàðêiâ
1997

Analysis seminar, Simon Bolivar University, Caracas, Âåíåñóåëà, 1998

10-th International Workshop on Operator Theory and Applications (IWOTA),
Groningen, Ãîëàíäiÿ, 1998

Mathematical Theory of Networks and Systems (MTNS), Padova, Iòàëiÿ, 1998

Ñåìiíàð ç Àíàëiçó, Õàðêiâñüêèé Íàöiîíàëüíèé óíiâåðñèòåò, Õàðêiâ 1998

Conference in Honor of H. Dym 60's Anniversary, the Weizmann Institute of Sci-
ence, Rehovot, Içðà¨ëü, 1999

13-th International Workshop on Operator Theory and Applications (IWOTA),
Bordeaux, Ôðàíöiÿ, 2000

Israel Mathematical Union (IMU), Haifa, Içðà¨ëü, 2000

Seminar Department of Mathematics, Tel-Aviv University, Tel-Aviv, Içðà¨ëü, 2000

Theory of Functions and Mathematical Physics, International Akhiezer Centenary
Conference, Õàðêiâ 2001

13-th International Workshop on Operator Theory and Applications (IWOTA),
Blacksburg, ÑØÀ, 2002

Mathematical Theory of Networks and Systems (MTNS), South Bend, ÑØÀ, 2002

International Linear Algebra Society (ILAS), Auburn, ÑØÀ, 2002

Great Plains Operator Theory Symposium (GPOTS), Charlotte, ÑØÀ, 2002

Department of Mathematics colloquium, UMass Lowell, ÑØÀ, 2003

Analysis Seminar, Brown University, Providence, ÑØÀ, 2003

Southeastern Analysis Meeting (SEAM), Knoxville, ÑØÀ, 2003

15-th International Workshop on Operator Theory and Applications (IWOTA),
Newcastle, Àíãëiÿ, 2004

Operator Theory Seminar, University of Connecticut, Storrs, ÑØÀ, 2004

16-th International Workshop on Operator Theory and Applications (IWOTA),
Storrs, ÑØÀ, 2005



6

Entire and Subharmonic Functions and Related Topics (B. Ya. Levin Centennial
Conference), Õàðêiâ, 2006

16-th Summer St.-Petersburg Meeting in Mathematical Analysis, St.-Petersburg,
Ðîñiÿ, 2007

Characteristic Functions and Transfer Functions in Operator Theory and System
Theory, Conference in Memory of M.S. Livsits, Beer-Sheva, Içðà¨ëü, 2007

International Conference Analysis and Mathematical Physics, Õàðêiâ, 2013

Ñåìiíàð ç Àíàëiçó, Äîíåöüêèé Íàöiîíàëüíèé óíiâåðñèòåò, Äîíåöüê 2013

Ïóáëiêàöi¨. Ðåçóëüòàòè äèñåðòàöi¨, ùî âèíåñåíî íà çàõèñò, îïóáëiêîâàíî ó 23
íàóêîâèõ ñòàòòÿõ [1]-[23] i ó 14 òåçàõ äîïîâiäåé íà íàóêîâèõ êîíôåðåíöiÿõ [24]-[37].

Ñòðóêòóðà òà îáñÿã äèñåðòàöi¨. Äèñåðòàöiÿ ñêëàäà¹òüñÿ çi âñòóïó, ñåìè ðîç-
äiëiâ, âèñíîâêiâ, ñïèñêó âèêîðèñòàíèõ äæåðåë, ÿêèé ìiñòèòü 93 íàéìåíóâàííÿ, òà
îäíîãî äîäàòêó. Ïîâíèé îáñÿã ðîáîòè � 328 ñòîðiíîê. Îáñÿã îñíîâíî¨ ÷àñòèíè äè-
ñåðòàöi¨ � 293 ñòîðiíêè.

ÎÑÍÎÂÍÈÉ ÇÌIÑÒ ÐÎÁÎÒÈ
Ó äèñåðòàöi¨ çàïðîïîíîâàíî i ðîçâèíåíî ìåòîäè ðîçâ'ÿçàííÿ iíòåðïîëÿöiéíèõ

çàäà÷ àíàëiçó, îñíîâàíi íà âèêîðèñòàííi óíiòàðíèõ ñèñòåì ðîçñiþâàííÿ, ÿêi ïðè-
ðîäíî ïîâ'ÿçàíi ç äàíèìè çàäà÷i òà ¨¨ ðîçâ'ÿçêàìè. Òàêîæ âèðiøóþòüñÿ âiäïîâiäíi
çâîðîòíi çàäà÷i.
Ó ðîáîòi âèâ÷àþòüñÿ çàäà÷à ïðî ëiôòèíã êîìóòàíòó, êðàòíèé àíàëîã óìîâè

Æþëià-Êàðàòåîäîði ïðî êóòîâó ìåæîâó ïîõiäíó òà ïîâ'ÿçàíà ç íåþ ìåæîâà ií-
òåðïîëÿöiéíà çàäà÷à ó êëàñi Øóðà, ðîçøèðåíèé êëàñ Êðåéíà-Ëàíãåðà òà çàäà÷à
Íåâàíëiííè-Ïiêà â íüîìó. Äëÿ çàäà÷i ïðî ëiôòèíã êîìóòàíòó îòðèìàíî ïàðàìå-
òðèçàöiþ óñiõ ñèìâîëiâ çàäàíîãî ñòèñíåííÿ ó ñàìîìó çàãàëüíîìó âèïàäêó à òàêîæ
îòðèìàíî ïîâíó õàðàêòåðèçàöiþ êîåôiöi¹íòiâ öi¹¨ ïàðàìåòðèçóþ÷î¨ ôîðìóëè. Äëÿ
àíàëîãó óìîâè Æþëià-Êàðàòåîäîði îòðèìàíî íèçêó åêâiâàëåíòíèõ óìîâ, çîêðåìà,
îäíà ç öèõ óìîâ ôîðìóëþ¹òüñÿ ó òåðìiíàõ ïåâíî¨ ñèìåòði¨ ìåæîâèõ ïîõiäíèõ. ßê
çàñòîñóâàííÿ öèõ ìåòîäiâ òà ðåçóëüòàòiâ, ó ðîáîòi ðîçâ'ÿçàíi äâi ïðîáëåìè Ä. Ñà-
ðàñîíà ïðî ðåãóëÿðíi òà ñèíãóëÿðíi γ-òâiðíi ïàðè.
Ó âñòóïi îá ðóíòîâàíî àêòóàëüíiñòü òåìè äîñëiäæåííÿ, ñôîðìóëüîâàíî ìåòó i

çàäà÷i äîñëiäæåííÿ i ðîçêðèòî íàóêîâó íîâèçíó îòðèìàíèõ ðåçóëüòàòiâ.
Ó ðîçäiëi 1 ïîäàíî îãëÿä ëiòåðàòóðè, êîðîòêèé çìiñò äèñåðòàöi¨ òà çàñòîñîâàíèõ

ìåòîäiâ.
Ó ðîçäiëi 2 ìiñòÿòüñÿ ïîïåðåäíi âiäîìîñòi ÿêi âèêîðèñòîâóþòüñÿ ó äèñåðòàöi¨.

Íàâåäåíi óñi íåîáõiäíi âèçíà÷åííÿ ùî ñòîñóþòüñÿ óíiòàðíèõ ñèñòåì ðîçñiþâàííÿ.
Äåòàëüíî îïèñàíèé ïðîñòið ìið Õåëëiíãåðà, ùî âiäïîâiäà¹ çàäàíié îïåðàòîðíié
ìiði, òà äåÿêi éîãî âëàñòèâîñòi. Ïîêàçàíî ÿê óíiòàðíi ñèñòåìè ðîçñiþâàííÿ ðåà-
ëiçóþòüñÿ ó ïðîñòîði Õåëëiíãåðà. Âèêëàäåíî êîíñòðóêöiþ Øóðiâñüêèõ äîïîâíåíü
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ìið òà âiäïîâiäíîãî îðòîãîíàëüíîãî ðîçêëàäó ïðîñòðàíñòâà Õåëëiíãåðà. Îïèñàíà
ïàðàìåòðèçàöiÿ óíiòàðíèõ ðîçøèðåíü içîìåòðié, ¨õ ðåçîëüâåíò. Âèêëàäåíî ñ÷è-
ñëåííÿ ç'¹äíàíü çi çâîðîòíèì çâ'ÿçêîì òà îá÷èñëåíà äèíàìiêà ç'¹äíàíî¨ ñèñòåìè.
Îá÷èñëåíî ôóíêöi¨ ðîçñiþâàííÿ ç'¹äíàíî¨ ñèñòåìè âiäíîñíî çàäàíîãî ìàñøòàáó òà
ìàñøòàáó ç'¹äíàííÿ.
Ó ïiäðîçäiëi 2.1 ðîçãëÿäàþòüñÿ óíiòàðíi ñèñòåìè ðîçñiþâàííÿ òàêîãî âèãëÿäó

S = (U , ρ;K, E) (1)

äå K (ïðîñòið ñòàíiâ) i E (ïðîñòið êîåôiöi¹íòiâ) ¹ �iëüáåðòîâèìè ïðîñòîðàìè, U
óíiòàðíèé îïåðàòîð ùî äi¹ â K (îïåðàòîð åâîëþöi¨), îïåðàòîð ρ (ìàñøòàá) ùî äi¹
ç E â K. Ç êîæíîþ óíiòàðíîþ ñèñòåìîþ ðîçñiþâàííÿ S âèãëÿäó (1) çâ'ÿçó¹òüñÿ
ñïåêòðàëüíà ôóíêöiÿ

σS(ζ) = ρ∗PU(ζ)ρ, (2)

äå PU(ζ) öå ÿäðî Ïóàññîíà îïåðàòîðà U

PU(ζ) = (1− ζU∗)−1 + (1− ζ̄U)−1 − 1

= (1− |ζ|2)(1− ζU∗)−1(1− ζ̄U)−1. (3)

σS(ζ) ¹ äîäàòíîþ ãàðìîíiéíîþ îïåðàòîðíî-çíà÷íîþ ôóíêöi¹þ â êðóçi, çíà÷åííÿ-
ìè ÿêî¨ ¹ îáìåæåíi îïåðàòîðè â ïðîñòîði E . Ìè ãîâîðèìî ùî óíiòàðíà ñèñòåìà
ðîçñiþâàííÿ S = (U , ρ;K, E) ìiíiìàëüíà ÿêùî ëiíiéíèé ìíîãîâèä ρ(E) ⊂ K ¹
∗− öèêëi÷íèì äëÿ îïåðàòîðà U , òîáòî, íàéìåíøèì ïiäïðîñòîðîì ùî ìiñòèòü ρ(E)
i iíâàðiàíòíèì ùîäî U i U∗ ¹ âåñü ïðîñòið K. Ñïåêòðàëüíà ôóíêöiÿ ¹ ïîâíèì
iíâàðiàíòîì êëàñiâ óíiòàðíî åêâiâàëåíòíèõ ìiíiìàëüíèõ óíiòàðíèõ ñèñòåì ðîçñiþ-
âàííÿ.
Ó ïiäðîçäiëi 2.5 ðîçãëÿíóòî óçàãàëüíåíi ðåçîëüâåíòè içîìåòðè÷íèõ îïåðàòîðiâ.

Íåõàé H0 öå �iëüáåðòiâ ïðîñòið i V öå içîìåòðè÷íèé îïåðàòîð â H0 ç îáëàñòþ
âèçíà÷åííÿ dV i îáëàñòþ çíà÷åíü ∆V . Ïîçíà÷èìî ÷åðåç NdV i N∆V

îðòîãîíàëüíi
äîïîâíåííÿ dV i ∆V âiäïîâiäíî. Ïiäïðîñòîðè NdV i N∆V

íàçèâàþòüñÿ äåôåêòíèìè
ïiäïðîñòîðàìè V . Íåõàé E öå iíøèé �iëüáåðòiâ ïðîñòið (ïðîñòið êîåôiöi¹íòiâ) i
ρ : E → H0 îáìåæåíèé ëiíiéíèé îïåðàòîð (ìàñøòàá). Íåõàé U∗ öå óíiòàðíèé
îïåðàòîð â �iëüáåðòîâîìó ïðîñòîði K, ÿêèé ¹ ðîçøèðåííÿì V . Òèì ñàìèì ìè
ìà¹ìî óíiòàðíó ñèñòåìó ðîçñiþâàííÿ S = (U , ρ;K, E). Â öüîìó ðîçäiëi îòðèìàíî
ÿâíó ïàðàìåòðèçàöiþ ñïåêòðàëüíèõ ôóíêöié σS(ζ) âñiõ ðîçøèðåíü U∗ içîìåòðè¨
V âiäíîñíî çàäàíîãî ìàñøòàáó ρ.
Äëÿ öüîãî íàì çíàäîáèòüñÿ áiëüø äåòàëüíà iíôîðìàöiÿ ïðî ñòðóêòóðó óíiòàð-

íèõ ðîçøèðåíü U∗ içîìåòðè¨ V . Âèçíà÷èìî óíiòàðíèé âóçîë

A0 : N2 ⊕H0 → H0 ⊕N1,

äå N1 i N2 öå êîïi¨ ïðîñòîðiâ NdV i N∆V
âiäïîâiäíî,

A0|dV = F,
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A0 âiäîáðàæà¹ òîòîæíî NdV íà N1 i N2 íà N∆V
. Óíiòàðíi ðîçøèðåííÿ U∗ içîìåòðè¨

V ¹ ç'¹äíàííÿìè çi çâîðîòíèì çâ'ÿçêîì óíiòàðíîãî âóçëà A0 ç äîâiëüíèì óíiòàðíèì
âóçëîì A1 íàñòóïíîãî âèäó:

A1 : N1 ⊕H1 → H1 ⊕N2,

äå N1 i N2 òi æ ïiäïðîñòîðè ùî i âèùå. Ç'¹äíàííÿ çi çâîðîòíèì çâ'ÿçêîì U∗ âóçëà
A0 i âóçëà A1 ¹ óíiòàðíèì îïåðàòîðîì ùî äi¹ â ïðîñòîði K = H0 ⊕H1.
Ðîçãëÿíåìî óíiòàðíó äèëàòàöiþ âóçëà A0:

K0 = · · · ⊕N (1)
2 ⊕N

(0)
2 ⊕H0 ⊕N (−1)

1 ⊕N (−2)
1 ⊕ · · · , (4)

äå ïðîñòîðè N (k)
1 i N (k)

2 öå êîïi¨ ïðîñòîðiâ N1 i N2 âiäïîâiäíî. Îïåðàòîð U∗0 äi¹ íà
N

(0)
2 ⊕H0 òàêîæ ÿê A0

U∗0 : N
(0)
2 ⊕H0 → H0 ⊕N (0)

1 , (5)

U∗0 äi¹ ÿê çñóâ íà "õâîñòàõ"

U∗0 : N
(k)
1 → N

(k−1)
1 , k ≤ −1,

U∗0 : N
(k)
2 → N

(k−1)
2 , k ≥ 1. (6)

Âèçíà÷èìî ìàñøòàá i0 : N1 ⊕N2 → K0 çà äîïîìîãîþ íàñòóïíèõ îòîòîæíåíü:

i
(2)
0 : N2 → N

(0)
2 ,

i
(1)
0 : N1 → U∗0N

(−1)
1

def
== N

(0)
1 ⊆ H0. (7)

Ðîçãëÿíåìî çàðàç óíiòàðíó ñèñòåìó ðîçñiþâàííÿ

(U0, [i0, ρ];K0, N1 ⊕N2 ⊕ E).

Ïîçíà÷èìî ¨¨ ñïåêòðàëüíó ôóíêöiþ ÷åðåç Σ

Σ =

1N1
s r1

s∗ 1N2
r∗2

r∗1 r2 σ0

 : N1 ⊕N2 ⊕ E → N1 ⊕N2 ⊕ E . (8)

Îñêiëüêè ρ : E → H0, òî r1(ζ) àíàëiòè÷íà â D, à r2(ζ)∗ àíòèàíàëiòè÷íà â D i
r2(0)∗ = 0. Êðiì òîãî ïîêàçàíî ùî r1 ¹ ñèëüíîþ H2

+ îïåðàòîð-ôóíêöi¹þ, à r∗2 ¹
ñèëüíîþ H2

− îïåðàòîð-ôóíêöi¹þ. Äîâåäåíî íàñòóïíó òåîðåìó.
Òåîðåìà 2.12. Íåõàé H0 öå �iëüáåðòiâ ïðîñòið i V öå içîìåòðè÷íèé îïåðà-

òîð â H0. Ñïåêòðàëüíi ôóíêöi¨ σ âèãëÿäó (2) óíiòàðíèõ ðîçøèðåíü içîìåòðè¨ V
ïàðàìåòðèçîâàíi ôîðìóëîþ

σ = σ0 + r2ω(1− sω)−1r1 + r∗1(1− ω∗s∗)−1ω∗r∗2 (9)

äå s, r1, r2, σ0 âèçíà÷åíi â (8), ω(ζ) : N1 → N2 äîâiëüíà îïåðàòîð-ôóíêöiÿ êëàñó
Øóðà.
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Ó ïiäðîçäiëi 3.1 íàâåäåíi âiäîìîñòi ïðî Àáñòðàêòíó Çàäà÷ó Iíòåðïîëÿöi¨ Êà-
öíåëüñîíà, Õåéôåöÿ, Þäèöüêîãî ÿêi áóäóòü ïîòðiáíi ó ïîäàëüøîìó. Äàíi çàäà÷i
ìàþòü íàñòóïíó ñòðóêòóðó:X ëiíiéíèé ïðîñòið,D(x, y) íåâiä'¹ìíà ïiâòîðà-ëiíiéíà
ôîðìà íà X, T1 i T2 ëiíiéíi îïåðàòîðè â ïðîñòîði X, M1 : X → E1, M2 : X → E2

ëiíiéíi âiäîáðàæåííÿ ç ïðîñòîðó X â çàäàíi �iëüáåðòîâi ïðîñòîðè E1 i E2 âiäïî-
âiäíî. Öi îá'¹êòè ïîâ'ÿçàíi òîòîæíiñòþ

D(T1x, T1y)+ < M1x,M1y >E1
= D(T2x, T2y)+ < M2x,M2y > . (10)

Ìè áóäåìî âèêîðèñòîâóâàòè òàêi ïîçíà÷åííÿ

Lw =

[
1 w
w∗ 1

]1/2 [
L2(E2)
L2(E1)

]
, (11)

íàäiëåíà íîðìîþ îáðàçó;

Hw = Lw ∩
[
H2

+(E2)
H2
−(E1)

]
, (12)

ç íîðìîþ iíäóêîâàíî¨ ç Lw. Òóò L2 öå ïðîñòið êâàäðàòè÷íî iíòåãðîâíèõ âiäíîñíî
ìiðè Ëåáåãà âåêòîð-ôóíêöié íà îäèíè÷íîìó êîëi T; H2

+, H
2
− âiäïîâiäíi ïðîñòîðè

Õàðäi.
Àíàëiòè÷íà â îäèíè÷íîìó êðóçi D = {ζ ∈ C : |ζ| < 1} ñòèñêóþ÷à îïåðàòîð-

ôóíêöiÿ w(ζ) : E1 → E2 íàçèâà¹òüñÿ ðîçâ'ÿçêîì çàäà÷i ÿêùî iñíó¹ ëiíiéíå âiä-
îáðàæåííÿ

F : X → Hw

òàêå ùî

(i) t̄((FT1x)(t) +

[
w(t)

1

]
M1x) = (FT2x)(t) + t̄

[
1

w(t)∗

]
M2X, (13)

äëÿ ìàéæå âñiõ t íà îäèíè÷íîìó êîëi T = {t ∈ C : |t| = 1};

(ii) ‖Fx‖2
Hw ≤ D(x, x). (14)

Íåâiä'¹ìíà ôîðìà D çàäà¹ â ïðîñòîði X ñòðóêòóðó �iëüáåðòîâîãî ïðîñòîðó
(ïiñëÿ ôàêòîðèçàöi¨ i ïîïîâíåííÿ). Öåé �iëüáåðòiâ ïðîñòið áóäåìî ïîçíà÷àòè ÷åðåç
H0. Òîäi ðiâíiñòü (10) îçíà÷à¹ içîìåòðè÷íiñòü íàñòóïíîãî îïåðàòîðà

V : E1 ⊕H0 → H0 ⊕ E2, (15)

ç îáëàñòþ âèçíà÷åííÿ dV i îáëàñòþ çíà÷åíü ∆V Âiäîáðàæåííÿ F ìîæå áóòè ïðî-
äîâæåíî ïî íåïåðåðâíîñòi íà H0 çi çáåðåæåííÿì íåðiâíîñòi

‖Fh0‖2
Hw ≤ ‖h0‖2

H0
. (16)

Ïîêëàäåìî
NdV = (E1 ⊕H0)	 dV i N∆V

= (H0 ⊕ E2)	∆V . (17)
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i âèçíà÷èìî óíiòàðíèé âóçîë

A0 : N2 ⊕ E1 ⊕H0 → N1 ⊕ E2 ⊕H0 (18)

äå N1 i N2 êîïi¨ NdV è N∆V
âiäïîâiäíî, ÿê

A0 dV = F,

A0 : NdV → N1 îòîòîæíåííÿ,

A0 : N2 → N∆V
îòîòîæíåííÿ. (19)

Ïîçíà÷èìî ÷åðåç S(ζ) õàðàêòåðèñòè÷íó ôóíêöiþ A0:

S(ζ) = PN1⊕E2
A0(1− ζPH0

A)−1
N2⊕E1

,

S(ζ) =

[
s(ζ) s1(ζ)
s2(ζ) s0(ζ)

]
:

[
N2

E1

]
→
[
N1

E2

]
. (20)

Íåõàé A1 : N1 ⊕H1 → H1 ⊕N2 öå äîâiëüíèé óíiòàðíèé âóçîë ç ïðîñòîðîì âõîäó
N1 i ïðîñòîðîì âèõîäó N2. Íåõàé ω(ζ) öå éîãî õàðàêòåðèñòè÷íà ôóíêöiÿ, ω(ζ) :
N1 → N2. Ç'¹äíàííÿ A0 i A1 (îñòàííié ñëóæèòü â ÿêîñòi çâîðîòíîãî çâ'ÿçêó) äà¹
óíiòàðíèé âóçîë A, ÿêèé ðîçøèðþ¹ içîìåòðiþ V

A : E1 ⊕H → H ⊕ E1,

äå H = H0 ⊕H1. A ¹ ìiíiìàëüíèì ðîçøèðåííÿì V òîäi i òiëüêè òîäi êîëè âóçîë
A1 ¹ ïðîñòèì. Õàðàêòåðèñòè÷íi ôóíêöi¨ öèõ ðîçøèðåíü A ñêëàäàþòü â òî÷íîñòi
ìíîæèíó âñiõ ðîçâ'ÿçêiâ ÀÇI. Çâiäñè âèõîäèòü ôîðìóëà ùî îïèñó¹ âñi ðîçâ'ÿçêè
çàäà÷i

w = s0 + s2ω(1− sω)−1s1. (21)

Ç áóäü-ÿêèì óíiòàðíîþ âóçëîì A : E1 ⊕ H → H ⊕ E1 ïîâ'ÿçàíå ïåðåòâîðåííÿ
Ôóð'¹ FA, ùî âiäîáðàæà¹ ïðîñòið H íà ïðîñòið äå Áðàíæà - Ðîâíÿêà Hw, äå w öå
õàðàêòåðèñòè÷íà ôóíêöiÿ âóçëà A

(FAh)(ζ) =

(F+
Ah)(ζ)

(F−Ah)(ζ)

 =

 PE2
A(1H⊕E1

− ζPHA)−1h

ζPE1
A∗(1H⊕E2

− ζPHA∗)−1h

 .
Öå âiäîáðàæåííÿ â çàãàëüíîìó âèïàäêó ¹ ÷àñòêîâîþ içîìåòði¹þ. Âîíî óíiòàðíî
òîäi i òiëüêè òîäi êîëè âóçîë A ïðîñòèé (òîáòî, â ïðîñòîði H íåìà¹ ïiäïðîñòîðó,
ÿêèé ïðèâîäèòü A).
Äëÿ âóçëà A, ùî ¹ ç'¹äíàííÿì âóçëà A0 ç âóçëîì A1, ÿêèé ñëóæèòü çâîðîòíèì

çâ'ÿçêîì, ìà¹ ìiñöå íàñòóïíà ôîðìóëà äëÿ ïðåäñòàâëåííÿ Ôóð'¹

FA

h0

h1

 =

ψω 1E2
0 0

0 0 ϕ∗ω∗ 1E1

FA0
h0 +

ψ 0

0 ϕ∗

FA1
h1 , (22)
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äå
ϕ(ζ) = (1N1

− s(ζ)ω(ζ))−1s1(ζ)

i
ψ(ζ) = s2(ζ)(1N2

− ω(ζ)s(ζ))−1.

Âiäîáðàæåííÿ F : X → Hw, ÿêå áåðå ó÷àñòü â ïîñòàíîâöi çàäà÷i, ïðè öüîìó
äîðiâíþ¹

Fx = FA[x] =

ψω 1E2
0 0

0 0 ϕ∗ω∗ 1E1

FA0
[x] . (23)

Ïðèïóñòèìî ùî âóçëè A0 i A1 ¹ ïðîñòèìè (òîáòî âiäîáðàæåííÿ FA0
i FA1

¹ óíi-
òàðíèìè). �õ ç'¹äíàííÿ - âóçîë A - ïðîòå ìîæå íå áóòè ïðîñòèì. Äàëi íàâîäÿòüñÿ
äâi òåîðåìè ÿêi äàþòü êðèòåði¨ ïðîñòîòè öüîãî âóçëà A.
Òåîðåìà 3.1. Ïðèïóñòèìî ùî âóçîë A îòðèìàíî ÿê ðåçóëüòàò ç'¹äíàííÿ ïðî-

ñòîãî âóçëà A0 ç ïðîñòèì çâîðîòíèì çâ'ÿçêîì A1. Òîäi âóçîë A ¹ ïðîñòèì òîäi i
òiëüêè òîäi êîëè ìà¹ ìiñöå ðiâíiñòü

1N2
+ ω(ζ)s(ζ)

1N2
− ω(ζ)s(ζ)

2ω(ζ)(1N1
− s(ζ)ω(ζ))−1

2s(ζ)(1N2
− ω(ζ)s(ζ))−1 1N1

+ s(ζ)ω(ζ)

1N1
− s(ζ)ω(ζ)

 =

[
0 ω(0)

−ω(0)∗ 0

]

(24)

+

∫
T

t+ ζ

t− ζ

[
ψ∗ ωϕ

ω∗ψ∗ ϕ

] [
1E1

w

w∗ 1E2

][−1] [
ψ ψω

ϕ∗ω∗ ϕ∗

]
m(dt),

äå ω(ζ) : N1 → N2 õàðàêòåðèñòè÷íà ôóíêöiÿ âóçëà A1, S õàðàêòåðèñòè÷íà ôóí-
êöiÿ (20) âóçëà A0, ϕ i ψ âèçíà÷åíi âèùå. Çâîðîòíà ìàòðèöÿ ðîçóìi¹òüñÿ â ñåíñi
Ìóðà-Ïåíðîóçà.
Çàóâàæåííÿ 3.2. Çàóâàæèìî ùî ëiâà ÷àñòèíà (24) çàïèñàíà ÿê

aω(ζ) ≡
IN2⊕N1

+

[
0 ω
s 0

]
IN2⊕N1

−
[
0 ω
s 0

] , (25)

äå I öå îäèíè÷íà ìàòðèöÿ. Âiäçíà÷èìî òàêîæ ùî ìàòðèöÿ-ôóíêöiÿ aω(ζ) ìà¹
íåâiä'¹ìíó äiéñíó ÷àñòèíó.
ßê çàçíà÷àëîñÿ âèùå, âóçîë A ïðîñòèé òîäi i òiëüêè òîäi êîëè âiäîáðàæåííÿ FA

¹ óíiòàðíèì. Âèÿâëÿ¹òüñÿ, ùî
Òåîðåìà 3.3. Âóçîë A ïðîñòèé òîäi i òiëüêè òîäi êîëè îáìåæåííÿ FA íà H0

óíiòàðíî. Òèì ñàìèì, âóçîë A ïðîñòèé òîäi i òiëüêè òîäi êîëè äëÿ âiäîáðàæåííÿ
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F ìà¹ ìiñöå ðiâíiñòü

‖Fx‖2
Hw = D(x, x), ïðè âñiõ x ∈ X ,

çàìiñòü íåðiâíîñòi (14).
Ó ïiäðîçäiëi 3.2 Àáñòðàêòíó Çàäà÷ó Iíòåðïîëÿöi¨, âèêëàäåíó ó ïiäðîçäiëi 3.1,

ïåðåôîðìóëüîâàíî â òåðìiíàõ óíiòàðíèõ ñèñòåì ðîçñiþâàííÿ ç ìåòîþ ïîäàëüøîãî
óçàãàëüíåííÿ. Ïîíÿòòÿ óíiòàðíî¨ ñèñòåìè ðîçñiþâàííÿ óçàãàëüíþ¹ ïîíÿòòÿ óíi-
òàðíîãî âóçëà. Ïî-ïåðøå, ïåðåòâîðþþòüñÿ äàíi çàäà÷i. Ïîçíà÷èìî ÿê X̃ ïðîñòið
âåêòîðiâ âèäó

x̃ = (· · · e(1)
1 , e

(0)
2 , x, e

(−1)
2 , e

(−2)
2 , · · · ) (26)

äå

x ∈ X, e(k)
1 ∈ E1, k ≥ 0 i

∞∑
k=0

‖e(k)
1 ‖2 <∞,

e
(k)
2 ∈ E2, k ≤ −1 i

−1∑
k=−∞

‖e(k)
2 ‖2 <∞.

Âèçíà÷èìî

D̃(x̃, x̃) =
∞∑
k=0

‖e(k)
1 ‖2 +D(x, x) +

−1∑
k=−∞

‖e(k)
2 ‖2, (27)

T̃1x̃ = (· · · , e(1)
1 , e

(0)
1 ,M1x, T1x, e

(−1)
2 , e

(−2)
2 , e

(−3)
2 , · · · ), (28)

i
T̃2x̃ = (· · · , e(2)

1 , e
(1)
1 , e

(0)
1 , T2x,M2x , e

(−1)
2 , e

(−2)
2 , · · · ). (29)

Äî äàíèõ çàäà÷i äîäàìî ùå îäíå

ρ0 :

[
tE2

E1

]
→ X̃, (30)

ùî âèçíà÷à¹òüñÿ íàñòóïíèì ÷èíîì

ρ0 : E1 → E
(0)
1 ; ρ0 : tE2 → E

(−1)
2 .

Ïîçíà÷èìî ÿê

E =

[
tE2

E1

]
ç íîðìîþ

‖
[
te2

e1

]
‖2 = ‖e2‖2 + ‖e1‖2.

Âiäîáðàæåííÿ F : X → Hw Ðîçäiëó 3.1 , ùî áåðóòü ó÷àñòü ó ïîñòàíîâöi çàäà÷i,
ìîæíà ïðîäîâæèòè äî

F̃ : X̃ → Lw (31)
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íàñòóïíèì ÷èíîì

(F̃ x̃)(t) =

w(t)

1

 ∞∑
k=0

tke
(k)
1 + Fx+

 1

w(t)∗

 −1∑
k=−∞

t̄|k|e
(k)
2 , (32)

|t| = 1, äå çáiæíiñòü ðîçóìi¹òüñÿ â L2 ñåíñi. Çàóâàæèìî ùî ïðè öüîìó

F̃ ρ0

[
te2

e1

]
=

 1 w(t)

w(t)∗ 1

[te2

e1

]
⊂ Lw. (33)

Òåïåð Àáñòðàêòíó Çàäà÷ó Iíòåðïîëÿöi¨ (ÀÇI) ìîæå áóòè ñôîðìóëüîâàíî åêâi-
âàëåíòíèì ÷èíîì

Àáñòðàêòíà Çàäà÷à Iíòåðïîëÿöi¨� (ÀÇI� ). Äàíi çàäà÷i: âåêòîðíèé ïðîñòið
X̃, íåâiä'¹ìíà ïiâòîðà-ëiíiéíà ôîðìà D̃ íà X̃, ëiíiéíi îïåðàòîðè T̃1i T̃2 äiþ÷i â X̃;
öi äàíi ïîâ'ÿçàíi íàñòóïíîþ òîòîæíiñòþ

D̃(T̃1x̃, T̃1ỹ) = D̃(T̃2x̃, T̃2ỹ) (34)

äëÿ óñiõ x̃, ỹ ∈ X̃. Êðiì òîãî çàäàíå âiäîáðàæåííÿ (ìàñøòàá) ç �iëüáåðòîâà ïðî-
ñòîðó E â X̃

ρ0 : E → X̃. (35)

Ãàðìîíiéíà â êðóçi D, íåâiä'¹ìíà îïåðàòîð-ôóíêöiÿ σ(ζ) : E → E (àáî âiäïîâiäíà
îïåðàòîðíî-çíà÷íà ìiðà σ(dt) íà îäèíè÷íîìó êîëi T) íàçèâà¹òüñÿ ðîçâ'ÿçêîì ÀÇI�
ÿêùî iñíó¹ ëiíiéíå âiäîáðàæåííÿ

F̃ : X̃ → Lσ, (36)

(òóò ÿê Lσ âèçíà÷åíî ïðîñòið Õåëëiíãåðà àñîöiéîâàíèé ç σ, äèâ. Ðîçäië 2.2) òàêå
ùî

(i) F̃ T̃2x̃ = t̄F̃ T̃1x̃

(ii) ‖F̃ x̃‖2
Lσ ≤ D̃(x̃, x̃)

(iii) F̃ ρ0e = σ(dt)e, ∀e ∈ E.
(37)

Òâåðäæåííÿ 3.4. ßêùî äàíi ÀÇI� îòðèìàíi ç äàíèõ ÀÇI ÿê îïèñàíî âèùå, òî
öi äâi çàäà÷i ¹ åêâiâàëåíòíèìè.
ßêùî ìè âiäìîâèìîñÿ âiä öi¹¨ ñïåöiàëüíî¨ ñòðóêòóðè äàíèõ ÀÇI� , òî îòðèìà¹ìî

áiëüø çàãàëüíó ïîñòàíîâêó çàäà÷i. Òàê ÿê i â ïîïåðåäíié ïîñòàíîâöi, D̃ çàäà¹
Ãiëüáåðòîâó ñòðóêòóðó íà ïðîñòîði X̃. Â ðåçóëüòàòi ïðèõîäèìî ê ïðîñòîðó H̃0.
Äàëi âèçíà÷à¹ìî içîìåòðiþ Ṽ :

Ṽ : [T̃1x̃]→ [T̃2x̃] (38)

ç îáëàñòþ âèçíà÷åííÿ

dṼ = Clos{[T̃1x̃], x̃ ∈ X̃} ⊆ H̃0, (39)



14

è îáëàñòþ çíà÷åíü
∆Ṽ = Clos{[T̃2x̃], x̃ ∈ X̃} ⊆ H̃0. (40)

Â ñèëó íåðiâíîñòi
‖F̃ x̃‖2

Lw ≤ D̃(x̃, x̃), (41)

âiäîáðàæåííÿ F̃ ìîæå ðîçãëÿäàòèñÿ ÿê âiäîáðàæåííÿ ç H̃0,

F̃ : H̃0 → Lw.

Íåðiâíiñòü (41) ïðè öüîìó íàáèðà¹ âèãëÿä

‖F̃ h̃0‖2
Lw ≤ ‖h̃0‖2

H̃0
. (42)

À âëàñòèâiñòü (i) ç (37) îçíà÷à¹ ùî

F̃ Ṽ dṼ = t̄F̃ dṼ . (43)

Îïèñ ðîçâ'ÿçêiâ i â öüîìó âèïàäêó ïîâ'ÿçàíî ç óíiòàðíèìè ðîçøèðåííÿìè Ṽ ,
îäíàê òåïåð îá÷èñëþâàòè òðåáà íå õàðàêòåðèñòè÷íó ôóíêöiþ ðîçøèðåííÿ, à éîãî
ñïåêòðàëüíó ôóíêöiþ âiäíîñíî ìàñøòàáó ρ0.
Ó ïiäðîçäiëi 3.3 äà¹òüñÿ ðîçâ'ÿçîê ÀÇI� â çàãàëüíîìó âèïàäêó. Ç äàíèìè ÀÇI�

ïðèðîäíî ïîâ'ÿçàíèé �iëüáåðòiâ ïðîñòið H̃0 i içîìåòðiÿ (38) Ṽ â íüîìó ç îáëà-
ñòþ âèçíà÷åííÿ dṼ i îáëàñòþ çíà÷åíü ∆Ṽ . Íåõàé NdṼ

i N∆Ṽ
áóäóòü îðòîãîíàëüíi

äîïîâíåííÿ dṼ i ∆Ṽ â H0. Ïiäïðîñòîðè NdṼ
i N∆Ṽ

áóäåìî íàçèâàòè äåôåêòíèìè
ïiäïðîñòîðàìè çàäà÷i.
Òåîðåìà 3.6. Íåõàé Ṽ öå içîìåòðiÿ (38) ïîâ'ÿçàíà ç äàíèìè ÀÇI� i U∗ óíiòàðíå

ðîçøèðåííÿ Ṽ (òîáòî, U∗ : K → K, äå K ⊇ H̃0 i U∗ dṼ = Ṽ ). Òîäi

σ(ζ) = ρ∗0PU(ζ)ρ0

¹ ðîçâ'ÿçêîì ÀÇI� äå ρ0 öå îïåðàòîð (35) i PU(ζ) ÿäðî Ïóàññîíà (3) îïåðàòîðà
U . Áiëüø òîãî, âñi ðîçâ'ÿçêè ÀÇI� âèõîäÿòü òàêèì ÷èíîì. Íàãàäà¹ìî ùî òðiéêà
(K,U∗, ρ0) ¹ óíiòàðíîþ ñèñòåìîþ ðîçñiþâàííÿ i σ(ζ) ¹ ¨¨ ñïåêòðàëüíî¨ ôóíêöi¹þ
âiäíîñíî ìàñøòàáó ρ0 (äèâ. Ðîçäië 2.1).
Êîìáiíóþ÷è Òåîðåìè 2.12 i 3.6 îòðèìà¹ìî îïèñ âñiõ ðîçâ'ÿçêiâ ÀÇI� .
Òåîðåìà 3.7. Âñi ðîçâ'ÿçêè ÀÇI� îïèñóþòüñÿ íàñòóïíîþ ôîðìóëîþ

σρ = σ0 + r2ω(1− sω)−1r1 + r∗1(1− ω∗s∗)−1ω∗r∗2. (44)

äå s, r1, r2, σ0 âèçíà÷åíi â (8), à ω ¹ äîâiëüíîþ îïåðàòîð-ôóíêöi¹þ êëàñó Øóðà
ω(ζ) : N1 → N2.
Çàóâàæåííÿ 3.8. Ó âèïàäêó îðòîãîíàëüíî¨ ÀÇI (äèâ. Ðîçäië 3.1), E = E1 ⊕

E2, ρ0(E1) i ρ0(E2) ¹ áëóêàþ÷èìè ïiäïðîñòîðàìè äëÿ U∗0 ç îðòîãîíàëüíèìè íàïiâ-
êàíàëàìè. Òîäi σ0 â (8) ìà¹ ñïåöiàëüíèé âèãëÿä

σ0 =

[
1 s∗0
s0 1

]
,
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äå s0 ôóíêöiÿ êëàñó Øóðà, r1 i r2 ìàþòü âèä

r2 =

[
0
s2

]
, r1 =

[
s1 0

]
.

Îòæå, âñi ðîçâ'ÿçêè (44) σρ òàêîæ ìàþòü âèãëÿä

σρ =

[
1 w∗

w 1

]
,

äå w ôóíêöi¨ êëàñó Øóðà. Òàêèì ÷èíîì ïðèõîäèìî äî âiäîìî¨ ðàíiøå ñïðîùåíî¨
ôîðìóëè äëÿ îïèñó ðîçâ'ÿçêiâ îðòîãîíàëüíî¨ ÀÇI

w = s0 + s2ω(1− sω)−1s1.

Ó ðîçäiëi 4 âèâ÷åíî Çàäà÷ó ïðî Ëiôòèíã: ïîêàçàíî ùî âîíà âêëàäà¹òüñÿ â ñõåìó
Àáñòðàêòíî¨ Çàäà÷i Iíòåðïîëÿöi¨ ðîçãëÿíóòó âèùå, âñòàíîâëåíî ñïåöèôiêó äàíèõ
çàäà÷i ïðî Ëiôòèíã òà ðîçâ'ÿçàíî âiäïîâiäíó çâîðîòíó çàäà÷ó. Çàâäÿêè ñïåöèôiöi
äàíèõ, â äîñëiäæåííi öi¹¨ çàäà÷i âäà¹òüñÿ ïðîñóíóòèñÿ íàáàãàòî äàëi íiæ â çàãàëü-
íîìó âèïàäêó.
Âiäîìî ùî çàãàëüíèé âèïàäîê Òåîðåìè ïðî Ëiôòèíã çâîäèòüñÿ äî íàñòóïíîãî

îêðåìîãî, ÿêèé ìè i ðîçãëÿäà¹ìî.
Çàäà÷à 4.2. (Çàäà÷à ïðî Ëiôòèíã) Çàäàíi äâà óíiòàðíèõ îïåðàòîðè U ′ i

U ′′ â �iëüáåðòîâèõ ïðîñòîðàõ K′ i K′′, âiäïîâiäíî; çàäàíi ïiäïðîñòîðè K′+ ⊂ K′ i
K′′− ⊂ K′′, ÿêi ¹ ∗-öèêëi÷íèìè äëÿ U ′ i U ′′ âiäïîâiäíî (òîáòî, íàéìåíøèé ïiäïðîñòið
ùî ïðèâîäèòü U ′ òà ìiñòèòü K′+ öå óâåñü ïðîñòið K′, àíàëîãi÷íî äëÿ U ′′ i K′′−) i
òàêi ùî

U ′K′+ ⊂ K′+, U ′′∗K′′− ⊂ K′′−; (45)

çàäàíèé ñòèñêóþ÷èé îïåðàòîð X : K′+ → K′′−, ñïëiòàþ÷èé íàñòóïíi îïåðàòîðè

XU ′|K′+ = PK′′−U
′′X. (46)

Ïîòðiáíî îïèñàòè âñi ñòèñêóþ÷i îïåðàòîðè Y : K′ → K′′, ÿêi ñïëiòàþòü U ′ i U ′′,
Y U ′ = U ′′Y i òàêi ùî ¹ ëiôòèíãàìè X

PK′′−Y |K′+ = X. (47)

Äëÿ çàäà÷i Íåõàði (ùå áiëüø îêðåìîãî âèïàäêó Çàäà÷i ïðî Ëiôòèíã),

K′ = L2(E1), K′′ = L2(E2), K′+ = H2(E1), K′′− = H2
−(E2),

U ′ è U ′′ îïåðàòîðè ìíîæåííÿ íà íåçàëåæíó çìiííó t.
Ç äàíèìè Çàäà÷i ïðî Ëiôòèíã çâ'ÿæåìî Àáñòðàêòíó Çàäà÷ó Iíòåðïîëÿöi¨ (äèâ.

Ðîçäië 3.2): ëiíiéíèé ïðîñòið
[
K′′−
K′+

]
; ôîðìó D íà íüîìó, ùî çàäàíà ìàòðèöåþ[

I X
X∗ I

]
; îïåðàòîðè T1 i T2

T1 =

[
I 0
0 U ′

]
, T2 =

[
U ′′∗ 0
0 I

]
.
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Ñïiââiäíîøåííÿ ìiæ îïåðàòîðàìè U ′, U ′′ i X (äàíi Çàäà÷i ïðî Ëiôòèíã) òÿãíóòü
âèêîíàííÿ òîòîæíîñòi

D(T1x, T1y) = D(T2x, T2y). (48)

Òàêèì ÷èíîì îòðèìó¹ìî �iëüáåðòiâ ïðîñòið H0

H0 = clos

[
K′′−
K′+

]
(49)

iç ñêàëÿðíèì äîáóòêîì〈[
k′′−
k′+

]
,

[
`′′−
`′+

]〉
H0

=

〈[
I X
X∗ I

] [
k′′−
k′+

]
,

[
`′′−
`′+

]〉
K′′−⊕K′+

. (50)

Içîìåòðè÷íèé îïåðàòîð V , ùî âiäïîâiäà¹ òîòîæíîñòi (48), çàäà¹òüñÿ ÿê

V =

[
U ′′∗ 0
0 U ′∗

]
:

[
k′′−
U ′k′+

]
7→
[
U ′′∗k′′−
k′+

]
. (51)

Îáëàñòü âèçíà÷åííÿ i îáëàñòü çíà÷åíü V ìàþòü âèãëÿä (V : D → D∗)

D := clos

[
K′′−
U ′K′+

]
⊂ H0, D∗ := clos

[
U ′′∗K′′−
K′+

]
⊂ H0. (52)

Çàëèøà¹òüñÿ çàäàòè ìàñøòàá ρ0. Çàóâàæèìî ùî öå ìîæíà çðîáèòè ðiçíèìè ñïîñî-
áàìè. ßê E1 i E2 ìîæíà âèáðàòè áóäü-ÿêi ∗-öèêëi÷íi ïiäïðîñòîðè U ′ i U ′′, ùî
ìiñòÿòüñÿ â K′+ i K′′−, âiäïîâiäíî. Íåõàé E2 ⊕E1 ¹ ôîðìàëüíà îðòîãîíàëüíà ñóìà.
Òåïåð çàäàìî

ρ0 : E2 ⊕ E1 →
[
K′′−
K′+

]
,

ρ0 ¹ òîòîæíèì íà E1 i íà E2, âiäïîâiäíî.
Ðîçâ'ÿçêè Àáñòðàêòíî¨ Çàäà÷i Iíòåðïîëÿöi¨ ç öèìè äàíèìè, â ñèëó ñïåöèôiêè

îñòàííiõ, ìàþòü âèãëÿä

σ =

[
σ′′ w

w∗ σ′

]
≥ 0, (53)

äå σ′ i σ′′ öå ñïåêòðàëüíi ôóíêöi¨ U ′ i U ′′ âiäíîñíî ìàñøòàáiâ E1 i E2, âiäïîâiäíî.
Äëÿ çàäà÷i Íåõàði (íàãàäà¹ìî, K′ = L2(E1), K′′ = L2(E2), K′+ = H2(E1), K′′− =
H2
−(E2), U ′ è U ′′ îïåðàòîðè ìíîæåííÿ íà íåçàëåæíó çìiííó t) öi ñàìi E1 i E2

ìîæóòü áóòè îáðàíi â ÿêîñòi ìàñøòàáíèõ ïiäïðîñòîðiâ.
Çâ'ÿçîê ìiæ ðîçâ'ÿçêàìè Çàäà÷i ïðî Ëiôòèíã Y i ðîçâ'ÿçêàìè âiäïîâiäíî¨ Àá-

ñòðàêòíî¨ Çàäà÷i Iíòåðïîëÿöi¨ w ìàáóòü ïðîñòiøå âñüîãî ïîÿñíèòè çà äîïîìîãîþ
ôóíêöiîíàëüíèõ ìîäåëåé : ÿêùî Lσ

′
i Lσ

′′
ïðîñòîðè Õåëëiíãåðà ùî âiäïîâiäàþòü

ìiðàì σ′ i σ′′, òî íà ùiëüíié â Lσ
′
ìíîæèíi σ′p, äå p öå ïîëiíîìè âiä t i t, Y

çàäà¹òüñÿ íàñòóïíèì ÷èíîì
Y (σ′p) = wp.
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Ñòèñëèâiñòü öüîãî îïåðàòîðà åêâiâàëåíòíà íåðiâíîñòi (53). Äëÿ çàäà÷i Íåõàði öå
ñïiââiäíîøåííÿ íàáóâà¹ îñîáëèâî ïðîñòèé âèãëÿä: ïðè âèáîði ìàñøòàáiâ ÿê çà-
çíà÷åíî âèùå, ìiðè σ′ i σ′′ çáiãàþòüñÿ ç ìiðîþ Ëåáåãà, îòæå, ìiðà w àáñîëþòíî
íåïåðåðâíà âiäíîñíî ìiðè Ëåáåãà i äiÿ îïåðàòîðà Y çâîäèòüñÿ äî ìíîæåííÿ íà
ôóíêöiþ w̃

w̃ : L2(E1)→ L2(E2).

Ó çàãàëüíîìó âèïàäêó âiäïîâiäíiñòü ìiæ Y i w âçà¹ìíî îäíîçíà÷íà. Ìiðà w íàçè-
âà¹òüñÿ ñèìâîëîì ñòèñíåííÿ X ùî âiäïîâiäà¹ ëiôòèíãó Y .
Òàêèì ÷èíîì îïèñ ðîçâ'ÿçêiâ Çàäà÷i ïðî Ëiôòèíã Y çâîäèòüñÿ äî îïèñó ñèì-

âîëiâ w, òîáòî äî îïèñó ðîçâ'ÿçêiâ âiäïîâiäíî¨ Àáñòðàêòíî¨ Çàäà÷i Iíòåðïîëÿöi¨.
Ñïåêòðàëüíà ôóíêöiÿ óíiâåðñàëüíîãî ðîçøèðåííÿ, â ñèëó ñïåöèôiêè äàíèõ, ìà¹
âèãëÿä

Σ0 =


mIN1

s 0 s1

s∗ mIN2
s∗2 0

0 s2 σ′′ s0

s∗1 0 s∗0 σ′

 : N1 ⊕N2 ⊕ E2 ⊕ E1 → N1 ⊕N2 ⊕ E2 ⊕ E1, (54)

äå m ìiðà Ëåáåãà. Ïðè öüîìó s, s2 i s1 àáñîëþòíî íåïåðåðâíi âiäíîñíî ìiðè Ëåáåãà
è àíàëiòè÷íi, s(0) = 0. Â öüîìó âèïàäêó çàãàëüíà ôîðìóëà îïèñó ðîçâ'ÿçêiâ Àá-
ñòðàêòíî¨ Çàäà÷i Iíòåðïîëÿöi¨ çâîäèòüñÿ äî ôîðìóëè ùî îïèñó¹ ñèìâîëè ëiôòèíãiâ

w = s0 + s2(I − ωs)−1ωs1. (55)

Çâîðîòíà Çàäà÷à ïðî Ëiôòèíã ïîëÿãà¹ â õàðàêòåðèçàöi¨ òèõ ÷åòâiðîê s, s2, s1 i
s0 ùî âèíèêàþòü â ôîðìóëàõ (55), ÿêi îïèñóþòü ìíîæèíè ðîçâ'ÿçêiâ Çàäà÷ ïðî
Ëiôòèíã. Â äèñåðòàöi¨ îòðèìàíî ïîâíèé ðîçâ'ÿçîê öi¹¨ çâîðîòíî¨ çàäà÷i.
Òåîðåìà 4.18. Ôîðìóëà (55) îïèñó¹ âñi ðîçâ'ÿçêè (ñèìâîëè) äåÿêî¨ Çàäà÷i ïðî

Ëiôòèíã òîäi é òiëüêè òîäi êîëè âèêîíóþòüñÿ íàñòóïíi óìîâè
1. s, s2 i s1 àíàëiòè÷íi, s(0) = 0;
2. [

mIN1
s

s ∗ mIN2

]
=

[
0 s1

s ∗2 0

] [
σ′′ s0

s ∗0 σ′

][−1] [
0 s2

s ∗1 0

]
, (56)

äå m öå ìiðà Ëåáåãà;
3.

Σ0


N1

0
0
0

 = clos Σ0


0
0
p−
p+

	 clos Σ0


0
0
p−
tp+

 ,
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t Σ0


0
N2

0
0

 = clos Σ0


0
0
p−
p+

	 clos Σ0


0
0
tp−
p+

 , (57)

äå p+ i p− ïîëiíîìè ùî íàëåæàòü H2(E1) i H2
−(E2), âiäïîâiäíî.

Çàóâàæèìî ùî âëàñòèâiñòü (56) ¹ óçàãàëüíåííÿì óìîâè Íåâàíëiííè- Àäàìÿíà -
Àðîâà - Êðåéíà.
Ó íàñòóïíié òåîðåìi äîâåäåíî âàæëèâi äîäàòêîâi âëàñòèâîñòi êîåôiöi¹íòiâ ôîð-

ìóëè (55).
Òåîðåìà 4.22. Êîåôiöi¹íòè ôîðìóëè (55) ìàþòü íàñòóïíi åêñòðåìàëüíi âëà-

ñòèâîñòi:

1. Âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü

σ′ − s∗0σ′′[−1]s0 ≥ s∗1
1

m
s1. (58)

Áiëüø òîãî, s∗1 ¹ åêñòðåìàëüíîþ â íàñòóïíîìó ñåíñi: ÿêùî r∗1 ñèëüíà L(E1,N )-
çíà÷íà àíòèàíàëiòè÷íà ìiðà òàêà ùî

σ′ − s∗0σ′′[−1]s0 ≥ r∗1
1

m
r1, (59)

òî iñíó¹ ñòèñêóþ÷à ñèëüíà àíòèàíàëiòè÷íà L(N , N1)-çíà÷íà ôóíêöiÿ θ∗1 òàêà
ùî

r∗1 = s∗1θ
∗
1 (60)

(ðiâíiñòü ìiæ ìiðàìè ðîçóìi¹òüñÿ â ñèëüíîìó ñåíñi).

2. Âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü

σ′′ − s0σ
′[−1]s∗0 ≥ s2

1

m
s∗2. (61)

Áiëüø òîãî, s2 ¹ åêñòðåìàëüíîþ â íàñòóïíîìó ñåíñi: ÿêùî r2 ñèëüíà L(N∗, E2)-
çíà÷íà àíàëiòè÷íà ìiðà òàêà ùî

σ′′ − s0σ
′[−1]s∗0 ≥ r2

1

m
r∗2, (62)

òî iñíó¹ ñòèñêóþ÷à ñèëüíà àíàëiòè÷íà L(N∗, N2)-çíà÷íà ôóíêöiÿ θ2 òàêà ùî

r2 = s2θ2. (63)

Òàêèì ÷èíîì, çàäàíà s0 òàêà ùî
[
σ′′ s0
s∗0 σ′

]
≥ 0, îäíîçíà÷íî âèçíà÷à¹ s1 i s2 ÿê

åêñòðåìàëüíi ôóíêöi¨ â íåðiâíîñòÿõ (58) (61), âiäïîâiäíî. Íàãàäà¹ìî, ùî òîäi i s
âèçíà÷åíà îäíîçíà÷íî çà ôîðìóëîþ (56).
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Ó ïiäðîçäiëi 4.9 â ÿêîñòi äîäàòêó âèêëàäåíèõ âèùå çàãàëüíèõ ðåçóëüòàòiâ ùî-
äî çàäà÷i ïðî ëiôòèíã îáãîâîðþ¹òüñÿ êëàñè÷íà çàäà÷à Íåõàði. Öÿ çàäà÷à ôîð-
ìóëþ¹òüñÿ â òàêèé ñïîñiá ("÷àñîâà" âåðñiÿ): çàäàíà ïîñëiäîâíiñòü {γn}n=−1,−2,...

êîìïëåêñíèõ ÷èñåë, ùî ïðîíóìåðîâàíà âiä'¹ìíèìè öiëèìè iíäåêñàìè; ïîòðiáíî

îïèñàòè âñi ¨¨ ïðîäîâæåííÿ â îáëàñòü ïîçèòèâíèõ iíäåêñiâ {γn}n=0,1,2,... òàêi ùî

äâîñòîðîííÿ Òüîïëiöåâà ìàòðèöÿ Γe = [γi−j]i,j∈Z ¹ ñòèñêóþ÷èì îïåðàòîðîì â

`2(Z), ‖Γe‖ ≤ 1.
Åêâiâàëåíòíà "÷àñòîòíà" âåðñiÿ ïîñòàíîâêè çàäà÷i Íåõàði ¹ òàêîþ: çàäàíà ïîñëi-

äîâíiñòü êîìïëåêñíèõ ÷èñåë {γn}n∈Z−, îïèñàòè âñi L∞-ôóíêöi¨ w íà îäèíè÷íîìó

êîëi T òàêi ùî

‖w‖∞ ≤ 1 i wn = γn ïðè n = −1,−2,−3, . . . ,

äå w(t) =
∑∞

n=−∞wnt
n ðîçêëàä w â ðÿä Ôóð'¹.

Çàäà÷à Íåõàði ¹ îêðåìèì âèïàäêîì çàäà÷i ïðî ëiôòèíã, ùî âiäïîâiäà¹ íàñòó-
ïíèì äàíèì: ïðîñòîðè êîåôiöi¹íòiâ ¹ îäíîâèìiðíèìè G ′ = G ′′ = C,

K′ = L2, K′′ = L2, K′+ = H2, K′′− = H2
−,

X : H2 → H2
−

¹ Ãàíêåëåâèì îïåðàòîðîì ùî âèçíà÷à¹òüñÿ ìàòðèöåþ [γi−j]i<0, j≥0 âiäíîñíî ñòàí-
äàðòíèõ áàçèñiâ â H2 i H2

−. Òàêîæ

X = P−w|H2,

äå ‖w‖∞ ≤ 1 òîäi i òiëüêè òîäi êîëè w i ¹ ðîçâ'ÿçêîì çàäà÷i. Âiäîìî ùî äëÿ
Ñêàëÿðíî¨ çàäà÷i Íåõàði

dimN1 = dimN2 = 1, àáî dimN1 = dimN2 = 0.

Òàêîæ âiäîìî ùî â ïåðøîìó âèïàäêó ðîçâ'ÿçêiâ íåñêií÷åííî áàãàòî (çàäà÷à íàçè-
âà¹òüñÿ íåâèçíà÷åíîþ), à ó äðóãîìó âèïàäêó çàäà÷à ìà¹ ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê (çàäà÷à
íàçèâà¹òüñÿ âèçíà÷åíîþ). Ç ôîðìóëè ùî ïàðàìåòðèçó¹ ðiøåííÿ çàãàëüíî¨ çàäà÷i
ïðî ëiôòèíã êîìóòàíòó (Òåîðåìà 4.8 òà Çàóâàæåííÿ 4.9 ó Ðîçäiëi 4.5) òà âëàñòèâî-
ñòåé êîåôiöi¹íòiâ (Ðîçäië 4.8) ìîæíà îòðèìàòè êëàñè÷íó òåîðåìó Àäàìÿíà-Àðîâà-
Êðåéíà
Òåîðåìà (Àäàìÿíà, Àðîâà, Êðåéíà) Ìíîæèíà ðîçâ'ÿçêiâ áóäü-ÿêî¨ íåâè-

çíà÷åíî¨ çàäà÷i Íåõàði îïèñó¹òüñÿ ôîðìóëîþ (ìàéæå âñþäè íà T)

w = −a
a
b+

ωa2

1− ωb
=
a

a

ω − b
1− ωb

, (64)

äå ω äîâiëüíà àíàëiòè÷íà â êðóçi ôóíêöiÿ, |ω| ≤ 1 (òîáòî ôóíêöiÿ êëàñó Øóðà),
ôóíêöi¨ a i b âèçíà÷àþòüñÿ äàíèìè çàäà÷i i ìàþòü âëàñòèâîñòi

1. a, b ∈ H∞,
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2. a çîâíiøíÿ, a(0) > 0, b(0) = 0,

3. |a|2 + |b|2 = 1 ìàéæå âñþäè íà T.

Âèçíà÷åííÿ 4.26. Ïàðà ôóíêöié (a, b), ùî ìà¹ ïåðåëi÷åíi âèùå âëàñòèâîñòi
1-3 íàçèâà¹òüñÿ, äîòðèìóþ÷èñü òåðìiíîëîãi¨ Ä. Ç. Àðîâà, γ-òâiðíîþ ïàðîþ.
Íàçâà ïîÿñíþ¹òüñÿ òèì ùî áóäü ÿêà ïàðà ôóíêöié (a, b) ç âëàñòèâîñòÿìè 1-3

âèçíà÷à¹ çà ôîðìóëîþ (64) ìíîæèíó ôóíêöié w ùî ìàþòü ñïiëüíi êîåôiöi¹íòè
Ôóð'¹ ç âiä'¹ìíèìè iíäåêñàìè, òîáòî âñi öi ôóíêöi¨ ¹ ðîçâ'ÿçêàìè ÿêî¨ñü îäíi¹¨
çàäà÷i Íåõàði. Àëå â çàãàëüíîìó âèïàäêó öÿ ôîðìóëà òâîðèòü íå âñi ðiøåííÿ öi¹¨
çàäà÷i.
Âèçíà÷åííÿ 4.27. Ó òîìó âèïàäêó êîëè ôîðìóëà (64) òâîðèòü âñi ðîçâ'ÿçêè

äåÿêî¨ çàäà÷i Íåõàði, âiäïîâiäíà ïàðà (a, b) íàçèâà¹òüñÿ ðåãóëÿðíîþ çà Àðîâèì

γ-òâiðíîþ ïàðîþ.
Äåòàëüíiøå öi âèçíà÷åííÿ áóäå îáãîâîðåíî â Ðîçäiëi 5.1. Â äèñåðòàöi¨ îòðèìàíî

íàñòóïíó õàðàêòåðèçàöiþ ðåãóëÿðíèõ γ-òâiðíèõ ïàð. Çàóâàæèìî ùî öÿ òåîðåìà ¹
îêðåìèì âèïàäêîì Òåîðåìè 4.18 ç Ðîçäiëó 4.8.
Òåîðåìà 4.28. γ-òâiðíà ïàðà (a, b) ¹ ðåãóëÿðíîþ òîäi i òiëüêè òîäi êîëè íà

äîäàòîê äî óìîâ 1 − 3 Òåîðåìè Àäàìÿíà-Àðîâà-Êðåéíà (a, b) çàäîâîëüíÿ¹ ùå é
÷åòâåðòié óìîâi [

1
0

]
∈ clos

{[
ah

P
H2s0h

]
: h ∈ H2

}
(65)

äå s0 := −a
ab.

Çàóâàæåííÿ 4.29. Âiäîìî ùî ôîðìóëà f = (a/(1− b))2 çäiéñíþ¹ âçà¹ìíî-
îäíîçíà÷íó âiäïîâiäíiñòü ìiæ γ -òâiðíèìè ïàðàìè (a, b) i êðàéíiìè òî÷êàìè îäè-
íè÷íî¨ êóëi â ïðîñòîði H1. Öÿ æ ôîðìóëà çäiéñíþ¹ âçà¹ìíî-îäíîçíà÷íó âiäïîâiä-
íiñòü ìiæ ðåãóëÿðíèìè γ-òâiðíèìè ïàðàìè (a, b) i âèñòóïàþ÷èìè òî÷êàìè îäèíè-
÷íî¨ êóëi â ïðîñòîði H1. Äàíà âèùå õàðàêòåðèçàöiÿ ðåãóëÿðíèõ γ-òâiðíèõ ïàð ¹ â
òîé æå ÷àñ íàéêðàùîþ âiäîìîþ õàðàêòåðèçàöi¹þ öèõ âèñòóïàþ÷èõ òî÷îê.
Ó ðîçäiëi 5 ðîçâ'ÿçàíî äâi ïðîáëåìè ïîñòàâëåíi Ä. Ñàðàñîíîì.
Ó ïiäðîçäiëi 5.1 äîâåäåíî íàñòóïíó òåîðåìó, ÿêà äà¹ ïîçèòèâíó âiäïîâiäü íà

ïåðøó ïðîáëåìó ïîñòàâëåíó Ä. Ñàðàñîíîì.
Òåîðåìà 5.7. Äëÿ äîâiëüíî¨ γ-òâiðíî¨ ïàðè (a, b) iñíó¹ âíóòðiøíÿ ôóíêöiÿ θ

òàêà, ùî ïàðà (a, bθ) ¹ ðåãóëÿðíîþ.
Çà Òåîðåìîþ 4.28, ðåãóëÿðíiñòü ïàðè (a, bθ) îçíà÷à¹ âèêîíàííÿ óìîâè (65) ç s0θ

çàìiñòü s0 [
1
0

]
∈ clos

{[
ah

P+s0θh

]
: h ∈ H2

+

}
. (66)

Ñïî÷àòêó Òåîðåìà 5.16 çâîäèòü çàãàëüíèé âèïàäîê äî âèïàäêó ñèíãóëÿðíî¨ çà
Àðîâèì ïàðè (a, b).
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Âèçíà÷åííÿ 5.11. γ-òâiðíà ïàðà (a, b) íàçèâà¹òüñÿ ñèíãóëÿðíîþ çà Àðîâèì

ÿêùî
s0 = −a

a
b ∈ H∞+ . (67)

Öå îçíà÷à¹, ùî âiäîáðàæåííÿ (64) äi¹ ç Ball(H∞+ ) ó Ball(H∞+ ), òîáòî, óòâîðþ¹
àíàëiòè÷íi ôóíêöi¨ (ôóíêöi¨ ç íóëüîâîþ P− ÷àñòèíîþ), àëå íå óñi òàêi ôóíêöi¨.
Óìîâà (64) iíòåðïðåòó¹òüñÿ ÿê óìîâà ïñåâäîïðîäîâæåííÿ

s0

a
= − b

a
, ì. â. íà T. (68)

Ëiâà ÷àñòèíà ðiâíîñòi àíàëiòè÷íà ó D, ïðàâà àíòèàíàëiòè÷íà ó D, ìåæîâi çíà÷åííÿ
çáiãàþòüñÿ ìàéæå âñþäè íà T. Âíóòðiøíþ ôóíêöiþ θ ùî çàáåçïå÷ó¹ àïðîêñèìàöiþ
(66) ïîáóäîâàíî â òðè åòàïè: Ëåìà 5.17, Íàñëiäîê 5.18 i Òåîðåìà 5.19.
Íàãàäà¹ìî, ùî, ÿêùî h = 1

a ∈ H
2, òî, çà ôîðìóëîþ (68), äîäàòêîâèé ìíîæíèê

θ íå ïîòðiáåí. Ó çàãàëüíîìó âèïàäêó ôóíêöiþ 1
a /∈ H

2 òðåáà àïðîêñèìóâàòè ôóí-
êöiÿìè ç H2. Âèçíà÷èìî

h̃ε
def
=

1
a

1 + ε
∣∣1
a

∣∣2 =
1
a

1 + ε+ ε
∣∣s0
a

∣∣2 , ì.â. íà T. (69)

h̃ε ∈ L∞ i äîïóñêà¹ àíàëiòè÷íå ïðîäîâæåííÿ ó äèñê D (çà äîïîìîãîþ (68)). À ñàìå,

h̃ε =
1
a

1 + ε+ εs0a ·
s0
a

=
1
a

1 + ε− εs0a
b
a

=
a

a2 + ε(a2 − s0b)
.

Ðîçãëÿíåìî çîâíiøíüî-âíóòðiøíþ ôàêòîðèçàöiþ çíàìåííèêà h̃ε

a2 + ε(a2 − s0b) = θεϕε.

Òîäi, â ñèëó Ïðèíöèïó Ìàêñèìóìó Ñìèðíîâà,

hε
def
= θεh̃ε = a

ϕε
∈ H∞+ . (70)

Ëåìà 5.17. Äëÿ óñiõ |ζ| < 1, θε(ζ)→ 1 ïðè ε→ 0.
Íàñëiäîê 5.18. Ìîæíà âèáðàòè ïîñëiäîâíiñòü εk ↓ 0 òàêó, ùî äîáóòîê
∞∏
k=1

θ2
εk
çáiãà¹òüñÿ ó L2 i òèì ñàìèì âèçíà÷à¹ âíóòðiøíþ ôóíêöiþ θ.

Òåîðåìà 5.19.
[

ahεk
P+s0θhεk

]
→
[
1
0

]
ó L2 ïðè k →∞.

Ïðè äîâåäåííi öi¹¨ òåîðåìè âèêîðèñòàíî ùî ñèíãóëÿðíiñòü ïàðè (a, b) òÿãíå

s0θhεk = − θ

θ2
εk

b hεk ∈ H2
−.

Ó ïiäðîçäiëi 5.2 âèðiøó¹òüñÿ (ó íåãàòèâíîìó ñåíñi) äðóãà ïðîáëåìà Ä. Ñàðàñîíà.
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Âèçíà÷åííÿ 5.21. Áóäåìî ãîâîðèòè ùî γ-òâiðíà ïàðà (a, b) ìà¹ âëàñòèâiñòü
àáñîëþòíî¨ íåïåðåðâíîñòi (ac) ÿêùî äëÿ áóäü-ÿêî¨ ôóíêöi¨ êëàñó Øóðà ω ìiðà
σbω â ïðåäñòàâëåííi Ðiñà-Ãåðãëîòöà

1 + b(ζ)ω(ζ)

1− b(ζ)ω(ζ)
=

∫
T

t+ ζ

t− ζ
σbω(dt), |ζ| < 1

¹ àáñîëþòíî íåïåðåðâíîþ.
ßê áóëî äîâåäåíî Àäàìÿíîì, Àðîâèì i Êðåéíîì, âñi ðåãóëÿðíi γ-òâiðíi ïàðè

(a, b) ìàþòü òàêó âëàñòèâiñòü. Çàóâàæèìî ùî öå òàêîæ âèïëèâà¹ ç áiëüø çàãàëü-
íèõ ðåçóëüòàòiâ Ðîçäiëó 4.8. Àäàìÿíîì, Àðîâèì i Êðåéíîì áóëî ñôîðìóëüîâàíî
ïèòàííÿ: ÷è ¹ çâîðîòíå òâåðäæåííÿ âiðíèì? Òîáòî, ÷è âiðíî ùî âñÿêà γ-òâiðíà
ïàðà (a, b), ùî ìà¹ âëàñòèâiñòü (ac), ðåãóëÿðíà? Òâåðäæåííÿ åêâiâàëåíòíå öüî-
ìó áóëî ñôîðìóëüîâàíî Ä. Ñàðàñîíîì ó âèãëÿäi ãiïîòåçè â çâ'ÿçêó ç âèâ÷åííÿì
âèñòóïàþ÷èõ òî÷îê îäèíè÷íî¨ êóëi â ïðîñòîði H1.
Ó öüîìó ðîçäiëi äîâåäåíî ùî öå òâåðäæåííÿ íå ¹ âiðíèì. Áiëüø êîíêðåòíî,

ïîêàçàíî ùî γ-òâiðíi ïàðè (a, b), ÿêi âèíèêàþòü ïðè ïàðàìåòðèçàöi¨ ðîçâ'ÿçàíü
ìåæîâî¨ iíòåðïîëÿöiéíî¨ çàäà÷i (òiñíî ïîâ'ÿçàíî¨ ç íåñêií÷åííîþ ñòåïåíåâîþ ïðî-
áëåìîþ ìîìåíòiâ) ìàþòü âëàñòèâiñòü (àc), àëå ¹ ñèíãóëÿðíèìè, òîáòî íiÿê íå ìî-
æóòü áóòè ðåãóëÿðíèìè.
Iäåÿ äîâåäåííÿ ïîëÿãà¹ â íàñòóïíîìó. Ìåæîâà iíòåðïîëÿöiéíà çàäà÷à âêëàäà¹-

òüñÿ â ñõåìó îðòîãîíàëüíî¨ Àáñòðàêòíî¨ Çàäà÷i Iíòåðïîëÿöi¨ (äèâ. Ðîçäië 3.1, (10)
- (14)). Âëàñòèâiñòü (ac) âèïëèâà¹ ç òîãî ùî äëÿ áóäü-ÿêîãî ðîçâ'ÿçêó öi¹¨ çàäà-
÷i (òî÷íiøå äëÿ àñîöiéîâàíîãî ç ðîçâ'ÿçêîì ïðåäñòàâëåííÿ Ôóð'¹ (23)) íåðiâíiñòü
(15) â äiéñíîñòi ¹ ðiâíiñòþ

‖Fx‖2
Hw = D(x, x)

Îñêiëüêè çà ñàìèì çìiñòîì çàäà÷i âñi ¨¨ ðîçâ'ÿçêè ëåæàòü â H∞, òî â òîìó ÷è-
ñëi i öåíòðàëüíèé ðîçâ'ÿçîê s0 = −a

ab ëåæèòü â H∞. Òàêèì ÷èíîì, äëÿ äîêàçó
ñèíãóëÿðíîñòi ïàðè (a, b) äîñòàòíüî äîâåñòè ùî a ¹ çîâíiøíüîþ çà Áüîðëiíãîì.
Ñòåïåíåâà ïðîáëåìà ìîìåíòiâ ôîðìóëþ¹òüñÿ íàñòóïíèì ÷èíîì:
Çàäà÷à 5.22. Íåõàé c0, c1, . . . çàäàíi äiéñíi ÷èñëà. Ïîòðiáíî çíàéòè âñi ìiðè

σ(dx) ≥ 0 íà äiéñíié îñi R òàêi, ùî çàäàíi ÷èñëà ¹ ìîìåíòàìè öèõ ìið

ck =

∫ +∞

−∞
xkσ(dx) (71)

ïðè âñiõ íåâiä'¹ìíèõ öiëèõ k.
Êðèòåðié ðîçâ'ÿçíîñòi äîáðå âiäîìèé: ïðîáëåìà ìîìåíòiâ ¹ ðîçâ'ÿçíîþ òîäi i

òiëüêè òîäi êîëè
N∑

k,j=0

ck+jξkξj ≥ 0 (72)

ïðè âñiõ íåâiä'¹ìíèõ öiëèõ N i ξk ∈ C.
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Íåõàé X � öå ïðîñòið ïîëiíîìiâ îäíi¹¨ çìiííî¨ X ç êîåôiöi¹íòàìè ó C, X = {p =∑N
k=0 ξkX

k, ξk ∈ C}. Âèçíà÷èìî êâàäðàòè÷íó ôîðìó D íà X :

D(Xk, Xj)
def
=ck+j. (73)

Êðèòåðié ðîçâ'ÿçíîñòi îçíà÷à¹, ùî D(p, p) ≥ 0 äëÿ óñiõ ïîëiíîìiâ p ∈ X . Äëÿ
êîæíîãî ïîëiíîìà p ∈ X âèçíà÷èìî äóàëüíèé ïîëiíîì p̃ çà ôîðìóëîþ

p̃(z)
def
=D

(
p(X)− p(z)

X − z
, 1

)
. (74)

Ðîçãëÿíåìî íàñòóïíèé îïåðàòîð ó ïðîñòîði X

(Tp)(X) =
(X − i)p(X) + 2ip(−i)

X + i
. (75)

Òâåðäæåííÿ 5.23.

D(p, q)−D(Tp, Tq) = M1p ·M1q −M2p ·M2q, p, q ∈ X , (76)

äå
M1p = p(−i) + ip̃(−i), M2p = p(−i)− ip̃(−i), (77)

i p̃ âèçíà÷åíèé ôîðìóëîþ (74).
Òâåðäæåííÿ 5.23 äîçâîëÿ¹ ðîçãëÿíóòè Àáñòðàêòíó Iíòåðïîëÿöi1íó Çàäà÷ó (äèâ.

Ðîçäië 3.1, (10) - (14)) ç äàíèìè X , D, T,M1,M2. ßê ìè áà÷èëè, öi äàíi ïðèðîäíî
ïîâ'ÿçàíi çi ñòåïåíåâîþ ïðîáëåìîþ ìîìåíòiâ. Öÿ çàäà÷à òàêîæ òiñíî ïîâ'ÿçàíà ç
ìåæîâîþ iíòåðïîëÿöiéíîþ çàäà÷åþ ðîçãëÿíóòîþ â Ðîçäiëi 6.2.
Òåîðåìà 5.27. Ïðåäñòàâëåííÿ Ôóð'¹ Fw (23) ïîâ'ÿçàíå ç ðîçâ'ÿçêîì w öi¹¨

çàäà÷i ìîæå áóòè îá÷èñëåíî çà ôîðìóëîþ

(Fwp)(t) = −x+ i

2i

[
1 w(t)

w(t) 1

] [
p(x)− ip̃(x)
p(x) + ip̃(x)

]
(78)

ïðè ì.â. t ∈ T, äå p öå ïîëiíîìè ç X , x = i1+t
1−t (∈ R).

Çãiäíî ç çàãàëüíîþ ñõåìîþ Àáñòðàêòíî¨ Çàäà÷i Iíòåðïîëÿöi¨ (Ðîçäië 3.1) Ìíî-
æèíà ðîçâ'ÿçêiâ çàäà÷i îïèñó¹òüñÿ ôîðìóëîþ (21)

w = s0 + s2ω(1− sω)−1s1, (79)

äå ω(ζ) äîâiëüíà ñòèñêóþ÷à àíàëiòè÷íà ôóíêöiÿ ω(ζ) : N1 → N2. Çâiäñè, çîêðåìà,
âèäíî, ùî ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i ¹ íå¹äèíèì òîäi i òiëüêè òîäi êîëè îáèäâà ïðîñòîðè
N1 i N2 ¹ îäíîâèìiðíèìè. Äàëi ðîçãëÿäàòèìåòüñÿ òiëüêè öåé âèïàäîê. Ïîçíà÷èìî
÷åðåç S ìàòðèöþ êîåôiöi¹íòiâ ôîðìóëè (79)

S =

[
s s1

s2 s0

]
: N2 ⊕ E1 → N1 ⊕ E2. (80)

Â íàøîìó âèïàäêó âñi ÷îòèðè ôóíêöi¨ ¹ ñêàëÿðíèìè.
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Íåõàé A0 öå âóçîë ïîâ'ÿçàíèé ç äàíèìè çàäà÷i ÿê ó (18). Òîäi éîìó òåæ âiä-
ïîâiäà¹ ïðåäñòàâëåííÿ Ôóð'¹, ÿêå ìîæå áóòè îá÷èñëåíå àíàëîãi÷íî Òåîðåìi 5.27
ÿê

(F Sp)(t) = −x+ i

2i

[
I S(t)

S(t)∗ I

]
[

0
p(x)− ip̃(x)

]
[

0
p(x) + ip̃(x)

]
 ì.â. íà T, (81)

p ∈ X , x = i1+t
1−t . Çâiäêè âèïëèâà¹ íàñòóïíå

Òâåðäæåííÿ 5.32. Ìíîæèíà ôóíêöié (81) ¹ ùiëüíîþ ó HS.
Â äèñåðòàöi¨ äîâåäåíà
Òåîðåìà 5.33.Äëÿ áóäü-ÿêîãî ðîçâ'ÿçêó w öi¹¨ çàäà÷i (òî÷íiøå äëÿ âiäïîâiäíèõ

ïðåäñòàâëåíü Ôóð'¹ (78)) íåðiâíiñòü (15) îáåðòà¹òüñÿ â ðiâíiñòü

< Fwp, Fwq >Hw= D(p, q), ∀p, q ∈ X . (82)

Âèçíà÷åííÿ 5.34. Â öüîìó âèïàäêó ìè ãîâîðèìî, ùî iíòåðïîëÿöiéíà çàäà÷à
ìà¹ âëàñòèâiñòü ðiâíîñòi Ïàðñåâàëÿ.
Ðiâíiñòü Ïàðñåâàëÿ òÿãíå äåÿêi äîäàòêîâi âëàñòèâîñòi ìàòðèöi (80) ùî îïèñó¹

âñi ðîçâ'ÿçêè çàäà÷i.
Òåîðåìà 5.38. Äëÿ áóäü-ÿêîãî ïàðàìåòðó ω, ìiðè ùî âiäïîâiäàþòü ôóíêöiÿì

1 + ω(ζ)s(ζ)

1− ω(ζ)s(ζ)

¹ àáñîëþòíî íåïåðåðâíèìè âiäíîñíî ìiðè Ëåáåãà.
Âèêîðèñòîâóþ÷è ùiëüíiñòü ìíîæèíè ôóíêöié (81) ó HS, äîâåäåíî íàñòóïíó

òåîðåìó.
Òåîðåìà 5.41. Ôóíêöi¨ s1 i s2 ¹ çîâíiøíiìè çà Áüîðëiíãîì.
Äëÿ çàâåðøåííÿ ïîáóäîâè âèêîðèñòàíî íàñòóïíó âiäîìó òåðåìó
Òåîðåìà 5.42. ßêùî ln(1− |s0|2) /∈ L1, òî dimN1 = 0 i dimN2 = 0. Ïðè öüîìó

s0 ¹ ¹äèíèì ðîçâ'ÿçêîì çàäà÷i. ßêùî ln(1−|s0|2) ∈ L1, òî dimN1 = 1 i dimN2 = 1.
Ïðè öüîìó s1 = s2 = a (ïðè íîðìóâàííi, ñêàæiìî, êîëè îáèäâi ôóíêöi¨ ïîçèòèâíi
â íóëi), äå a çîâíiøíÿ ôóíêöiÿ òàêà, ùî

1− |s0|2 = |a|2.

Íàñëiäîê 5.43. Çà óìîâè, ùî ln(1− |s0|2) ∈ L1

s1 = s2 = a, s = −a
a
s0, (83)

äå |a|2 = 1−|s0|2. Ïðè öüîìó ìíîæèíà ðîçâ'ÿçêiâ çàäà÷i íåñêií÷åíà i âiäïîâiäíiñòü
ìiæ ïàðàìåòðàìè i ðîçâ'ÿçêàìè âçà¹ìíî îäíîçíà÷íà.
Ïiäñóìó¹ìî îòðèìàíi â öüîìó ïiäðîçäiëi ðåçóëüòàòè. Ïàðà (a, s), ùî ïîáóäî-

âàíà âèùå (ïîâ'ÿçàíà ç íåâèçíà÷åíîþ ñòåïåíåâîþ ïðîáëåìîþ ìîìåíòiâ) ìà¹ òàêi
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âëàñòèâîñòi: a i s íàëåæàòü äî H∞; a ¹ çîâíiøíüîþ, s(0) = 0;

−a
a
s = s0 ∈ H∞

(öå ïðîñòî iíøà ôîðìà òðåòüî¨ ôîðìóëè ó (83)); çâiäñè çîêðåìà âèïëèâà¹, ùî
|s| = |s0| ì.â. íà T i òîäi

|a|2 + |s|2 = |a|2 + |s0|2 = 1

ì.â. íà T. Îòæå öÿ ïàðà ¹ ñèíãóëÿðíîþ çà Àðîâèì.
ßê äîâåäåíî â Òåîðåìi 5.38, äëÿ áóäü-ÿêîãî ïàðàìåòðà ω, ìiðè ÿêi âiäïîâiäàþòü

ôóíêöiÿì
1 + ω(ζ)s(ζ)

1− ω(ζ)s(ζ)

¹ àáñîëþòíî íåïåðåðâíèìè.
Òèì ñàìèì, òàêi ïàðè äàþòü íåãàòèâíó âiäïîâiäü íà ïèòàííÿ Àäàìÿíà, Àðîâà i

Êðåéíà, à òàêîæ ñëóæàòü êîíòðïðèêëàäîì äî ãiïîòåçè Ñàðàñîíà.
Ó ïiäðîçäiëi 6.1 äîâåäåíî êðàòíèé àíàëîã êëàñè÷íî¨ òåîðåìè Æþëià - Êàðàòåî-

äîði. ßê i ðàíiøå áóäåìî ïîçíà÷àòè ÷åðåç S êëàñ Øóðà, àíàëiòè÷íèõ ôóíêöié ùî
âiäîáðàæàþòü îäèíè÷íèé êðóã D â ñâî¹ çàìèêàííÿ. Ìè ïèñàòèìåìî z→̂t0 ÿêùî
z íàáëèæà¹òüñÿ äî ãðàíè÷íî¨ òî÷êè t0 ∈ T íåäîòè÷íèì ÷èíîì i z → t0 ÿêùî z
íàáëèæà¹òüñÿ äî t0 áåç âñÿêèõ îáìåæåíü ïåðåáóâàþ÷è âñåðåäèíi D. Âiäîìà òàêà
âëàñòèâiñòü ôóíêöié êëàñó Øóðà w:

Pw
n (z) :=

[
1

i!j!

∂i+j

∂zi∂z̄j
1− |w(z)|2

1− |z|2

]n
i,j=0

≥ 0 (84)

äëÿ áóäü-ÿêîãî n ≥ 0 i z ∈ D. Ìè áóäåìî íàçèâàòè öþ ìàòðèöþ ìàòðèöåþ Øâàðöà

- Ïiêà. Äëÿ çàäàíî¨ òî÷êè t0 ∈ T, ìåæîâó ìàòðèöþ Øâàðöà - Ïiêà âèçíà÷èìî

ÿê

Pw
n (t0) = lim

z→̂t0
Pw
n (z) ≥ 0, (85)

çà óìîâè ùî ãðàíèöÿ â (85) iñíó¹. Ïðèïóñòèìî òåïåð, ùî w ∈ S i ùî iñíóþòü òàêi
íåäîòè÷íi ìåæîâi ãðàíèöi

wj(t0) := lim
z→̂t0

w(j)(z)

j!
äëÿ j = 0, . . . , 2n+ 1, (86)

äå w(j) ïîçíà÷à¹ ïîõiäíó ïîðÿäêó j. Ïîêëàäåìî

Pwn (t0) :=

 w1(t0) · · · wn+1(t0)
... ...

wn+1(t0) · · · w2n+1(t0)

Ψn(t0)

 w0(t0) . . . wn(t0)
. . . ...

0 w0(t0)

 , (87)
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äå Ψn(t0) = [Ψj`]
n
j,`=0 öå âåðõíüî òðèêóòíà ìàòðèöÿ ç åëåìåíòàìè

Ψj` =


0, if j > `

(−1)`
(
`
j

)
t`+j+1
0 , if j ≤ `.

(88)

Ïîçíà÷èìî ïðàâèé íèæíié åëåìåíò ìàòðèöi Øâàðöà - Ïiêà Pw
n (z) ÿê

dw,n(z) :=
1

(n!)2

∂2n

∂zn∂z̄n
1− |w(z)|2

1− |z|2
(89)

i ñôîðìóëþ¹ìî êðàòíèé àíàëîã Òåîðåìè Æþëià-Êàðàòåîäîði
Òåîðåìà 6.2. Äëÿ w ∈ S, t0 ∈ T i n ∈ Z+, òàêi óìîâè ¹ åêâiâàëåíòíèìè:

(1) lim inf
z→t0

dw,n(z) <∞. (90)

(2) lim
z→̂t0

dw,n(z) <∞. (91)

(3) Ìåæîâà ìàòðèöÿ Øâàðöà�Ïiêà Pw
n (t0) iñíó¹.

(4) Íåäîòè÷íi ìåæîâi ãðàíèöi (86) iñíóþòü

i ìàþòü âëàñòèâîñòi

|w0(t0)| = 1 i Pwn (t0) ≥ 0, (92)

äå Pwn (t0) öå ìàòðèöÿ âèçíà÷åíà â (87).

Áiëüø òîãî, ÿêùî öi óìîâè âèêîíóþòüñÿ, òî ãðàíèöi (90) i (91) çáiãàþòüñÿ, òàêîæ

Pw
n (t0) = Pwn (t0). (93)

Äîâåäåííÿ Òåîðåìè 6.2 çàñíîâàíî íà àíàëiçi âiäòâîðþþ÷èõ ÿäåð ó âiäïîâiäíîìó
ïðîñòîði äå Áðàíæà - Ðîâíÿêà. Âèÿâëÿ¹òüñÿ ùî óìîâà (90) çàáåçïå÷ó¹ íàëåæíiñòü
âiäòâîðþþ÷èõ ÿäåð ìåæîâî¨ òî÷êè t0 äî ïðîñòîðó äå Áðàíæà - Ðîâíÿêà, à òàêîæ
çáiæíiñòü âiäòâîðþþ÷èõ ÿäåð âíóòðiøíiõ òî÷îê äî ÿäåð òî÷êè t0 â öüîìó ïðîñòîði.
Ó ïiäðîçäiëi 6.1.2 äëÿ òî÷êè z ∈ D âèçíà÷àþòüñÿ âiäòâîðþþ÷i ÿäðà öüîãî ïðî-

ñòîðó ÿê ôóíêöi¨ çìiííî¨ t ∈ T

Kz(t) =

[
Kz,+(t)
Kz,−(t)

]
=

[
1 w(t)

w(t)∗ 1

] [
1

−w(z)∗

]
tj

(1− tz̄)j+1
, (94)

K̃z(t) =

[
K̃z,+(t)

K̃z,−(t)

]
=

[
1 w(t)

w(t)∗ 1

] [
−w(z)

1

]
1

(t− z)j+1
. (95)

Îá÷èñëåíî iõ ñêàëÿðíi äîáóòêè òà ñïiââiäíîøåííÿ ìiæ íèìè. Çîêðåìà îòðèìàíî
íàñòóïíi ôîðìóëè
Çàóâàæåííÿ 6.6. ∥∥∥K(n)

z

∥∥∥2

Hw
=
∥∥∥K̃(n)

z

∥∥∥2

Hw
= dw,n(z), (96)
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äå dw,n(z) âèçíà÷åíà ôîðìóëîþ (89). Îòæå, óìîâà (90) îçíà÷à¹, ùî

lim inf
z→t0

‖K(n)
z ‖Hw = lim inf

z→t0
‖K̃(n)

z ‖Hw <∞.

Çàóâàæåííÿ 6.7. Ìàòðèöÿ Pw
n (z) çáiãà¹òüñÿ ç ìàòðèöåþ Ãðàìà ñèñòåìè ôóí-

êöié {K(j)
z }nj=0

Pw
n (z) =

[〈
K(j)
z , K(i)

z

〉
Hw

]n
i,j=0

(97)

Ó ïiäðîçäiëi 6.1.3 Ðîçãëÿíóòî ìåæîâi âiäòâîðþþ÷i ÿäðà K(n)
t0 i K̃(n)

t0 , ÿêi âèçíà-
÷àþòüñÿ çà òèìè ñàìèìè ôîðìóëàìè (94) i (95) ç çàìiíîþ âíóòðiøíüî¨ òî÷êè z íà
ìåæîâó t0. Ó Òåîðåìi 6.11 çîêðåìà äîâåäåíî ùî óìîâè Òåîðåìè 6.2 ¹ åêâiâàëåí-
òíèìè òîìó ùî ÿäðà K(n)

t0 i K̃(n)
t0 íàëåæàòü äî ïðîñòîðó Hw. Êðiì òîãî ÿäðà K(n)

z

i K̃(n)
z çáiãàþòüñÿ âiäïîâiäíî äî K(n)

t0 i K̃(n)
t0 â ïðîñòîði Hw êîëè z→̂t0.

Ó ïiäðîçäiëi 6.1.4 çàâåðøåíî äîâåäåííÿ Òåîðåìè 6.2. Êðiì òîãî ïîêàçàíî ùî
âëàñòèâiñòü (3) Òåîðåìè 6.2 âèïëèâà¹ íàâiòü ç òàêèõ, áiëüø ñëàáêèõ ïðèïóùåíü (i
íå òiëüêè äëÿ ôóíêöié êëàñó Øóðà)
Òåîðåìà 6.21. Ïðèïóñòèìî, ùî ôóíêöiÿ w àíàëiòè÷íà â îêîëi {z ∈ D : |z −

t0| < ε} òî÷êè t0 ∈ T. Ïðèïóñòèìî, ùî íåäîòè÷íi ìåæîâi çíà÷åííÿ (86) iñíóþòü,
ùî

|w0| = 1 i Pwn (t0) = Pwn (t0)
∗. (98)

Òîäi âëàñòèâiñòü (90) ìà¹ ìiñöå.
Ó ïiäðîçäiëi 6.2 ðîçãëÿíóòî ìåæîâó iíòåðïîëÿöiéíó çàäà÷ó ùî ïîâ'ÿçàíà ç êðà-

òíèì àíàëîãîì òåîðåìè Æþëià - Êàðàòåîäîði (ÿêó äîâåäåíî â ðîçäiëi 6.1) à òàêîæ
ç çàäà÷åþ ðîçãëÿíóòîþ â ðîçäiëi 5.2.
Ïîçíà÷èìî ìàòðèöi àñîöiéîâàíi ç òî÷êîþ t0 ∈ T i äîâiëüíîþ ïîñëiäîâíiñòþ

êîìïëåêñíèõ ÷èñåë {wj}:

U(w0, . . . , wn) =

 w∗0 . . . w∗n
... . . . ...
0 . . . w∗0

 , H(w1, . . . , w2n+1) = [wi+j+1]
n
i,j=0 , (99)

P(t0, w0, . . . , w2n+1) := H(w1, . . . , w2n+1)Ψn(t0)U(w0, . . . , wn). (100)

Âèçíà÷åííÿ 6.22. Íåõàé t0 ∈ T. Áóäåìî ãîâîðèòè, ùî ïîñëiäîâíiñòü

{w0, . . . , wn}

êîìïëåêñíèõ ÷èñåë ¹ t0-içîìåòðè÷íîþ, ÿêùî

U(w0, . . . , wn)Ψn(t0)U(w0, . . . , wn) = Ψn(t0), (101)

äå ìàòðèöÿ U ñêëàäåíà ç åëåìåíòiâ êîìïëåêñíî-ñïðÿæåíèõ åëåìåíòàì U. Íåñêií-
÷åííó ïîñëiäîâíiñòü {wi}∞i=0 áóäåìî íàçèâàòè t0-içîìåòðè÷íîþ, ÿêùî ðiâíîñòi (101)
âèêîíóþòüñÿ ïðè áóäü-ÿêîìó n ∈ Z+.
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Ó ïiäðîçäiëi 6.2.3 äîâåäåíî íàñòóïíó òåîðåìó
Òåîðåìà 6.25. Ïðèïóñòèìî ùî ôóíêöiÿ w àíàëiòè÷íà â îêîëi Ut0 òî÷êè t0 ∈ T,

ïðèïóñòèìî ùî iñíóþòü íåäîòè÷íi ìåæîâi çíà÷åííÿ wj(t0) ïðè j = 0, . . . , 2n + 1.
Òîäi òàêi âëàñòèâîñòi åêâiâàëåíòíi:

1. Ìàþòü ìiñöå ñïiââiäíîøåííÿ (98).

2. Íåäîòè÷íi ìåæîâi ãðàíèöi (86) iñíóþòü i ïîñëiäîâíiñòü

{w0(t0), . . . , w2n+1(t0)}

¹ t0-içîìåòðè÷íîþ, òîáòî,

U(w0, . . . , w2n+1)Ψ2n+1(t0)U(w0, . . . , w2n+1) = Ψ2n+1(t0).

3. Iñíó¹ ðàöiîíàëüíà óíiìîäóëÿðíà íà êîëi T ôóíêöiÿ f (âiäíîøåííÿ äâîõ ñêií-
÷åííèõ äîáóòêiâ Áëÿøêå) òàêà ùî

w(z) = f(z) + o((z − t0)2n+1) ïðè z→̂t0 (102)

çñåðåäèíè êðóãó.

4. Àñèìïòîòèêà

w(z) =
2n+1∑
j=0

wj(t0)(z − t0)j + o((z − t0)2n+1) (103)

ìà¹ ìiñöå êîëè z ïðÿìó¹ äî t0 íåäîòè÷íèì ÷èíîì çñåðåäèíè i (!) ççîâíi îäèíè-
÷íîãî êðóãó D, äå ïðè |z| > 1 ìè âèçíà÷à¹ìî

w(z) :=
1

w(1/z̄)
. (104)

Êðiì òîãî, ïðè âèêîíàííi öèõ óìîâ ìåæîâà ìàòðèöÿ Øâàðöà-Ïiêà Pw
n (t0) iñíó¹ i

äîðiâíþ¹ Pwn (t0).
Çàóâàæåííÿ 6.26. Ïðîäîâæåííÿ (104) íàçèâà¹òüñÿ ïðîäîâæåííÿì çà ñèìåòði-

¹þ i íiÿê íå ïîâ'ÿçàíå ç àíàëiòè÷íèì ïðîäîâæåííÿì çà âèíÿòêîì òîãî âèïàäêó
êîëè ôóíêöiÿ w óíiìîäóëÿðíà íà äåÿêié äóçi êîëà T . Iñíóâàííÿ íåäîòè÷íî¨ àñèì-
ïòîòèêè (103) äëÿ ôóíêöi¨ w(z) çñåðåäèíè êðóãó D ç w(t0) 6= 0 òÿãíå iñíóâàííÿ
àñèìïòîòèêè òîãî æ ïîðÿäêó ççîâíi êðóãó (äëÿ ïðîäîâæåííÿ ôóíêöi¨ w çà ñèìå-
òði¹þ). Îäíàê, â çàãàëüíîìó âèïàäêó, êîåôiöi¹íòè àñèìïòîòèê çñåðåäèíè i ççîâíi
âiäðiçíÿþòüñÿ îäíi âiä îäíèõ. Òàêèì ÷èíîì, çáiã äâîõ àñèìïòîòèê ¹ ñïåöiàëüíîþ
âëàñòèâiñòþ ôóíêöi¨ w. Êîìáiíàöiÿ Òåîðåìè 6.2 i Òåîðåìè 6.25 çîêðåìà äîâîäèòü
ùî äëÿ ôóíêöié w êëàñó Øóðà çáiã âíóòðiøíüî¨ i çîâíiøíüî¨ àñèìïòîòèê (103) ¹
åêâiâàëåíòíèì óìîâi (90).
Çáiã âíóòðiøíüî¨ i çîâíiøíüî¨ àñèìïòîòèê áóëî ïîêëàäåíî I. Â. Êîâàëiøèíîþ

â îñíîâó ¨¨ âèâ÷åííÿ ãðàíè÷íî¨ çàäà÷i iíòåðïîëÿöi¨. Íà âiäìiíó âiä öüîãî, íàøi
ïîáóäîâè çàñíîâàíî íà óìîâi (90).
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Ó ðîçäiëi 7 ðîçãëÿíóòî ðîçøèðåíèé êëàñ Êðåéíà-Ëàíãåðà.
Âèçíà÷åííÿ 7.1. ×åðåç Sκ ìè áóäåìî ïîçíà÷àòè êëàñ ôóíêöié (íå îáîâ'ÿçêîâî

ìåðîìîðôíèõ), ùî çàäàíi âñþäè â îäèíè÷íîìó êðóçi, çà âèíÿòêîì ìîæëèâî äèñ-
êðåòíî¨ ìíîæèíè òî÷îê, i ùî ìàþòü íàñòóïíó âëàñòèâiñòü: äëÿ áóäü-ÿêîãî ñêií-
÷åííîãî íàáîðó òî÷îê ç îáëàñòi âèçíà÷åííÿ âiä'¹ìíèé iíäåêñ iíåðöi¨ âiäïîâiäíî¨
ìàòðèöi Ïiêà íå ïåðåâèùó¹ κ, à äëÿ äåÿêèõ íàáîðiâ òî÷îê âií äîðiâíþ¹ κ.
Êðåéí i Ëàíãåð ðîçãëÿäàëè òiëüêè ìåðîìîðôíi ôóíêöi¨ ç òàêîþ âëàñòèâiñòþ i

äîâåëè ùî âîíè ìàþòü âèãëÿä
s

b
, äå s ôóíêöiÿ êëàñóØóðà, à b ñêií÷åííèé äîáóòîê

Áëÿøêå ñòóïåíÿ κ. Âiäîìî ùî äëÿ κ = 0 âñi ôóíêöi¨ êëàñó S0 ¹ àíàëiòè÷íèìè.
Áiëüø òîãî, ÿê äîâiâ Õiíäìàðø, äëÿ öüãî íàâiòü äîñèòü íåâiä'¹ìíîñòi âñiõ 3 ×
3 ìàòðèöü Ïiêà. Ïðè κ > 0 öå âæå íå òàê: ôóíêöiÿ, ìàòðèöi Ïiêà ÿêî¨ ìàþòü
öþ âëàñòèâiñòü, íå îáîâ'ÿçêîâî ìåðîìîðôíà, âîíà ìîæå ìàòè ñêií÷åííi ñòðèáêè.
Òàêèì ÷èíîì êëàñ Êðåéíà - Ëàíãåðà ¹ ïiäêëàñîì êëàñó Sκ ùî ðîçãëÿäà¹òüñÿ â
äèñåðòàöi¨.
Â äèñåðòàöi¨ äàíî âèçíà÷åííÿ ñòàíäàðòíî¨ ôóíêöi¨ êëàñó Sκ.
Âèçíà÷åííÿ 7.4. Ñòàíäàðòíi ôóíêöi¨ êëàñó Sκ ìîæíà îïèñàòè òàêèì ÷èíîì:

ðîçãëÿíåìî ìåðîìîðôíó ôóíêöiþ òèïó Êðåéíà-Ëàíãåðà
s

b
, ïîòiì â äåÿêèõ ðåãó-

ëÿðíèõ òî÷êàõ çìiíèìî çíà÷åííÿ (òàê ùî ó íîâî¨ ôóíêöi¨ áóäóòü ñòðèáêè â öèõ
òî÷êàõ) i â äåÿêèõ ïîëþñàõ âèçíà÷èìî ñêií÷åííi çíà÷åííÿ (ìîæíà ñêàçàòè ùî ó
íîâî¨ ôóíêöi¨ â öèõ òî÷êàõ áóäóòü íåñêií÷åííi ñòðèáêè). Îòðèìàíi òàêèì ÷èíîì
ôóíêöi¨ áóäåìî íàçèâàòè ñòàíäàðòíèìè.
Íàñòóïíà òåîðåìà äà¹ êiëüêà åêâiâàëåíòíèõ îïèñiâ êëàñó Sκ i, çîêðåìà, ïîêà-

çó¹ ùî áóäü ÿêà ôóíêöiÿ êëàñó Sκ äîïóñêà¹ ¹äèíå ïðîäîâæåííÿ äî ñòàíäàðòíî¨
ôóíêöi¨ öüîãî æ êëàñó.
Òåîðåìà 7.5. Ïðèïóñòèìî ùî ôóíêöiÿ f âèçíà÷åíà â D \ Λ, äå Λ ¹ äèñêðåòíà

ìíîæèíà. Íåõàé κ ¹ íåâiä'¹ìíå öiëå ÷èñëî. Íàñòóïíi âëàñòèâîñòi åêâiâàëåíòíi:

1. f íàëåæèòü äî Sκ.

2. f äîïóñêà¹ ïðîäîâæåííÿ äî ñòàíäàðòíî¨ ôóíêöi¨ iç ` ñòðèáêàìè, 0 ≤ ` ≤ κ, i
κ−` ïîëþñàìè. Âñi ñòðèáêè ïðîäîâæåííÿ ìiñòÿòüñÿ â D\Λ. Òàêå ïðîäîâæåííÿ
¹äèíå.

3. Iñíó¹ n ≥ 0 òàêå ùî
kn(f) = kn+3(f) = κ, (105)

äå kn(f) ìàêñèìàëüíå ÷èñëî âiä'¹ìíèõ êâàäðàòiâ ìàòðèöü Ïiêà ôóíêöi¨ f ðîç-
ìiðó n× n. 1

Äàëi ðîçãëÿäà¹òüñÿ ïèòàííÿ ÿêèì ïîâèíåí áóòè ìiíiìàëüíèé ðîçìið ìàòðèöi
Ïiêà ôóíêöi¨ f ùîá öÿ ìàòðèöÿ ìîãëà ìàòè κ âiä'¹ìíèõ êâàäðàòiâ.

1Öå òâåðäæåííÿ ¹ óçàãàëüíåííÿì òåîðåìè Õiíäìàðøà. Òåîðåìà Õiíäìàðøà ñòâåðäæó¹ ùî ÿêùî k3(f) = 0, òî
f íàëåæèòü êëàñó Øóðà, òîáòî, S0.
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Òåîðåìà 7.6. Ïðèïóñòèìî ùî f öå ñòàíäàðòíà ôóíêöiÿ ç q ïîëþñàìè i ` ñòðèá-
êàìè. Òîäi f ∈ Sκ, äå κ = q + ` è

q + ` ≤ N(f) ≤ q + 2`. (106)

Öi íåðiâíîñòi ¹ òî÷íèìè.
Íàñòóïíà òåîðåìà óòî÷íþ¹ òâåðäæåííÿ (105) Òåîðåìè 7.5.
Òåîðåìà 7.9. Ïðèïóñòèìî ùî ôóíêöiÿ f âèçíà÷åíà â D \ Λ, äå Λ äèñêðåòíà

ìíîæèíà. Íåõàé κ ¹ íåâiä'¹ìíå öiëå ÷èñëî. Òîäi:

1. ÿêùî k2κ(f) = k2κ+3(f) = κ, òî f ∈ Sκ.

2. ÿêùî f ∈ Sκ, òî k2κ(f) = κ.

Ïðèêëàä 7.7 ïîêàçó¹ ùî ïðè κ = 1 iíäåêñ 2κ â öié òåîðåìi íå ìîæå áóòè çìåíøåíèé.
Ó ïiäðîçäiëi 7.2 âèâ÷åíî iíòåðïîëÿöiéíó çàäà÷ó Íåâàíëiííè - Ïiêà â êëàñi Sκ:

Çàäàíi òî÷êè z1, . . . , zk ∈ D è êîìïëåêñíi ÷èñëà F1, . . . , Fk, çíàéòè âñi ôóíêöi¨ F ∈
Sκ (íå îáîâ'ÿçêîâî ìåðîìîðôíi) òàêi ùî z1, . . . , zk íàëåæàòü îáëàñòi âèçíà÷åííÿ F
i

F (zi) = Fi, (i = 1, . . . , k). (107)

Ïðèïóñòèìî ùî ìàòðèöÿ Ïiêà äàíèõ çàäà÷i

P =

[
1− FiF ∗j
1− ziz∗j

]k
i,j=1

(108)

ìà¹ âëàñòèâîñòi
sq−(P ) = κ i detP 6= 0, (109)

Âèçíà÷èìî 2× 2 ìàòðèöþ-ôóíêöiþ

Θ(z) =

[
Θ11(z) Θ12(z)
Θ21(z) Θ22(z)

]
(110)

= I2 + (z − 1)

[
E∗

C∗

]
(I − zT ∗)−1P−1(I − T )−1

[
E −C

]
,

äå

T =

 z1
. . .

zk

 , E =

 1
...
1

 , C =

 F1
...
Fk

 . (111)

Òåîðåìà 7.18. Ïðèïóñòèìî ùî ìàòðèöÿ Ïiêà P çàäà÷i NPκ çàäîâîëüíÿ¹ óìî-
âàì (109). Íåõàé Θ ìàòðèöÿ-ôóíêöiÿ âèçíà÷åíà â (110). Òîäi âñi ñòàíäàðòíi ðîç-
â'ÿçêè F çàäà÷i îïèñóþòüñÿ íàñòóïíèì ÷èíîì

F (z) =


Θ11(z)E(z) + Θ12(z)

Θ21(z)E(z) + Θ22(z)
, ÿêùî z 6∈ ({z1, . . . , zk} ∪ { íóëi Θ21E + Θ22})

Fi, ÿêùî z = zi (i = 1, . . . , k).
(112)
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Òóò ïàðàìåòð E ïðîáiãà¹ âåñü êëàñ Øóðà S0. Ïiäêðåñëèìî ùî ïðè óäàâàíié òðèâi-
àëüíîñòi òâåðäæåííÿ òåîðåìè (âñi ôóíêöi¨ F ¹ ðîçâ'ÿçêàìè çà âèçíà÷åííÿì), íå ¹
î÷åâèäíèì òîé ôàêò ùî âñi âîíè ëåæàòü â Sκ i ùî iíøèõ ðîçâ'ÿçêiâ â öüîìó êëàñi
ó çàäà÷i íåìà¹. Âiäçíà÷èìî òàêîæ ùî íå âñi ðîçâ'ÿçêè ìàþòü áóòè ìåðîìîðôíèìè.
Ó ïiäðîçäiëi 7.2.3 ðîçãëÿíóòî âèðîäæåíèé âèïàäîê. Ïðèïóñòèìî ùî ðàíã ìà-

òðèöi Ïiêà

P =

[
1− FiF ∗j
1− ziz∗j

]n
i,j=1

(113)

äîðiâíþ¹ k < n i ùî sq−(P ) = κ. Çà ñàìèì çìiñòîì âåëè÷èí, ìà¹ìî κ ≤ k.
Òåîðåìà 7.20. Â öüîìó âèïàäêó çàäà÷à ìà¹ ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê â êëàñi ñòàí-

äàðòíèõ ôóíêöié ç Sκ. Ìåðîìîðôíà ÷àñòèíà öüîãî ðîçâ'ÿçêó ¹ âiäíîøåííÿì äâîõ
äîáóòêiâ Áëÿøêå: ÷èñåëüíèê ñòóïåíÿ k i çíàìåííèê ñòóïåíÿ íå âèùå κ.
Ó ïiäðîçäiëi 7.2.4 äîâåäåíî òåîðåìó ïðî ïðîäîâæåííÿ
Òåîðåìà 7.21. Íåõàé ôóíêöiÿ F âèçíà÷åíà íà ìíîæèíi Ω ⊆ D. Ïðèïóñòèìî

ùî ìàòðèöi Ïiêà Pn(F ; z1, . . . , zn), z1, . . . , zn ∈ Ω, ìàþòü íå áiëüøå κ âiä'¹ìíèõ
âëàñíèõ çíà÷åíü à ÿêàñü iç íèõ ìà¹ κ âiä'¹ìíèõ âëàñíèõ çíà÷åíü. Òîäi F äîïóñêà¹
ïðîäîâæåííÿ äî ñòàíäàðòíî¨ ôóíêöi¨ êëàñó Sκ.
Â äèñåðòàöi¨ íàâåäåìî ïðèêëàä ôóíêöi¨ F êëàñó S1, ùî âèçíà÷åíà íà äèñêðåòíié

ìíîæèíi Ω ⊂ D, ÿêà äîïóñêà¹ ¹äèíå ïðîäîâæåííÿ äî ñòàíäàðòíî¨ ôóíêöi¨ êëàñó
S1 i öå ¹äèíå ïðîäîâæåííÿ íå ¹ ìåðîìîðôíèì â D; â òîé æå ÷àñ îáìåæåííÿ F íà
áóäü-ÿêó ñêií÷åííó ïiäìíîæèíó Ω ìà¹ íå¹äèíå ïðîäîâæåííÿ â êëàñi S1 i, çîêðåìà,
ìà¹ áàãàòî ìåðîìîðôíèõ ïðîäîâæåíü.

ÂÈÑÍÎÂÊÈ
Òàêèì ÷èíîì ó äèñåðòàöi¨ çàïðîïîíîâàíî i ðîçâèíåíî ìåòîäè ðîçâ'ÿçàííÿ iíòåð-

ïîëÿöiéíèõ çàäà÷ àíàëiçó, îñíîâàíi íà âèêîðèñòàííi óíiòàðíèõ ñèñòåì ðîçñiþâàí-
íÿ, ÿêi ïðèðîäíî ïîâ'ÿçàíi ç äàíèìè çàäà÷i òà ¨¨ ðîçâ'ÿçêàìè. Òàêîæ âèðiøóþòüñÿ
âiäïîâiäíi çâîðîòíi çàäà÷i.
Ó ðîáîòi îïèñàíî ìíîæèíó ðîçâ'ÿçêiâ çàãàëüíî¨ çàäà÷i ïðî ëiôòèíã êîìóòàíòó,

îòðèìàíî êðàòíèé àíàëîã óìîâè Æþëià-Êàðàòåîäîði ïðî êóòîâó ìåæîâó ïîõi-
äíó òà âèâ÷åíî ïîâ'ÿçàíó ç íåþ ìåæîâó iíòåðïîëÿöiéíó çàäà÷ó ó êëàñi Øóðà,
âèâ÷åíî ðîçøèðåíèé êëàñ Êðåéíà-Ëàíãåðà òà ðîçâ'ÿçàíî çàäà÷ó Íåâàíëiííè-Ïiêà
â íüîìó. Äëÿ çàäà÷i ïðî ëiôòèíã êîìóòàíòó îòðèìàíî ïàðàìåòðèçàöiþ óñiõ ñèì-
âîëiâ ëiôòèíãó ó ñàìîìó çàãàëüíîìó âèïàäêó à òàêîæ îòðèìàíî ïîâíó õàðàêòå-
ðèçàöiþ êîåôiöi¹íòiâ öi¹¨ ïàðàìåòðèçóþ÷î¨ ôîðìóëè. Äëÿ àíàëîãó óìîâè Æþëià-
Êàðàòåîäîði îòðèìàíî íèçêó åêâiâàëåíòíèõ óìîâ, çîêðåìà, îäíà ç öèõ óìîâ ôîð-
ìóëþ¹òüñÿ ó òåðìiíàõ ïåâíî¨ ñèìåòði¨ ìåæîâèõ ïîõiäíèõ. ßê çàñòîñóâàííÿ öèõ
ìåòîäiâ òà ðåçóëüòàòiâ, ó ðîáîòi ðîçâ'ÿçàíi äâi ïðîáëåìè Ä. Ñàðàñîíà ïðî ðåãó-
ëÿðíi òà ñèíãóëÿðíi γ-òâiðíi ïàðè.
Äåòàëüíiøå, â Ðîçäiëi 2 âèêëàäåíî ïîïåðåäíi âiäîìîñòi ÿêi âèêîðèñòîâóþòüñÿ

ó äèñåðòàöi¨. Íàâåäåíî óñi íåîáõiäíi âèçíà÷åííÿ ùî ñòîñóþòüñÿ óíiòàðíèõ ñèñòåì
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ðîçñiþâàííÿ. Äåòàëüíî îïèñàíî ïðîñòið ìið Õåëëiíãåðà, ùî âiäïîâiäà¹ çàäàíié
îïåðàòîðíié ìiði, òà äåÿêi éîãî âëàñòèâîñòi. Ïîêàçàíî ÿê óíiòàðíi ñèñòåìè ðîçñiþ-
âàííÿ ðåàëiçóþòüñÿ ó ïðîñòîði Õåëëiíãåðà. Âèêëàäåíî êîíñòðóêöiþ Øóðiâñüêèõ
äîïîâíåíü ìið òà âiäïîâiäíîãî îðòîãîíàëüíîãî ðîçêëàäó ïðîñòîðó Õåëëiíãåðà. Íà-
âåäåíî ïàðàìåòðèçàöiþ óíiòàðíèõ ðîçøèðåíü içîìåòðié, ¨õ ðåçîëüâåíò. Âèêëàäåíî
÷èñëåííÿ ç'¹äíàíü çi çâîðîòíèì çâ'ÿçêîì òà îá÷èñëåíî äèíàìiêó ç'¹äíàíî¨ ñèñòåìè.
Îá÷èñëåíî ôóíêöi¨ ðîçñiþâàííÿ ç'¹äíàíî¨ ñèñòåìè âiäíîñíî çàäàíîãî ìàñøòàáó òà
ìàñøòàáó ç'¹äíàííÿ.
Â Ðîçäiëi 3 ñïî÷àòêó âèêëàäåíî ñõåìó Àáñòðàêòíî¨ Çàäà÷i Iíòåðïîëÿöi¨, ÿêó áó-

ëî ðîçâèíóòî ðàíiøå i ÿêà äîáðå ïðàöþ¹ â çàäà÷àõ àíàëiçó äå ðîçâ'ÿçêè ¹ àíàëiòè-
÷íèìè ôóíêöiÿìè (òàêèõ ÿê çàäà÷à Íåâàíëiííè-Ïiêà, çàäà÷à Ñàðàñîíà, Ïðîáëåìà
Ìîìåíòiâ). Â îñíîâó öi¹¨ ñõåìè ïîêëàäåíî òåîðiþ îïåðàòîðíèõ âóçëiâ. Äàëi ïîêà-
çàíî ÿê óíiòàðíèé âóçîë âêëàäà¹òüñÿ â óíiòàðíó ñèñòåìó ðîçñiþâàííÿ. Ïîêàçàíî
ÿê Àáñòðàêòíà Çàäà÷à Iíòåðïîëÿöi¨ ïåðåôîðìóëþ¹òüñÿ (åêâiâàëåíòíèì ÷èíîì) ó
òåðìiíàõ ñèñòåì ðîçñiþâàííÿ (çàìiñòü óíiòàðíèõ âóçëiâ). Ïiñëÿ öüîãî âiäêèíóòî
óìîâó îðòîãîíàëüíîñòi, ÿêà áóëà ïðèñóòíÿ â ïîïåðåäíié ñõåìi, i ñôîðìóëüîâàíî
íîâó ñõåìó Àáñòðàêòíî¨ Çàäà÷i Iíòåðïîëÿöi¨, ðîçâ'ÿçêàìè ÿêî¨ ìîæóòü áóòè íå
òiëüêè àíàëiòè÷íi, àëå é ãàðìîíiéíi ôóíêöi¨. Äàëi öþ íîâó Àáñòðàêòíó Çàäà÷ó
Iíòåðïîëÿöi¨ ðîçâ'ÿçàíî ç âèêîðèñòàííÿì óíiòàðíèõ ðîçøèðåíü içîìåòðié òà âiä-
ïîâiäíèõ ñèñòåì ðîçñiþâàííÿ. Îòðèìàíî ïàðàìåòðèçàöiþ ðîçâ'ÿçêiâ çàäà÷i.
Ó Ðîçäiëi 4 äèñåðòàöi¨ âèâ÷åíî çàãàëüíó ïðîáëåìó ïðî ëiôòèíã êîìóòàíòó: ïî-

êàçàíî ùî âîíà âêëàäà¹òüñÿ â ñõåìó Àáñòðàêòíî¨ Çàäà÷i Iíòåðïîëÿöi¨, äîñëiäæå-
íó â ïåðøîìó ðîçäiëi, âèâ÷åíî ñïåöèôiêó äàíèõ çàäà÷i ïðî ëiôòèíã i îòðèìàíî
îïèñ âñiõ ëiôòèíãiâ çàäàíîãî ñòèñíåííÿ â òåðìiíàõ ¨õ ñèìâîëiâ. Ïîíÿòòÿ ñèìâî-
ëó ëiôòèíãó òàêîæ ââåäåíî â öié ðîáîòi i óçàãàëüíþ¹ êëàñè÷íå ïîíÿòòÿ ñèìâîëó
Ãàíêåëåâà îïåðàòîðà. Ó öüîìó áiëüø çàãàëüíîìó âèïàäêó ñèìâîëàìè ¹ ìiðè, à íå
ôóíêöi¨.
Â öüîìó æ ðîçäiëi ðîçâ'ÿçàíî âiäïîâiäíó çâîðîòíó çàäà÷ó, ÿêà ïîëÿãà¹ â õàðà-

êòåðèçàöi¨ ðåçîëüâåíòíèõ ìàòðèöü ùî âèíèêàþòü ïðè ðîçâ'ÿçàííi ïðÿìî¨ çàäà÷i.
Ó äèñåðòàöi¨ îòðèìàíi íåîáõiäíi i äîñòàòíi óìîâè íà êîåôiöi¹íòè ïàðàìåòðèçóþ-
÷î¨ ôîðìóëè çàãàëüíî¨ çàäà÷i ïðî ëiôòèíã êîìóòàíòó â òåðìiíàõ ôóíêöiîíàëüíèõ
ìîäåëåé. Áiëüø òîãî, ó ðîáîòi ðîçãëÿíóòî çàãàëüíèé (à íå òiëüêè öiëêîì íåâèçíà÷å-
íèé) âèïàäîê. I â öüîìó âèïàäêó äîâåäåíî åêñòðåìàëüíi âëàñòèâîñòi êîåôiöi¹íòiâ,
ÿêi òóò ìàþòü âèãëÿä ìàêñèìàëüíèõ ôàêòîðèçàöiéíèõ íåðiâíîñòåé (íà âiäìiíó âiä
ðiâíîñòåé öiëêîì íåâèçíà÷åíîãî âèïàäêó).
Ó Ðîçäiëi 5 ðåçóëüòàòè ïî çàãàëüíié Çàäà÷i ïðî Ëiôòèíã çàñòîñîâàíî äî ñêà-

ëÿðíî¨ íåâèçíà÷åíî¨ çàäà÷i Íåõàði. Ãîëîâíèì ÷èíîì çàñòîñîâàíî ðåçóëüòàò ïî çâî-
ðîòíié çàäà÷i. Öå äîçâîëèëî äîïîâíèòè êëàñè÷íi ðåçóëüòàòè Àäàìÿíà, Àðîâà i
Êðåéíà íîâîþ õàðàêòåðèçàöi¹þ ðåçîëüâåíòíèõ ìàòðèöü çàäà÷i Íåõàði, åêâiâàëåí-
òíî: ðåãóëÿðíèõ γ - òâiðíèõ ïàð ôóíêöié. Äàëi, âèêîðèñòîâóþ÷è îòðèìàíèé êðè-
òåðié, â ðîáîòi ðîçâ'ÿçàíî äâi ïðîáëåìè, ïîñòàâëåíi Ä. Ñàðàñîíîì: ïðîáëåìó ðåãó-
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ëÿðèçàöi¨ äîâiëüíî¨ γ - òâiðíî¨ ïàðè - âiäïîâiäü ïîçèòèâíà, ðåãóëÿðèçàöiÿ çàâæäè
ìîæëèâà; i ïðîáëåìó ïðî äîñòàòíiñòü àáñîëþòíî¨ íåïåðåðâíîñòi ìið ïîâ'ÿçàíèõ ç
γ - òâiðíîþ ïàðîþ - âiäïîâiäü íåãàòèâíà: óìîâà íå ¹ äîñòàòíüîþ. Â ðîáîòi íàâåäåíî
êëàñ êîíòðïðèêëàäiâ, çàñíîâàíèõ íà ìåæîâié iíòåðïîëÿöiéíié çàäà÷i, ùî ðîçãëÿ-
íóòî ó íàñòóïíîìó ðîçäiëi. Áiëüø êîíêðåòíî, áóëî ïîêàçàíî ùî ïàðè (a, b), ùî
âèíèêàþòü ïðè ïàðàìåòðèçàöi¨ ðîçâ'ÿçêiâ ìåæîâî¨ iíòåðïîëÿöiéíî¨ çàäà÷i (ùî òi-
ñíî ïîâ'ÿçàíà ç íåñêií÷åííîþ ïðîáëåìîþ ìîìåíòiâ) ìàþòü âëàñòèâiñòü àáñîëþòíî¨
íåïåðåðâíîñòi, àëå ¹ ñèíãóëÿðíèìè, òîáòî íå ìîæóòü áóòè ðåãóëÿðíèìè.
Ó Ðîçäiëi 6 îòðèìàíî óçàãàëüíåííÿ êëàñè÷íî¨ òåîðåìè Æþëià-Êàðàòåîäîði ïðî

êóòîâó ìåæîâó ïîõiäíó íà âèïàäîê ïîõiäíèõ âèùîãî ïîðÿäêó. Âèÿâëåíî óñi åêâiâà-
ëåíòíi óìîâè äëÿ ¨¨ iñíóâàííÿ ó ñåíñi àíàëîãi÷íîìó äî ïîõiäíî¨ ïåðøîãî ïîðÿäêó.
Òåîðåìó ñôîðìóëüîâàíî ó òåðìiíàõ âëàñòèâîñòåé âiäïîâiäíèõ ìàòðèöü. Ðîçãëÿäè
iñòîòíî âèêîðèñòîâóþòü ôóíêöiîíàëüíi ìîäåëi Ë. äå Áðàíæà- Ä. Ðîâíÿêà i ¨õ âiä-
òâîðþþ÷i ÿäðà, çîêðåìà âiäòâîðþþ÷i ÿäðà ùî âiäïîâiäàþòü ìåæîâié òî÷öi. Ó ïiä-
ðîçäiëi 6.2 äîñëiäæåíî âiäïîâiäíó ìåæîâó iíòåðïîëÿöiéíó çàäà÷ó, ÿêà åêâiâàëåíòíà
çàäà÷i ðîçãëÿíóòié ó Ðîçäiëi 5.2 Àëå íà âiäìiíó âiä Ðîçäiëó 5.2, äå óâàãó ñêîíöåí-
òðîâàíî íà ìíîæèíi ðîçâ'ÿçêiâ òà íà âëàñòèâîñòÿõ êîåôiöi¹íòiâ ïàðàìåòðèçóþ÷î¨
ôîðìóëè, ó Ðîçäiëi 6.2 éäåòüñÿ ïðî êîíêðåòíî àíàëiòè÷íèé çìiñò ìåæîâî¨ çàäà÷i.
Çîêðåìà äîâåäåíî ùî êðàòíèé àíàëîã óìîâè Æþëià-Êàðàòåîäîði ¹ åêâiâàëåíòíèì
óìîâi ñèìåòði¨ ìåæîâèõ ïîõiäíèõ, ÿêà âèíèêàëà â ïðàöÿõ I.Â. Êîâàëiøèíî¨.
Ó Ðîçäiëi 7 âèâ÷åíî ðîçøèðåíèé êëàñ Êðåéíà-Ëàíãåðà, ÿêèé âèçíà÷à¹òüñÿ íåãà-

òèâíèì iíäåêñîì iíåðöi¨ ìàòðèöü Øâàðöà-Ïiêà i ÿêèé (íà âiäìiíó âiä êëàñè÷íîãî
êëàñó Êðåéíà-Ëàíãåðà) ìiñòèòü íå òiëüêè ôóíêöi¨ ç ïîëþñàìè, àëå é ôóíêöi¨ çi
ñòðèáêàìè. Çîêðåìà ââåäåíî òà âèâ÷åíî ñòàíäàðòíi ôóíêöi¨ öüîãî êëàñó òà äî-
âåäåíî ùî áóäü-ÿêó ôóíêöiþ öüîãî êëàñó ìîæå áóòè ïîøèðåíî äî ñòàíäàðòíî¨
ôóíêöi¨ öüîãî æ êëàñó. Ó ïiäðîçäiëi 7.2 ðîçãëÿíóòî çàäà÷ó Íåâàíëiííè-Ïiêà ó ðîç-
øèðåíîìó êëàñi Êðåéíà-Ëàíãåðà òà îòðèìàíî ïàðàìåòðèçàöiþ âñiõ ¨¨ ðîçâ'ÿçêiâ
(ç ïîëþñàìè òà çi ñòðèáêàìè). Óñiì ïàðàìåòðàì âiäïîâiäàþòü ðîçâ'ÿçêè, âèêëþ-
÷íèõ çíà÷åíü ïàðàìåòðiâ íåìà¹, íà âiäìiíó âiä âèïàäêó êîëè äîçâîëÿþòüñÿ ëèøå
ðîçâ'ÿçêè ç ïîëþñàìè. Êðiì òîãî ðîçãëÿíóòî âèðîäæåíèé âèïàäîê i äîâåäåíî ùî
òîäi çàäà÷à çàâæäè ìà¹ ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê, ÿêèé ìîæå ìàòè ñòðèáêè, íà âiäìiíó
âiä êëàñè÷íî¨ ïîñòàíîâêè êîëè ðîçâ'ÿçêiâ ìîæå íå áóòè.
Çàãàëîì, ó äèñåðòàöi¨ çàïðîïîíîâàíèé i ñèñòåìàòè÷íî ðîçâèíóòèé ïiäõiä, ÿêèé

âèêîðèñòîâó¹ óíiòàðíi ñèñòåìè ðîçñiþâàííÿ äëÿ äîñëiäæåííÿ iíòåðïîëÿöiéíèõ çà-
äà÷ àíàëiçó. Öåé ïiäõiä äîçâîëÿ¹ îòðèìóâàòè òîíêi àíàëiòè÷íi ðåçóëüòàòè âèõî-
äÿ÷è ç âíóòðiøíüî¨ ñòðóêòóðè âiäïîâiäíèõ ñèñòåì ðîçñiþâàííÿ, ÿêi ó ñâîþ ÷åðãó
âiäîáðàæàþòü ñòðóêòóðó äàíèõ çàäà÷i iíòåðïîëÿöi¨. Óñi îñíîâíi ðåçóëüòàòè íàâå-
äåíî ç ïîâíèìè äîâåäåííÿìè. Îòðèìàíi ðåçóëüòàòè ìàþòü òåîðåòè÷íèé õàðàêòåð.
Çàïðîïîíîâàíi ìåòîäè ìîæóòü áóòè âèêîðèñòàíi äëÿ äîñëiäæåííÿ òà ðîçâ'ÿçàííÿ
ðiçíîìàíiòíèõ iíòåðïîëÿöiéíèõ çàäà÷ àíàëiçó.
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ÀÍÎÒÀÖIß

Õåéôåöü Î. ß. Óíiòàðíi ñèñòåìè ðîçñiþâàííÿ òà çàäà÷i iíòåðïîëÿöi¨.
- Ðóêîïèñ.
Äèñåðòàöiÿ íà çäîáóòòÿ íàóêîâîãî ñòóïåíÿ äîêòîðà ôiçèêî-ìàòåìàòè÷íèõ íàóê

çà ñïåöiàëüíiñòþ 01.01.01 - ìàòåìàòè÷íèé àíàëiç. Ôiçèêî-òåõíi÷íèé iíñòèòóò íèçü-
êèõ òåìïåðàòóð iì. Á. I. Â¹ðêiíà Íàöiîíàëüíî¨ àêàäåìi¨ íàóê Óêðà¨íè, Õàðêiâ,
2019.
Ó äèñåðòàöi¨ çàïðîïîíîâàíî i ðîçâèíåíî ìåòîäè ðîçâ'ÿçàííÿ iíòåðïîëÿöiéíèõ

çàäà÷ àíàëiçó, îñíîâàíi íà âèêîðèñòàííi óíiòàðíèõ ñèñòåì ðîçñiþâàííÿ, ÿêi ïðè-
ðîäíî ïîâ'ÿçàíi ç äàíèìè çàäà÷i òà ¨¨ ðîçâ'ÿçêàìè. Òàêîæ âèðiøóþòüñÿ âiäïîâiäíi
çâîðîòíi çàäà÷i. Ó äèñåðòàöi¨ ðîçðîáëåíî óçàãàëüíåííÿ ñõåìè Àáñòðàêòíî¨ Çàäà-
÷i Iíòåðïîëÿöi¨, ùî äîçâîëÿ¹ âèâ÷àòè çàäà÷i ðîçâ'ÿçêè ÿêèõ íå ¹ àíàëiòè÷íèìè
ôóíêöiÿìè (òàêi ÿê çàäà÷à Íåõàði).
Ó ðîáîòi âèâ÷àþòüñÿ çàäà÷à ïðî ëiôòèíã êîìóòàíòó, êðàòíèé àíàëîã óìîâè

Æþëià - Êàðàòåîäîði ïðî êóòîâó ìåæîâó ïîõiäíó òà ïîâ'ÿçàíà ç íåþ ìåæîâà ií-
òåðïîëÿöiéíà çàäà÷à ó êëàñi Øóðà, ðîçøèðåíèé êëàñ Êðåéíà-Ëàíãåðà òà çàäà÷à
Íåâàíëiííè - Ïiêà â íüîìó. Äëÿ çàäà÷i ïðî ëiôòèíã êîìóòàíòó îòðèìàíî ïàðàìå-
òðèçàöiþ óñiõ ñèìâîëiâ çàäàíîãî ñòèñíåííÿ ó ñàìîìó çàãàëüíîìó âèïàäêó à òàêîæ
îòðèìàíî ïîâíó õàðàêòåðiçàöiþ êîåôiöi¹íòiâ öi¹¨ ïàðàìåòðèçóþ÷î¨ ôîðìóëè. Öi
ðåçóëüòàòè ¹ íîâèìè íàâiòü äëÿ ñêàëÿðíî¨ çàäà÷i Íåõàði i äîçâîëÿþòü îòðèìàòè
íîâó õàðàêòåðèçàöiþ ðåãóëÿðíèõ γ-òâiðíèõ ïàð. ßê çàñòîñóâàííÿ öèõ ìåòîäiâ òà
ðåçóëüòàòiâ, ó ðîáîòi ðîçâ'ÿçàíi äâi ïðîáëåìè Ä. Ñàðàñîíà. Ó ïåðøié äîâåäåíî
ùî áóäü ÿêó γ-òâiðíó ôóíêöiþ ìîæíà çðîáèòè ðåãóëÿðíîþ øëÿõîì ìíîæåííÿ íà
âíóòðiøíié ìíîæíèê. Ó äðóãié ïîáóäîâàíî êëàñ ñèíãóëÿðíèõ γ-òâiðíèõ ôóíêöié
ÿêi ìàþòü âëàñòèâiñòü àáñîëþòíî¨ íåïåðåðâíîñòi. Öåé êëàñ äà¹ êîíòðïðèêëàäè äî
ãiïîòåçè Ä. Ñàðàñîíà, ÿêà òâåðäèëà ùî àáñîëþòíà íåïåðåðâíiñòü òÿãíå ðåãóëÿð-
íiñòü. Â ðîáîòi îòðèìàíî êðàòíèé àíàëîã êëàñè÷íî¨ óìîâè Æþëià - Êàðàòåîäîði
ùîäî êóòîâèõ ìåæîâèõ ïîõiäíèõ ôóíêöié êëàñó Øóðà. Íàâåäåíî íèçêó óìîâ ùî
¹ åêâiâàëåíòíèìè öié óìîâi. Çîêðåìà äîâåäåíî ùî êðàòíà óìîâà Æþëià - Êàðàòå-
îäîði ¹ åêâiâàëåíòíîþ çáiæíîñòi ìåæîâèõ ïîõiäíèõ çñåðåäèíè i ççîâíi êðóãó ïðè
ïðîäîâæåííi ôóíêöi¨ çà ñèìåòði¹þ. Â ðîáîòi âèâ÷åíî ðîçøèðåíèé êëàñ Êðåéíà-
Ëàíãåðà ÿêèé ìiñòèòü íå òiëüêè ìåðîìîðôíi ôóíêöi¨ àëå é ôóíêöi¨ çi ñòðèáêàìè.
Ïîêàçàíî ùî iíòåðïîëÿöiéíi çàäà÷i áiëüø ïðèðîäíî ðîçâ'ÿçóâàòè â öüîìó êëàñi
íiæ â êëàñè÷íîìó, òàêèì ÷èíîì âäà¹òüñÿ óñóíóòè åôåêò ñòîðîííiõ ðîçâ'ÿçêiâ.
Êëþ÷îâi ñëîâà: óíiòàðíà ñèñòåìà ðîçñiþâàííÿ, ñïåêòðàëüíà ôóíêöiÿ, ôóí-

êöiîíàëüíèé ïðîñòið äå Áðàíæà - Ðîâíÿêà, ôóíêöiîíàëüíèé ïðîñòið Õåëëiíãåðà,
àáñòðàêòíà çàäà÷à iíòåðïîëÿöi¨, ïðÿìà òà çâîðîòíà çàäà÷à ïðî ëiôòèíã êîìóòàíòó,
çàäà÷à Íåõàði, ñèìâîëè ñïëiòàþ÷îãî ñòèñêó, Àðîâ-ðåãóëÿðíi òà Àðîâ-ñèíãóëÿðíi γ-
òâiðíi ôóíêöi¨, òåîðåìà Æþëià - Êàðàòåîäîði, ìåæîâà iíòåðïîëÿöiÿ, êëàñ Êðåéíà-
Ëàíãåðà.
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Â äèññåðòàöèè ïðåäëîæåíû è ðàçâèòû ìåòîäû ðåøåíèÿ èíòåðïîëÿöèîííûõ çà-

äà÷ àíàëèçà, îñíîâàííûå íà èñïîëüçîâàíèè óíèòàðíûõ ñèñòåì ðàññåÿíèÿ, êîòî-
ðûå åñòåñòâåííî ñâÿçàíû ñ äàííûìè çàäà÷è è ñ å¼ ðåøåíèÿìè. Òàêæå ðåøàþòñÿ
ñîîòâåòñòâóþùèå îáðàòíûå çàäà÷è. Â äèññåðòàöèè ðàçðàáîòàíî îáîáùåíèå ñõå-
ìû Àáñòðàêòíîé Çàäà÷è Èíòåðïîëÿöèè, êîòîðîå ïîçâîëÿåò èçó÷àòü çàäà÷è ðåøå-
íèÿ êîòîðûõ íå ÿâëÿþòñÿ àíàëèòè÷åñêèìè ôóíêöèÿìè (òàêèõ êàê çàäà÷à Íåõà-
ðè). Â ðàáîòå èçó÷àåòñÿ çàäà÷à î ëèôòèíãå êîììóòàíòà, êðàòíûé àíàëîã òåîðåìû
Æþëèà-Êàðàòåîäîðè îá óãëîâîé ãðàíè÷íîé ïðîèçâîäíîé è ñâÿçàííàÿ ñ íåé ãðàíè-
÷íàÿ çàäà÷à èíòåðïîëÿöèè â êëàññå Øóðà, ðàñøèðåííûé êëàññ Êðåéíà-Ëàíãåðà
è çàäà÷à Íåâàíëèííû-Ïèêà â ýòîì êëàññå. Äëÿ çàäà÷è î ëèôòèíãå êîììóòàíòà
ïîëó÷åíà ïàðàìåòðèçàöèÿ âñåõ ñèìâîëîâ çàäàííîãî ñæàòèÿ â ñàìîì îáùåì ñëó÷àå
à òàêæå ïîëó÷åíà ïîëíàÿ õàðàêòåðèçàöèÿ êîýôôèöèåíòîâ ýòîé ïàðàìåòðèçóþùåé
ôîðìóëû. Ýòè ðåçóëüòàòû ÿâëÿþòñÿ íîâûìè äàæå äëÿ ñêàëÿðíîé çàäà÷è Íåõà-
ðè è ïîçâîëÿþò ïîëó÷èòü íîâóþ õàðàêòåðèçàöèþ ðåãóëÿðíûõ γ- ïðîèçâîäÿùèõ
ïàð. Êàê ïðèìåíåíèå ýòèõ ìåòîäîâ è ðåçóëüòàòîâ, â ðàáîòå ðåøåíû äâå ïðîáëåìû
Ä. Ñàðàñîíà. Â ïåðâîé äîêàçàíî, ÷òî ëþáóþ γ - ïðîèçâîäÿùóþ ôóíêöèþ ìîæíî
ñäåëàòü ðåãóëÿðíîé ïóòåì óìíîæåíèÿ íà âíóòðåííèé ìíîæèòåëü. Âî âòîðîé ïî-
ñòðîåí êëàññ ñèíãóëÿðíûõ γ- ïðîèçâîäÿùèõ ôóíêöèé êîòîðûå èìåþò ñâîéñòâî
àáñîëþòíîé íåïðåðûâíîñòè. Ýòîò êëàññ äàåò êîíòðïðèìåðû ê ãèïîòåçå Ä. Ñàðà-
ñîíà, êîòîðàÿ óòâåðæäàëà ÷òî àáñîëþòíàÿ íåïðåðûâíîñòü âëå÷åò ðåãóëÿðíîñòü. Â
ðàáîòå ïîëó÷åí êðàòíûé àíàëîã êëàññè÷åñêîãî óñëîâèÿ Æþëèà - Êàðàòåîäîðè îá
óãëîâûõ ãðàíè÷íûõ ïðîèçâîäíûõ ôóíêöèé êëàññà Øóðà. Ïðèâåäåí ðÿä óñëîâèé,
êîòîðûå ýêâèâàëåíòíû ýòîìó óñëîâèþ. Â ÷àñòíîñòè äîêàçàíî, ÷òî êðàòíîå óñëîâèå
Æþëèà - Êàðàòåîäîðè ýêâèâàëåíòíî ñîâïàäåíèþ ãðàíè÷íûõ ïðîèçâîäíûõ èçíó-
òðè è ñíàðóæè êðóãà ïðè ïðîäîëæåíèè ôóíêöèè ïî ñèììåòðèè. Â ðàáîòå èçó÷åí
ðàñøèðåííûé êëàññ Êðåéíà-Ëàíãåðà, êîòîðûé ñîäåðæèò íå òîëüêî ìåðîìîðôíûå
ôóíêöèÿ íî è ôóíêöèè ñî ñêà÷êàìè. Ïîêàçàíî ÷òî èíòåðïîëÿöèîííûå çàäà÷è áî-
ëåå åñòåñòâåííî ðåøàòü â ýòîì êëàññå ÷åì â êëàññè÷åñêîì, ïðè ýòîì óäàåòñÿ óñòðà-
íèòü ýôôåêò ïîñòîðîííèõ ðåøåíèé.
Êëþ÷åâûå ñëîâà: óíèòàðíàÿ ñèñòåìà ðàññåÿíèÿ, ñïåêòðàëüíàÿ ôóíêöèÿ, ïðî-
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öèè, ïðÿìàÿ è îáðàòíàÿ çàäà÷à î ëèôòèíãå êîììóòàíòà, çàäà÷à Íåõàðè, ñèìâîëû
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Ukraine, Kharkiv, 2019.
The thesis proposes and develops methods for solving interpolation problems of

analysis, based on the use of unitary scattering systems, which are naturally associated
to the data of the problem and its solutions. The corresponding inverse problems are
also solved. In the thesis, a generalization of the scheme of the Abstract Interpolation
Problem is developed, which allows studying the problems, whose solutions are not
analytic functions (such as the Nehari problem). The thesis studies the Commutant
Lifting problem, a higher order analogue of the Julia - Carath�eodory theorem on an
angular boundary derivative and the related boundary interpolation problem in the
Schur class, the extended Krein - Langer class, and the Nevanlinna - Pick problem in
it. For the Commutant Lifting problem, a parametrization of all symbols of the given
contraction is obtained for the most general case and a complete characterization of
the coe�cients of this parametrizating formula is given. These results are new even for
the scalar Nehari problem, they allow us to obtain a new characterization of regular
γ - generating pairs. As the application of these methods and results, two problems of
D. Sarason are solved in the thesis. In the �rst one, it is proved that any γ - generating
function can be made regular by multiplying with an inner factor. In the second, a
class of singular γ - generating functions is constructed that have the property of
absolute continuity. This class gives counterexamples to the hypothesis of D. Sarason,
who conjectured that absolute continuity implies regularity. A higher order analogue
of the classical Julia � Carath�eodory condition on the angular boundary derivatives
of functions of the Schur class is obtained. A number of conditions are given that are
equivalent to this condition. In particular, it is proved that the higher order Julia �
Carath�eodory condition is equivalent to the coincidence of the boundary derivatives
from inside and outside the circle as the function is continued by symmetry. In the
thesis, an extended Krein - Langer class is studied, that contains not only meromorphic
functions but also functions with jumps. It is shown that interpolation problems are
more naturally solved in this class than in the classical one, since it is possible to
eliminate the e�ect of extraneous solutions.
Key words: unitary scattering system, spectral function, spaces of de Branges -

Rovnyak of Hellinger, abstract interpolation problem, direct and inverse Commutant
Lifting problem, Nehari problem, symbols of the intertwiner, Arov-regular and Arov-
singular γ-generating functions, Julia - Carath�eodory theorem, boundary interpolation,
Krein-Langer class.


