


Анотацiя

Карпенко I. М., “Метод задачi Рiмана–Гiльберта для модифiкованого
рiвняння Камасси–Хольма з ненульовими крайовими умовами,” – квалiфi-
кацiйна наукова праця на правах рукопису.

Дисертацiя на здобуття наукового ступеня доктора фiлософiї за спецi-
альнiстю 111 «математика» (галузь знань 11 «математика та статистика»).
Фiзико-технiчний iнститут низьких температур iм. Б.I. Вєркiна НАН Укра-
їни.

Метою дослiдження дисертацiйної роботи є розробка методу оберненої
задачi розсiювання у формi задачi Рiмана–Гiльберта (РГ) для модифiко-
ваного рiвняння Камасси–Хольма (мКХ):

𝑚𝑡 +
(︀
(𝑢2 − 𝑢2𝑥)𝑚

)︀
𝑥

= 0, 𝑚 := 𝑢− 𝑢𝑥𝑥,

з метою дослiдження властивостей розв’язкiв цього рiвняння, зокрема,
асимптотики за великим часом.

Основними постановками задачi є такi:

(i) Задача Кошi на 𝑥-осi у випадку, коли розв’язок прямує до ненульової
сталої при |𝑥| → ∞.

(ii) Задача Кошi на 𝑥-осi у випадку, коли розв’язок прямує до двох рiзних
сталих при 𝑥→ +∞ та 𝑥→ −∞.
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У роздiлi 2 розглядається задача Кошi для модифiкованого рiвняння
Камасси–Хольма на осi:

𝑚𝑡 +
(︀
(𝑢2 − 𝑢2𝑥)𝑚

)︀
𝑥

= 0, 𝑚 := 𝑢− 𝑢𝑥𝑥, 𝑡 > 0, −∞ < 𝑥 < +∞,
𝑢(𝑥, 0) = 𝑢0(𝑥), −∞ < 𝑥 < +∞,

за умови, що
𝑢0(𝑥)→ 1 коли 𝑥→ ±∞

i що еволюцiя за часом зберiгає цю поведiнку: 𝑢(𝑥, 𝑡) → 1 при 𝑥 → ±∞
для всiх 𝑡 > 0. Рiвняння мКХ є модифiкацiєю, з кубiчною нелiнiйнiстю,
оригiнального рiвняння Камасси–Хольма (КХ)

𝑚𝑡 + (𝑢𝑚)𝑥 + 𝑢𝑥𝑚 = 0, 𝑚 := 𝑢− 𝑢𝑥𝑥.

Рiвняння мКХ, як i рiвняння КХ, є iнтегровним у тому сенсi, що воно є умо-
вою сумiсностi вiдповiдної пари лiнiйних диференцiальних рiвнянь — так
званих рiвнянь пари Лакса. Завдяки ненульовому фону, 𝑥-рiвняння з па-
ри Лакса для рiвняння мКХ можна розглядати як спектральну задачу, яка
має неперервний спектр. Це дозволяє сформулювати обернену спектральну
задачу (обернену задачу розсiювання) як задачу аналiтичної факторизацiї
Рiмана–Гiльберта у комплекснiй площинi спектрального параметра, з умо-
вою стрибка на дiйснiй осi (яка є неперервним спектром).

Запропонований формалiзм задачi Рiмана–Гiльберта ґрунтується на ада-
птацiї загальної iдеї — використання спецiальних розв’язкiв (розв’язкiв Йо-
ста) асоцiйованих рiвнянь пари Лакса як «блокiв» для побудови матричної
задачi Рiмана–Гiльберта, тобто задачi аналiтичної факторизацiї у компле-
кснiй площинi спектрального параметра, яку параметризовано просторо-
вою та часовою змiнними нелiнiйного рiвняння — до випадку рiвняння
мКХ, з урахуванням особливостей рiвнянь асоцiйованої пари Лакса.

Стандартна пара Лакса для рiвняння мКХ, вiдома в лiтературi, має
форму 2× 2 матричних лiнiйних диференцiальних рiвнянь:

Φ𝑥(𝑥, 𝑡, 𝜆) = U(𝑥, 𝑡, 𝜆)Φ(𝑥, 𝑡, 𝜆), Φ𝑡(𝑥, 𝑡, 𝜆) = V(𝑥, 𝑡, 𝜆)Φ(𝑥, 𝑡, 𝜆),
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де матрицi-коефiцiєнти U та V визначено у термiнах розв’язку рiвняння
мКХ:

U =
1

2

(︃
−1 𝜆𝑚

−𝜆𝑚 1

)︃
, V =

(︃
𝜆−2 + 𝑢2−𝑢2

𝑥

2 −𝑢−𝑢𝑥

𝜆 − 𝜆(𝑢2−𝑢2
𝑥)𝑚

2
(𝑢+𝑢𝑥)

𝜆 + 𝜆(𝑢2−𝑢2
𝑥)𝑚

2 −𝜆−2 − 𝑢2−𝑢2
𝑥

2

)︃
.

Зазначимо, що 𝑥-рiвняння пари Лакса (включає U та є спектральною зада-
чею зi спектральним параметром 𝜆), має двi особливостi, що суттєво впли-
вають на аналiтичнi властивостi розв’язкiв Йоста: (а) 𝜆 входить у U як
добуток з “моментом” 𝑚(𝑥, 𝑡), який у рамках оберненої задачi є невiдомою
функцiєю; (б) коли |𝑥| → ∞, 𝑚(𝑥, 𝑡) прямує до ненульової сталої. Зокре-
ма, цi особливостi впливають на проблему контролю поведiнки розв’язкiв
Йоста, коли 𝜆→∞. У дисертацiї цю проблему вирiшено таким чином: (i)
застосовуючи калiбрувальнi перетворення, рiвняння пари Лакса трансфор-
мовано до зручної форми, у якiй дiагональнi члени домiнують у певному
сенсi, коли 𝜆→∞; (ii) введено нову просторову змiнну, що дозволяє отри-
мати явний опис поведiнки розв’язкiв Йоста при 𝜆→∞ у термiнах (нової)
просторової та часової змiнних; (iii) введено новий (унiформiзуючий) спе-
ктральний параметр 𝜇, який дозволяє уникнути нерацiональної залежностi
коефiцiєнтiв у рiвняннях пари Лакса вiд спектрального параметра.

Крiм того, використано наслiдок властивостi (a), який полягає у тому,
що при 𝜆 = 0 матриця коефiцiєнтiв U стає незалежною вiд 𝑢. Ця вла-
стивiсть дозволяє побудувати ефективний алгоритм отримання розв’язку
задачi Кошi для рiвняння мКХ з розв’язку асоцiйованої задачi РГ, розгля-
даючи поведiнку останнього при 𝜆→ 0. Зазначимо, що у цьому вiдношен-
нi рiвняння мКХ суттєво вiдрiзняється вiд iнших рiвнянь типу Камасси-
Холма (включно з оригiнальним рiвнянням КХ): для контролю розв’язкiв
Йоста при 𝜆 = 0 не треба вводити нове калiбрувальне перетворення по-
чаткової пари Лакса, а достатньо перегрупувати члени у парi Лакса, яка
забезпечує ефективний контроль її розв’язкiв при 𝜆→∞.

З використанням розробленого формалiзму отримано параметричне зо-
браження розв’язку задачi Кошi для рiвняння мКХ на постiйному фонi в
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термiнах розв’язку асоцiйованої задачi РГ, данi для якої (матриця стриб-
кiв i параметри для умов на залишки у сингулярних точках, якщо вони
наявнi) однозначно визначаються початковими даними для задачi Кошi.

Запропонований формалiзм дозволяє охарактеризувати як регулярнi,
так i нерегулярнi односолiтоннi розв’язки (розв’язки, що генеруються однi-
єю (с точнiстю до симетрiй) сингулярною умовою та мають вигляд лока-
лiзованого збурення, що розповсюджується зi сталою щвидкiстю, не мi-
няючи своєї форми). Такi розв’язки вiдповiдають задачам РГ з тривiаль-
ною умовою стрибка та вiдповiдним чином заданими умовами на лишки у
сингулярних точках. Зокрема, видiлено два типи нерегулярних солiтонних
розв’язкiв рiвняння мКХ: (i) розв’язки пiконного типу, якi є функцiями
неперервними разом iз першою похiдною, але мають необмеженi похiднi
порядкiв бiльших за 2 у точцi пiку; (ii) петлеподiбнi багатозначнi розв’язки.

Теорема. Рiвняння мКХ має односолiтоннi розв’язки (серед яких є як
регулярнi, так i нерегулярнi), якi характеризуються двома параметра-
ми, 𝛿 > 0 та 𝜃 ∈ (0, 𝜋2 ), та даються у параметричнiй формi формулою
𝑢(𝑥, 𝑡) ≡ 𝑢̂(𝑦(𝑥− 𝑡, 𝑡), 𝑡) + 1, де

𝑢̂(𝑦, 𝑡) = 4 tan2 𝜃
𝑧2(𝑦, 𝑡) + 2 cos2 𝜃 · 𝑧(𝑦, 𝑡) + cos2 𝜃

(𝑧2(𝑦, 𝑡) + 2𝑧(𝑦, 𝑡) + cos2 𝜃)2
𝑧(𝑦, 𝑡),

𝑥(𝑦, 𝑡) = 𝑦 + 2 ln
𝑧(𝑦, 𝑡) + 1 + sin 𝜃

𝑧(𝑦, 𝑡) + 1− sin 𝜃
,

𝑧(𝑦, 𝑡) = 2𝛿 sin 𝜃 e𝑦 sin 𝜃e−
2 sin 𝜃
cos2 𝜃

𝑡.

В залежностi вiд значення параметра 𝜃, розв’язки мають якiсно рiзнi
властивостi:

(i) При 𝜃 ∈ (0, 𝜋3 ), односолiтоннi розв’язки є гладкими функцiями вихi-
дних фiзичних змiнних (𝑥, 𝑡).

(ii) При 𝜃 = 𝜋
3 , односолiноннi розв’язки мають скiнчену гладкiсть у

змiнних (𝑥, 𝑡) у точцi пiку.

(iii) При 𝜃 ∈ (𝜋3 ,
𝜋
2 ), односолiтоннi розв’язки є регулярними функцiями
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у змiнних (𝑦, 𝑡) але стають багатозначними (петлеподiбними) у
змiнних (𝑥, 𝑡).

У роздiлi 3, використовуючи формалiзм, розроблений у роздiлi 2, отри-
мано головнi члени асимптотики за великого часу 𝑡 для розв’язку задачi
Кошi для модифiкованого рiвняння Камасси–Хольма на сталому ненульо-
вому фонi. Дослiдження зосереджене на безсолiтонному випадку, тобто у
припущеннi, що умови на лишки вiдсутнi (нерегулярну задачу Рiмана–
Гiльберта (яка включає в себе умови на лишки) для загального випадку мо-
жна звести до регулярної, використовуючи множники Бляшке–Потапова).

Для асимптотичного аналiзу розв’язку задачi Кошi, коли 𝑡→∞, засто-
совано нелiнiйний метод найскорiшого спуску. Попередньо, вихiдну задачу
РГ, асоцiйовану з рiвнянням мКХ, яка має специфiчнi сингулярностi при
𝜇 = ±1, зведено до звичайної задачi РГ (тобто такої, що має тiльки умо-
ву стрибка та умову нормування). Примiтною особливiстю модифiкованого
рiвняння Камасси–Хольма є те, що асоцiйована вихiдна задача РГ має умо-
ви сингулярностi у 𝜇 = 1 та 𝜇 = −1 з рiзними матричними структурами,
що не дозволяє позбутися їх шляхом зведення матричної задачi РГ до ве-
кторної (що має мiсце у випадку звичайного рiвняння Камасси–Хольма).
Цю проблему розв’язано у два кроки. На першому кроцi, задачу РГ з
умовами сингулярностi у 𝜇 = ±1 зведено до задачi РГ, що характеризує-
ться такими двома умовами: (i) елементи матричного розв’язку регулярнi
у 𝜇 = ±1, але його визначник дорiвнює нулю у цих точках (зазначимо, що
det𝑀(𝜇) ≡ 1 для розв’язку вихiдної задачi РГ); (ii) розв’язок є сингуляр-
ним при 𝜇 = 0. Другим кроком, знаходимо зображення розв’язку цiєї задачi
РГ через розв’язок вiдповiдної регулярної задачi. Саме розв’язок отриманої
регулярної задачi РГ проаналiзовано асимптотично при 𝑡 → +∞, адапту-
ючи нелiнiйний метод найскорiшого спуску. У пiдсумку, отримано головнi
асимптотичнi члени для розв’язку 𝑢(𝑥, 𝑡) задачi Кошi у тих секторах напiв-
площини (𝑥, 𝑡), де вiдхилення вiд фону є нетривiальним (у рештi секторiв,
𝑥
𝑡 > 3 i 𝑥

𝑡 <
3
4 , 𝑢(𝑥, 𝑡) швидко спадає до 1).
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Теорема. Нехай 𝑢0(𝑥) — гладка функцiя така, що (i) вона доста-
тньо швидко прямує до 1, коли 𝑥 → ±∞, i задовольняє нерiвнiсть (1 −
𝜕2𝑥)𝑢0(𝑥) > 0 для всiх 𝑥 та (ii) асоцiйована з нею спектральна функцiя
𝑎(𝜇) не має нулiв у верхнiй пiвплощинi (безсолiтонний випадок).

Тодi у секторах (𝑥, 𝑡) пiвплощини, якi задано нерiвностями 1 < 𝑥
𝑡 < 3

та 3
4 < 𝑥

𝑡 < 1, розв’язок 𝑢(𝑥, 𝑡) задачi Кошi має таку асимптотичну
поведiнку за великим часом:

(i) Для 1 < 𝑥
𝑡 < 3,

𝑢(𝑥, 𝑡) = 1 +
𝐶1(𝜁)√

𝑡
cos
{︁
𝐶2(𝜁)𝑡+ 𝐶3(𝜁) ln 𝑡+ 𝐶4(𝜁)

}︁
+ o(𝑡−1/2);

(ii) Для 3
4 <

𝑥
𝑡 < 1,

𝑢(𝑥, 𝑡) = 1+
∑︁
𝑗=0,1

𝐶
(𝑗)
1 (𝜁)√
𝑡

cos
{︁
𝐶

(𝑗)
2 (𝜁)𝑡+ 𝐶

(𝑗)
3 (𝜁) ln 𝑡+ 𝐶

(𝑗)
4 (𝜁)

}︁
+o(𝑡−1/2),

де 𝐶𝑖, 𝐶
(𝑗)
𝑖 , 𝐶4, 𝐶𝑗

4 — функцiї вiд 𝜁 := 𝑥
𝑡 , визначенi у термiнах спектраль-

них функцiй, якi, у свою чергу, однозначно визначаються початковими
даними 𝑢0(𝑥).

У роздiлi 4 розглянуто задачу Кошi для модифiкованого рiвняння
Камасси–Холма у випадку, у якому розв’язок прямує до двох рiзних кон-
стант, коли просторова змiнна прямує до рiзних нескiнченностей дiйсної
осi:

𝑚𝑡 +
(︀
(𝑢2 − 𝑢2𝑥)𝑚

)︀
𝑥

= 0, 𝑚 := 𝑢− 𝑢𝑥𝑥, 𝑡 > 0, −∞ < 𝑥 < +∞,
𝑢(𝑥, 0) = 𝑢0(𝑥), −∞ < 𝑥 < +∞,

де

𝑢0(𝑥)→

⎧⎨⎩𝐴1, 𝑥→ −∞,
𝐴2, 𝑥→∞

i еволюцiя за часом зберiгає цю поведiнку:

𝑢(𝑥, 𝑡)→

⎧⎨⎩𝐴1, 𝑥→ −∞,
𝐴2, 𝑥→∞
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для всiх 𝑡.
Розроблено формалiзм задачi Рiмана–Гiльберта для цiєї задачi Кошi.

Для цього застосовано перетворення рiвнянь пари Лакса, якi дозволяють
детально дослiдити аналiтичнi властивостi вiдповiдних розв’язкiв Йоста та
спектральних функцiй, зокрема, симетрiї та поведiнку в точках розгалуже-
ння. При побудовi задачi Рiмана–Гiльберта використано трансформованi
пари Лакса, що включають функцiї 𝑘𝑗(𝜆) :=

√︁
𝜆2 − 1

𝐴2
𝑗
, 𝑗 = 1, 2, визначенi

як такi, що мають вiтки з розрiзами вздовж (−∞,− 1
𝐴𝑗

) та ( 1
𝐴𝑗
,∞). Подiбно

до випадку з постiйним фоном, за допомогою аналiза поведiнки розв’язку
побудованої задачi Рiмана–Гiльберта при 𝜆 = 0 отримано параметричне
зображення розв’язку задачi Кошi.

Теорема. Припустимо, що задача Рiмана–Гiльберта, асоцiйована з
початковими даними 𝑢0(𝑥), має розв’язок 𝑀̂(𝑦, 𝑡, 𝑥) з розвиненням

𝑀̂(𝑦, 𝑡, 𝜆) = i

(︃
0 𝑎̂1(𝑦, 𝑡)

𝑎̂−11 (𝑦, 𝑡) 0

)︃
+ i𝜆

(︃
𝑎̂2(𝑦, 𝑡) 0

0 𝑎̂3(𝑦, 𝑡)

)︃
+ O(𝜆2)

при 𝜆 → 0. Тодi розв’язок 𝑢(𝑥, 𝑡) задачi Кошi можна зобразити у пара-
метричний формi у термiнах 𝑎̂𝑗(𝑦, 𝑡), 𝑗 = 1, 2, 3 таким чином: 𝑢(𝑥, 𝑡) =

𝑢̂(𝑦(𝑥, 𝑡), 𝑡), де

𝑢̂(𝑦, 𝑡) = 𝑎̂1(𝑦, 𝑡)𝑎̂2(𝑦, 𝑡) + 𝑎̂−11 (𝑦, 𝑡)𝑎̂3(𝑦, 𝑡),

𝑥(𝑦, 𝑡) = 𝑦 − 2 ln 𝑎̂1(𝑦, 𝑡) + 𝐴2
2𝑡.

Крiм того, 𝑢̂𝑥(𝑦, 𝑡) також може бути алгебраїчно зображено у термiнах
𝑎̂𝑗(𝑦, 𝑡), 𝑗 = 1, 2, 3, а саме: 𝑢𝑥(𝑥, 𝑡) = 𝑢̂𝑥(𝑦(𝑥, 𝑡), 𝑡), де

𝑢̂𝑥(𝑦, 𝑡) = −𝑎̂1(𝑦, 𝑡)𝑎̂2(𝑦, 𝑡) + 𝑎̂−11 (𝑦, 𝑡)𝑎̂3(𝑦, 𝑡).

Ключовi слова: диференцiальнi рiвняння з частинними похiдними, iн-
тегровнi нелiнiйнi рiвняння, модифiковане рiвняння Камасси–Хольма, за-
дача Рiмана–Гiльберта, спектральна задача, пара Лакса, симетрiї, пряма
задача розсiювання, обернена задача розсiювання, метод оберненої задачi
розсiювання, нелiнiйний метод найшвидшого спуску, солiтон, асимптотика.
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Abstract

I. Karpenko, “The modified Camassa–Holm equation with nonvanishing boun-
dary conditions by a Riemann–Hilbert approach,” – Scholarly manuscript.

PhD Thesis in Mathematics (specialty code: 111). B. Verkin Institute for Low
Temperature Physics and Engineering of the National Academy of Sciences of
Ukraine.

This Thesis aims at the development of the inverse scattering transform
(IST), in the form of a Riemann–Hilbert problem, for the modified Camassa–
Holm (mCH) equation:

𝑚𝑡 +
(︀
(𝑢2 − 𝑢2𝑥)𝑚

)︀
𝑥

= 0, 𝑚 := 𝑢− 𝑢𝑥𝑥,

in order to study properties of solutions of the mCH equations, particularly,
their the long-time behavior.

Two main problem settings are as follows:

(i) The Cauchy problem on the whole 𝑥-line in the case when the solution is
assumed to approach a non-zero constant as |𝑥| → ∞.

(ii) The Cauchy problem on the whole 𝑥-line in the case when the solution is
assumed to approach two different constants as 𝑥→ +∞ and 𝑥→ −∞.

In Chapter 2, we consider the Cauchy problem for the modified Camassa–
Holm equation on the line:

𝑚𝑡 +
(︀
(𝑢2 − 𝑢2𝑥)𝑚

)︀
𝑥

= 0, 𝑚 := 𝑢− 𝑢𝑥𝑥, 𝑡 > 0, −∞ < 𝑥 < +∞,
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𝑢(𝑥, 0) = 𝑢0(𝑥), −∞ < 𝑥 < +∞,

assuming that
𝑢0(𝑥)→ 1 as 𝑥→ ±∞

and that the time evolution preserves this behavior: 𝑢(𝑥, 𝑡) → 1 as 𝑥 → ±∞
for all 𝑡 > 0. A non-zero background provides that the spectral problem in
the associated Lax pair equations has a continuous spectrum, which allows us
to formulate the inverse spectral problem as a Riemann–Hilbert factorization
problem with jump conditions across the real axis (constituting the continuous
spectrum).

Our development of the Riemann–Hilbert problem formalism is based on
the adaptation of a general idea — the use of dedicated (Jost) solutions of the
associated Lax pair equations as “building block” for a matrix-valued Riemann–
Hilbert problem, which is to be formulated in the complex plane of the spectral
parameter and parameterized by the spatial and temporal variable of the nonli-
near equation in question — to the case of the mCH equation taking into account
particular features of its Lax pair equations.

The Lax pair originally proposed and conventionally used in studies of the
mCH equation has the form of 2× 2 matrix linear differential equations:

Φ𝑥(𝑥, 𝑡, 𝜆) = U(𝑥, 𝑡, 𝜆)Φ(𝑥, 𝑡, 𝜆), Φ𝑡(𝑥, 𝑡, 𝜆) = V(𝑥, 𝑡, 𝜆)Φ(𝑥, 𝑡, 𝜆)

where the coefficient matrices U and V are defined in terms of a solution of the
mCH equation:

U =
1

2

(︃
−1 𝜆𝑚

−𝜆𝑚 1

)︃
, V =

(︃
𝜆−2 + 𝑢2−𝑢2

𝑥

2 −𝑢−𝑢𝑥

𝜆 − 𝜆(𝑢2−𝑢2
𝑥)𝑚

2
(𝑢+𝑢𝑥)

𝜆 + 𝜆(𝑢2−𝑢2
𝑥)𝑚

2 −𝜆−2 − 𝑢2−𝑢2
𝑥

2

)︃
.

Two specific features of the 𝑥-equation associated with the mCH equation
(involving U and constituting the spectral problem, with the spectral parameter
𝜆), that affect analytic properties of the Jost solutions are as follows: (a) 𝜆 enters
U through a product with the “momentum” 𝑚(𝑥, 𝑡), which, in the framework
of the inverse problem, is an unknown function; (b) as |𝑥| → ∞, 𝑚(𝑥, 𝑡)
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approaches non-zero constants. In particular, these features affect the problem
of control of the large-𝜆 behavior of the Jost solutions. In our development of
the RH formalism, this problem is addressed by (i) transforming (by applying
a dedicated gauge transformation) the Lax pair equations to an appropriate
form, with diagonal parts that dominate, in a certain sense, for large 𝜆; (ii)
introducing a new spatial-type variable, in view of having an explicit descri-
ption of the large-𝜆 behavior of the Jost solutions in terms of space and time
parameters; (iii) introducing a new (uniformising) spectral parameter 𝜇 (related
to 𝜆 by 𝜆 = −1

2(𝜇 + 1
𝜇)), which allows us to avoid non-rational dependence of

the coefficients in the Lax pair equations on the spectral parameter.
Moreover, we take advantage of a consequence of property (a) that for 𝜆 = 0,

U becomes “solution-independent” (independent of 𝑢), which suggests an effici-
ent way for “extracting” the solution of the Cauchy problem from the solution of
the RH problem taking the details of the behavior of the latter as 𝜆→ 0. With
this respect, the mCH equation turns out to be remarkably different from other
Camassa–Holm-type equations (including the original Camassa–Holm equati-
on): in order to control the Jost solutions at 𝜆 = 0, there is no need of a separate
gauge transformation of the original Lax pair, but the required form of the Lax
pair comes from regrouping the terms of that appropriate for large 𝜆.

Using the developed formalism, we obtain a parametric representation of the
solution of the Cauchy problem for the mCH equation on a constant background
in terms of the solution of the associated RH problem, the data for which (the
jump matrix and the parameters of the residue conditions, if any) are uniquely
determined by the initial data for the Cauchy problem.

Particularly, this formalism allows us to characterize regular as well as non-
regular one-soliton solutions (solutions characterized by a single (up to the
symmetries) singularity in the RH problem and having the form of a perturbati-
on propagating with a constant speed while keeping its form unchanged) associ-
ated with the RH problems with trivial jump condition and appropriately
prescribed residue conditions. In this way, we specify two families of non-regular
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soliton solutions of the mCH equation: (i) peakon-type solutions, which are
continuous together with their first derivative but having unbounded derivati-
ves of order greater than 2 at the peak points; (ii) loop-shaped, multi-valued
solutions, which are conventional, signal-valued solitons in the modified vari-
ables that becomes multi-valued when going back to the original variables, 𝑥
and 𝑡.

Theorem. The mCH equation has a family of one-soliton solutions, regular
as well as non-regular, 𝑢(𝑥, 𝑡) ≡ 𝑢𝜃,𝛿(𝑥, 𝑡), characterized by two parameters,
𝛿 > 0 and 𝜃 ∈ (0, 𝜋2 ). These solitons 𝑢(𝑥, 𝑡) ≡ 𝑢̂(𝑦(𝑥− 𝑡, 𝑡), 𝑡) + 1 are given, in
parametric form, by

𝑢̂(𝑦, 𝑡) = 4 tan2 𝜃
𝑧2(𝑦, 𝑡) + 2 cos2 𝜃 · 𝑧(𝑦, 𝑡) + cos2 𝜃

(𝑧2(𝑦, 𝑡) + 2𝑧(𝑦, 𝑡) + cos2 𝜃)2
𝑧(𝑦, 𝑡),

𝑥(𝑦, 𝑡) = 𝑦 + 2 ln
𝑧(𝑦, 𝑡) + 1 + sin 𝜃

𝑧(𝑦, 𝑡) + 1− sin 𝜃
,

𝑧(𝑦, 𝑡) = 2𝛿 sin 𝜃 e𝑦 sin 𝜃e−
2 sin 𝜃
cos2 𝜃

𝑡.

Depending on the value of the parameter 𝜃, the solutions have qualitatively
different properties:

(i) For 𝜃 ∈ (0, 𝜋3 ), one-soliton solutions are smooth in the original ((𝑥, 𝑡))
variables.

(ii) For 𝜃 = 𝜋
3 , one-soliton solutions have finite smoothness in the (𝑥, 𝑡) vari-

ables.

(iii) For 𝜃 ∈ (𝜋3 ,
𝜋
2 ), one-soliton solutions are regular in the (𝑦, 𝑡) variables but

can be viewed as multivalued and loop-shaped in the (𝑥, 𝑡) variables.

In Chapter 3, taking the formalism developed in Section 2 as the starting
point, we obtain the leading large-𝑡 asymptotic terms for the solution of the
Cauchy problem for the modified Camassa–Holm equation on the whole line in
the case when the solution is assumed to approach a non-zero constant at the
both infinities of the space variable. We focus on the study of the solitonless
case assuming that there are no residue conditions (for the soliton case, where
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the basic RH problem involves residue conditions, one can reduce (using the
Blaschke–Potapov factors) this RH problem to that having no residue conditi-
ons).

For the sake of the large-𝑡 analysis, we reduce the original (singular) RH
problem representation for the solution of the mCH equation to the solution of
a regular RH problem (i.e., to a RH problem with the jump and normalization
conditions only). A notable feature of the modified Camassa–Holm equation
is that the associated basic RH problem has two singularity conditions (at
𝜇 = ±1) with different matrix structures, which does not allow getting rid of
them by reducing the matrix RH problem to a vector one, as it can be done in
the case of the (original) Camassa–Holm equation. In our approach, we address
the reduction problem in two steps. First, we reduce the RH problem with the
singularity conditions at 𝜇 = ±1 to a RH problem which is characterized by
the following two conditions: (i) the matrix entries are regular at 𝜇 = ±1,
but the determinant of the (matrix) solution vanishes at 𝜇 = ±1 (notice that
det𝑀(𝜇) ≡ 1 for the solution of the original RH problem); (ii) the solution is
singular at 𝜇 = 0. Then, we represent the solution of the latter RH problem
in terms of the solution of a regular one. In turn, the solution of the resulting
regular RH problem is analyzed asymptotically, as 𝑡→ +∞, using an appropri-
ate adaptation of the nonlinear steepest descent method. This finally allows us
to present the leading asymptotic terms for the solution 𝑢(𝑥, 𝑡) of the Cauchy
problem, in two sectors of the (𝑥, 𝑡) half-plane, 1 < 𝑥

𝑡 < 3 and 3
4 <

𝑥
𝑡 < 1,

where the deviation from the background value is nontrivial (in the remaining
sectors 𝑥

𝑡 > 3 and 𝑥
𝑡 <

3
4 , 𝑢(𝑥, 𝑡) decays to 1 rapidly).

Theorem. Let 𝑢0(𝑥) be a smooth function which tends sufficiently fast to 1

as 𝑥 → ±∞ and satisfies (1 − 𝜕2𝑥)𝑢0(𝑥) > 0 for all 𝑥. Assume the solitonless
case, i.e., assume that the appropriate spectral (scattering) function associated
with 𝑢0(𝑥) has no zeros in the upper half-plane

Then the solution 𝑢(𝑥, 𝑡) of the Cauchy problem has the following large-time
asymptotics in two sectors of the (𝑥, 𝑡) half-plane specified by 1 < 𝑥

𝑡 < 3 and
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3
4 <

𝑥
𝑡 < 1:

(i) For 1 < 𝜁 := 𝑥
𝑡 < 3,

𝑢(𝑥, 𝑡) = 1 +
𝐶1(𝜁)√

𝑡
cos
{︁
𝐶2(𝜁)𝑡+ 𝐶3(𝜁) ln 𝑡+ 𝐶4(𝜁)

}︁
+ o(𝑡−1/2);

(ii) For 3
4 <

𝑥
𝑡 < 1,

𝑢(𝑥, 𝑡) = 1+
∑︁
𝑗=0,1

𝐶
(𝑗)
1 (𝜁)√
𝑡

cos
{︁
𝐶

(𝑗)
2 (𝜁)𝑡+ 𝐶

(𝑗)
3 (𝜁) ln 𝑡+ 𝐶

(𝑗)
4 (𝜁)

}︁
+o(𝑡−1/2),

where 𝐶𝑖, 𝐶
(𝑗)
𝑖 , 𝐶4, 𝐶𝑗

4 are functions of 𝜁 that can be specified in terms of the
scattering data, which in turn are uniquely determined by the initial data.

In Chapter 4, we consider the Cauchy problem for the modified Camassa–
Holm equation on the whole line in the case when the solution is assumed to
approach two different constants at plus and minus infinity of the space variable,
namely:

𝑚𝑡 +
(︀
(𝑢2 − 𝑢2𝑥)𝑚

)︀
𝑥

= 0, 𝑚 := 𝑢− 𝑢𝑥𝑥, 𝑡 > 0, −∞ < 𝑥 < +∞,
𝑢(𝑥, 0) = 𝑢0(𝑥), −∞ < 𝑥 < +∞,

assuming that

𝑢0(𝑥)→

⎧⎨⎩𝐴1, 𝑥→ −∞
𝐴2, 𝑥→∞

and that the time evolution preserves this behavior.
We develop the Riemann–Hilbert problem formalism for this Cauchy problem.

For this purpose, we introduce appropriate transformations of the Lax pair
equations and the associated Jost solutions (“eigenfunctions”) and present detai-
led analytic properties of the eigenfunctions and the corresponding spectral
functions (scattering coefficients), including the symmetries and the behavior
at the branch points. The construction of the Riemann–Hilbert problem exploits
the transformed Lax pair equations involving the functions 𝑘𝑗(𝜆) :=

√︁
𝜆2 − 1

𝐴2
𝑗
,

𝑗 = 1, 2 specified as having the branch cuts (−∞,− 1
𝐴𝑗

)∪ ( 1
𝐴𝑗
,∞). Similarly to
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the case of the constant background, the solution of the constructed Riemann–
Hilbert problem evaluated at 𝜆 = 0 gives a parametric representation of the
solution of the Cauchy problem.

Theorem. Assume that 𝑢(𝑥, 𝑡) is the solution of the Cauchy problem and
let 𝑀̂(𝑦, 𝑡, 𝑥) be the solution of the associated RH problem, whose data are
determined by 𝑢0(𝑥). Let

𝑀̂(𝑦, 𝑡, 𝜆) = i

(︃
0 𝑎̂1(𝑦, 𝑡)

𝑎̂−11 (𝑦, 𝑡) 0

)︃
+ i𝜆

(︃
𝑎̂2(𝑦, 𝑡) 0

0 𝑎̂3(𝑦, 𝑡)

)︃
+ O(𝜆2)

be the development of 𝑀̂(𝑦, 𝑡, 𝜆) as 𝜆 → 0. Then the solution 𝑢(𝑥, 𝑡) of the
Cauchy problem can be expressed, in a parametric form, in terms of 𝑎̂𝑗(𝑦, 𝑡),
𝑗 = 1, 2, 3 as follows: 𝑢(𝑥, 𝑡) = 𝑢̂(𝑦(𝑥, 𝑡), 𝑡), where

𝑢̂(𝑦, 𝑡) = 𝑎̂1(𝑦, 𝑡)𝑎̂2(𝑦, 𝑡) + 𝑎̂−11 (𝑦, 𝑡)𝑎̂3(𝑦, 𝑡),

𝑥(𝑦, 𝑡) = 𝑦 − 2 ln 𝑎̂1(𝑦, 𝑡) + 𝐴2
2𝑡.

Moreover, 𝑢̂𝑥(𝑦, 𝑡) can also be algebraically expressed in terms of 𝑎̂𝑗(𝑦, 𝑡), 𝑗 =

1, 2, 3; namely, 𝑢𝑥(𝑥, 𝑡) = 𝑢̂𝑥(𝑦(𝑥, 𝑡), 𝑡), where

𝑢̂𝑥(𝑦, 𝑡) = −𝑎̂1(𝑦, 𝑡)𝑎̂2(𝑦, 𝑡) + 𝑎̂−11 (𝑦, 𝑡)𝑎̂3(𝑦, 𝑡).

Keywords: partial differential equations, integrable nonlinear equations,
modified Camassa–Holm equation, Riemann–Hilbert problem, spectral problem,
Lax pair, symmetries, direct scattering problem, inverse scattering problem,
inverse scattering transform method, nonlinear steepest descent method, soli-
ton, asymptotics.
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Умовнi позначення

𝜎1 ... перша матриця Паулi, 𝜎1 := ( 0 1
1 0 )

𝜎2 ... друга матриця Паулi, 𝜎2 :=
(︀
0 −i
i 0

)︀
𝜎3 ... третя матриця Паулi, 𝜎3 := ( 1 0

0 −1 )

𝑓 *(𝑘) ... спряжена за Шварцем функцiя 𝑓(𝑘): для 𝑘 ∈ C, 𝑓 *(𝑘) := 𝑓(𝑘)

𝜆 ... спектральний параметр

𝜇 ... спектральний параметр, пов’язаний з 𝜆 як 𝜆 = −1
2

(︁
𝜇+ 1

𝜇

)︁
𝑘 ... спектральний параметр, пов’язаний з 𝜆 як 𝜆2 = 4𝑘2 + 1

C+ ... верхня комплексна пiвплощина, C+ = {𝜆 ∈ C| Im(𝜆) > 0}
C− ... нижня комплексна пiвплощина, C− = {𝜆 ∈ C| Im(𝜆) < 0}
𝑀 𝑖 ... 𝑖-тий стовпець матрицi 𝑀
Σ𝑗 ... Σ𝑗 = (−∞,− 1

𝐴𝑗
] ∪ [ 1

𝐴𝑗
,∞)

Σ̇𝑗 ... Σ̇𝑗 = (−∞,− 1
𝐴𝑗

) ∪ ( 1
𝐴𝑗
,∞)

Σ0 ... замкнена множина, [− 1
𝐴1
,− 1

𝐴2
] ∪ [ 1

𝐴2
, 1
𝐴1

]

Σ̇0 ... вiдкрита множина, Σ̇0 = (− 1
𝐴1
,− 1

𝐴2
) ∪ ( 1

𝐴2
, 1
𝐴1

)

𝜆+ ... точка на верхнiй сторонi Σ𝑗, 𝜆+ = lim𝜖↓0 𝜆+ i𝜖

𝜆− ... точка на нижнiй сторонi Σ𝑗, 𝜆− = lim𝜖↓0 𝜆− i𝜖

𝑘𝑗(𝜆) ... вiтка квадратного кореня 𝑘𝑗(𝜆) :=
√︁
𝜆2 − 1

𝐴2
𝑗
, 𝑗 = 1, 2 з розрiзом Σ𝑗,

фiксована умовою 𝑘𝑗(0) = i
𝐴𝑗
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Вступ

Обґрунтування вибору теми дослiдження
Протягом останнiх 50 рокiв багато вчених iнтенсивно вивчали iнтегровнi

нелiнiйнi рiвняння, вiдколи стало зрозумiлим, що метод оберненої задачi
розсiювання, який було винайдено для iнтегрування конкретного нелiнiй-
ного рiвняння — рiвняння Кортевега–де Фрiза [72], є не просто випадковим
красивим математичним трюком, а може бути ефективно застосований до
вивчення широкого класу рiвнянь, якi є важливими моделями нелiнiйних
явищ у багатьох галузях фiзики.

Одним з таких рiвнянь є рiвняння Камасси–Хольма (КХ) [33, 34]

𝑚𝑡 + (𝑢𝑚)𝑥 + 𝑢𝑥𝑚 = 0, 𝑚 := 𝑢− 𝑢𝑥𝑥,

яке iнтенсивно дослiджується протягом останнiх 30 рокiв.
Рiвняння КХ є моделлю односпрямованого поширення мiлководних хвиль

на пласкому днi [82, 44]. З математичної точки зору, воно має бi-гамiльтонову
структуру [33], є повнiстю iнтегровним i має алгебро-геометричнi розв’язки
[105]. Воно має як глобальнi сильнi розв’язки, так i розв’язки з розривом
за скiнченний час [39, 41, 42, 43], а також має глобальнi слабкi розв’язки в
𝐻1(R) [31, 45, 116]. Розв’язки солiтонного типу рiвняння КХ, що спадають
на нескiнченностi [34], є слабкими розв’язками, якi мають вигляд пiкових
хвиль (𝑢(𝑥, 𝑡) i 𝑢𝑥(𝑥, 𝑡) обмеженi, але 𝑢𝑥(𝑥, 𝑡) розривна), якi є орбiтально
стабiльними [46].

Цiкавi математичнi та фiзичнi властивостi рiвняння КХ стимулювали
дослiдження його рiзноманiтних модифiкацiй та узагальнень, див., напри-
клад, [118]. Новiков [103] застосував пiдхiд збурливої симетрiї для класи-
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фiкацiї iнтегровних рiвнянь вигляду(︀
1− 𝜕2𝑥

)︀
𝑢𝑡 = 𝐹 (𝑢, 𝑢𝑥, 𝑢𝑥𝑥, 𝑢𝑥𝑥𝑥, . . . ), 𝑢 = 𝑢(𝑥, 𝑡), 𝜕𝑥 = 𝜕/𝜕𝑥,

припускаючи, що 𝐹 є однорiдним диференцiальним полiномом над C, ква-
дратичним або кубiчним за 𝑢 та його 𝑥-похiдними. У списку рiвнянь, на-
ведених у [103], рiвняння (32), яке було другим рiвнянням з кубiчною не-
лiнiйнiстю, має вигляд

𝑚𝑡 +
(︀
(𝑢2 − 𝑢2𝑥)𝑚

)︀
𝑥

= 0, 𝑚 := 𝑢− 𝑢𝑥𝑥.

З iншого боку, це рiвняння (в еквiвалентнiй формi) з’явилося у роботах
Фокаса [67] та Олвера i Розенау [104] у 1996 роцi як нова iнтегровна си-
стема. Пара Лакса для цього рiвняння була запропонована Цяо (Qiao)
[106], тому його iнодi називають рiвнянням Фокаса-Ольвера-Розенау-Цяо
(FORQ, ФОРЦ) [77], але здебiльшого воно вiдоме як модифiковане рiвня-
ння Камасси–Хольма (mCH, мКХ).

У дисертацiї розроляється формалiзм оберненої задачi розсiювання у
формi адачi Рiмана-Гiльерта для дослiдження рiвняння мКХ. Специфiкою
дослiдження є те, що це рiвняння розглядається у випадку неспадаючих
граничних умов, зокрема, ступiнчастих. Такi задачi привертають особли-
ву увагу, оскiльки вони можуть бути використанi як моделi для вивчення
дисперсiйних ударних хвиль [12]. Таким чином, тема дослiдження цiкава
не тiльки з теоретичної точки зору, але й з точки зору потенцiйних засто-
сувань.

Дослiдження, якi склали основу дисертацiйної роботи, проводились в
рамках науково-дослiдних робiт тематичного плану ФТIНТ iм. Б.I. Вєркi-
на НАН України «Геометричнi та асимптотичнi методи в теорiї крайових
задач математичної фiзики» (номер державної реєстрацiї 0116U005036) та
«Аналiтичнi i асимптотичнi методи математичної фiзики i геометрiї» (но-
мер державної реєстрацiї 0121U108115), а також НДР «Нестандартнi не-
локальнi та пiконнi iнтегровнi рiвняння: асимптотика та метод оберненої
задачi» (номер державної реєстрацiї 0121U111968).
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Частина роботи над дисертацiєю виконувалась у рамках програми ака-
демiчної мобiльностi з Вiденським унiверситетом (м. Вiдень, Австрiя; спiв-
керiвник програми професор Геральд Тешль).

Мета i завдання дослiдження
Метою дисертацiйної роботи є розробка методу оберненої задачi роз-

сiювання у формi задачi Рiмана-Гiльерта для модифiкованого рiвняння
Камасси–Хольма та дослiдження властивостей розв’язкiв задачi Кошi для
цього рiвняння з рiзними граничними умовами, зокрема, їхньої поведiнки
за великим часом. Зокрема, розглядаються задачi з ненульовим постiйним
фоном (роздiли 2 i 3) та зi ступiнчастим фоном (роздiл 4).

Об’єктом дослiдження є модифiковане рiвняння Камасси–Хольма, яке
є нелiнiйним iнтегровним диференцiальним рiвнянням з частинними похi-
дними, та початковi задачi (задачi Кошi) для нього.

Предметом дослiдження є розв’язки початкових задач на осi (задач
Кошi) для модифiкованого рiвняння Камасси–Хольма у випадку, коли цi
розв’язки прямують до ненульових констант коли просторова змiнна пря-
мує до тiєї чи iншої нескiнченностi.

Методи дослiджень
Для дослiдження поставлених задач застосовується метод оберненої за-

дачi розсiювання (МОЗР) у виглядi задачi Рiмана–Гiльберта (РГ).
Схема МОЗР полягає в наступному: (i) вiдштовхуючись вiд заданих по-

чаткових даних 𝑢0(𝑥), отримуємо данi розсiювання як функцiї спектраль-
ного параметра, розв’язавши пряму задачу розсiювання; (ii) потiм отримує-
мо еволюцiю цих даних розсiювання, розв’язавши певну кiлькiсть лiнiйних
задач; (iii) зрештою, отримуємо розв’язок задачi Кошi для нелiнiйного рiв-
няння, розв’язавши обернену задачу розсiювання.

Останнiй крок у цiй процедурi, обернену задачу розсiювання, можна
ефективно розв’язати, переформулювавши її як задачу факторизацiї Рiма-
на–Гiльберта (РГ). Вiдправною точкою тут є зображення у виглядi пари
Лакса. Це пара лiнiйних диференцiальних рiвнянь, якi залежать вiд дода-
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ткового спектрального параметра i умовою сумiсностi яких є саме нелiнiйне
диференцiальне рiвняння. Метод задачi РГ зводиться до правильного ви-
бору розв’язкiв рiвнянь пари Лакса, а потiм до побудови задачi РГ з цих
обраних розв’язкiв.

Далi аналiзується асимптотика за великим часом за допомогою так зва-
ного нелiнiйного методу найскорiшого спуску [52]. Цей метод полягає в
послiдовних перетвореннях вихiдної задачi РГ, з метою звести її до явно
розв’язної. Послiдовнi кроки включають (i) вiдповiднi трикутнi фактори-
зацiї матрицi стрибкiв; (ii) “поглинанн” трикутних множникiв з контрольо-
ваною поведiнкою за великим часом; (iii) зведення, пiсля перемасштабува-
ння, до задачi РГ, яка може бути розв’язана в термiнах певних спецiальних
функцiй.

Новизна отриманих результатiв
Усi результати, представленi в роботах [18], [85] та [86] i включенi в ди-

сертацiю, отриманi автором самостiйно. Результати, що належать iншим
вченим, згадуються в мiру необхiдностi для повноти викладу i супрово-
джуються вiдповiдними посиланнями.

У дисертацiї розвинуто метод оберненого перетворення розсiювання у
виглядi задачi Рiмана–Гiльберта для задач Кошi для модифiкованого рiв-
няння Камасси–Хольма з рiзними граничними умовами. Зокрема, отрима-
но такi результати:

(i) отримано зображення розв’язку задачi Кошi для модифiкованого рiв-
няння Камасси–Хольма на всiй прямiй у випадку, коли розв’язок пря-
мує до ненульової сталої на обох нескiнченностях просторової змiнної,
у термiнах розв’язку пов’язаної з нею задачi Рiмана–Гiльберта. Цей
результат отримано вперше (роздiл 2).

(ii) отримано головнi асимптотичнi члени розв’язку задачi Кошi для мо-
дифiкованого рiвняння Камасси–Хольма на всiй прямiй у випадку,
коли розв’язок прямує до ненульової сталої на обох нескiнченностях
просторової змiнної. Цей результат отримано вперше (роздiл 3).
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(iii) отримано зображення розв’язку задачi Кошi для модифiкованого рiв-
няння Камасси–Хольма на всiй прямiй у випадку, коли передбачає-
ться, що розв’язок прямує до двох рiзних сталих на плюс i мiнус не-
скiнченностях просторової змiнної, у термiнах розв’язку пов’язаної з
нею задачi Рiмана–Гiльберта. Цей результат отримано вперше (роздiл
4).

Особистий внесок
Постановка задачi, що розглядається в роздiлi 2, належить науковому

керiвнику Дмитру Шепельському, постановка задачi, що розглядається в
роздiлi 3, належить науковому керiвнику Дмитру Шепельському та Аннi
Буте де Монвель, постановка задачi, що розглядається в роздiлi 4, нале-
жить Дмитру Шепельському та Геральду Тешлу. Всi результати, представ-
ленi в роботах [18], [85] i [86] i включенi в дисертацiю, отриманi автором
самостiйно. Результати, якi належать iншим вченим, згадуються для пов-
ноти викладу i супроводжуються вiдповiдними посиланнями.

Апробацiя результатiв дисертацiї
Результати дисертацiї обговорювалися на наукових семiнарах вiддiлiв

математичної фiзики та диференцiальних рiвнянь та геометрiї Фiзико-тех-
нiчного iнституту низьких температур iм. Б.I. Вєркiна НАН України та на
семiнарi математичної фiзики Вiденського унiверситету, а також доповiд-
алися на дев’яти мiжнародних конференцiях:

1. I. Karpenko, D. Shepelsky, “A Riemann–Hilbert approach to the modified
Camassa–Holm equation with nonzero boundary conditions”, VI Internati-
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Структура та обсяг дисертацiйної роботи
Дисертацiя складається зi змiсту, передмови, глосарiю умовних позна-

чень, вступу, чотирьох роздiлiв, висновкiв та списку використаних джерел,
який мiстить 120 позицiй. Загальний обсяг дисертацiї становить 182 сто-
рiнки. Обсяг основної частини роботи становить 148 сторiнок.

Роздiл 1 присвячено огляду лiтератури за темою дисертацiї. У роздiлi
2 дослiджено початкову задачу для модифiкованого рiвняння Камасси–
Хольма на ненульовому сталому фонi. У роздiлi 3 дослiджено асимптоти-
ку за великим часом асимптотику для цiєї задачi. У роздiлi 4 розглянуто
початкову задачу для модифiкованого рiвняння Камасси–Хольма зi сту-
пiнчастими початковими даними.

Практичне значення отриманих результатiв
Дисертацiя має теоретичний характер. Отриманi результати та запро-

понованi методи можуть бути використанi в подальших дослiдженнях по-
чаткових та початково-крайових задач для рiвнянь типу Камасси–Хольма,
якi можуть бути перспективними моделями фiзичних процесiв рiзної при-
роди.

Публiкацiї
Основнi результати дисертацiї опублiкованi в 3 наукових статтях, що

iндексуються в мiжнародних наукометричних базах даних Scopus та Web
of Science. Двi з них [18, 86] опублiкованi в наукових журналах iнших країн,
одна з них [85] опублiкована в українському науковому журналi.

Вiдповiдно до класифiкацiї SCImago Journal and Country Rank, статтi
[18] та [86] опублiкованi в журналах з квартилю Q2; стаття [85] опублiко-
вана в журналi з квартилю Q3.

Крiм того, результати дисертацiї вiдображенi у 9 тезах конференцiй.
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Роздiл 1

Метод оберненої задачi розсiювання та
рiвнянь типу Камасси–Хольма (огляд
лiтератури)

1.1 Iнтегровнi рiвняння та метод оберненої задачi роз-
сiювання

У 1965 роцi Забузький та Крускал виявили, що частинкоподiбний розв’язок
у виглядi усамiтненої хвилi нелiнiйного рiвняння Кортевега-де Фрiза (КдФ)
має властивiсть, що ранiше була невiдома: цей розв’язок “пружно” вза-
ємодiє з iншим розв’язком такого типу. Вони назвали цi розв’язки солi-
тонами. Невдовзi пiсля цього вiдкриття Гарднер, Ґрiн, Крускал i Мiура
(1967), (1974) вiдкрили новий метод математичної фiзики (див. [72, 73]).
Зокрема, вони запропонували метод розв’язання рiвняння КдФ, викори-
стовуючи iдеї прямого та оберненого розсiювання для лiнiйного рiвняння
Штурма-Лiувiлля. У 1968 роцi Лакс значно узагальнив цi iдеї [89]. На той
час було незрозумiло, чи можна застосувати цей метод до iнших важливих
з фiзичної точки зору нелiнiйних еволюцiйних рiвнянь. Однак у 1972 роцi
Захаров i Шабат показали, що метод не був випадковiстю. Застосувавши
iдеї прямого та оберненого розсiювання, вони розв’язали початкову задачу
для нелiнiйного рiвняння Шредiнгера [119]. У 1973 роцi, використовую-
чи цi iдеї, Абловiц, Кауп, Ньюелл i Сеґур зробили те саме для рiвняння
синус–Ґордона [2]. А потiм вони розробили спосiб для знаходження досить
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широкого класу нелiнiйних еволюцiйних рiвнянь, якi можна розв’язати цим
методом [3, 4]. Вони назвали цю процедуру методом оберненої задачi роз-
сiювання (МОЗР).

У найзагальнiшому виглядi рiвняння 𝐹 (𝑢𝑡, 𝑢, 𝑢𝑥, 𝑢𝑥𝑥, ...) = 0 називається
iнтегровним, якщо воно є умовою сумiсностi системи лiнiйних рiвнянь (так
званої пари Лакса):⎧⎨⎩Φ𝑥(𝑥, 𝑡, 𝜆) = 𝑈(𝑥, 𝑡, 𝜆)Φ(𝑥, 𝑡, 𝜆)

Φ𝑡(𝑥, 𝑡, 𝜆) = 𝑉 (𝑥, 𝑡, 𝜆)Φ(𝑥, 𝑡, 𝜆)
, (1.1)

де 𝑈 i 𝑉 визначаються в термiнах розв’язку рiвняння, а 𝜆 ∈ C є допомi-
жним (спектральним) параметром. Саме пара Лакса є вiдправною точкою
для вивчення рiзних задач для iнтегровних рiвнянь, наприклад, знахо-
дження рiзних типiв точних розв’язкiв (за допомогою так званих перетво-
рень типу Беклунда–Дарбу), чи розв’язування початкових та початково-
крайових задач.

Iнтегровнi нелiнiйнi диференцiальнi рiвняння з неспадаючими на нескiн-
ченностi граничними умовами є предметом численних дослiджень, див.,
наприклад, [11, 15]. Зокрема, початковi задачi з початковими даними, що
прямують до рiзних “фонiв” на рiзних просторових нескiнченностях (так
званi ступiнчастi початковi данi) привернули значну увагу, оскiльки вони
можуть бути використанi як моделi для вивчення дисперсiйних ударних
хвиль [12].

У загальному випадку, МОРЗ для розв’язування початкових задач для
iнтегровних нелiнiйних рiвнянь, записаних у виглядi умови сумiсностi для
лiнiйних рiвнянь, полягає в наступному (див. рисунок 1.1): стартуючи з за-
даних початкових даних, розв’язати пряму задачу, тобто визначити вiдпо-
вiднi власнi функцiї (розв’язки 𝑥-рiвняння пари Лакса) з добре контрольо-
ваними аналiтичними властивостями (як функцiї спектрального параметра
𝜆) i пов’язанi з ними спектральнi функцiї (вiд 𝜆); тодi, в силу 𝑡-рiвняння
пари Лакса, асоцiйованi функцiї еволюцiонують простим, явним чином; на-
рештi, використовуючи явну еволюцiю спектральних функцiй, розв’язати
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Розв’язок 𝑢(𝑥, 𝑡)

Початковi данi
𝑢(𝑥, 0)

Данi розсiювання
𝑆(𝑡) при 𝑡 > 0

Данi розсiювання
𝑆(0) при 𝑡 = 0

Нелiнiйне

ДРЧП

Обернена задача розсiювання

Лiнiйнi

ЗДР

Пряма задача розсiювання

Рис. 1.1: Схема МОЗР

обернену задачу знаходження вiдповiдного коефiцiєнта в 𝑥-рiвняннi. В си-
лу сумiсностi рiвнянь пари Лакса цей коефiцiєнт еволюцiонує вiдповiдно
до заданого нелiнiйного рiвняння, i таким чином є розв’язком задачi Кошi
для цього рiвняння.

Рис. 1.2: Задача Рiмана–Гiльберта: крайова задача в комплексному аналiзi

Останнiй крок у цiй процедурi, обернену задачу розсiювання, можна
ефективно розв’язати, переформулювавши її як задачу факторизацiї Рiмана–
Гiльберта (RH) (див. рисунок 1.2): за заданими контуром на комплекснiй
площинi та матричнiй функцiї, визначенiй на цьому контурi, знайти кусково-
аналiтичну (вiдносно контуру), матричнозначну функцiю, граничнi значен-
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ня якої на контурi пов’язанi за допомогою заданої функцiї. У застосуваннях
до нелiнiйних рiвнянь, задана матриця (стрибка) залежить також вiд па-
раметрiв (якi є фiзичними змiнними у вiдповiдному нелiнiйному рiвняннi,
наприклад, простору 𝑥 i часу 𝑡), а отже, розв’язок задачi РГ також зале-
жить вiд цих параметрiв. Якщо матрицю стрибкiв побудовано належним
чином, використовуючи початковi данi для (нелiнiйного) диференцiально-
го рiвняння з частинними похiдними (ДРЧП), то, обчислюючи розв’язок
задачi РГ при певному значеннi спектральної змiнної, можна отримати
розв’язок вихiдної задачi Кошi для цього ДРЧП.

У певному сенсi зображення розв’язку нелiнiйного (iнтегровгого) рiвня-
ння у термiнах розв’язку вiдповiдної задачi Рiмана–Гiльберта є аналогом
iнтегрального зображення у випадку лiнiйних ДРЧП, у термiнах рядiв або
iнтегралiв Фур’є, або функцiї Грiна. Для лiнiйних ДРЧП iнтегральнi зо-
браження дозволяють:

• отримати результати iснування та єдиностi, що безпосередньо випли-
вають iз теорiї iнтегрування;

• вивчати асимптотику за допомогою методу стацiонарної фази або ме-
тоду найшвидшого спуску;

• чисельно обчислювати розв’язки за допомогою методу простих ква-
дратур.

У випадку iнтегровних нелiнiйних ДРЧП, всi цi цiлi певною мiрою до-
сягаються за допомогою розвитку формалiзму задачi РГ [112]. Зокрема,
результати про iснування можна отримати, довiвши iснування розв’язку
асоцiйованої задачi РГ та контролюючи його поведiнку за просторовими
та часовим параметрами.

Асимптотику за великим часом можна ефективно аналiзувати за допо-
могою так званого нелiнiйного методу найшвидшого спуску [52]. Цей метод
полягає в послiдовних перетвореннях вихiдної задачi РГ з метою звести її
до явно розв’язної. Послiдовнi кроки включають (i) вiдповiднi трикутнi
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факторизацiї матрицi стрибкiв; (ii) “поглинання” трикутних множникiв з
гарною поведiнкою за великим часом; (iii) зведення, пiсля перемасштабу-
вання, до задачi РГ, яку можна розв’язати в термiнах певних спецiальних
функцiй.

Незважаючи на те, що i МОЗР, i нелiнiйний метод найшвидшого спуску
є в певному сенсi алгоритмiчними, їхня адаптацiя до конкретного нелiнiй-
ного рiвняння є складною задачею, що вимагає великої аналiтичної роботи.
Наприклад, застосування МОЗР для початкових задач з нульовим фоном
сильно вiдрiзняється вiд застосування МОЗР для початкових задач з не-
нульовим фоном. Зокрема, властивостi вiдповiдних спектральних функцiй,
пов’язана з ними задача Рiмана–Гiльберта та адаптацiя нелiнiйного методу
найшвидшого спуску суттєво вiдрiзняються.

З iншого боку, дослiдження конкретної задачi може призвести не тiльки
до отримання результатiв для цiєї задачi, але й стимулювати розвиток но-
вих аналiтичних методiв i пiдходiв, якi можуть бути ефективно застосованi
до широкого класу задач з iнших роздiлiв математики (як це вже сталося,
зокрема, в теорiї ортогональних полiномiв i випадкових матриць великих
розмiрiв).

1.2 Рiвняння Камасси–Хольма

Рiвняння Камасси–Хольма (КХ) [33, 34]

𝑢𝑡 − 𝑢𝑥𝑥𝑡 + 3𝑢𝑢𝑥 − 2𝑢𝑥𝑢𝑥𝑥 − 𝑢𝑢𝑥𝑥 = 0, (1.2)

яке може бути також написано в термiнах змiнної моменту

𝑚𝑡 + (𝑢𝑚)𝑥 + 𝑢𝑥𝑚 = 0, 𝑚 := 𝑢− 𝑢𝑥𝑥, (1.3)

привертає увагу протягом останнiх 30 рокiв завдяки своїй багатiй мате-
матичнiй структурi. Це модель односпрямованого поширення мiлководних
хвиль над плоским дном [82, 44], вона має бi-гамiльтонову струкуру [33], є
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повнiстю iнтегровною та має алгебро-геометричнi розв’язки [105]. Локаль-
ну та глобальну розв’язнiсть задачi Кошi для рiвняння КХ добре дослi-
джено [41, 42, 47]. Зокрема, вона має як глобальнi сильнi розв’язки, так i
розв’язки, що є розривними за скiнченний час [39, 41, 42, 43], а також має
глобальнi слабкi розв’язки в 𝐻1(R) [31, 45, 116].

Розв’язки солiтонного типу рiвняння КХ, що спадають на нескiнченностi
[34], є слабкими розв’язками, якi мають форму пiкових хвиль (𝑢(𝑥, 𝑡) i
𝑢𝑥(𝑥, 𝑡) обмеженi, але 𝑢𝑥(𝑥, 𝑡) розривна), що є орбiтально-стiйкими [46].
Вони можуть бути вираженi як 𝑢(𝑥, 𝑡) = 𝑐e−|𝑥−𝑐𝑡|, 𝑐 ∈ R. Такi розв’язки
називаються пiконами (пiконними розв’язками).

З iншого боку, якщо додати до (1.2) лiнiйний дисперсiйний член 𝑏𝑢𝑥 з
𝑏 > 0, то рiвняння КХ набуває вигляду

𝑢𝑡 − 𝑢𝑥𝑥𝑡 + 𝑏𝑢𝑥 + 3𝑢𝑢𝑥 − 2𝑢𝑥𝑢𝑥𝑥 − 𝑢𝑢𝑥𝑥 = 0, (1.4)

який допускає розв’язки у виглядi звичайних гладких солiтонiв [40, 23, 24].
У випадку рiвняння Камасси–Хольма на нульовому фонi (коли розв’язок

спадає на нескiнченностi), метод оберненої задачi розсiювання (зокрема, у
виглядi задачi факторизацiї Рiмана–Гiльберта) працює для версiї цього рiв-
няння, яка мiстить додатковий лiнiйний дисперсiйний доданок [19, 23, 24,
25]. Еквiвалентно цю задачу можна переписати як задачу Кошi для рiвня-
ння (1.3), що розглядається на сталому ненульовому фонi. Причина цього
полягає у тому, що метод оберненої задачi розсiювання вимагає, щоб 𝑥-
рiвняння пари Лакса, пов’язане з рiвнянням КХ, мало неперервний спектр.
З iншого боку, асимптотичний аналiз бездисперсiйного рiвняння КХ (1.3)
на нульовому фонi (де спектр є суто дискретним) вимагає iншого пiдхо-
ду (що має певну аналогiю з методом Рiмана–Гiльберта), а саме, аналiзу
задачi зщеплення (coupling problem) для цiлих функцiй [58, 59, 60].

1.3 Узагальнення рiвняння Камасси–Хольма
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За останнi кiлька рокiв були запропонованi рiзнi модифiкацiї та узагаль-
нення рiвняння КХ, див., наприклад, [118] та посилання в нiй. Новiков [103]
застосував пiдхiд збурненої симетрiї для класифiкацiї iнтегровних рiвнянь
вигляду(︀

1− 𝜕2𝑥
)︀
𝑢𝑡 = 𝐹 (𝑢, 𝑢𝑥, 𝑢𝑥𝑥, 𝑢𝑥𝑥𝑥, . . . ), 𝑢 = 𝑢(𝑥, 𝑡), 𝜕𝑥 = 𝜕/𝜕𝑥,

припускаючи, що 𝐹 є однорiдним диференцiальним полiномом над C, ква-
дратичним або кубiчним за 𝑢 та її 𝑥-похiдними (див. також [99]). Такi
рiвняння вiдомi як рiвняння типу Камасси–Хольма.

Адаптацiя методу оберненої задачi розсiювання у формi задачi Рiмана–
Гiльберта до рiвнянь типу КХ має свої специфiчнi властивостi. Зокрема,
першi кроки включають калiбрувальнi перетворення Φ ↦→ 𝑃 Φ̃, що перетво-
рюють початкову пару Лакса до вигляду⎧⎨⎩Φ̃𝑥(𝑥, 𝑡, 𝜆) = 𝑄̃𝑥(𝑥, 𝑡, 𝜆)Φ̃(𝑥, 𝑡, 𝜆) + 𝑈̃(𝑥, 𝑡, 𝜆)Φ̃(𝑥, 𝑡, 𝜆)

Φ̃𝑡(𝑥, 𝑡, 𝜆) = 𝑄̃𝑡(𝑥, 𝑡, 𝜆)Φ̃(𝑥, 𝑡, 𝜆) + 𝑉 (𝑥, 𝑡, 𝜆)Φ̃(𝑥, 𝑡, 𝜆)
,

де

◁ в околi сингулярних точок (вiдносно спектрального параметра 𝜆) головнi
члени мають вигляд 𝑄̃𝑥 та 𝑄̃𝑡, де 𝑄̃ — деяка дiагональна матриця, що
залежить, в загальному випадку, вiд 𝑡 та 𝑥 через розв’язок вiдповiдного
нелiнiйного рiвняння;

◁ решта доданкiв 𝑈̃ та 𝑉 прямують до нуля при 𝑥→ ±∞.

Тодi 𝑄̃ визначає змiну змiнних таким чином, що матриця стрибка в основ-
нiй задачi РГ, пов’язанiй iз задачею Кошi для нелiнiйного рiвняння, зале-
жить вiд нових змiнних у явний спосiб.

У списку рiвнянь, наведених у [103], рiвняння (32), що було другим рiв-
нянням з кубiчною нелiнiйнiстю, має вигляд

𝑚𝑡 +
(︀
(𝑢2 − 𝑢2𝑥)𝑚

)︀
𝑥

= 0, 𝑚 := 𝑢− 𝑢𝑥𝑥. (1.5)
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В еквiвалентнiй формi це рiвняння було запропоновано Фокасом у [67] (див.
також [104] i [71]). Шiфф [108] розглянув рiвняння (1.5) як дуальне до мо-
дифiкованого рiвняння Кортевега–де Фрiза (мKдФ) i ввiв для нього па-
ру Лакса, шляхом перемасштабування елементiв просторової частини па-
ри Лакса для рiвняння мKдФ. Альтернативну (фактично, калiбрувально
еквiвалентну) пару Лакса для (1.5) було запропоновано Цяо [106], тому йо-
го iнодi називають рiвнянням Фокаса–Ольвера–Розенау–Цяо (FORQ) [77],
але здебiльшого воно вiдоме як модифiковане рiвняння Камасси–Хольма
(мКХ).

Рiвняння (1.5) має бiгамiльтонову структуру [104, 76]. У [83] наведено
перетворення типу Лiувiлля, яке пов’язує iзоспектральнi задачi для рiвня-
ння мKдФ i рiвняння мКХ, а також побудовано перетворення типу Мiури
вiд рiвняння мKдФ до рiвняння мКХ.

Рiвняння (1.5) належить до класу пiконних рiвнянь: воно має розв’язки у
виглядi локалiзованих пiкових хвиль, що “бiжать” — пiконiв [76]. Усамiтненi
однопiковi хвильовi розв’язки (пiкони) рiвняння мКХ мають вигляд [76]

𝑢(𝑥, 𝑡) =
𝑝

2
e−|𝑥−𝑥(𝑡)|, 𝑚(𝑥, 𝑡) = 𝑝𝛿(𝑥− 𝑥(𝑡)) with 𝑥(𝑡) =

1

6
𝑝2𝑡.

Динамiчна стiйкiсть пiконiв розглядається у [107] (див. також [94] про стiй-
кiсть пiконiв узагальненого рiвняння мКХ). Механiзми локальної коректно-
стi та руйнування хвиль для рiвняння мКХ та його узагальнень, зокрема,
рiвняння мКХ з лiнiйною дисперсiєю, обговорюються у [76, 70, 95, 38, 37].
Алгебро-геометричнi квазiперiодичнi розв’язки вивчаються у [77]. У [74]
обговорюється локальна коректнiсть для класичних розв’язкiв та глобаль-
них слабких розв’язкiв (1.5) у лаґранжевих координатах. У [36] розгля-
даються мультипiконнi розв’язки за допомогою оберненого спектрально-
го метода для асоцiйованої пiконної системи звичайних диференцiальних
рiвнянь. Гамiльтонова структура та iнтегровнiсть за Лiувiллем пiконних
систем обговорюється в [8] та [35]. Перетворення Беклунда для рiвняння
мКХ i пов’язану з ним нелiнiйну формулу суперпозицiї наведено в [115].
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1.4 Iншi пiконнi рiвняння

Пiкоподiбнi розв’язки (пiконнi розв’язки або пiкони) - це особливi розв’язки,
що допускаються певними нелiнiйними диференцiальними рiвняннями (так
званими “пiконними рiвняннями”). Цi розв’язки мають форму набору пiко-
подiбних хвиль i взаємодiють подiбно до частинок.

Пiкони вперше з’явилися як розв’язки рiвняння Камасси–Хольма, а пi-
знiше в багатьох iнших пов’язаних рiвняннях, наприклад, Дегасперiса–Про-
чесi (ДП), Новiкова (Н) та модифiкованому рiвняннi Камасси–Хольма.

Рiвняння Дегасперiса–Процесi

𝑚𝑡 + 𝑢𝑚𝑥 + 3𝑢𝑥𝑚 = 0, 𝑚 = 𝑢− 𝑢𝑥𝑥

було запропоновано у 1998 роцi Дегасперiсом та Процесi [57]. Воно виникло
як модельне рiвняння, що описує мiлководне наближення в нев’язкiй гiдро-
динамiцi у так званому “режимi помiрної амплiтуди”. Рiвняння ДП (𝑏 = 3)
i рiвняння КХ (𝑏 = 2) є єдиними iнтегровними випадками в “b-сiм’ї”

𝑚𝑡 +𝑚𝑥𝑢+ 𝑏𝑚𝑢𝑥 = 0, 𝑚 = 𝑢− 𝑢𝑥𝑥

i обидва мають квадратичну нелiнiйнiсть. Рiвняння ДП має пiконнi роз-
в’язки тiєї ж форми, що й рiвняння КХ. Незважаючи на те, що на вигляд
рiвняння схоже на рiвняння КХ, рiвняння ДП має iншу структуру iнте-
гровностi (матрична розмiрнiсть лiнiйних рiвнянь пари Лакса — 3 × 3, на
вiдмiну вiд 2× 2 у випадку рiвнянь КХ та мКХ), а його пiконнi розв’язки
пов’язанi з теорiєю наближення через поняття дискретної кубiчної стру-
ни, змiшаних наближень Ермiта–Паде та бiортогональних полiномiв Кошi
[96], [97]. Iнша вiдмiннiсть полягає в тому, що рiвняння ДП допускає слабкi
розв’язки, якi не є неперервними (зi стрибковими особливостями у 𝑢(𝑥, 𝑡),
а не у 𝑢𝑥(𝑥, 𝑡)).

Рiвняння Новiкова

𝑚𝑡 + (𝑢𝑚𝑥 + 3𝑢𝑥𝑚)𝑢 = 0, 𝑚 = 𝑢− 𝑢𝑥𝑥
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було отримано Новiковим [103] у процесi класифiкацiї iнтегровних рiвнянь
виду (︀

1− 𝜕2𝑥
)︀
𝑢𝑡 = 𝐹 (𝑢, 𝑢𝑥, 𝑢𝑥𝑥, 𝑢𝑥𝑥𝑥, . . . ), 𝑢 = 𝑢(𝑥, 𝑡), 𝜕𝑥 = 𝜕/𝜕𝑥.

На вигляд воно вiдрiзняється вiд рiвняння ДП лише додатковим множни-
ком 𝑢, тому його нелiнiйнiсть є кубiчною (як i у випадку мКХ). Рiвняння
Новiкова демонструє феномен руйнування хвиль (blow-up) i має пiкоподiбнi
розв’язки з неперервними та розривними 𝑢(𝑥, 𝑡).

Завдяки багатiй математичнiй структурi та цiкавим властивостям цих
рiвнянь природним є вивчення їхнiх модифiкацiй та узагальнень. Зокре-
ма, багато дослiдникiв розглядають їхнi короткохвильовi границi (момент
має форму 𝑚 = −𝑢𝑥𝑥; у випадку оригiнальних рiвнянь момент має форму
𝑚 = 𝑢−𝑢𝑥𝑥) i так званi 𝜇-рiвняння (момент має форму 𝑚 = 𝜇(𝑢)−𝑢𝑥𝑥, де
𝜇(𝑢) =

∫︀
S 𝑢(𝑥, 𝑡)𝑑𝑥). У певному сенсi 𝜇-рiвняння можна вважати рiвняння-

ми, промiжними мiж оригiнальними рiвняннями та їхнiми короткохвильо-
вими границями.

Короткохвильова модель для рiвняння Камасси–Хольма

𝑚𝑡 + 2𝑢𝑥 − 2𝑢𝑥𝑚− 𝑢𝑚𝑥 = 0, 𝑚 = −𝑢𝑥𝑥

є моделлю для коротких капiлярних хвиль, що поширюються пiд дiєю
сили тяжiння [16]. Це рiвняння також вiдоме як модифiковане рiвняння
Хантера–Сакстона (мХС). Особливiстю мХС є те, що воно має каспоннi
розв’язки (розв’язки, що мають форму потоку хвиль у формi каспона, тоб-
то обидвi (лiва та права) похiднi дорiвнюють нескiнченностям).

Короткохвильова модель для рiвняння Дегасперiса–Процесi

𝑚𝑡 + 3𝑢𝑥 − 𝑢𝑚𝑥 − 3𝑢𝑥𝑚 = 0, 𝑚 = −𝑢𝑥𝑥

є моделлю, що описує односпрямоване поширення нелiнiйних мiлководних
хвиль. Це рiвняння також називають рiвнянням Островського–Вахненко
(ОВ). Точнi розв’язки рiвняння ОВ солiтонного типу були побудованi за
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допомогою формалiзму Рiмана–Гiльберта в [28]. Цi розв’язки є багатозна-
чними функцiями, що мають вигляд вигляд петлi (1-солiтон) або багатьох
петель (мультисолiтони).

Рiвняння 𝜇-КХ

𝑚𝑡 + (𝑢𝑚)𝑥 + 𝑢𝑥𝑚 = 0, 𝑚 := 𝜇(𝑢)− 𝑢𝑥𝑥,
було вперше введено у [87] Хесiном, Ленелсом та Мiсiолеком. Воно опи-
сує геодезичну течiю на групi дифеоморфiзмiв 𝑆 з певною метрикою. Його
iнтегровнiсть, коректнiсть, руйнування розв’язкiв та iснування пiконiв роз-
глянуто в [87].

Рiвняння 𝜇-ДП

𝑚𝑡 + 𝑢𝑚𝑥 + 3𝑢𝑥𝑚 = 0, 𝑚 = 𝜇(𝑢)− 𝑢𝑥𝑥
було введено Ленелсом, Мiсiолеком та Тиглаєм у [93]. Його iнтегровнiсть,
коректнiсть, можливiсть руйнування розв’язкiв та iснування пiконiв було
дослiджено у [93].

Iншим природним узагальненням рiвняння мКХ є двокомпонентне iнте-
гровне модифiковане рiвняння Камасси-Хольма (2-мКХ):

𝑚𝑡 + ((𝑢− 𝑢𝑥)(𝑣 + 𝑣𝑥)𝑚)𝑥 = 0, 𝑚 := 𝑢− 𝑢𝑥𝑥, (1.6а)

𝑛𝑡 + ((𝑢− 𝑢𝑥)(𝑣 + 𝑣𝑥)𝑛)𝑥 = 0, 𝑚 := 𝑣 − 𝑣𝑥𝑥. (1.6б)

Його було запропоновано Сонгом, Ку та Цяо у [111].
У [111] показано, що рiвняння (1.6) виникає у випадку нерозтяжних iнва-

рiантних криволiнiйних течiй у 𝑛-вимiрнiй одиничнiй сферi 𝑆𝑛(1). Вiдомо,
що ця система рiвнянь має нескiнченну кiлькiсть законiв збереження, а
також є умовою сумiсностi такої пари Лакса:

Φ𝑥(𝑥, 𝑡, 𝜆) = U(𝑥, 𝑡, 𝜆)Φ(𝑥, 𝑡, 𝜆), Φ𝑡(𝑥, 𝑡, 𝜆) = V(𝑥, 𝑡, 𝜆)Φ(𝑥, 𝑡, 𝜆)

де матрицi коефiцiєнтiв U i V визначаються через розв’язок рiвняння 2-
мКХ:

U =
1

2

(︃
−1 𝜆𝑚

−𝜆𝑛 1

)︃
,
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V =

(︃
4𝜆−2 + (𝑢− 𝑢𝑥)(𝑣 + 𝑣𝑥) −2(𝑢−𝑢𝑥)

𝜆 − 𝜆𝑚(𝑢− 𝑢𝑥)(𝑣 + 𝑣𝑥)
2(𝑣+𝑣𝑥)

𝜆 + 𝜆𝑛(𝑢− 𝑢𝑥)(𝑣 + 𝑣𝑥) −(𝑢− 𝑢𝑥)(𝑣 + 𝑣𝑥)

)︃
.

Локальну коректнiсть асоцiйованої задачi Кошi у просторах Бєсова, явнi
вирази для його однопiконного та двопiконного розв’язкiв, а також сцена-
рiй руйнування було дослiджено в [117].

Всi описанi вище рiвняння належать до класу iнтегровних рiвнянь. Ва-
жливо пiдкреслити, що iснують також неiнтегровнi пiконнi рiвняння. Ти-
повий приклад був вперше наведено в роботi Дегасперiса, Хольма i Хоне
[56], якi описали сiм’ю рiвнянь

𝑢𝑡 − 𝑢𝑥𝑥𝑡 + (𝑏+ 1)𝑢𝑢𝑥 = 𝑏𝑢𝑥𝑢𝑥𝑥 + 𝑢𝑢𝑥𝑥, 𝑏 ∈ R,

якi зводяться до рiвнянь КХ та ДП при 𝑏 = 2, 𝑏 = 3 вiдповiдно, тодi як
для iнших значень 𝑏 вони не є iнтегровними, що було показано в [57].

Огляд лiтератури свiдчить про значний iнтерес науковцiв, якi працю-
ють у рiзних галузях математики та фiзики, до iнтегровних нелiнiйних
рiвнянь, зокрема, до рiвняння Камасси–Хольма та його узагальнень. Це
пiдтверджує актуальнiсть обраної в дисертацiї теми.
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Роздiл 2

Пiдхiд Рiмана–Гiльберта до
модифiкованого рiвняння
Камасси–Хольма з ненульовими
крайовими умовами

Результати цього роздiлу опублiковано у [18].

У цьому роздiлi розглядається початкова задача для рiвняння мКХ
(1.5):

𝑚𝑡 +
(︀
(𝑢2 − 𝑢2𝑥)𝑚

)︀
𝑥

= 0, 𝑚 := 𝑢− 𝑢𝑥𝑥, 𝑡 > 0, −∞ < 𝑥 < +∞, (2.1а)

𝑢(𝑥, 0) = 𝑢0(𝑥), −∞ < 𝑥 < +∞, (2.1б)

припускаючи, що 𝑢0(𝑥) → 1 при 𝑥 → ±∞, i, що розв’язок зберiгає цю
поведiнку: 𝑢(𝑥, 𝑡) → 1 при 𝑥 → ±∞ для всiх 𝑡 > 0. Тодi, за аналогiєю
з рiвнянням КХ та iншими рiвняннями типу КХ, можна очiкувати, що
задача Кошi (2.1) має гладкi солiтоннi розв’язки.

Введемо нову функцiю 𝑢̃ таким чином:

𝑢(𝑥, 𝑡) = 𝑢̃(𝑥− 𝑡, 𝑡) + 1, (2.2)

тодi рiвняння мКХ зводиться до системи

𝑚̃𝑡 + (𝜔̃𝑚̃)𝑥 = 0, (2.3а)

𝑚̃ := 𝑢̃− 𝑢̃𝑥𝑥 + 1, (2.3б)

41



𝜔̃ := 𝑢̃2 − 𝑢̃2𝑥 + 2𝑢̃. (2.3в)

Надалi дослiджується рiвняння (2.3а) на нульовому фонi: 𝑢̃ → 0 при 𝑥 →
±∞. А саме, розвинено пiдхiд задачi Рiмана–Гiльберта (РГ) до рiвняння
(2.3а) на нульовому фонi з метою отримати представлення розв’язку задачi
Кошi для (2.3) в термiнах розв’язку пов’язаної з ним задачi РГ, сформу-
льованої в комплекснiй площинi спектрального параметра.

У пiдроздiлi 2.1 вводяться розв’язки Йоста для рiвнянь пари Лакса, що
записанi у формi, придатнiй для контролю їхнiх аналiтичних властивостей
як функцiй спектрального параметра. У пiдроздiлi 2.2 формулюється зада-
ча Рiмана–Гiльберта у двох постановках: (i) у початковiй постановцi, коли
вона (неявно) залежить вiд фiзичних змiнних (𝑥, 𝑡) як параметрiв, i (ii)
у трансформованiй постановцi, коли введенi новi змiннi (𝑦, 𝑡), в термiнах
яких задача Рiмана–Гiльберта має явну залежнiсть вiд параметрiв. Да-
нi для останньої задачi РГ однозначно визначаються початковими даними
для рiвняння мКХ, що приводить до процедури розв’язування задачi Кошi
(2.1). У пiдроздiлi 2.3 показано, що, починаючи з розв’язку задачi РГ з вiд-
повiдною залежнiстю вiд параметрiв, ми завжди приходимо до розв’язку
рiвняння мКХ, навiть якщо данi для цiєї задачi РГ не пов’язанi з деякими
конкретними початковими даними для рiвняння мКХ. Нарештi, у пiдроздi-
лi 2.4, використовуючи формалiзм задачi РГ, побудовано гладкi та негладкi
солiтоннi розв’язки рiвняння мКХ. Всюди в текстi пiдкреслено вiдмiнностi
в застосуваннi пiдходу РГ до рiвнянь КХ i мКХ.

2.1 Пари Лакса i власнi функцiї

2.1.1 Пари Лакса

Почнемо з того, що виведемо пару Лакса для рiвняння (2.3а).
Пара Лакса для рiвняння мКХ (1.5) [106] має такий вигляд:

Φ𝑥 = UΦ, Φ𝑡 = VΦ, (2.4)

42



де Φ ≡ Φ(𝑥, 𝑡, 𝜆), U ≡ U(𝑥, 𝑡, 𝜆) i V ≡ V(𝑥, 𝑡, 𝜆), i коефiцiєнти U i V визна-
чаються як:

U =
1

2

(︃
−1 𝜆𝑚

−𝜆𝑚 1

)︃
, (2.5а)

V =

(︃
𝜆−2 + 𝑢2−𝑢2

𝑥

2 −𝜆−1(𝑢− 𝑢𝑥)− 𝜆(𝑢2−𝑢2
𝑥)𝑚

2

𝜆−1(𝑢+ 𝑢𝑥) + 𝜆(𝑢2−𝑢2
𝑥)𝑚

2 −𝜆−2 − 𝑢2−𝑢2
𝑥

2

)︃
, (2.5б)

де 𝑚 := 𝑢− 𝑢𝑥𝑥. Це приводить нас до пари рiвнянь

Φ𝑥 = 𝑈Φ, (2.6а)

Φ𝑡 = 𝑉 Φ, (2.6б)

де коефiцiєнти 𝑈 ≡ 𝑈(𝑥, 𝑡, 𝜆) та 𝑉 ≡ 𝑉 (𝑥, 𝑡, 𝜆) визначаються у термiнах 𝑢̃,
𝑚̃ та 𝜔̃:

𝑈 =
1

2

(︃
−1 𝜆𝑚̃

−𝜆𝑚̃ 1

)︃
, (2.7а)

𝑉 =

(︃
𝜆−2 + 𝜔̃

2 −𝜆−1(𝑢̃− 𝑢̃𝑥 + 1)− 𝜆𝜔̃𝑚̃
2

𝜆−1(𝑢̃+ 𝑢̃𝑥 + 1) + 𝜆𝜔̃𝑚̃
2 −𝜆−2 − 𝜔̃

2

)︃
. (2.7б)

Тут 𝑚̃ := 𝑢̃ − 𝑢̃𝑥𝑥 + 1 i 𝜔̃ := 𝑢̃2 − 𝑢̃2𝑥 + 2𝑢̃ як у (2.3б) i (2.3в), з 𝑢̃ як у
(2.2). Можна безпосередньо перевiрити, що (2.3а) є умовою сумiсностi для
системи (2.6)-(2.7). Отже, ця система (2.6)-(2.7) є парою Лакса для (2.3а).

Формалiзм РГ для iнтегровних нелiнiйних рiвнянь ґрунтується на вико-
ристаннi належним чином визначених власних функцiй, тобто розв’язкiв
пари Лакса, поведiнка яких, як функцiй спектрального параметра, добре
контролюється в розширенiй комплекснiй площинi. Зауважимо, що матрицi
коефiцiєнтiв 𝑈 i 𝑉 мають нульовi слiди, а це означає, що визначник матри-
чного розв’язку (2.6) (складеного з двох векторних розв’язкiв) не залежить
вiд 𝑥 i 𝑡.

Зауважимо також, що 𝑈 i 𝑉 мають сингулярностi (у розширенiй ком-
плекснiй 𝜆-площинi) при 𝜆 = 0 i 𝜆 = ∞. Для того, щоб контролювати
поведiнку розв’язкiв (2.6) як функцiй спектрального параметра 𝜆 (що є
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важливим для методу Рiмана–Гiльберта), використано стратегiю, подiбну
до тiєї, що була застосована для рiвняння КХ [23, 24].

А саме, для того, щоб контролювати поведiнку розв’язкiв (2.6) при вели-
ких 𝜆, ця пара Лакса приведена до вiдповiдного вигляду (див. [9, 23, 24]).

Твердження 2.1.1. Рiвняння (2.3а) допускає пару Лакса виду:

Φ̂𝑥 +𝑄𝑥Φ̂ = 𝑈̂Φ̂, (2.8а)

Φ̂𝑡 +𝑄𝑡Φ̂ = 𝑉 Φ̂, (2.8б)

де коефiцiєнти 𝑄 ≡ 𝑄(𝑥, 𝑡, 𝜆), 𝑈̂ ≡ 𝑈̂(𝑥, 𝑡, 𝜆) та 𝑉 ≡ 𝑉 (𝑥, 𝑡, 𝜆) є 2 × 2

матрицями з такими властивостями:

(i) 𝑄 є дiагональною i необмеженою при 𝜆→∞.

(ii) 𝑈̂ = O(1) i 𝑉 = O(1) при 𝜆→∞.

(iii) Дiагональнi частини 𝑈̂ та 𝑉 спадають при 𝜆→∞.

(iv) 𝑈̂ → 0 i 𝑉 → 0 при 𝑥→ ±∞.

Доведення. Зауважимо, що 𝑈 у (2.7а) можна записати як

𝑈(𝑥, 𝑡, 𝜆) =
𝑚̃(𝑥, 𝑡)

2

(︃
−1 𝜆

−𝜆 1

)︃
+
𝑚̃(𝑥, 𝑡)− 1

2

(︃
1 0

0 −1

)︃
, (2.9)

де 𝑚̃(𝑥, 𝑡) − 1 → 0 при 𝑥 → ±∞. Перший (неспадний при 𝑥 → ±∞) член
у (2.9) можна дiагоналiзувати, ввiвши

Φ̂(𝑥, 𝑡, 𝜆) := 𝐷(𝜆)Φ(𝑥, 𝑡, 𝜆),

де

𝐷(𝜆) :=

(︃
1 − 𝜆

1+
√
1−𝜆2

− 𝜆
1+
√
1−𝜆2

1

)︃
,

а квадратний корiнь вибрано так, що
√

1− 𝜆2 ∼ i𝜆 при 𝜆→∞. Це транс-
формує (2.6а) у

Φ̂𝑥 +
𝑚̃
√

1− 𝜆2
2

𝜎3Φ̂ = 𝑈̂Φ̂, (2.10а)

44



де 𝑈̂ ≡ 𝑈̂(𝑥, 𝑡, 𝜆) задано виразом:

𝑈̂ =
𝜆(𝑚̃− 1)

2
√

1− 𝜆2

(︃
0 1

−1 0

)︃
+

𝑚̃− 1

2
√

1− 𝜆2
𝜎3. (2.10б)

Аналогiчно, 𝑡-рiвняння (2.6б) пари Лакса трансформується у

Φ̂𝑡 +
√︀

1− 𝜆2
(︂
−1

2
𝑚̃𝜔̃ − 1

𝜆2

)︂
𝜎3Φ̂ = 𝑉 Φ̂, (2.10в)

де 𝑉 ≡ 𝑉 (𝑥, 𝑡, 𝜆) задано формулою

𝑉 =
1

2
√

1− 𝜆2
(︂
𝜆𝜔̃(𝑚̃− 1) +

2𝑢̃

𝜆

)︂(︃
0 −1

1 0

)︃
+
𝑢̃𝑥
𝜆

(︃
0 1

1 0

)︃

− 1√
1− 𝜆2

(︂
𝑢̃+

1

2
(𝑚̃− 1)𝜔̃

)︂
𝜎3.

(2.10г)

Зауважимо, що рiвняння (2.10а) i (2.10в) мають бажаний вигляд (2.8), якщо
ми визначимо 𝑄 через

𝑄(𝑥, 𝑡, 𝜆) := 𝑝(𝑥, 𝑡, 𝜆)𝜎3, (2.11а)

де

𝑝(𝑥, 𝑡, 𝜆) := −1

2

√︀
1− 𝜆2

∫︁ +∞

𝑥

(𝑚̃(𝜉, 𝑡)− 1)d𝜉 +

√
1− 𝜆2

2
𝑥−
√

1− 𝜆2
𝜆2

𝑡.

(2.11б)
Дiйсно, 𝑝 має похiднi

𝑝𝑥 =
𝑚̃
√

1− 𝜆2
2

,

𝑝𝑡 =
√︀

1− 𝜆2
(︂
−1

2
𝑚̃𝜔̃ − 1

𝜆2

)︂
.

Перша формула є очевидною, а друга випливає з (2.3а).

2.1.2 Власнi функцiї

Пара Лакса у виглядi (2.10) дозволяє визначити спецiальнi розв’язки з до-
бре контрольованою поведiнкою (як функцiй спектрального параметра 𝜆)
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при великих значеннях 𝜆 за допомогою вiдповiдних iнтегральних рiвнянь.
Дiйсно, ввiвши ̃︀Φ = Φ̂e𝑄 (2.12)

(розумiючи ̃︀Φ як 2 × 2 матрицю), рiвняння (2.10а) та (2.10в) можна пере-
писати як ⎧⎨⎩̃︀Φ𝑥 + [𝑄𝑥, ̃︀Φ] = 𝑈̂ ̃︀Φ,̃︀Φ𝑡 + [𝑄𝑡, ̃︀Φ] = 𝑉 ̃︀Φ, (2.13)

де [ · , · ] позначає комутатор. Визначимо спецiальнi розв’язки (Йоста) ̃︀Φ± ≡̃︀Φ±(𝑥, 𝑡, 𝜆) (2.13) як розв’язки вiдповiдних iнтегральних рiвнянь Вольтера:

̃︀Φ±(𝑥, 𝑡, 𝜆) = 𝐼 +

∫︁ 𝑥

±∞
e𝑄(𝜉,𝑡,𝜆)−𝑄(𝑥,𝑡,𝜆)𝑈̂(𝜉, 𝑡, 𝜆)̃︀Φ±(𝜉, 𝑡, 𝜆)e𝑄(𝑥,𝑡,𝜆)−𝑄(𝜉,𝑡,𝜆)d𝜉,

(2.14)
тобто з урахуванням визначення (2.11) для 𝑄 отримуємо

̃︀Φ+(𝑥, 𝑡, 𝜆) = 𝐼 −
∫︁ +∞

𝑥

e

√
1−𝜆2

2

∫︀ 𝜉
𝑥 𝑚̃(𝜂,𝑡)d𝜂 𝜎3𝑈̂(𝜉, 𝑡, 𝜆)̃︀Φ+(𝜉, 𝑡, 𝜆)e−

√
1−𝜆2

2

∫︀ 𝜉
𝑥 𝑚̃(𝜂,𝑡)d𝜂 𝜎3d𝜉,

̃︀Φ−(𝑥, 𝑡, 𝜆) = 𝐼 +

∫︁ 𝑥

−∞
e

√
1−𝜆2

2

∫︀ 𝜉
𝑥 𝑚̃(𝜂,𝑡)d𝜂 𝜎3𝑈̂(𝜉, 𝑡, 𝜆)̃︀Φ−(𝜉, 𝑡, 𝜆)e−

√
1−𝜆2

2

∫︀ 𝜉
𝑥 𝑚̃(𝜂,𝑡)d𝜂 𝜎3d𝜉

(2.15)

(𝐼 - одинична матриця). Надалi, нехай Φ̂± := ̃︀Φ±e−𝑄 позначає вiдповiднi
розв’язки Йоста для (2.10).

Введемо новий спектральний параметр 𝑘 за формулою

𝜆2 = 4𝑘2 + 1,

тодi експоненти у (2.15) набувають вигляду e±i𝑘
∫︀ 𝜉

𝑥
𝑚̃(𝜉,𝑡)d𝜉 𝜎3. Крiм того, вве-

демо нову просторову змiнну

𝑦(𝑥, 𝑡) := 𝑥−
∫︁ +∞

𝑥

(𝑚̃(𝜉, 𝑡)− 1)d𝜉. (2.16)

Тодi 𝑄 набуває вигляду 𝑄(𝑦, 𝑡, 𝑘) = −i𝑘
(︀
𝑦 − 2𝑡

4𝑘2+1

)︀
𝜎3, який збiгається з

тим, що спостерiгається у випадку рiвняння КХ [23, 24].

Зауваження 2.1.2. Нагадаємо, що пара вiдомих iнтегровних рiвнянь — рiв-
няння Кортевега–де Фрiза (КдФ) та модифiковане рiвняння Кортевега–
де Фрiза (мКдФ) — мають однакову 𝑄, яка в обох випадках має вигляд
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𝑄(𝑥, 𝑡, 𝑘) = (i𝑘𝑥+ 4i𝑘3𝑡)𝜎3. Це мiркування дає додаткову пiдставу назвати
рiвняння (1.5) модифiкованим рiвнянням Камасси–Хольма.

Зауваження 2.1.3. Змiна змiнних (2.16) фактично є частиною перетворен-
ня Лiувiлля [83], яке пов’язує просторовi рiвняння з пар Лакса для рiвнянь
мКдФ та мКХ, i, таким чином, встановлює вiдповiднiсть мiж потоками
в iєрархiї мКХ та iєрархiї мКдФ. У поєднаннi з перетворенням Лiувiлля,
яке пов’язує iєрархiю КХ та iєрархiю Кортевега–де Фрiза (КдФ) [90], це
дозволяє ввести перетворення типу Мiури вiд рiвняння мКХ до рiвняння
КХ [83]. Однак, оскiльки це вiдображення не є однозначним i передбачає
нелiнiйнi манiпуляцiї з залежними змiнними, його важко використовувати
при вивченнi рiзних властивостей розв’язкiв конкретних задач для рiвня-
ння мКХ (наприклад, поведiнки за великим часом розв’язкiв задачi Кошi
з певними граничними умовами). Це спонукало нас запропонувати бiльш
прямий пiдхiд до задачi Кошi для рiвняння мКХ, який не спирається на
перетворення до рiвняння КХ, а має справу безпосередньо з рiвняннями
пари Лакса для мКХ.

Суттєва вiдмiннiсть мiж парами Лакса для рiвнянь КХ i мКХ полягає в
тому, що в останньому випадку залежнiсть асоцiйованої матрицi коефiцiєн-
тiв 𝑈̂(𝑥, 𝑡, 𝑘) (ми використовуємо те саме позначення 𝑈̂) вiд спектрального
параметра 𝑘 не є рацiональною (через наявнiсть 𝜆(𝑘)):

𝑈̂(𝑥, 𝑡, 𝑘) =
𝑚̃− 1

2

(︃
1

2i𝑘

(︃
1 0

0 −1

)︃
+
𝜆(𝑘)

2i𝑘

(︃
0 1

−1 0

)︃)︃
,

що ускладнює побудову задачi РГ, вимагаючи або введення вiтки в площинi
𝑘, або формулювання задачi РГ на сферi Рiмана, асоцiйованiй з

𝜆2 = 4𝑘2 + 1.

Щоб уникнути цих ускладнень, введемо новий (унiфiкуючий) спектраль-
ний параметр 𝜇 такий, що i 𝜆, i 𝑘 є рацiональними вiдносно 𝜇:

𝜆 = −1

2

(︂
𝜇+

1

𝜇

)︂
, 𝑘 =

1

4

(︂
𝜇− 1

𝜇

)︂
. (2.17)
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Точнiше, визначимо 𝜇 = −𝜆− i
√

1− 𝜆2, так що 𝑘 = − i
2

√
1− 𝜆2 i

√
1− 𝜆2 =

i
2
𝜇2−1
𝜇 = 2i𝑘. У термiнах 𝜇 маємо

𝑝(𝑥, 𝑡, 𝜇) = − i(𝜇2 − 1)

4𝜇

(︂∫︁ +∞

𝑥

(𝑚̃(𝜉, 𝑡)− 1)d𝜉 − 𝑥+
8𝜇2

(𝜇2 + 1)2
𝑡

)︂
, (2.18)

𝑈̂(𝑥, 𝑡, 𝜇) =
i(𝜇2 + 1)(𝑚̃− 1)

2(𝜇2 − 1)

(︃
0 1

−1 0

)︃
− i𝜇(𝑚̃− 1)

𝜇2 − 1

(︃
1 0

0 −1

)︃
, (2.19)

i, вiдповiдно, рiвняння (2.15) набувають вигляду

̃︀Φ±(𝑥, 𝑡, 𝜇) = 𝐼+

∫︁ 𝑥

±∞
e

i(𝜇2−1)
4𝜇

∫︀ 𝜉

𝑥
𝑚̃(𝜂,𝑡)d𝜂 𝜎3𝑈̂(𝜉, 𝑡, 𝜇)̃︀Φ±(𝜉, 𝑡, 𝜇)e−

i(𝜇2−1)
4𝜇

∫︀ 𝜉

𝑥
𝑚̃(𝜂,𝑡)d𝜂 𝜎3d𝜉.

(2.20)
Тепер можна, за аналогiєю з випадком рiвняння КХ [23, 24], проаналiзу-

вати аналiтичнi та асимптотичнi властивостi розв’язкiв ̃︀Φ± рiвняння (2.20)
як функцiй 𝜇, використовуючи розвинення у ряди Неймана. Нехай 𝐴(1) i
𝐴(2) позначають стовпчики матрицi 2×2 𝐴 =

(︀
𝐴(1) 𝐴(2)

)︀
. Використовуючи

цi позначення, маємо такi властивостi:

• ̃︀Φ(1)
− та ̃︀Φ(2)

+ аналiтичнi в C+ = {𝜇 ∈ C | Im𝜇 > 0};

• ̃︀Φ(1)
+ та ̃︀Φ(2)

− аналiтичнi в C− = {𝜇 ∈ C | Im𝜇 < 0};

• ̃︀Φ(1)
− , ̃︀Φ(2)

+ , ̃︀Φ(1)
+ та ̃︀Φ(2)

− неперервнi на дiйснiй прямiй, за виключенням 𝜇 =

±1.

Зауважимо, що 𝑈̂(𝜇) ≡ 𝑈̂(𝑥, 𝑡, 𝜇), 𝑉 (𝜇) ≡ 𝑉 (𝑥, 𝑡, 𝜇) задовольняють одна-
ковим симетрiям:

𝑈̂(𝜇̄) = 𝜎1𝑈̂(𝜇)𝜎1, 𝑈̂(−𝜇) = 𝜎2𝑈̂(𝜇)𝜎2, 𝑈̂(𝜇−1) = 𝜎1𝑈̂(𝜇)𝜎1,

(2.21а)

𝑉 (𝜇̄) = 𝜎1𝑉 (𝜇)𝜎1, 𝑉 (−𝜇) = 𝜎2𝑉 (𝜇)𝜎2, 𝑉 (𝜇−1) = 𝜎1𝑉 (𝜇)𝜎1,

(2.21б)

при 𝜇 ̸= ±1, а також 𝜇 ̸= 0 для симетрiї 𝜇 ↦→ 𝜇−1. Крiм того, 𝑝(𝜇) ≡
𝑝(𝑥, 𝑡, 𝜇) задовольняє таким симетрiям:

𝑝*(𝜇) = −𝑝(𝜇) = 𝑝(−𝜇) = 𝑝(𝜇−1). (2.22)
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Звiдси випливає, що

• ̃︀Φ± також задовольняє тим самим симетрiям, що й у (2.21а):

̃︀Φ±(𝜇̄) = 𝜎1̃︀Φ±(𝜇)𝜎1, ̃︀Φ±(−𝜇) = 𝜎2̃︀Φ±(𝜇)𝜎2, ̃︀Φ±(𝜇−1) = 𝜎1̃︀Φ±(𝜇)𝜎1.

(2.23)
Це означає, що ̃︀Φ(1)

± (𝜇) = 𝜎1̃︀Φ(2)*
± (𝜇) = 𝜎3𝜎1̃︀Φ(2)

± (−𝜇) = 𝜎1̃︀Φ(2)
± (𝜇−1) for

± Im𝜇 ≤ 0, 𝜇 ̸= ±1.

У (2.13) коефiцiєнти є матрицями без слiдiв, з чого випливає, що

• det ̃︀Φ± ≡ 1.

При аналiзi значень ̃︀Φ± у певних точках площини 𝜇, з (2.20) випливає, що

• ( ̃︀Φ(1)
−
̃︀Φ(2)
+ ) → 𝐼 при 𝜇 → ∞ у випадку Im𝜇 ≥ 0, а також при 𝜇 = 0 (за

симетрiєю (2.23)).

• ( ̃︀Φ(1)
+
̃︀Φ(2)
− )→ 𝐼 при 𝜇→∞ у випадку Im𝜇 ≤ 0, а також при 𝜇 = 0.

• Коли 𝜇 → 1, ̃︀Φ±(𝑥, 𝑡, 𝜇) = i
2(𝜇−1)𝛼±(𝑥, 𝑡)

(︀ −1 1
−1 1

)︀
+ O(1) з 𝛼±(𝑥, 𝑡) ∈ R

(розумiючи цей вираз по стовпчиках, у вiдповiдних пiвплощинах 𝜇).

• Коли 𝜇→ −1, ̃︀Φ±(𝑥, 𝑡, 𝜇) = − i
2(𝜇+1)𝛼±(𝑥, 𝑡) ( 1 1

−1 −1 ) + O(1) з тими самими
𝛼±(𝑥, 𝑡), що й у попередньому пунктi (за симетрiєю (2.23)).

2.1.3 Спектральнi данi

Введемо матрицю розсiювання 𝑠(𝜇) як матрицю, що зв’язує ̃︀Φ+ i ̃︀Φ− на
дiйснiй прямiй:

̃︀Φ+(𝑥, 𝑡, 𝜇) = ̃︀Φ−(𝑥, 𝑡, 𝜇)e−𝑝(𝑥,𝑡,𝜇)𝜎3𝑠(𝜇)e𝑝(𝑥,𝑡,𝜇)𝜎3, 𝜇 ∈ R, 𝜇 ̸= ±1. (2.24)

Використовуючи (2.23), 𝑠(𝜇) можна записати через двi скалярнi спектраль-
нi функцiї, 𝑎(𝜇) та 𝑏(𝜇):

𝑠(𝜇) =

(︃
𝑎(𝜇) 𝑏(𝜇)

𝑏(𝜇) 𝑎(𝜇)

)︃
, 𝜇 ∈ R, (2.25)
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якi задовольняють симетрiям 𝑎(𝜇) = 𝑎(−𝜇) = 𝑎(𝜇−1) та 𝑏(𝜇) = −𝑏(−𝜇) =

𝑏(𝜇−1) для 𝜇 ∈ R.
Спектральнi функцiї 𝑎(𝜇) i 𝑏(𝜇) однозначно визначаються функцiєю

𝑢(𝑥, 0) через розв’язки ̃︀Φ±(𝑥, 0, 𝜇) рiвнянь (2.20). З iншого боку, за допо-
могою представлень

𝑎(𝜇) = det
(︁̃︀Φ(1)
− ̃︀Φ(2)

+

)︁
, 𝑏(𝜇) = e2𝑝 det

(︁̃︀Φ(2)
+

̃︀Φ(2)
−
)︁
,

аналiтичнi властивостi ̃︀Φ±, наведенi вище, зумовлюють вiдповiднi власти-
востi 𝑎(𝜇) та 𝑏(𝜇):

• 𝑎(𝜇) можна аналiтично продовжити у C+, причому вона є неперервною
на дiйснiй прямiй, за виключенням 𝜇 = ±1. Крiм того, 𝑎(0) = 1, 𝑎(𝜇)→ 1

при 𝜇→∞, i 𝑎(𝜇) задовольняє симетрiї

𝑎(𝜇) = 𝑎(−𝜇̄) = 𝑎(−𝜇−1) для Im𝜇 ≥ 0.

• 𝑏(𝜇) неперервна при 𝜇 ∈ R ∖ {−1, 1}. Крiм того, 𝑏(0) = 0 i 𝑏(𝜇) → 0 при
𝜇→ ±∞.

• При 𝜇→ 1, 𝑎(𝜇) = 𝛾 i
2(𝜇−1) + O(1) i 𝑏(𝜇) = 𝛾 i

2(𝜇−1) + O(1) з однiєю i тiєю
ж 𝛾 ∈ R, що випливає з (2.24).

• При 𝜇 → −1, 𝑎(𝜇) = 𝛾 i
2(𝜇+1) + O(1) i 𝑏(𝜇) = −𝛾 i

2(𝜇+1) + O(1), де 𝛾 з
попередньої властивостi, за симетрiєю.

• |𝑎(𝜇)|2 − |𝑏(𝜇)|2 = 1 для 𝜇 ∈ R, 𝜇 ̸= ±1.

Зауваження 2.1.4. Випадок 𝛾 ̸= 0 є випадком загального положення. З
iншого боку, у незагальному випадку, 𝛾 = 0, маємо 𝑎(±1) = 𝑎1 i 𝑏(±1) =

±𝑏1 з деякими 𝑎1 ∈ R i 𝑏1 ∈ R такими, що 𝑎21 = 1 + 𝑏21. З (2.24) випливає,
що коефiцiєнти 𝛼+(𝑥, 𝑡) та 𝛼−(𝑥, 𝑡), якi з’являються у розвиненнях ̃︀Φ при
𝜇 = ±1, пов’язанi спiввiдношенням

𝛼+(𝑥, 𝑡) = (𝑎1 − 𝑏1)𝛼−(𝑥, 𝑡). (2.26)
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2.2 Задача Рiмана–Гiльберта

2.2.1 Задача РГ, параметризована (𝑥, 𝑡)

Аналiтичнi властивостi ̃︀Φ± дозволяють переписати спiввiдношення розсi-
яння (2.24) як спiввiдношення стрибка для кусково-мероморфної (вiдно-
сно 𝜇), 2× 2-матричної функцiї (що залежить вiд 𝑥 та 𝑡 як параметрiв).

Дiйсно, визначимо 𝑀 ≡𝑀(𝑥, 𝑡, 𝜇) за допомогою

𝑀(𝑥, 𝑡, 𝜇) =

⎧⎪⎨⎪⎩
(︁ ̃︀Φ(1)

− (𝑥,𝑡,𝜇)

𝑎(𝜇)
̃︀Φ(2)
+ (𝑥, 𝑡, 𝜇)

)︁
, Im𝜇 > 0,(︁̃︀Φ(1)

+ (𝑥, 𝑡, 𝜇)
̃︀Φ(2)
− (𝑥,𝑡,𝜇)

𝑎(𝜇̄)

)︁
, Im𝜇 < 0.

(2.27)

Визначимо також
𝑟(𝜇) :=

𝑏(𝜇)

𝑎*(𝜇)
, 𝜇 ∈ R. (2.28)

Тодi граничнi значення 𝑀±(𝑥, 𝑡, 𝜇), 𝜇 ∈ R для 𝑀 коли 𝜇 наближається з
C± пов’язанi спiввiдношенням

𝑀−(𝑥, 𝑡, 𝜇) = 𝑀+(𝑥, 𝑡, 𝜇)𝐽(𝑥, 𝑡, 𝜇), 𝜇 ∈ R, 𝜇 ̸= ±1, (2.29а)

де
𝐽(𝑥, 𝑡, 𝜇) = e−𝑝(𝑥,𝑡,𝜇)𝜎3𝐽0(𝜇)e𝑝(𝑥,𝑡,𝜇)𝜎3 (2.29б)

з

𝐽0(𝜇) =

(︃
1 −𝑟(𝜇)

𝑟*(𝜇) 1− 𝑟(𝜇)𝑟*(𝜇)

)︃
. (2.29в)

Враховуючи властивостi ̃︀Φ± та 𝑠(𝜇), отримуємо, що 𝑀(𝑥, 𝑡, 𝜇) задовольняє
такi умови:

• Умову стрибка (2.29) на R.

• Умову визначника det𝑀 ≡ 1.

• Умову нормування:
𝑀 → 𝐼 as 𝜇→∞ (2.30)

( i також 𝑀(0) = 𝐼 за симетрiєю, див. (2.33)).
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• Умови сингулярностi :

𝑀(𝑥, 𝑡, 𝜇) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

i𝛼+(𝑥,𝑡)
2(𝜇−1)

⎛⎝−𝑐 1

−𝑐 1

⎞⎠+ O(1), 𝜇→ 1, Im𝜇 > 0,

− i𝛼+(𝑥,𝑡)
2(𝜇+1)

⎛⎝ 𝑐 1

−𝑐 −1

⎞⎠+ O(1), 𝜇→ −1, Im𝜇 > 0,

(2.31)

з деяким 𝛼+(𝑥, 𝑡) ∈ R i (див. зауваження 2.1.4)

𝑐 :=

⎧⎨⎩0, if 𝛾 ̸= 0,

𝑎1+𝑏1
𝑎1

, if 𝛾 = 0,
(2.32а)

де 𝑎1 = 𝑎(1), 𝑏1 = 𝑏(1), i 𝛾 := −2i lim
𝜇→1

(𝜇− 1)𝑎(𝜇). Зауважимо, що в термi-

нах 𝑟(±1) загальний випадок 𝛾 ̸= 0 вiдповiдає 𝑟(1) = −𝑟(−1) = −1, тодi
як у незагальному випадку |𝑟(±1)| < 1 (див. задачу для одновимiрного
оператора Шредiнгера [51], яка є спектральною задачею для рiвняння
Кортевега–де Фрiза). Отже, (2.32а) можна записати так

𝑐 :=

⎧⎨⎩0, if 𝑟(1) = −1,

1 + 𝑟(1) = 1− 𝑟(−1), if |𝑟(1)| < 1.
(2.32б)

Цi двi умови у (2.31) є еквiвалентними за симетрiєю (2.33).

• Симетрiї (якi випливають з (2.23)):

𝑀(𝜇̄) = 𝜎1𝑀(𝜇)𝜎1, 𝑀(−𝜇) = 𝜎2𝑀(𝜇)𝜎2, 𝑀(𝜇−1) = 𝜎1𝑀(𝜇)𝜎1,

(2.33)
де𝑀(𝜇) ≡𝑀(𝑥, 𝑡, 𝜇). Першу симетрiю також можна записати як 𝜎1𝑀 (1)* =

𝑀 (2). Крiм того, (2.33) зумовлює симетрiї𝑀(−𝜇̄) = 𝑀(−𝜇−1) = 𝜎3𝑀(𝜇)𝜎3.

Якщо 𝑎(𝜇) має нулi у C+, то наведенi вище умови слiд доповнити умо-
вами на лишки у цих нулях. Припустимо, що 𝑎(𝜇) має скiнченну кiлькiсть
простих нулiв {𝜇𝑗}𝑁1 у C+. Симетрiї 𝑎(𝜇) = 𝑎(−𝜇̄) = 𝑎(−𝜇−1) означають,
що ця множина нулiв iнварiантна при перетвореннях 𝜇 ↦→ −𝜇̄ та 𝜇 ↦→ −𝜇−1:
для кожного 𝑗 iснують 𝑗′ та 𝑗′′ такi, що −𝜇̄𝑗 = 𝜇𝑗′ та −𝜇−1𝑗 = 𝜇𝑗′′.
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• Умови на лишки: 𝑀 (1)(𝑥, 𝑡, 𝜇) має простi полюси у {𝜇𝑗}𝑁1 i 𝑀 (2)(𝑥, 𝑡, 𝜇)

має простi полюси у {𝜇̄𝑗}𝑁1 . Крiм того,

Res𝜇𝑗
𝑀 (1)(𝑥, 𝑡, 𝜇) =

1

κ𝑗(𝑥, 𝑡)
𝑀 (2)(𝑥, 𝑡, 𝜇𝑗), (2.34а)

Res𝜇̄𝑗
𝑀 (2)(𝑥, 𝑡, 𝜇) =

1

κ𝑗(𝑥, 𝑡)
𝑀 (1)(𝑥, 𝑡, 𝜇̄𝑗). (2.34б)

Тут κ𝑗(𝑥, 𝑡) = 𝑎̇(𝜇𝑗)𝛿𝑗e
−2𝑝(𝑥,𝑡,𝜇𝑗) з деякими сталими 𝛿𝑗 ̸= 0. За симетрiєю

(2.33) умови (2.34) є еквiвалентними. Зауважимо також, як змiнюються
лишки при перетвореннях 𝜇 ↦→ −𝜇̄ i 𝜇 ↦→ −𝜇−1: якщо −𝜇̄𝑗 = 𝜇𝑗′ i −𝜇−1𝑗 =

𝜇𝑗′′, то κ𝑗 = κ𝑗′′ = −𝜇−2𝑗 κ𝑗′′.

Доведення (2.34). Дiйсно, нехай 𝜇𝑗 є простим коренем з 𝑎(𝜇), тобто 𝑎(𝜇𝑗) =

0 i 𝑎̇(𝜇𝑗) ̸= 0. Тодi, використовуючи рiвностi 𝑎(𝜇) = det
(︁̃︀Φ(1)
− ̃︀Φ(2)

+

)︁
=

det
(︁

Φ̂
(1)
− Φ̂

(2)
+

)︁
, маємо

Φ̂
(2)
+ (𝑥, 𝑡, 𝜇𝑗) = 𝛿𝑗Φ̂

(1)
− (𝑥, 𝑡, 𝜇𝑗), (2.35а)̃︀Φ(2)

+ (𝑥, 𝑡, 𝜇𝑗) = 𝛿𝑗e
−2𝑝(𝑥,𝑡,𝜇𝑗)̃︀Φ(1)

− (𝑥, 𝑡, 𝜇𝑗) (2.35б)

з деякою сталою 𝛿𝑗 ̸= 0. Звiдси випливає, що

Res𝜇𝑗
𝑀 (1)(𝑥, 𝑡, 𝜇) = Res𝜇𝑗

̃︀Φ(1)
− (𝑥, 𝑡, 𝜇)

𝑎(𝜇)
=
̃︀Φ(1)
− (𝑥, 𝑡, 𝜇𝑗)

𝑎̇(𝜇𝑗)
=

̃︀Φ(2)
+ (𝑥, 𝑡, 𝜇𝑗)

𝑎̇(𝜇𝑗)𝛿𝑗e−2𝑝(𝑥,𝑡,𝜇𝑗)
.

Позначивши κ𝑗(𝑥, 𝑡) := 𝑎̇(𝜇𝑗)𝛿𝑗e
−2𝑝(𝑥,𝑡,𝜇𝑗) отримуємо (2.34а). Спiввiдношен-

ня на лишки (2.34б) випливає з симетрiї 𝜇 ↦→ 𝜇* = 𝜇̄. Дiйсно, застосувавши
цю симетрiю до (2.34а) i помноживши на 𝜎1, отримуємо

Res𝜇̄𝑗
𝜎1𝑀

(1)*(𝑥, 𝑡, 𝜇) =
1

κ𝑗(𝑥, 𝑡)
𝜎1𝑀

(2)*(𝑥, 𝑡, 𝜇̄𝑗),

що, враховуючи спiввiдношення 𝜎1𝑀 (1)* = 𝑀 (2) (див. (2.33)), зводиться до
(2.34б).

В рамках пiдходу Рiмана–Гiльберта до нелiнiйних еволюцiйних рiвнянь
спiввiдношення стрибка (2.29а), умову нормування (2.30), умови сингуляр-
ностi (2.31) та умови на лишки (2.34) iнтерпретуються як задача Рiмана–
Гiльберта, з матрицею стрибка та параметрами лишкiв, що визначаються
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початковими даними для нелiнiйної задачi. Аналогiчно до випадку рiвня-
ння КХ:

1) Для того, щоб данi для задачi РГ явно залежали вiд параметрiв, викори-
стовується просторова змiнна 𝑦(𝑥, 𝑡) := 𝑥−

∫︀ +∞
𝑥 (𝑚̃(𝜉, 𝑡)− 1)d𝜉, введена

у (2.16).

2) Для того, щоб визначити ефективний спосiб отримання розв’язку рiв-
няння мКХ з розв’язку задачi РГ, розглядається поведiнка розв’язкiв
Йоста для рiвнянь пари Лакса при 𝜇 = ±i, тобто при значеннях, що
вiдповiдають 𝜆 = 0. Тодi 𝑥-рiвняння (2.6а), (2.7а) пари Лакса стає три-
вiальним (незалежним вiд розв’язку нелiнiйного рiвняння, що розгля-
дається).

2.2.2 Власнi функцiї в околi 𝜇 = i

У випадку рiвняння КХ [24], як i в iнших нелiнiйних iнтегровних рiвняннях
типу КХ, дослiджених дотепер (див., наприклад, [27, 28]), аналiз поведiнки
вiдповiдних розв’язкiв Йоста у спецiальних точках комплексної площини
спектрального параметра (див. п. 2) вище) вимагав спецiального калiбру-
вального перетворення рiвнянь пари Лакса.

Цiкаво, що у випадку рiвняння мКХ не потрiбно використовувати таке
перетворення. Все, що потрiбно — це перегрупувати члени в парi Лакса
(2.10а), (2.10в).

А саме, перепишемо (2.10а) через 𝜇 (зберiгаючи те саме позначення Φ̂

для розв’язку):

Φ̂𝑥 +
i(𝜇2 − 1)

4𝜇
𝜎3Φ̂ = 𝑈̂0Φ̂, (2.36а)

де

𝑈̂0(𝑥, 𝑡, 𝜇) :=
i(𝜇2 + 1)(𝑚̃− 1)

2(𝜇2 − 1)

(︂
0 1
−1 0

)︂
−
(︂

i𝜇(𝑚̃− 1)

𝜇2 − 1
+

i(𝜇2 − 1)𝑚̃

4𝜇
− i(𝜇2 − 1)

4𝜇

)︂
𝜎3;

(2.36б)
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отже, 𝑈̂0(𝑥, 𝑡,±i) ≡ 0. Вiдповiдно, перепишемо (2.10в) як

Φ̂𝑡 −
2i(𝜇2 − 1)𝜇

(𝜇2 + 1)2
𝜎3Φ̂ = 𝑉0Φ̂, (2.36в)

де

𝑉0(𝑥, 𝑡, 𝜇) :=
i(𝜇2 − 1)

4𝜇
(𝑢̃2 − 𝑢̃2𝑥 + 2𝑢̃)𝑚̃𝜎3 + 𝑉 (𝑥, 𝑡, 𝜇). (2.36г)

Далi введемо (пор. з (2.18))

𝑝0(𝑥, 𝑡, 𝜇) :=
i(𝜇2 − 1)

4𝜇
𝑥− 2i(𝜇2 − 1)𝜇

(𝜇2 + 1)2
𝑡 (2.37)

та визначимо 𝑄0 := 𝑝0𝜎3 i ̃︀Φ0 := Φ̂e𝑄0. Тодi рiвняння (2.36а) i (2.36в) набу-
вають вигляду ⎧⎨⎩̃︀Φ0𝑥 + [𝑄0𝑥, ̃︀Φ0] = 𝑈̂0

̃︀Φ0,̃︀Φ0𝑡 + [𝑄0𝑡, ̃︀Φ0] = 𝑉0̃︀Φ0.
(2.38)

Визначимо розв’язки Йоста ̃︀Φ0± для (2.38) як розв’язки iнтегральних рiв-
нянь

̃︀Φ0±(𝑥, 𝑡, 𝜇) = 𝐼 +

∫︁ 𝑥

±∞
e−

i(𝜇2−1)
4𝜇 (𝑥−𝜉)𝜎3𝑈̂0(𝜉, 𝑡, 𝜇)̃︀Φ0±(𝜉, 𝑡, 𝜇)e

i(𝜇2−1)
4𝜇 (𝑥−𝜉)𝜎3d𝜉.

(2.39)
Введемо Φ̂0± := ̃︀Φ0±e−𝑝0𝜎3, тодi Φ̂0±(𝑥, 𝑡, 𝜇) i Φ̂±(𝑥, 𝑡, 𝜇) задовольняють
однаковi диференцiальнi рiвняння (2.36) i, отже, вони пов’язанi матрицями
𝐶±(𝜇), незалежними вiд 𝑥 i 𝑡:

Φ̂± = Φ̂0±𝐶±(𝜇).

Звiдси випливає, що

̃︀Φ±(𝑥, 𝑡, 𝜇) = ̃︀Φ0±(𝑥, 𝑡, 𝜇)e−𝑝0(𝑥,𝑡,𝜇)𝜎3𝐶±(𝜇)e𝑝(𝑥,𝑡,𝜇)𝜎3. (2.40)

Таким чином, 𝐶±(𝜇) = e(𝑝0(±∞,𝑡,𝜇)−𝑝(±∞,𝑡,𝜇))𝜎3.
Так як 𝑝(𝑥, 𝑡, 𝜇)−𝑝0(𝑥, 𝑡, 𝜇) = − i(𝜇2−1)

4𝜇

∫︀ +∞
𝑥 (𝑚̃(𝜉, 𝑡)−1)d𝜉, то 𝐶+(𝜇) ≡ 𝐼,

тодi як 𝐶−(𝜇) = e
i(𝜇2−1)

4𝜇

∫︀ +∞
−∞ (𝑚̃(𝜉,𝑡))−1)d𝜉 𝜎3.
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Оскiльки 𝑈̂0(𝑥, 𝑡, i) ≡ 0, то з (2.39) випливає, що ̃︀Φ0±(𝑥, 𝑡, i) ≡ 𝐼, а отже̃︀Φ+(𝑥, 𝑡, i) = e
1
2

∫︀ +∞
𝑥

(𝑚̃(𝜉,𝑡)−1)d𝜉 𝜎3 and ̃︀Φ−(𝑥, 𝑡, i) = e−
1
2

∫︀ 𝑥

−∞(𝑚̃(𝜉,𝑡)−1)d𝜉 𝜎3.

Тому
𝑎(i) = e−

1
2

∫︀ +∞
−∞ (𝑚̃(𝜉,𝑡)−1)d𝜉

i

𝑀(𝑥, 𝑡, i) =

(︃
e

1
2

∫︀ +∞
𝑥

(𝑚̃(𝜉,𝑡)−1)d𝜉 0

0 e−
1
2

∫︀ +∞
𝑥

(𝑚̃(𝜉,𝑡)−1)d𝜉

)︃
. (2.41а)

Тодi, за симетрiєю,

𝑀(𝑥, 𝑡,−i) =

(︃
e−

1
2

∫︀ +∞
𝑥

(𝑚̃(𝜉,𝑡)−1)d𝜉 0

0 e
1
2

∫︀ +∞
𝑥

(𝑚̃(𝜉,𝑡)−1)d𝜉

)︃
. (2.41б)

Зауваження 2.2.1. Симетрiї (2.33) означають, що𝑀(i) = 𝑀(i) = 𝜎3𝑀(i)𝜎3,
де 𝑀(i) ≡ 𝑀(𝑥, 𝑡, i). Таким чином, 𝑀(i) є дiагональною матрицею з дiй-
сними елементами, яка, завдяки тотожностi визначника det𝑀 ≡ 1, має
вигляд

𝑀(𝑥, 𝑡, i) =

(︃
𝜙(𝑥, 𝑡) 0

0 𝜙−1(𝑥, 𝑡)

)︃
(2.42а)

з деяким 𝜙(𝑥, 𝑡) ∈ R. Тодi, знову використовуючи (2.33), маємо, що

𝑀(𝑥, 𝑡,−i) =

(︃
𝜙−1(𝑥, 𝑡) 0

0 𝜙(𝑥, 𝑡)

)︃
(2.42б)

з тим самим 𝜙(𝑥, 𝑡). Отже, матрична структура 𝑀(𝑥, 𝑡,±i) як у (2.41) ви-
пливає iз загальних властивостей розв’язку задачi Рiмана–Гiльберта (ви-
значених умовами стрибка, нормування, на лишки, сингулярностi та си-
метрiї). Це вiдрiзняється вiд випадку рiвняння КХ [23, 24], де специфiчна
матрична структура розв’язку пов’язаної з ним задачi Рiмана–Гiльберта,
отримана у спецiальнiй точцi (𝑘 = i

2 для рiвняння КХ), є додатковою ви-
могою до розв’язку. У випадку рiвняння КХ доведення єдиностi розв’язку
задачi РГ ґрунтується, головним чином, на цiй додатковiй властивостi.

Далi будемо використовувати (2.41) для того, щоб отримати розв’язок
рiвняння мКХ з розв’язку пов’язаної з ним задачi РГ.
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2.2.3 Задача РГ у координатах (𝑦, 𝑡)

Ввiвши нову просторову змiнну 𝑦(𝑥, 𝑡) через (2.16) та 𝑀̂(𝑦, 𝑡, 𝜇) таким чи-
ном, що 𝑀(𝑥, 𝑡, 𝜇) = 𝑀̂(𝑦(𝑥, 𝑡), 𝑡, 𝜇), умова стрибка (2.29а) набуває вигляду

𝑀̂−(𝑦, 𝑡, 𝜇) = 𝑀̂+(𝑦, 𝑡, 𝜇)𝐽(𝑦, 𝑡, 𝜇), 𝜇 ∈ R, 𝜇 ̸= ±1, (2.43а)

де
𝐽(𝑦, 𝑡, 𝜇) := e−𝑝(𝑦,𝑡,𝜇)𝜎3𝐽0(𝜇)e𝑝(𝑦,𝑡,𝜇)𝜎3 (2.43б)

де 𝐽0(𝜇) задано через (2.29в) та

𝑝(𝑦, 𝑡, 𝜇) := − i(𝜇2 − 1)

4𝜇

(︂
−𝑦 +

8𝜇2

(𝜇2 + 1)2
𝑡

)︂
(2.43в)

так, що 𝐽(𝑥, 𝑡, 𝜇) = 𝐽(𝑦(𝑥, 𝑡), 𝑡, 𝜇) i 𝑝(𝑥, 𝑡, 𝜇) = 𝑝(𝑦(𝑥, 𝑡), 𝑡, 𝜇), де стрибок
𝐽(𝑥, 𝑡, 𝜇) i фаза 𝑝(𝑥, 𝑡, 𝜇) визначено у (2.29б) i (2.18), вiдповiдно.

Вiдповiдно, у цих координатах умови на лишки (2.34) також стають
явними:

Res𝜇𝑗
𝑀̂ (1)(𝑦, 𝑡, 𝜇) =

1

κ̂𝑗(𝑦, 𝑡)
𝑀̂ (2)(𝑦, 𝑡, 𝜇𝑗),

Res𝜇̄𝑗
𝑀̂ (2)(𝑦, 𝑡, 𝜇) =

1

κ̂𝑗(𝑦, 𝑡)
𝑀̂ (1)(𝑦, 𝑡, 𝜇𝑗),

(2.44)

де κ̂𝑗(𝑦, 𝑡) = 𝑎̇(𝜇𝑗)𝛿𝑗e
−2𝑝(𝑦,𝑡,𝜇𝑗). Позначимо 𝜌𝑗 := 𝑎̇(𝜇𝑗)𝛿𝑗.

Зауваживши, що умова нормування (2.30), симетрiї (2.33) та умови син-
гулярностi (2.31) при 𝜇 = ±1 виконуються у нових координатах (𝑦, 𝑡), отри-
муємо основну задачу РГ.

Основна задача РГ. Для заданих 𝑟(𝜇) на 𝜇 ∈ R, 𝑐 ∈ R та {𝜇𝑗, 𝜌𝑗}𝑁1 , мно-
жини точок 𝜇𝑗 ∈ C+ та комплексних чисел 𝜌𝑗 ̸= 0, iнварiантних вiдносно
𝜇 ↦→ −𝜇̄ i 𝜇 ↦→ −𝜇−1 (тобто,−𝜇𝑗 = 𝜇𝑗′ i−𝜇−1𝑗 = 𝜇𝑗′′ при 𝜌𝑗 = 𝜌𝑗′ = −𝜇−2𝑗 𝜌𝑗′′),
знайти кусково-мероморфну (вiдносно R), 2× 2-матричнозначну функцiю
𝑀̂(𝑦, 𝑡, 𝜇), яка задовольняє такi умови:

• Умову стрибка (2.43) через R (з 𝐽0(𝜇), визначеним у (2.29в)).
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• Умову на лишки (2.44) з κ̂𝑗(𝑦, 𝑡) = 𝜌𝑗e
−2𝑝(𝑦,𝑡,𝜇𝑗).

• Умову нормування 𝑀̂(𝑦, 𝑡, 𝜇)→ 𝐼 при 𝜇→∞.

• Симетрiї

𝑀̂(𝜇̄) = 𝜎1𝑀̂(𝜇)𝜎1, 𝑀̂(−𝜇) = 𝜎2𝑀̂(𝜇)𝜎2, 𝑀̂(𝜇−1) = 𝜎1𝑀̂(𝜇)𝜎1

(2.45)
де 𝑀̂(𝜇) ≡ 𝑀̂(𝑦, 𝑡, 𝜇).

Цi симетрiї означають, що
𝑀̂(−𝜇−1) = 𝜎3𝑀̂(𝜇)𝜎3 = 𝑀̂(−𝜇̄).

• Умови сингулярностi

𝑀̂(𝑦, 𝑡, 𝜇) =
i𝛼̂+(𝑦, 𝑡)

2(𝜇− 1)

(︃
−𝑐 1

−𝑐 1

)︃
+ O(1) при 𝜇→ 1, Im𝜇 > 0,

(2.46а)

𝑀̂(𝑦, 𝑡, 𝜇) = − i𝛼̂+(𝑦, 𝑡)

2(𝜇+ 1)

(︃
𝑐 1

−𝑐 −1

)︃
+ O(1) при 𝜇→ −1, Im𝜇 > 0,

(2.46б)

де 𝛼̂+(𝑦, 𝑡) ∈ R не задається. Цi двi умови сингулярностi є еквiвалентними
за симетрiями (2.45).

Данi для цiєї задачi РГ пов’язанi з 𝑢0(𝑥). Конкретнi данi для цi-
єї задачi РГ можна отримати з початкової функцiї задачi Кошi (2.1), що
задовольняє 𝑢0(𝑥)→ 1 при 𝑥→ ±∞.

• Спочатку знайти 𝑠(𝜇) за допомогою (2.24) при 𝑡 = 0 (використовуючи
розв’язки (2.20), взятi при 𝑡 = 0).

• Тодi визначити спектральнi данi 𝑎(𝜇), 𝑏(𝜇) та 𝑟(𝜇) через (2.25) та (2.28).

• Тодi знайти {𝜇𝑗}𝑁1 , якi є нулями 𝑎(𝜇) у C+.

• Дiйсна константа 𝑐 визначається через (2.32).
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• Визначити константу {𝛿𝑗}𝑁1 через (2.35б) при 𝑡 = 0 (з використанням
розв’язкiв (2.14) при 𝑡 = 0).

• Нарештi, визначити {𝜌𝑗}𝑁1 як 𝜌𝑗 = 𝑎̇(𝜇𝑗)𝛿𝑗.

Зауваження 2.2.2. Важливою вiдмiннiстю мiж випадками рiвнянь КХ i
мКХ є те, що в першому випадку iснує можливiсть звести матричнi задачi
РГ до векторних, якi не мають сингулярнiсть в точцi на контурi: це можна
зробити, помноживши вiдповiдну матрицю 𝑀̂ на вектор (1, 1) злiва. Цей
прийом, очевидно, не спрацьовує у нашому випадку, оскiльки матрична
структура (див. (2.46)) сингулярностi при 𝜇 = 1 вiдрiзняється вiд структу-
ри при 𝜇 = −1.

2.2.4 Єдинiсть розв’язку основної задачi РГ

Припустимо, що задача РГ (2.43)–(2.46) має розв’язок 𝑀̂ . Щоб довести,
що цей розв’язок єдиний, спочатку зауважимо, що det 𝑀̂ ≡ 1.

Дiйсно, умови для 𝑀̂ означають, що det 𝑀̂ не має нi стрибка через R, нi
сингулярностей у 𝜇𝑗. Бiльш того, det 𝑀̂ прямує до 1 при 𝜇→∞, i єдиними
можливими сингулярностями det 𝑀̂ є простi полюси при 𝜇 = ±1. Тодi, за
теоремою Лiувiлля, det 𝑀̂ ≡ 1 + 𝜑1

𝜇−1 + 𝜑2

𝜇+1 з деяким 𝜑𝑗. Але з симетрiї
𝑀̂(𝜇−1) = 𝜎1𝑀̂(𝜇)𝜎1 з (2.45) випливає, що 𝜑1 = 𝜑2 = 0, i тому det 𝑀̂ ≡ 1.

Тепер припустимо, що 𝑀̂1 i 𝑀̂2 є двома розв’язками задачi РГ i роз-
глянемо 𝑃 := 𝑀̂1(𝑀̂2)

−1. Очевидно, що 𝑃 не має нi стрибка через R, нi
сингулярностей в 𝜇𝑗. Бiльше того, 𝑃 прямує до 𝐼 при 𝜇 → ∞ i єдиними
можливими сингулярностями 𝑃 є простi полюси при 𝜇 = ±1.

Розглянемо, наприклад, розвинення 𝑀̂𝑗, 𝑗 = 1, 2 при 𝜇→ −1 за умови,
що Im𝜇 > 0:

𝑀̂𝑗(𝑦, 𝑡, 𝜇) = − i𝛽𝑗(𝑦, 𝑡)

2(𝜇+ 1)

(︃
𝑐 1

−𝑐 −1

)︃
+

(︃
𝑛𝑗(𝑦, 𝑡) 𝑚𝑗(𝑦, 𝑡)

𝑓𝑗(𝑦, 𝑡) 𝑔𝑗(𝑦, 𝑡)

)︃
+O(𝜇+1), 𝜇 ∈ C+.
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З det 𝑀̂𝑗 ≡ 1 випливає, що

(𝑀̂𝑗(𝑦, 𝑡, 𝜇))−1 = − i𝛽𝑗(𝑦, 𝑡)

2(𝜇+ 1)

(︃
−1 −1

𝑐 𝑐

)︃
+

(︃
𝑔𝑗(𝑦, 𝑡) −𝑚𝑗(𝑦, 𝑡)

−𝑓𝑗(𝑦, 𝑡) 𝑛𝑗(𝑦, 𝑡)

)︃
+O(𝜇+1).

Використаємо цi вирази для обчислення розвинення 𝑀̂𝑗𝑀̂
−1
𝑗 при 𝜇 → −1.

Вiдсутнiсть члена порядку (𝜇+ 1)−1 означає, що

𝑛𝑗(𝑦, 𝑡) + 𝑓𝑗(𝑦, 𝑡) = 𝑐(𝑚𝑗(𝑦, 𝑡) + 𝑔𝑗(𝑦, 𝑡)), 𝑗 = 1, 2. (2.47)

У свою чергу, з (2.47) випливає, що

𝑃 (𝑦, 𝑡, 𝜇) = − i𝜓(𝑦, 𝑡)

2(𝜇+ 1)

(︃
1 1

−1 −1

)︃
+ O(1) as 𝜇→ −1, 𝜇 ∈ C+,

для деякого 𝜓(𝑦, 𝑡). Тодi, за симетрiєю 𝑃 (𝜇−1) = 𝜎3𝑃 (𝜇)𝜎3, маємо

𝑃 (𝑦, 𝑡, 𝜇) = − i𝜓(𝑦, 𝑡)

2(𝜇− 1)

(︃
1 −1

1 −1

)︃
+ O(1) as 𝜇→ 1, 𝜇 ∈ C+.

Використовуючи умову нормування, за теоремою Лiувiлля маємо

𝑃 = − i

2
𝜓(𝑦, 𝑡)

(︃
1

𝜇− 1

(︃
1 −1

1 −1

)︃
+

1

𝜇+ 1

(︃
1 1

−1 −1

)︃)︃
+ 𝐼.

Пiдставивши у останню рiвнiсть 𝜇 = i, отримуємо

𝑃 (𝑦, 𝑡, i) = − i

2
𝜓(𝑦, 𝑡)

(︃
−i 1

−1 i

)︃
+ 𝐼. (2.48)

Але, згiдно з (2.42а), обидвi матрицi 𝑀̂1(i) i 𝑀̂2(i) є дiагональними. То-
му 𝑃 (𝑦, 𝑡, i) також дiагональна, i з (2.48) випливає, що 𝜓(𝑦, 𝑡) ≡ 0. Отже,
𝑃 (𝑦, 𝑡, 𝜇) ≡ 𝐼 i, вiдповiдно, 𝑀̂1 ≡ 𝑀̂2.

2.2.5 Отримання 𝑢(𝑥, 𝑡) з розв’язку задачi РГ

Покажемо, як можна отримати розв’язок задачi Кошi (2.1) з розв’язку
основної задачi РГ, данi якої пов’язанi з початковими даними 𝑢0(𝑥). По-
чнемо з деяких попереднiх спостережень.
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Повертаючись до побудови 𝑀(𝑥, 𝑡, 𝜇) з розв’язкiв Йоста (див. роздiл
2.2.2), можна використати (2.41а), щоб виразити розв’язок 𝑢(𝑥, 𝑡) рiвняння
мКХ через розв’язок асоцiйованої задачi РГ 𝑀(𝑥, 𝑡, 𝜇), обчислений при
𝜇 = i. Дiйсно, введемо (пор. з випадком рiвняння КХ [24])

𝜇̃1(𝑥, 𝑡) := 𝑀11(𝑥, 𝑡, i) +𝑀21(𝑥, 𝑡, i) = e
1
2

∫︀ +∞
𝑥

(𝑚̃(𝜉,𝑡)−1)d𝜉,

𝜇̃2(𝑥, 𝑡) := 𝑀12(𝑥, 𝑡, i) +𝑀22(𝑥, 𝑡, i) = e−
1
2

∫︀ +∞
𝑥

(𝑚̃(𝜉,𝑡)−1)d𝜉.

Використовуючи нову просторову змiнну 𝑦(𝑥, 𝑡) := 𝑥−
∫︀ +∞
𝑥 (𝑚̃(𝜉, 𝑡)− 1)d𝜉,

введену в (2.16), наведенi вище рiвняння означають

𝜇̃1(𝑥, 𝑡)

𝜇̃2(𝑥, 𝑡)
= e

∫︀ +∞
𝑥

(𝑚̃(𝜉,𝑡)−1)d𝜉 = e𝑥−𝑦(𝑥,𝑡) (2.49)

i таким чином
𝑥 = 𝑦(𝑥, 𝑡) + ln

𝜇̃1(𝑥, 𝑡)

𝜇̃2(𝑥, 𝑡)
. (2.50)

Також зауважимо, що
𝜇̃1(𝑥, 𝑡)𝜇̃2(𝑥, 𝑡) = 1. (2.51)

Твердження 2.2.3. Нехай 𝑀̂(𝑦, 𝑡, 𝜇) - розв’язок задачi РГ (2.43)–(2.46),
данi якої пов’язанi з початковими даними 𝑢0(𝑥). Визначимо 𝜇̂1(𝑦, 𝑡) :=

𝑀̂11(𝑦, 𝑡, i) + 𝑀̂21(𝑦, 𝑡, i) та 𝜇̂2(𝑦, 𝑡) := 𝑀̂12(𝑦, 𝑡, i) + 𝑀̂22(𝑦, 𝑡, i). Розв’язок
𝑢(𝑥, 𝑡) задачi Кошi (2.1) має 𝑥-похiдну, яка задається параметричним
представленням

𝑢𝑥(𝑥+ 𝑡, 𝑡) =
1

2
𝜕𝑡 ln

𝜇̂1(𝑦, 𝑡)

𝜇̂2(𝑦, 𝑡)
, (2.52а)

𝑥(𝑦, 𝑡) = 𝑦 + ln
𝜇̂1(𝑦, 𝑡)

𝜇̂2(𝑦, 𝑡)
. (2.52б)

Доведення. Виразимо 𝑢̃𝑥 через змiннi (𝑦, 𝑡). Для вираження функцiї 𝑓(𝑥, 𝑡)

через (𝑦, 𝑡) будемо використовувати запис 𝑓(𝑦, 𝑡) := 𝑓(𝑥(𝑦, 𝑡), 𝑡), наприклад,

𝑢̂(𝑦, 𝑡) := 𝑢̃(𝑥(𝑦, 𝑡), 𝑡), 𝑢̂𝑥(𝑦, 𝑡) := 𝑢̃𝑥(𝑥(𝑦, 𝑡), 𝑡),

𝑚̂(𝑦, 𝑡) := 𝑚̃(𝑥(𝑦, 𝑡), 𝑡), 𝜔̂(𝑦, 𝑡) := 𝜔̃(𝑥(𝑦, 𝑡), 𝑡).

61



Диференцiюючи тотожнiсть 𝑥(𝑦(𝑥, 𝑡), 𝑡) = 𝑥 вiдносно 𝑡, отримуємо:

𝜕𝑡 (𝑥(𝑦(𝑥, 𝑡), 𝑡)) = 𝑥𝑦(𝑦, 𝑡)𝑦𝑡(𝑥, 𝑡) + 𝑥𝑡(𝑦, 𝑡) = 0. (2.53)

З (2.16) випливає, що

𝑥𝑦(𝑦, 𝑡) =
1

𝑚̂(𝑦, 𝑡)
(2.54)

i 𝑦𝑡(𝑥, 𝑡) = −
∫︀ +∞
𝑥 𝑚̃𝑡(𝜉, 𝑡)d𝜉. За допомогою (2.3а) остання рiвнiсть набуває

вигляду

𝑦𝑡(𝑥, 𝑡) =

∫︁ +∞

𝑥

(𝜔̃𝑚̃)𝜉 (𝜉, 𝑡)d𝜉 = −𝜔̃𝑚̃(𝑥, 𝑡).

Пiдставивши це i (2.54) у (2.53), отримуємо:

𝑥𝑡(𝑦, 𝑡) = 𝜔̂(𝑦, 𝑡). (2.55)

Диференцiюючи (2.55) вiдносно 𝑦, отримуємо:

𝑥𝑡𝑦(𝑦, 𝑡) = 𝜔̂𝑥𝑥𝑦(𝑦, 𝑡) = 2𝑢̂𝑥(𝑢̂− 𝑢̂𝑥𝑥 + 1)
1

𝑚̂
(𝑦, 𝑡) = 2𝑢̂𝑥(𝑦, 𝑡). (2.56)

Таким чином, отримуємо параметричне представлення 𝑢̃𝑥(𝑥, 𝑡):

𝑢̃𝑥(𝑥(𝑦, 𝑡), 𝑡) ≡ 𝑢̂𝑥(𝑦, 𝑡) =
1

2
𝜕𝑡𝑥(𝑦, 𝑡),

𝑥(𝑦, 𝑡) = 𝑦 +
ln 𝜇̂1(𝑦, 𝑡)

ln 𝜇̂2(𝑦, 𝑡)
,

що дає (2.52).

Зауваження 2.2.4. У випадку рiвняння КХ, зв’язок мiж новими та оригi-
нальними просторовими змiнними (2.50) такий самий, тодi як похiдна (2.55)
дає безпосередньо розв’язок 𝑢 рiвняння КХ (у змiнних (𝑦, 𝑡)). Для безпо-
середнього визначення розв’язку рiвняння мКХ 𝑢 з розв’язку асоцiйованої
задачi РГ див. зауваження 2.3.8 нижче.

2.3 Вiд розв’язку задачi РГ до розв’язку рiвняння мКХ

Розглянемо задачу РГ (2.43)–(2.46) з даними, якi не обов’язково пов’язанi
з початковими даними для рiвняння мКХ. Цей роздiл має на метi показа-
ти, що, стартуючи з розв’язку 𝑀̂(𝑦, 𝑡, 𝜇) такої задачi РГ, можна побудувати
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розв’язок (принаймнi, локально) рiвняння мКХ за допомогою манiпуляцiй,
подiбних до тих, що описано в роздiлi 2.2.5. Для цього покажемо, що, по-
чинаючи з 𝑀̂(𝑦, 𝑡, 𝜇), можна визначити 2 × 2-матричнi функцiї Ψ̂(𝑦, 𝑡, 𝜇),
якi задовольняють рiвняння пари Лакса

Ψ̂𝑦 =
^̂
𝑈Ψ̂,

Ψ̂𝑡 =
^̂
𝑉 Ψ̂,

коефiцiєнти яких ^̂
𝑈 i ^̂

𝑉 отримано з 𝑀̂(𝑦, 𝑡, 𝜇), а умовою сумiсностi є рiв-
няння мКХ (записане у змiнних (𝑦, 𝑡)).

Спочатку переформулюємо вихiднi рiвняння пари Лакса (2.10) у змiн-
них (𝑦, 𝑡). Ввiвши Ψ̂(𝑦, 𝑡) = Φ̂(𝑥(𝑦, 𝑡), 𝑡) i взявши до уваги (2.55) та (2.54),
пара Лакса (2.10) у змiнних (𝑦, 𝑡) набуває вигляду:

Ψ̂𝑦 + i𝑘𝜎3Ψ̂ =
𝑚̃− 1

𝑚̃

𝜆

4i𝑘

(︃
1
𝜆 1

−1 − 1
𝜆

)︃
Ψ̂,

Ψ̂𝑡 −
2i𝑘

𝜆2
𝜎3Ψ̂ =

(︃
𝑢̃

2i𝑘

(︃
−1 − 1

𝜆
1
𝜆 1

)︃
+
𝑢̃𝑥
𝜆

(︃
0 1

1 0

)︃)︃
Ψ̂,

де 𝑘 := − i
2

√
1− 𝜆2.

Отже, використовуючи 𝜇 як спектральний параметр (див. (2.17)), ми
маємо таке твердження:

Твердження 2.3.1. Пара Лакса (2.10) у змiнних (𝑦, 𝑡, 𝜇) має такий ви-
гляд:

Ψ̂𝑦 +
i(𝜇2 − 1)

4𝜇
𝜎3Ψ̂ = ̃︀𝑈Ψ̂,

Ψ̂𝑡 −
2i(𝜇2 − 1)𝜇

(𝜇2 + 1)2
𝜎3Ψ̂ = ̃︀𝑉 Ψ̂,

(2.57)

де

̃︀𝑈(𝑦, 𝑡, 𝜇) =
i𝑓(𝑦, 𝑡)

𝜇− 1

(︃
1 −1

1 −1

)︃
+

i𝑓(𝑦, 𝑡)

𝜇+ 1

(︃
1 1

−1 −1

)︃
+ i𝑓(𝑦, 𝑡)

(︃
0 −1

1 0

)︃
,

(2.58а)
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̃︀𝑉 (𝑦, 𝑡, 𝜇) =
i𝑞(𝑦, 𝑡)

𝜇− 1

(︃
1 −1

1 −1

)︃
+

i𝑞(𝑦, 𝑡)

𝜇+ 1

(︃
1 1

−1 −1

)︃

+
1

𝜇− i

(︃
0 𝑔1(𝑦, 𝑡)

𝑔2(𝑦, 𝑡) 0

)︃
+

1

𝜇+ i

(︃
0 𝑔2(𝑦, 𝑡)

𝑔1(𝑦, 𝑡) 0

)︃
,

(2.58б)

де 𝑓 , 𝑞, 𝑔1 та 𝑔2 визначенi таким чином:

𝑓 = −𝑚̂− 1

2𝑚̂
, 𝑞 = 𝑢̂, 𝑔1 = −𝑢̂− 𝑢̂𝑥, 𝑔2 = 𝑢̂− 𝑢̂𝑥. (2.59)

Наша мета у цьому роздiлi — показати, що з розв’язку 𝑀̂(𝑦, 𝑡, 𝜇) задачi
РГ (2.43)–(2.46), де данi 𝑟(𝜇) при 𝜇 ∈ R, 𝑐 ∈ R, i {𝜇𝑗, 𝜌𝑗}𝑁1 не пов’язанi
апрiорi з деякими початковими даними 𝑢0(𝑥), можна “витягти” розв’язок
рiвняння мКХ. Iдея полягає у наступному:

(а) Визначити Ψ̂(𝑦, 𝑡, 𝜇) := 𝑀̂(𝑦, 𝑡, 𝜇)e−𝑝(𝑦,𝑡,𝜇)𝜎3 i показати, що Ψ̂(𝑦, 𝑡, 𝜇)

задовольняє систему диференцiйних рiвнянь:

Ψ̂𝑦 =
^̂
𝑈Ψ̂,

Ψ̂𝑡 =
^̂
𝑉 Ψ̂,

(2.60)

де ^̂
𝑈 i ^̂

𝑉 мають таку саму (рацiональну) залежнiсть вiд 𝜇, як i у
(2.57) i (2.58), причому коефiцiєнти визначаються у термiнах розви-
нень 𝑀̂(𝑦, 𝑡, 𝜇) у вiдповiдних 𝜇.

(б) Показати, що умова сумiсностi для (2.60), тобто рiвнiсть ^̂
𝑈𝑡 − ^̂

𝑉𝑦 +

[
^̂
𝑈,

^̂
𝑉 ] = 0, зводиться до рiвняння мКХ.

Твердження 2.3.2. Нехай 𝑀̂(𝑦, 𝑡, 𝜇) є розв’язком задачi РГ (2.43)–(2.46).
Визначимо

Ψ̂(𝑦, 𝑡, 𝜇) := 𝑀̂(𝑦, 𝑡, 𝜇)e−𝑝(𝑦,𝑡,𝜇)𝜎3, (2.61)

де 𝑝(𝑦, 𝑡, 𝜇) := − i(𝜇2−1)
4𝜇

(︁
−𝑦 + 8𝜇2

(𝜇2+1)2 𝑡
)︁
. Тодi Ψ̂(𝑦, 𝑡, 𝜇) задовольняє диферен-

цiальне рiвняння
Ψ̂𝑦 =

^̂
𝑈Ψ̂
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де ^̂
𝑈 = − i(𝜇2−1)

4𝜇 𝜎3 + ̃︀𝑈 , де ̃︀𝑈 як у (2.58а) з 𝑓 , заданим як

𝑓(𝑦, 𝑡) := −𝜂(𝑦, 𝑡)

2
,

а 𝜂(𝑦, 𝑡) можна отримати з розвинення 𝑀̂(𝑦, 𝑡, 𝜇) при великих 𝜇:

𝑀̂(𝑦, 𝑡, 𝜇) = 𝐼 +
1

𝜇

(︃
𝜉(𝑦, 𝑡) 𝜂(𝑦, 𝑡)

𝜂(𝑦, 𝑡) −𝜉(𝑦, 𝑡)

)︃
+ O(𝜇−2), 𝜇→∞.

Доведення. Зауважимо, що Ψ̂(𝑦, 𝑡, 𝜇) задовольняє умову стрибка

Ψ̂−(𝑦, 𝑡, 𝜇) = Ψ̂+(𝑦, 𝑡, 𝜇)𝐽0(𝜇)

з матрицею стрибка 𝐽0, що не залежить вiд 𝑦. Тому Ψ̂𝑦(𝑦, 𝑡, 𝜇) задоволь-
няє ту саму умову стрибка. Отже, Ψ̂𝑦Ψ̂

−1 = 𝑀̂𝑦𝑀̂
−1 − 𝑝𝑦𝑀̂𝜎3𝑀̂

−1 не має
стрибка i є мероморфною функцiєю, з можливими особливими точками при
𝜇 =∞, 𝜇 = 0 i 𝜇 = ±1. Проаналiзуємо Ψ̂𝑦Ψ̂

−1 в околi цих точок.
(i) При 𝜇→∞, маємо 𝑝𝑦 = i𝜇

4 + O(𝜇−1) i тому

Ψ̂𝑦Ψ̂
−1 = − i𝜇

4
𝜎3 −

i

4
[𝑀̂ (∞), 𝜎3] + O(𝜇−1),

де 𝑀̂ (∞) ≡ 𝑀̂ (∞)(𝑦, 𝑡) отримано з асимптотики 𝑀̂ при великих 𝜇:

𝑀̂ = 𝐼 +
𝑀̂ (∞)

𝜇
+ O(𝜇−2), 𝜇→∞.

Симетрiї (2.45) означають, що 𝜎2𝑀̂
(∞)𝜎2 = −𝑀̂ (∞) i 𝜎1𝑀̂ (∞)𝜎1 = 𝑀̂ (∞),

тому

𝑀̂ (∞) =

(︃
𝜉 𝜂

𝜂 −𝜉

)︃
,

де 𝜉(𝑦, 𝑡) ∈ iR та 𝜂(𝑦, 𝑡) ∈ R. Отже,

Ψ̂𝑦Ψ̂
−1 = − i𝜇

4
𝜎3 −

i

2

(︃
0 −𝜂
𝜂 0

)︃
+ O(𝜇−1), 𝜇→∞. (2.62)

Тодi, за симетрiєю,

Ψ̂𝑦Ψ̂
−1 =

i

4𝜇
𝜎3 +

i

2

(︃
0 −𝜂
𝜂 0

)︃
+ O(𝜇), 𝜇→ 0. (2.63)
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(ii) Розвинувши 𝑀̂(𝜇) у (2.46а) далi, i, дiючи як у роздiлi 2.2.4, щоб
отримати (2.47), маємо

Ψ̂𝑦Ψ̂
−1 =

i𝛽1
𝜇− 1

(︃
1 −1

1 −1

)︃
+ O(1), 𝜇→ 1, (2.64)

де 𝛽1(𝑦, 𝑡) ∈ R. З симетрiй випливає

Ψ̂𝑦Ψ̂
−1 =

i𝛽1
𝜇+ 1

(︃
1 1

−1 −1

)︃
+ O(1), 𝜇→ −1. (2.65)

Комбiнуючи (2.62), (2.63), (2.64) та (2.65), отримуємо, що функцiя

Ψ̂𝑦Ψ̂
−1 +

i(𝜇2 − 1)

4𝜇
𝜎3 −

i𝛽1
𝜇− 1

(︃
1 −1

1 −1

)︃
− i𝛽1
𝜇+ 1

(︃
1 1

−1 −1

)︃
+

i

2

(︃
0 −𝜂
𝜂 0

)︃
є голоморфною у всiй комплекснiй 𝜇-площинi i, бiльш того, спадає до 0 при
𝜇→∞. Тодi, за теоремою Лiувiлля, вона тотожно дорiвнює нулю.

Далi, знову ж за симетрiєю, 𝑀̂(𝑦, 𝑡, i) є дiагональною (див. зауваження
2.2.1), з чого випливає, що така сума також є дiагональною:

i𝛽1
i− 1

(︃
1 −1

1 −1

)︃
+

i𝛽1
i + 1

(︃
1 1

−1 −1

)︃
− i

2

(︃
0 −𝜂
𝜂 0

)︃
.

Звiдси випливає, що 𝜂
2 = −𝛽1, i таким чином ми приходимо до рiвностi

Ψ̂𝑦 =
^̂
𝑈Ψ̂ з ^̂

𝑈 = − i(𝜇2−1)
4𝜇 𝜎3 + ̃︀𝑈 , де ̃︀𝑈 як у (2.58а) з 𝑓 = 𝛽1.

Твердження 2.3.3. Функцiя Ψ̂(𝑦, 𝑡, 𝜇), задана формулою (2.61), задоволь-
няє диференцiальне рiвняння

Ψ̂𝑡 =
^̂
𝑉 Ψ̂ (2.66)

з ^̂
𝑉 = 2i(𝜇2−1)𝜇

(𝜇2+1)2 𝜎3 + ̃︀𝑉 , де ̃︀𝑉 – як у (2.58б) з коефiцiєнтами 𝑞, 𝑔1 та 𝑔2, що
визначаються шляхом аналiзу 𝑀̂(𝑦, 𝑡, 𝜇) при 𝜇→ 1 та 𝜇→ i.

Доведення. Подiбно до твердження 2.3.2, зауважимо, що Ψ̂𝑡Ψ̂
−1 = 𝑀̂𝑡𝑀̂

−1−
𝑝𝑡𝑀̂𝜎3𝑀̂

−1 не має стрибка i, отже, є мероморфною функцiєю з можливими
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сингулярностями у точках 𝜇 = ∞, 𝜇 = 0, 𝜇 = ±1 та 𝜇 = ±i, остання з
яких зумовлена сингулярнiстю 𝑝𝑡 при 𝜇 = ±i:

𝑝𝑡(𝜇) = ± 1

(𝜇∓ i)2
− i

𝜇∓ i
+ O(1), 𝜇→ ±i. (2.67)

Аналiзуючи поведiнку Ψ̂𝑡Ψ̂
−1 поблизу цих точок, маємо наступне:

(i) При 𝜇→∞ маємо 𝑝𝑡(𝜇) = O(𝜇−1) i тому

Ψ̂𝑡Ψ̂
−1(𝜇) = O(𝜇−1), 𝜇→∞. (2.68)

Тодi за симетрiєю

Ψ̂𝑡Ψ̂
−1(𝜇) = O(𝜇), 𝜇→ 0. (2.69)

(ii) Розвинувши 𝑀̂(𝜇) при 𝜇 = 1 i дiючи, як у попередньому твердженнi,
щоб отримати (2.64), маємо

Ψ̂𝑡Ψ̂
−1(𝜇) =

i𝛽2
𝜇− 1

(︃
1 −1

1 −1

)︃
+ O(1), 𝜇→ 1, (2.70)

де 𝛽2(𝑦, 𝑡) ∈ R. За симетрiєю,

Ψ̂𝑡Ψ̂
−1(𝜇) =

i𝛽2
𝜇+ 1

(︃
1 1

−1 −1

)︃
+ O(1), 𝜇→ −1. (2.71)

(iii) Аналiзуючи поведiнку 𝑀̂(𝜇) при 𝜇→ i i приймаючи до уваги симетрiї,
отримуємо

𝑀̂(𝜇) =

(︃
𝑎1 0

0 𝑎−11

)︃
+

(︃
0 𝑎2

𝑎3 0

)︃
(𝜇− i) + O((𝜇− i)2), 𝜇→ i, (2.72)

де 𝑎𝑗 ≡ 𝑎𝑗(𝑦, 𝑡), 𝑗 = 1, 2, 3. Враховуючи (2.67), маємо

Ψ̂𝑡Ψ̂
−1(𝜇) = − 1

(𝜇− i)2
𝜎3 +

1

𝜇− i

(︂
i𝜎3 +

(︂
0 2𝑎2𝑎1

−2𝑎3𝑎
−1
1 0

)︂)︂
+ O(1), 𝜇→ i.

(2.73)

Тодi за симетрiєю

Ψ̂𝑡Ψ̂
−1(𝜇) =

1

(𝜇+ i)2
𝜎3 +

1

𝜇+ i

(︂
i𝜎3 +

(︂
0 −2𝑎3𝑎

−1
1

2𝑎2𝑎1 0

)︂)︂
+ O(1), 𝜇→ −i.

(2.74)

67



Комбiнуючи (2.68), (2.70) та (2.71), (2.73) та (2.74), отримуємо, що функцiя

Ψ̂𝑡Ψ̂
−1(𝜇)− 2i(𝜇2 − 1)𝜇

(𝜇2 + 1)2
𝜎3 −

1

𝜇− 1
i𝛽2

(︃
1 −1

1 −1

)︃
− 1

𝜇+ 1
i𝛽2

(︃
1 1

−1 −1

)︃

− 1

𝜇− i

(︃
0 𝛾1

𝛾2 0

)︃
− 1

𝜇+ i

(︃
0 𝛾2

𝛾1 0

)︃
,

де 𝛾1 = 2𝑎2𝑎1 та 𝛾2 = −2𝑎3𝑎
−1
1 , є голоморфною у всiй комплекснiй 𝜇-

площинi i спадає до 0 при 𝜇 → ∞. Тодi, за теоремою Лiувiлля, вона то-
тожно дорiвнює нулю. Таким чином, маємо рiвнiсть Ψ̂𝑡 =

^̂
𝑉 Ψ̂ з ^̂

𝑉 (𝜇) =
2i(𝜇2−1)𝜇
(𝜇2+1)2 𝜎3 + ̃︀𝑉 (𝜇), де ̃︀𝑉 (𝜇) як у (2.58б), i 𝑞 = 𝛽2, 𝑔1 = 𝛾1 i 𝑔2 = 𝛾2.

Наступним кроком доведемо, що умова сумiсностi

^̂
𝑈𝑡 − ^̂

𝑉𝑦 + [
^̂
𝑈,

^̂
𝑉 ] = 0 (2.75)

дає рiвняння мКХ у змiнних (𝑦, 𝑡).

Твердження 2.3.4. Рiвняння мКХ (2.3а) у змiнних (𝑦, 𝑡) має такий ви-
гляд:

(𝑚̂−1)𝑡(𝑦, 𝑡) = 2𝑢̂𝑥(𝑦, 𝑡), (2.76а)

𝑚̂(𝑦, 𝑡) := 𝑢̂(𝑦, 𝑡)− 𝑢̂𝑥𝑥(𝑦, 𝑡) + 1, (2.76б)

де 𝑓(𝑦, 𝑡) := 𝑓(𝑥(𝑦, 𝑡), 𝑡) для будь-якої функцiї 𝑓(𝑥, 𝑡) i 𝑥𝑦(𝑦, 𝑡) = 𝑚̂−1(𝑦, 𝑡).

Доведення. Пiдставивши 𝑚̃𝑡 = −(𝜔̃𝑚̃)𝑥 з (2.3а) та 𝑥𝑡 = 𝜔̂ з (2.55) у рiвнiсть

𝑚̂𝑡(𝑦, 𝑡) = 𝑚̃𝑥(𝑥(𝑦, 𝑡), 𝑡)𝑥𝑡(𝑦, 𝑡) + 𝑚̃𝑡(𝑥(𝑦, 𝑡), 𝑡)

i використавши той факт, що 𝜔̃𝑥 = 2𝑚̃𝑢̃𝑥, отримуємо

𝑚̂𝑡(𝑦, 𝑡) = 𝑚̃𝑥(𝑥(𝑦, 𝑡), 𝑡)𝜔̂(𝑦, 𝑡)− 𝑚̃𝑥(𝑥(𝑦, 𝑡), 𝑡)𝜔̂(𝑦, 𝑡)− 2𝑚̃2(𝑥(𝑦, 𝑡), 𝑡)𝑢̂𝑥(𝑦, 𝑡)

= −2𝑢̂𝑥𝑚̂
2(𝑦, 𝑡),

звiдки випливає (2.76а).
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Зауваження 2.3.5. Зауважимо, що (2.76б) можна записати так:

𝑚̂(𝑦, 𝑡) = 𝑢̂(𝑦, 𝑡)− (𝑢̂𝑥)𝑦 (𝑦, 𝑡)𝑚̂(𝑦, 𝑡) + 1. (2.77)

Аналiзуючи умову сумiсностi (2.75) в особливих точках для ^̂
𝑈 i ^̂

𝑉 , отри-
маємо алгебраїчнi та диференцiальнi рiвняння мiж коефiцiєнтами ^̂

𝑈 i ^̂
𝑉 ,

тобто, мiж 𝛽1, 𝛽2, 𝛾1 та 𝛾2, якi можна звести до (2.76а).

Твердження 2.3.6. Нехай 𝛽1(𝑦, 𝑡), 𝛽2(𝑦, 𝑡), 𝛾1(𝑦, 𝑡) та 𝛾2(𝑦, 𝑡) - функцiї,
визначенi через 𝑀̂(𝑦, 𝑡, 𝜇) як у твердженнях 2.3.2 та 2.3.3. Тодi вони
задовольняють рiвнянням:

𝛽1𝑡 +
𝛾1 + 𝛾2

2
= 0; (2.78а)

𝛽2 −
𝛾2 − 𝛾1

2
= 0; (2.78б)

(𝛾1 − 𝛾2)𝑦 − (1 + 2𝛽1)(𝛾1 + 𝛾2) = 0; (2.78в)

(𝛾2 + 𝛾1)𝑦 + 4𝛽1 − (1 + 2𝛽1)(𝛾1 − 𝛾2) = 0. (2.78г)

Доведення. Нагадаємо, що 𝛽1 i 𝛽2 задаються через (2.64) i (2.70), вiдповiд-
но. Крiм того, 𝛾1 := 2𝑎2𝑎1 i 𝛾2 := −2𝑎3𝑎

−1
1 , де 𝑎1, 𝑎2 i 𝑎3 визначаються через

(2.72).
(i) Аналiзуючи поведiнку лiвої частини рiвностi (2.75) при 𝜇 → ∞, го-

ловний член (порядку O(1)) має вигляд(︂
𝛽1𝑡 +

𝛾1 + 𝛾2
2

)︂
𝜎2,

звiдки випливає (2.78а).
(ii) Аналiзуючи поведiнку лiвої частини рiвностi (2.75) при 𝜇 → 0, го-

ловний член (порядку O(𝜇−1)) має вигляд

−1

𝜇

(︂
𝛽2 +

𝛾1 − 𝛾2
2

)︂
𝜎1,

звiдки випливає (2.78б).
(iii) Оцiнюючи лiву частину рiвностi (2.75) при 𝜇 → 1, дiагональна ча-

стина головного члена (порядку O((𝜇− 1)−1)) дорiвнює
i

𝜇− 1
(𝛽1𝑡 − 𝛽2𝑦 − 𝛽1(𝛾1 + 𝛾2))𝜎3,
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звiдки випливає (2.78в), враховуючи (2.78а) та (2.78б).
(iv) Оцiнюючи лiву частину рiвностi (2.75) при 𝜇 → i, головний член

(порядку O((𝜇− i)−1)) має вигляд

1

𝜇− i

[︃(︃
0 −𝛾1𝑦
−𝛾2𝑦 0

)︃
+ (1 + 2𝛽1)

(︃
0 𝛾1

−𝛾2 0

)︃
− 2𝛽1

(︃
0 1

1 0

)︃]︃
,

з чого випливає (2.78г).

Твердження 2.3.7. Нехай 𝑚̂(𝑦, 𝑡), 𝑢̂(𝑦, 𝑡) та 𝑥(𝑦, 𝑡) визначено через 𝛽1,
𝛽2, 𝛾1 та 𝛾2 таким чином:

𝑚̂ = (1 + 2𝛽1)
−1, 𝑢̂ = 𝛽2 =

𝛾2 − 𝛾1
2

, 𝑥𝑦 = 1 + 2𝛽1. (2.79)

Тодi чотири рiвняння (2.78) зводяться до (2.76а) i (2.77).

Доведення. Дiйсно, визначивши 𝑢̂ та 𝑥(𝑦, 𝑡) як вказано у (2.79), рiвняння
(2.78в) означає, що 𝑢̂𝑥 = 𝑢̂𝑦𝑥

−1
𝑦 можна виразити як

𝑢̂𝑥 = −𝛾1 + 𝛾2
2

.

Тодi, беручи до уваги визначення 𝑚̂ у (2.79), рiвняння (2.78а) набуває ви-
гляду (2.76а). Нарештi, використовуючи введенi вище позначення, рiвнян-
ня (2.77) можна записати як

1

1 + 2𝛽1
=
𝛾2 − 𝛾1

2
+

(𝛾1 + 𝛾2)𝑦
2

1

1 + 2𝛽1
+ 1,

що i є рiвнянням (2.78г).

Зауваження 2.3.8. Формули 𝑢̂ = 𝛾2−𝛾1
2 та 𝑢̂𝑥 = −𝛾1+𝛾2

2 дають альтерна-
тивний спосiб побудови функцiй 𝑢̂ та 𝑢̂𝑥 з розв’язку 𝑀̂ задачi РГ. Дiйсно,
згiдно з твердженням 2.3.3, 𝑢̂ та 𝑢̂𝑥 як функцiї вiд (𝑦, 𝑡) можна отримати за
допомогою коефiцiєнтiв 𝑎𝑗(𝑦, 𝑡) (див. (2.72)) розвинення функцiї 𝑀̂(𝑦, 𝑡, 𝑘)

при 𝜇 → i (тобто, уникаючи диференцiювання, що використано у роздiлi
2.2.5):

𝑢̂(𝑦, 𝑡) = −𝑎2𝑎1 − 𝑎3𝑎−11 , 𝑢̂𝑥(𝑦, 𝑡) = −𝑎2𝑎1 + 𝑎3𝑎
−1
1 , (2.80)
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де 𝑎𝑗(𝑦, 𝑡) визначаються через (2.72). Зауважимо, що, аналiзуючи поведiнку
𝑀̂ при 𝜇 → ∞ (див. твердження 2.3.2) можна отримати таке зображення
для 𝑚̂:

𝑚̂(𝑦, 𝑡) =
1

1 + 2𝛽1(𝑦, 𝑡)
=

1

1− 𝜂(𝑦, 𝑡)
,

𝜂(𝑦, 𝑡) := lim
𝜇→∞

𝜇𝑀̂12(𝑦, 𝑡, 𝜇).
(2.81)

Разом iз виразом для замiни змiнних (2.52б), який можна записати як (𝜇̂1 =

𝑎1 i 𝜇̂2 = 𝑎−11 )
𝑥(𝑦, 𝑡) = 𝑦 + 2 ln 𝑎1(𝑦, 𝑡), (2.82)

рiвняння (2.80) та (2.81) дають параметричне представлення розв’язку рiв-
няння мКХ (2.3а).

2.4 Солiтони

У варiантi Рiмана–Гiльберта методу оберненої задачi розсiювання чисто
солiтоннi розв’язки можна побудувати з розв’язкiв задачi РГ, припуска-
ючи, що стрибок є тривiальним (𝐽 ≡ 𝐼). Це зводить побудову розв’язку
до розв’язування системи лiнiйних алгебраїчних рiвнянь, яку породжують
умови на лишки.

Для того, щоб побудувати найпростiший, односолiтонний розв’язок, роз-
глянемо задачу РГ (2.43)–(2.46) з специфiчними даними, коли 𝑟(𝜇) ≡ 0

(так що 𝐽 ≡ 𝐼). Також припустимо, що 𝑀̂ (1) має простий полюс на оди-
ничному колi, при 𝜇1 = ei𝜃, 𝜃 ∈ (0, 𝜋2 ). Тодi 𝑀̂ (1) також має простi полюси
при 𝜇2 = −e−i𝜃 = −𝜇̄1 = −𝜇−11 . Згiдно з симетрiями (2.45) коефiцiєнти
κ̂𝑗(𝑦, 𝑡) = 𝜌𝑗e

−2𝑝(𝑦,𝑡,𝜇𝑗), 𝑗 = 1, 2 в умовах на лишки (2.44) мають задовольня-
ти спiввiдношення κ̂1 = κ̂2 = −𝜇−21 κ̂2, тобто 𝜌1 = 𝜌2 = −𝜇−21 𝜌2, що означає
𝜌1 = ie−i𝜃𝛿 для деяких 𝛿 ∈ R. Далi будемо позначати κ̂(𝑦, 𝑡) := κ̂1(𝑦, 𝑡) i
𝜌 := 𝜌1 ∈ C. Отже, 𝜌 задовольняє умовам

𝜌 = −e2i𝜃𝜌. (2.83)

Таким чином, отримуємо таку задачу Рiмана–Гiльберта:
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Задача РГ для солiтонiв. За заданими двома дiйсними параметрами
𝜃 ∈ (0, 𝜋2 ) та 𝛿 ̸= 0 знайти кусково (вiдносно R) мероморфну, 2×2-матричну
функцiю 𝑀̂(𝑦, 𝑡, 𝜇), що задовольняє такi умови:

• Умову стрибка 𝐽 ≡ 𝐼 на R.

• Умови на лишки (2.44) при 𝜇1 = ei𝜃 та 𝜇̄1 = e−i𝜃:

Resei𝜃 𝑀̂
(1)(𝑦, 𝑡, 𝜇) =

1

κ̂(𝑦, 𝑡)
𝑀̂ (2)(𝑦, 𝑡, ei𝜃), (2.84а)

Rese−i𝜃 𝑀̂ (2)(𝑦, 𝑡, 𝜇) =
1

κ̂(𝑦, 𝑡)
𝑀̂ (1)(𝑦, 𝑡, e−i𝜃), (2.84б)

де κ̂(𝑦, 𝑡) = ie−i𝜃𝛿e−2𝑝(𝑦,𝑡,e
i𝜃) з 𝑝(𝑦, 𝑡, ei𝜃) = sin 𝜃

2 (−𝑦 + 2
cos2 𝜃𝑡), i κ̂ = −e2i𝜃κ̂.

• Умову нормування 𝑀̂(𝑦, 𝑡,∞) = 𝐼.

• Симетрiї (2.45).

• Умови сингулярностi (2.46) при 𝜇 = ±1.

Умови на лишки при 𝜇2 та 𝜇̄2 випливають з (2.84) з урахуванням симе-
трiй (2.45):

Res−e−i𝜃 𝑀̂ (1)(𝑦, 𝑡, 𝜇) =
1

κ̂(𝑦, 𝑡)
𝑀̂ (2)(𝑦, 𝑡,−e−i𝜃), (2.85а)

Res−ei𝜃 𝑀̂
(2)(𝑦, 𝑡, 𝜇) =

1

κ̂(𝑦, 𝑡)
𝑀̂ (1)(𝑦, 𝑡,−ei𝜃). (2.85б)

Пiдсумовуючи, солiтонна задача РГ з параметрами (𝜃, 𝛿) є задачею РГ
(2.43)–(2.46) з тривiальною умовою стрибка та даними умов на лишки
{𝜇𝑗, 𝜌𝑗}21, де 𝜇1 = −𝜇̄2 = ei𝜃 i 𝜌1 = 𝜌2 = ie−i𝜃𝛿.

Зауваження 2.4.1. Припустимо, що данi солiтонної задачi РГ пов’язанi зi
спектральними даними, що вiдповiдають деяким початковим даним 𝑢0(𝑥)

(див. роздiл 2.1.3). Зокрема, 𝑏(𝜇) ≡ 0 i 𝑎(𝜇) мають два коренi у C+, кожен
з яких однократний, 𝜇1 = ei𝜃 i 𝜇2 = −e−i𝜃, якi знаходяться на одинично-
му колi. Коефiцiєнт κ̂ в умовi на лишки для 𝑀 (1) при 𝜇1 задається як
κ̂ = 𝜌 e−2𝑝(𝑦,𝑡,e

i𝜃), де 𝜌 = 𝑎̇(ei𝜃)𝛿 i константа 𝛿 пов’язує двi функцiї Йоста:
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Φ̂
(2)
+ (𝑥, 𝑡, 𝜇1) = 𝛿Φ̂

(1)
− (𝑥, 𝑡, 𝜇1). Використовуючи симетрiї (2.23) та спiввiдно-

шення 𝜇̄1 = 𝜇−11 отримуємо, що 𝜎1Φ̂±(e−i𝜃)𝜎1 = Φ̂±(ei𝜃) = Φ̂±(ei𝜃). Тому 𝛿
дiйсна. Крiм того, з спiввiдношення симетрiї 𝑎(𝜇−1) = 𝑎(𝜇̄) випливає, що
𝑎̇(ei𝜃) = −e2i𝜃𝑎̇(ei𝜃), i, таким чином, 𝜌 = 𝑎̇(ei𝜃)𝛿 задовольняє (2.83). Отже, у
цьому випадку 𝛿 = −iei𝜃𝑎̇(ei𝜃)𝛿.

Твердження 2.4.2. Нехай 𝜃 ∈ (0, 𝜋2 ) i 𝛿 ̸= 0 — два дiйснi параметри. Тодi
солiтонна задача РГ з параметрами (𝜃, 𝛿) має розв’язок 𝑀̂ ≡ 𝑀̂𝜃,𝛿:

𝑀̂(𝑦, 𝑡, 𝜇) = 𝐼 +
i

2

𝛼̂+(𝑦, 𝑡)

𝜇− 1

(︃
−1 1

−1 1

)︃
− i

2

𝛼̂+(𝑦, 𝑡)

𝜇+ 1

(︃
1 1

−1 −1

)︃

+

(︃
i𝜅̂1(𝑦,𝑡)e

i𝜃

𝜇−ei𝜃 + i𝜅̂1(𝑦,𝑡)e
−i𝜃

𝜇+e−i𝜃

−i𝜅̂2(𝑦,𝑡)e
−i𝜃

𝜇−e−i𝜃 + i𝜅̂2(𝑦,𝑡)e
i𝜃

𝜇+ei𝜃

i𝜅̂2(𝑦,𝑡)e
i𝜃

𝜇−ei𝜃 + −i𝜅̂2(𝑦,𝑡)e
−i𝜃

𝜇+e−i𝜃

−i𝜅̂1(𝑦,𝑡)e
−i𝜃

𝜇−e−i𝜃 + −i𝜅̂1(𝑦,𝑡)e
i𝜃

𝜇+ei𝜃

)︃
, (2.86)

де

𝜅̂−12 (𝑦, 𝑡) = − ^̂κ(𝑦, 𝑡)− cos2 𝜃

4^̂κ(𝑦, 𝑡) sin2 𝜃
− 1

sin 𝜃
, (2.87а)

𝜅̂1(𝑦, 𝑡) = − cos 𝜃

2^̂κ(𝑦, 𝑡) sin 𝜃
𝜅̂2(𝑦, 𝑡), (2.87б)

𝛼̂+(𝑦, 𝑡) = 2𝜅̂2(𝑦, 𝑡). (2.87в)

Тут

^̂κ(𝑦, 𝑡) := 𝛿 e−2𝑝(𝑦,𝑡,e
i𝜃) з 𝑝(𝑦, 𝑡, ei𝜃) =

sin 𝜃

2

(︂
−𝑦 +

2

cos2 𝜃
𝑡

)︂
. (2.87г)

Доведення. Оскiльки 𝑀̂(𝜇) ≡ 𝑀̂(𝑦, 𝑡, 𝜇) є розв’язком солiтонної задачi РГ,
умова стрибка якої є тривiальною, то це рацiональна функцiя, полюсна
структура якої визначається умовами сингулярностi (2.46) при 𝜇 = ±1 та
умовами на лишки (2.84) у 𝜇 = ±e±i𝜃:

𝑀̂(𝜇) = 𝐼 +
i

2

𝛼̂+

𝜇− 1

(︂
−𝑐 1
−𝑐 1

)︂
− i

2

𝛼̂+

𝜇+ 1

(︂
𝑐 1
−𝑐 −1

)︂
+

(︂ 𝑐1
𝜇−ei𝜃

+ 𝑐3
𝜇+e−i𝜃

𝑐1
𝜇−e−i𝜃 + 𝑐3

𝜇+ei𝜃
𝑐2

𝜇−ei𝜃
+ 𝑐4

𝜇+e−i𝜃
𝑐2

𝜇−e−i𝜃 + 𝑐4
𝜇+ei𝜃

)︂
(2.88)

з деякими 𝛼̂+(𝑦, 𝑡), 𝑐𝑗(𝑦, 𝑡), 𝑐𝑗(𝑦, 𝑡) та 𝑐. Ми будемо визначати коефiцiєнти за
допомогою симетрiй (2.45). З симетрiї 𝑀̂ (1)(−𝜇) = 𝜎3𝜎1𝑀̂

(2)(𝜇) випливає,
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що 𝑐 = 1, 𝑐1 = 𝑐4, 𝑐2 = −𝑐3, 𝑐3 = 𝑐2 i 𝑐4 = −𝑐1. З iншого боку, з симетрiї
𝑀̂ (1)(−𝜇̄) = 𝜎3𝑀̂ (1)(𝜇) випливає, що 𝑐3 = −𝑐1 i 𝑐4 = 𝑐2. Таким чином (2.88)
набуває такого вигляду

𝑀̂(𝜇) = 𝐼 +
i

2

𝛼̂+

𝜇− 1

(︂
−1 1
−1 1

)︂
− i

2

𝛼̂+

𝜇+ 1

(︂
1 1
−1 −1

)︂
+

(︂ 𝑐1
𝜇−ei𝜃

+ −𝑐1
𝜇+e−i𝜃

𝑐2
𝜇−e−i𝜃 + 𝑐2

𝜇+ei𝜃
𝑐2

𝜇−ei𝜃
+ 𝑐2

𝜇+e−i𝜃
𝑐1

𝜇−e−i𝜃 + −𝑐1
𝜇+ei𝜃

)︂
.

З симетрiї 𝑀̂ (1)(−𝜇−1) = 𝜎3𝑀̂
(1)(𝜇) випливає, що 𝑐3 = 𝑐1e

−2i𝜃 i 𝑐4 =

−𝑐2e−2i𝜃, i 𝑐𝑗 = −𝑐𝑗e−2i𝜃 для 𝑗 = 1, 2, тобто 𝑐𝑗(𝑦, 𝑡) = iei𝜃𝜅̂𝑗(𝑦, 𝑡) при
𝜅̂𝑗(𝑦, 𝑡) ∈ R. Таким чином отримуємо (2.86).

Тодi, використовуючи 𝑀̂(0) = 𝜎1𝑀̂(∞)𝜎1 = 𝐼, отримуємо, що 𝛼̂+ = 2𝜅̂2,
тобто виконується (2.87в). Введемо ^̂κ(𝑦, 𝑡) := 𝛿 e−2𝑝(𝑦,𝑡,e

i𝜃) так, що κ̂(𝑦, 𝑡) =

ie−i𝜃 ^̂κ(𝑦, 𝑡). Тодi, пiдставивши (2.86) в умову на лишок (2.84а) при ei𝜃, отри-
маємо (2.87б) з першого рядка, а потiм (2.87а) у другого.

Зауваження 2.4.3. Припустимо, що данi нашої солiтонної задачi РГ отри-
мано зi спектральних даних, якi вiдповiдають деяким початковим даним
𝑢0(𝑥), як у зауваженнi 2.4.1. Звiдси безпосередньо випливає, що 𝑐 = 1.
Оскiльки 𝑏(𝜇) ≡ 0, то дiйсно маємо (див. зауваження 2.1.4 i (2.32)) 𝜌 = 0,
𝑏1 = 0 i 𝑎21 = 1; отже, 𝑐 = 1.

Згiдно з роздiлом 2.3, розв’язок солiтонної задачi РГ дає розв’язок (при-
наймнi, локально, у змiнних (𝑦, 𝑡)) рiвняння мКХ. Таким чином, твердже-
ння 2.4.2 дає сiм’ю односолiтонних розв’язкiв, параметризованих двома
дiйсними параметрами 𝜃 ∈ (0, 𝜋2 ) i 𝛿 ̸= 0.

Твердження 2.4.4. Односолiтонний розв’язок 𝑢̂ ≡ 𝑢̂𝜃,𝛿 з параметрами
(𝜃, 𝛿) має такий вигляд у змiнних (𝑦, 𝑡):

𝑢̂(𝑦, 𝑡) = 4 tan2 𝜃
𝑧2(𝑦, 𝑡) + 2 cos2 𝜃 · 𝑧(𝑦, 𝑡) + cos2 𝜃

(𝑧2(𝑦, 𝑡) + 2𝑧(𝑦, 𝑡) + cos2 𝜃)2
𝑧(𝑦, 𝑡), (2.89а)

де
𝑧(𝑦, 𝑡) = 2𝛿 sin 𝜃 esin 𝜃(𝑦−

2
cos2 𝜃

𝑡). (2.89б)

Доведення. Нехай 𝑧(𝑦, 𝑡) задано формулою

𝑧(𝑦, 𝑡) := 2^̂κ(𝑦, 𝑡) sin 𝜃. (2.90)
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Тодi 𝑧(𝑦, 𝑡) = 2𝛿 sin 𝜃 esin 𝜃(𝑦−
2

cos2 𝜃
𝑡). Таким чином, 𝑧 є дiйсною величиною.

Бiльше того, 𝑧(𝑦, 𝑡) > 0, якщо 𝛿 > 0, i 𝑧(𝑦, 𝑡) < 0, якщо 𝛿 < 0. Використо-
вуючи (2.87а), (2.87б) та (2.90), отримуємо такi вирази для 𝜅̂2 та 𝜅̂1:

𝜅̂2 = − 2𝑧 sin 𝜃

𝑧2 + 2𝑧 + cos2 𝜃
i 𝜅̂1 = −cos 𝜃

𝑧
𝜅̂2 =

2 sin 𝜃 cos 𝜃

𝑧2 + 2𝑧 + cos2 𝜃
. (2.91)

Для того, щоб отримати формулу для солiтонного розв’язку 𝑢̂ ≡ 𝑢̂(𝑦, 𝑡),
скористаємося спiввiдношенням

𝑢̂ = −𝑎2𝑎1 − 𝑎3𝑎−11 . (2.92)

Для того, щоб обчислити 𝑎1 ≡ 𝑎1(𝑦, 𝑡), зауважимо, що 𝑎1 = 𝑀̂11(i). Та-
ким чином, використовуючи спiввiдношення 𝛼̂+

2 = 𝜅̂2, що витiкає з (2.87в),
отримуємо

𝑎1 = 1− 𝛼̂+

2
− i𝜅1

1 + e2i𝜃

2(1− sin 𝜃)
= 1− 𝜅̂2 + 𝜅̂1

cos 𝜃

1− sin 𝜃
.

Використовуючи вирази для 𝜅̂1 i 𝜅̂2 з (2.91), отримуємо

𝑎1 =
𝑧 + 1 + sin 𝜃

𝑧 + 1− sin 𝜃
. (2.93а)

Для обчислення 𝑎2 ≡ 𝑎2(𝑦, 𝑡) та 𝑎3 ≡ 𝑎3(𝑦, 𝑡) зауважимо, що 𝑎2 = 𝜕𝜇𝑀̂12(i)

та 𝑎3 = 𝜕𝜇𝑀̂21(i). Використовуючи додатково вираз 𝜅̂2 з (2.91), отримуємо

𝑎2 =
sin 𝜃

1 + sin 𝜃
𝜅̂2 = − 2𝑧 sin2 𝜃

(1 + sin 𝜃)(𝑧2 + 2𝑧 + cos2 𝜃)
, (2.93б)

𝑎3 =
sin 𝜃

1− sin 𝜃
𝜅̂2 = − 2𝑧 sin2 𝜃

(1− sin 𝜃)(𝑧2 + 2𝑧 + cos2 𝜃)
. (2.93в)

Тодi, пiдставивши (2.93) у (2.92), отримуємо (2.89а).

З (2.89а) випливає, що при 𝛿 > 0 для будь-якого 𝑡 ≥ 0 𝑢̂(𝑦, 𝑡) є гладкою
функцiєю вiд 𝑦 з єдиним пiком i (експоненцiально) наближається до 0 при
𝑦 → ±∞. З iншого боку, якщо 𝛿 < 0, то 𝑢̃ має двi особливi точки, якi
вiдповiдають 𝑧 = −1± sin 𝜃.

Тепер обговоримо замiну змiнної (𝑦, 𝑡) ↦→ (𝑥, 𝑡), яку можна задати явно.
Ця замiна змiнної пов’язана з 𝑢̃𝜃,𝛿, тобто задається через (2.52б), де 𝜇̂1 та
𝜇̂2 визначено через 𝑀̂ ≡ 𝑀̂𝜃,𝛿.
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Твердження 2.4.5. Замiна змiнної 𝑥(𝑦, 𝑡), пов’язана з солiтоном 𝑢̃𝜃,𝛿,
має такий вигляд:

𝑥(𝑦, 𝑡) = 𝑦 + 2 ln
𝑧(𝑦, 𝑡) + 1 + sin 𝜃

𝑧(𝑦, 𝑡) + 1− sin 𝜃
. (2.94)

Доведення. Як показано у роздiлi 2.3, 𝑥(𝑦, 𝑡) можна задати за допомогою
(2.82):

𝑥(𝑦, 𝑡) = 𝑦 + 2 ln 𝑎1(𝑦, 𝑡), (2.95)

де 𝑎1(𝑦, 𝑡) = 𝑀̂11(𝑦, 𝑡, i). Пiдставивши (2.93а) у (2.95), отримуємо (2.94).

Висновок 2.4.6. Нехай 𝑥(𝑦, 𝑡) - замiна змiнної, пов’язана з 𝑢̃𝜃,𝛿. Вона має
такi властивостi регулярностi:

(а) Якщо 𝛿 < 0, то 𝑥( · , 𝑡) сингулярна: iснують значення 𝑦, при яких
𝑥(𝑦, 𝑡) нескiнченна.

(б) Якщо 𝛿 > 0, то 𝑥( · , 𝑡) : R → R є регулярним вiдображенням. Крiм
того, вона має такi додатковi властивостi:

(i) Якщо 𝜃 ∈ (0, 𝜋3 ), то 𝑥( · , 𝑡) : R → R є дифеоморфiзмом для будь-
якого 𝑡 ≥ 0.

(ii) Якщо 𝜃 = 𝜋
3 , то 𝑥( · , 𝑡) : R→ R є бiєкцiєю, але похiдна оберненого

вiдображення має сингулярнiсть, причому тiльки одну.

(iii) Якщо 𝜃 ∈ (𝜋3 ,
𝜋
2 ), то 𝑥( · , 𝑡) не є монотонною. А саме, iснує три

iнтервали монотонностi.

Можливi сингулярностi 𝑥(𝑦, 𝑡) – це сингулярностi для 𝑢̂(𝑦, 𝑡): вони вiд-
повiдають 𝑧 = −1± sin 𝜃. Отже, якщо 𝛿 > 0, то 𝑧(𝑦, 𝑡) > 0 i, таким чином,
сингулярностей немає, у той час як якщо 𝛿 < 0, то 𝑥(𝑦, 𝑡) є сингулярною
при тих 𝑦, де 𝑧 = −1± sin 𝜃.

Розглянемо випадок 𝛿 > 0 (а отже 𝑧(𝑦, 𝑡) > 0). Похiдна 𝜕𝑦𝑥(𝑦, 𝑡) ≡
𝑥𝑦(𝑦, 𝑡) задається таким чином:

𝑥𝑦(𝑦, 𝑡) = 𝑅(𝑧(𝑦, 𝑡)), where 𝑅(𝑧) =
𝑧2 + 2𝑧 cos 2𝜃 + cos2 𝜃

𝑧2 + 2𝑧 + cos2 𝜃
. (2.96)

Звiдси випливає, що 𝑅(0) = 𝑅(∞) = 1. Крiм того, маємо таке:
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1) Якщо 𝜃 ∈ (0, 𝜋3 ), то 𝑅(𝑧) > 0 для всiх 𝑧 ≥ 0.

2) Якщо 𝜃 = 𝜋
3 , то 𝑧 = 1

2 є двократним нулем 𝑅(𝑧).

3) Якщо 𝜃 ∈ (𝜋3 ,
𝜋
2 ), то

а) 𝑅(𝑧) > 0 для 𝑧 ∈ [0,− cos 2𝜃−
√
− sin 𝜃 · sin 3𝜃)∪ (− cos 2𝜃+

√
− sin 𝜃 · sin 3𝜃, +∞),

б) 𝑅(𝑧) < 0 для 𝑧 ∈ (− cos 2𝜃 −
√
− sin 𝜃 · sin 3𝜃,− cos 2𝜃 +

√
− sin 𝜃 · sin 3𝜃).

Звiдси випливає, що для 𝜃 ∈ (0, 𝜋3 ) розв’язок є гладким (як у змiнних
(𝑦, 𝑡), так i у змiнних (𝑥, 𝑡)). З iншого боку, для 𝜃 = 𝜋

3 розв’язок 𝑢̃(𝑥, 𝑡) =

𝑢̂(𝑦(𝑥, 𝑡), 𝑡) задається у параметричнiй формi за формулою

𝑢̂(𝑦, 𝑡) = 48𝑧(𝑦, 𝑡)
4𝑧2(𝑦, 𝑡) + 2𝑧(𝑦, 𝑡) + 1

(4𝑧2(𝑦, 𝑡) + 8𝑧(𝑦, 𝑡) + 1)2
, (2.97а)

𝑧(𝑦, 𝑡) = 𝛿
√

3 e
√
3
2 𝑦e−4

√
3𝑡, (2.97б)

𝑥(𝑦, 𝑡) = 𝑦 + 2 ln
𝛿
√

3 e
√
3
2 𝑦e−4

√
3𝑡 + 1 +

√
3
2

𝛿
√

3 e
√
3
2 𝑦e−4

√
3𝑡 + 1−

√
3
2

. (2.97в)

Зокрема, в останньому випадку з (2.96) та (2.97а) витiкає, що

𝑥𝑦 =
2𝑧2

2𝑧2 + 6𝑧 + 3
i 𝑢̂𝑦 = −24

√
3
𝑧3(𝑧 + 1)(2𝑧 + 1)

(2𝑧2 + 6𝑧 + 3)3
,

де 𝑧 := 𝑧 − 1
2 . Таким чином, 𝑥𝑦 має двократний нуль при 𝑧 = 0, що вiд-

повiдає гребеню (crest) розв’язку, тодi як у тiй же точцi 𝑢̂𝑦 має потрiйний
нуль, так що 𝑢̃𝑥 = 𝑢̂𝑦/𝑥𝑦 = 0. Отже, 𝑢̃(𝑥, 𝑡) залишається неперервною,
з неперервною першою похiдною 𝑢̃𝑥, яка обертається в нуль на гребенi,
але похiднi вищих порядкiв стають необмеженими у цiй точцi, наприклад,
𝑢̃𝑥𝑥 ∼ −3

2 𝑧
−2 як 𝑧 → 0. Ця незвичайна властивiсть (скiнченної) гладкостi

солiтона, що вiдповiдає параметрам, якi вiддiляють (нескiнченно) глад-
кi солiтони вiд багатозначних розв’язкiв (що спричинено порушенням бiє-
ктивностi 𝑥( · , 𝑡) : R→ R), була вперше виявлена Мацуно [98], де солiтоннi
розв’язки було побудовано за допомогою прямого методу.

Теорема 2.4.7. Рiвняння мКХ (2.3) має сiм’ю односолiтонних розв’язкiв,
як регулярних, так i нерегулярних, 𝑢̃(𝑥, 𝑡) ≡ 𝑢̃𝜃,𝛿(𝑥, 𝑡), параметризованих

77



двома параметрами, 𝛿 > 0 i 𝜃 ∈ (0, 𝜋2 ). Цi солiтони 𝑢̃(𝑥, 𝑡) ≡ 𝑢̂(𝑦(𝑥, 𝑡), 𝑡)

задаються у параметричнiй формi такими формулами

𝑢̂(𝑦, 𝑡) = 4 tan2 𝜃
𝑧2(𝑦, 𝑡) + 2 cos2 𝜃 · 𝑧(𝑦, 𝑡) + cos2 𝜃

(𝑧2(𝑦, 𝑡) + 2𝑧(𝑦, 𝑡) + cos2 𝜃)2
𝑧(𝑦, 𝑡), (2.98а)

𝑥(𝑦, 𝑡) = 𝑦 + 2 ln
𝑧(𝑦, 𝑡) + 1 + sin 𝜃

𝑧(𝑦, 𝑡) + 1− sin 𝜃
, (2.98б)

𝑧(𝑦, 𝑡) = 2𝛿 sin 𝜃 e𝑦 sin 𝜃e−
2 sin 𝜃
cos2 𝜃

𝑡. (2.98в)

Вони мають рiзнi властивостi залежно вiд значення параметра 𝜃:

(i) При 𝜃 ∈ (0, 𝜋3 ) односолiтонний розв’язок 𝑢̃(𝑥, 𝑡) є гладким у змiнних
(𝑥, 𝑡).

(ii) При 𝜃 = 𝜋
3 розв’язок 𝑢̃(𝑥, 𝑡) задається (2.97) i має скiнченну глад-

кiсть: 𝑢 та 𝑢𝑥 неперервнi з 𝑢̃𝑥(𝑥, 𝑡) = 0, коли 𝑧(𝑦(𝑥, 𝑡), 𝑡) = 1
2, але

старшi похiднi стають необмеженими при 𝑧 → 1
2.

(iii) При 𝜃 ∈ (𝜋3 ,
𝜋
2 ), 𝑢̃(𝑥, 𝑡) = 𝑢̂(𝑦, 𝑡) є регулярною у змiнних (𝑦, 𝑡), але

багатозначною i петлеподiбною (loop-shaped) у змiнних (𝑥, 𝑡) .

2.5 Висновки до роздiлу 2

У цьому роздiлi розглянуто задачу Кошi для модифiкованого рiвняння
Камасси–Хольма на всiй прямiй у випадку, коли передбачається, що роз-
в’язок прямує до ненульової сталої на обох нескiнченностях просторової
змiнної. Завдяки ненульовому фону, спектральна задача у вiдповiдних рiв-
няннях пари Лакса має неперервний спектр, що дозволяє сформулювати
обернену спектральну задачу як задачу факторизацiї Рiмана–Гiльберта з
умовами стрибка на дiйснiй осi.

Розвинуто пiдхiд Рiмана–Гiльберта до цiєї задачi, який ґрунтується на
розв’язках Йоста пари Лакса та спiввiдношеннях розсiювання мiж ними.
Двi особливостi 𝑥 рiвняння, пов’язаного з рiвнянням мКХ, якi впливають
на аналiтичнi властивостi розв’язкiв Йоста, полягають у тому, що: (a) 𝜆
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входить до U через добуток з “моментом” 𝑚(𝑥, 𝑡), який в рамках оберне-
ної задачi є невiдомою функцiєю; (b) зi зростанням |𝑥| → ∞ 𝑚(𝑥, 𝑡) на-
ближається до ненульової константи. Зокрема, цi особливостi впливають
на проблему контролю поведiнки при великих 𝜆 розв’язкiв Йоста. У на-
шому розробленнi формалiзму РГ, ця проблема вирiшується шляхом (i)
перетворення рiвнянь пари Лакса до вiдповiдного вигляду з видiленими
дiагональними частинами, якi є головними, в певному сенсi, при великих
𝜆; (ii) введення нової просторової змiнної, враховуючи наявнiсть явного
опису поведiнки при великих 𝜆 розв’язкiв Йоста в термiнах просторових
та часових параметрiв; (iii) введення нового спектрального параметра 𝜇

(пов’язаного з 𝜆 спiввiдношенням 𝜆 = −1
2(𝜇+ 1

𝜇)), який дозволяє уникнути
нерацiональної залежностi коефiцiєнтiв у рiвняннях пари Лакса вiд спе-
ктрального параметра. Крiм того наслiдок властивостi (a), що при 𝜆 = 0

U стає незалежною вiд 𝑢, надає ефективний спосiб “витягувати” розв’язок
задачi Кошi з розв’язку задачi РГ, беручи до уваги поведiнку останньої при
𝜆→ 0.

Використовуючи цей пiдхiд, отримано (i) зображення розв’язку зада-
чi Кошi для рiвняння мКХ в термiнах розв’язку пов’язаної з ним задачi
факторизацiї Рiмана–Гiльберта та (ii) опис певних розв’язкiв солiтонно-
го типу, як регулярних, так i нерегулярних. Зокрема, отримано розв’язок
пiконного типу, який має iншу поведiнку порiвняно з (оригiнальним) рiв-
нянням Камасси–Хольма поблизу “пiку”: сам розв’язок i його перша про-
сторова похiдна є неперервними обмеженими функцiями, а старшi похiднi
стають необмеженими.
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Роздiл 3

Модифiковане рiвняння
Камасси–Хольма на ненульовому фонi:
асимптотика за великим часом для
задачi Кошi

Результати цього роздiлу опублiковано в [85].

У цьому роздiлi вивчається поведiнка розв’язку задачi Кошi для рiвня-
ння мКХ на ненульовому фонi (2.1) за великим часом, беручи за вiдправну
точку формалiзм задачi РГ, розвинений у роздiлi 2. Зосереджуючись на
безсолiтонному випадку, у пiдроздiлi 3.1 початкову сингулярну задачу РГ
трансформовано до регулярної. У пiдроздiлi 3.2, остання задача РГ ана-
лiзується асимптотично, при 𝑡 → +∞. Отримано головнi асимптотичнi
члени для розв’язку задачi Кошi (2.1) у двох секторах пiвплощини (𝑥, 𝑡),
1 < 𝑥

𝑡 < 3 i 3
4 < 𝑥

𝑡 < 1, де вiдхилення вiд фонового значення є нетри-
вiальним. У цих секторах це вiдхилення має вигляд повiльно спадаючих
(порядку 𝑡−1/2), модульованих (за 𝑥

𝑡 ) коливань (Теореми 3.2.2 i 3.2.4), тодi
як у рештi секторiв 𝑥

𝑡 > 3 i 𝑥
𝑡 <

3
4 воно швидко спадає до 1.
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3.1 Зведення до регулярної задачi РГ

Згадаємо, що пiсля введення нової функцiї 𝑢̃ таким чином, що

𝑢(𝑥, 𝑡) = 𝑢̃(𝑥− 𝑡, 𝑡) + 1, (3.1)

рiвняння мКХ (2.1а) зводиться до системи рiвнянь

𝑚̃𝑡 + (𝜔̃𝑚̃)𝑥 = 0, (3.2а)

𝑚̃ := 𝑢̃− 𝑢̃𝑥𝑥 + 1, (3.2б)

𝜔̃ := 𝑢̃2 − 𝑢̃2𝑥 + 2𝑢̃, (3.2в)

де розв’язок 𝑢̃ розглядається на нульовому фонi: 𝑢̃(𝑥, 𝑡)→ 0 при 𝑥→ ±∞
для всiх 𝑡 ≥ 0. Припустимо, що 𝑚̃0(𝑥) := (1−𝜕2𝑥)𝑢0(𝑥) = (1−𝜕2𝑥)𝑢̃0(𝑥)+1 > 0

для всiх 𝑥 > 0. Пiдхiд Рiмана–Гiльберта (РГ) для задачi Кошi для рiвняння
(3.2), який розвинуто у роздiлi 2, дає параметричне зображення для 𝑢̃(𝑥, 𝑡)

в термiнах розв’язку вiдповiдної задачi РГ за таким алгоритмом:

(а) За заданим 𝑢0(𝑥) знайти “коефiцiєнт вiдбиття” 𝑟(𝜇), 𝜇 ∈ R i, у випадку,
коли дискретний спектр є не пустою множиною, “данi дискретного спе-
ктра” {𝜇𝑗, 𝜌𝑗}𝑁𝑗=1, розв’язавши рiвняння пари Лакса, пов’язанi з (3.2),
коефiцiєнти яких визначено через початкову функцiю 𝑢0(𝑥).

(б) Побудувати матрицю стрибка 𝐽(𝑦, 𝑡, 𝜇), 𝜇 ∈ R за формулою

𝐽(𝑦, 𝑡, 𝜇) := e−𝑝(𝑦,𝑡,𝜇)𝜎3𝐽0(𝜇)e𝑝(𝑦,𝑡,𝜇)𝜎3 (3.3)

де

𝑝(𝑦, 𝑡, 𝜇) := − i(𝜇2 − 1)

4𝜇

(︂
−𝑦 +

8𝜇2

(𝜇2 + 1)2
𝑡

)︂
(3.4)

i 𝐽0(𝜇) визначається через

𝐽0(𝜇) :=

(︃
1− 𝑟(𝜇)𝑟*(𝜇) 𝑟(𝜇)

−𝑟*(𝜇) 1

)︃
. (3.5)

(в) Розв’язати таку задачу РГ (параметризовану 𝑦 та 𝑡): Знайти кусково-
мероморфну (вiдносно R, за комплексною змiнною 𝜇), 2× 2-матричну
функцiю 𝑀(𝑦, 𝑡, 𝜇), що задовольняє такi умови:
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• Умову стрибка

𝑀+(𝑦, 𝑡, 𝜇) = 𝑀−(𝑦, 𝑡, 𝜇)𝐽(𝑦, 𝑡, 𝜇), 𝜇 ∈ R, 𝜇 ̸= ±1. (3.6)

• Умови на лишки

Res𝜇𝑗
𝑀 (1)(𝑦, 𝑡, 𝜇) =

1

κ𝑗(𝑦, 𝑡)
𝑀 (2)(𝑦, 𝑡, 𝜇𝑗),

Res𝜇̄𝑗
𝑀 (2)(𝑦, 𝑡, 𝜇) =

1

κ𝑗(𝑦, 𝑡)
𝑀 (1)(𝑦, 𝑡, 𝜇𝑗),

(3.7)

з κ𝑗(𝑦, 𝑡) := 𝜌𝑗e
−2𝑝(𝑦,𝑡,𝜇𝑗).

• Умову нормування

𝑀(𝑦, 𝑡, 𝜇)→ 𝐼 при 𝜇→∞. (3.8)

• Симетрiї

𝑀(𝜇) = 𝑀(𝜇̄−1) = 𝜎3𝑀(−𝜇̄)𝜎3 = 𝜎1𝑀(𝜇̄)𝜎1, (3.9)

де 𝑀(𝜇) ≡𝑀(𝑦, 𝑡, 𝜇).

• Умови сингулярностi

𝑀(𝑦, 𝑡, 𝜇) =
i𝛼+(𝑦, 𝑡)

2(𝜇− 1)

(︃
−𝑐 1

−𝑐 1

)︃
+ O(1) при 𝜇→ 1, Im𝜇 > 0,

(3.10а)

𝑀(𝑦, 𝑡, 𝜇) = − i𝛼+(𝑦, 𝑡)

2(𝜇+ 1)

(︃
𝑐 1

−𝑐 −1

)︃
+ O(1) при 𝜇→ −1, Im𝜇 > 0,

(3.10б)

де 𝑐 = 1+𝑟(1) (у випадку загального положення, 𝑐 = 0), а 𝛼+(𝑦, 𝑡) ∈
R не задано.

(г) Знайшовши (єдиний) розв’язок 𝑀(𝑦, 𝑡, 𝜇) цiєї задачi РГ, отримати дiй-
снi функцiї 𝑎𝑗(𝑦, 𝑡), 𝑗 = 1, 2, 3 з розвинення 𝑀(𝑦, 𝑡, 𝜇) при 𝜇 = i:

𝑀(𝑦, 𝑡, 𝜇) =

(︃
𝑎1(𝑦, 𝑡) 0

0 𝑎−11 (𝑦, 𝑡)

)︃
+

(︃
0 𝑎2(𝑦, 𝑡)

𝑎3(𝑦, 𝑡) 0

)︃
(𝜇− i) (3.11)

+ O((𝜇− i)2), 𝜇→ i.
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(д) Отримати 𝑢̃(𝑥, 𝑡) у параметричнiй формi таким чином:

𝑢̃(𝑥, 𝑡) = 𝑢̂(𝑦(𝑥, 𝑡), 𝑡),

де

𝑢̂(𝑦, 𝑡) := −𝑎2(𝑦, 𝑡)𝑎1(𝑦, 𝑡)− 𝑎3(𝑦, 𝑡)𝑎−11 (𝑦, 𝑡),

𝑥(𝑦, 𝑡) := 𝑦 + 2 ln 𝑎1(𝑦, 𝑡).
(3.12)

Зауваження 3.1.1. Симетрiї (3.9) узгоджуються з симетрiями 𝑟(𝜇), а саме

𝑟(𝜇) = −𝑟(−𝜇) = 𝑟(𝜇−1), (3.13)

i з iнварiантнiстю множини {𝜇𝑗, 𝜌𝑗}𝑁𝑗=1:

−𝜇𝑗 = 𝜇𝑗′ i − 𝜇−1𝑗 = 𝜇𝑗′′, де 𝜌𝑗 = 𝜌𝑗′ = −𝜇−2𝑗 𝜌𝑗′′.

Цi симетрiї та iнварiантностi випливають з наведеної вище побудови за-
дачi РГ в термiнах спецiальних розв’язкiв (Йоста) рiвнянь пари Лакса,
пов’язаних з рiвнянням мКХ (див. роздiл 2). Крiм того, симетрiї (3.9) пе-
редбачають конкретну структуру матриць у (3.11).

Зауваження 3.1.2. У випадку рiвняння Камасси–Хольма умова 𝑚0(𝑥) :=

(1 − 𝜕2𝑥)𝑢0(𝑥) > 0 для всiх 𝑥 забезпечує iснування глобального розв’язку
вiдповiдної початкової задачi (див., напр., [40]). У випадку модифiкованого
рiвняння Камасси–Хольма ситуацiя iнша: навiть якщо початковий момент
𝑚0 не змiнює знак, розв’язок 𝑢(𝑥, 𝑡) може “вибухнути” за скiнченний час
[76]. Пiдхiд Рiмана–Гiльберта для побудови розв’язкiв РЧП, який, власне, є
локальним у вiдповiдних змiнних (у випадку рiвняння мКХ цими змiнними
є 𝑦 та 𝑡), найкраще пiдходить для зображення розв’язкiв (зокрема, поча-
ткових задач), якi мають “вибухають” у скiнченний час (див., наприклад,
у [68, Chapter 3, Section 1, Corollary 3.1]). Вiн дозволяє вивчати поведiн-
ку розв’язкiв за великим часом. Дiйсно, як показує асимптотичний аналiз
(див. (3.57б) та (3.69б)), у безсолiтонному випадку вiдповiднiсть мiж 𝑥 та
𝑦 є однозначною для будь-якого достатньо великого 𝑡, i тому розв’язки
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𝑢(𝑥, 𝑡) також є добре визначеними для будь-якого достатньо великого 𝑡 у
пiвплощинi (𝑥, 𝑡).

З iншого боку, саме порушення цiєї однозначної вiдповiдностi 𝑥 ↔ 𝑦

забезпечує механiзм руйнування хвиль розв’язку 𝑢(𝑥, 𝑡) у випадках, коли
розв’язок𝑀(𝑦, 𝑡, 𝜇) задачi РГ (3.6)-(3.10) iснує для всiх 𝑦 i 𝑡. Зокрема, якщо
початковi данi такi, що деякi з асоцiйованих дискретних спектральних то-
чок {𝜇𝑗} мають вигляд 𝜇𝑗 = ei𝜃𝑗 з 𝜋

3 < 𝜃𝑗 <
𝜋
2 , то вiдповiднiсть мiж 𝑥

та 𝑦 перестає бути однозначною для довiльного достатньо великого 𝑡 (див.
висновок 2.4.6.).

У загальному випадку нелiнiйних iнтегровних рiвнянь, формалiзм за-
дачi РГ (тобто зображення розв’язку вихiдної задачi — задачi Кошi для
нелiнiйного iнтегровного рiвняння з частинними похiдними — у термiнах
розв’язку пов’язаної з ним задачi РГ) дозволяє звести задачу аналiзу розв’язку
нелiнiйного рiвняння з частинними похiдними за великим часом до аналiзу
розв’язку асоцiйованої задачi РГ. Умови на лишки (якщо є), що входять до
формулювання задачi РГ генерують солiтонну, незгасаючу частину асим-
птотики, тодi як умови стрибка вiдповiдають за дисперсiйну (спадаючу)
частину, яку можна дослiдити, застосувавши вiдповiдну модифiкацiю не-
лiнiйного методу найшвидшого спуску до асимптотичного аналiзу попере-
дньо регуляризованої задачi РГ (тобто задачi РГ, яка мiстить лише умови
стрибка та нормалiзацiї).

У зв’язку з цим зауважимо, що у випадку з нетривiальними умовами на
лишки (3.7), можна звести вихiдну задачу РГ до регулярної оним з двох
способiв:

(i) додавши до контуру маленькi кола навколо кожного 𝜇𝑗 та 𝜇̄𝑗 i звiвши
умови на лишки до вiдповiдних умов стрибка на межi кiл,

(ii) за допомогою множникiв Бляшке–Потапова (див., наприклад, [19]).

В обох пiдходах вихiдна задача РГ зводится до задачi РГ без умов на
лишки.
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Щодо умов сингулярностi, зауважимо, що у випадку рiвняння Камаcси–
Хольма, що також має аналогiчну умову у формалiзмi матричної задачi РГ,
позбутися цiєї сингулярностi можна через зведення матричної задачi РГ до
векторної шляхом множення злiва на постiйний вектор (1, 1). Дiйсно, умо-
ва сингулярностi для рiвняння КХ має вигляд (3.10б), i, таким чином, таке
множення усуває сингулярнiсть, зводячи задачу РГ до регулярної. Заува-
жимо, що сингулярностi у матричнiй задачi РГ для модифiкованого рiв-
няння Камасси–Хольма мають iншу структуру: зокрема, вони включають
умову сингулярностi (3.10а), яку, очевидно, не можна усунути за допомо-
гою того ж самого прийому.

Зосередимося на дослiдженнi дисперсiйної частини асимптотики за ве-
ликим часом розв’язкiв задачi Кошi для рiвняння мКХ. Вiдповiдно, буде-
мо розглядати безсолiтонний випадок, припускаючи, що умови на лишки
вiдсутнi. Наявнiсть дискретного спектра можна “побороти” за вже добре
розробленою методикою (див., наприклад, [19]).

Зведемо оригiнальну задачу РГ (яка є сингулярною через умови (3.10))
до регулярної задачi у два кроки.

На Кроцi 1 зведемо задачу РГ з умовами сингулярностi (3.10) при 𝜇 =

±1 до задачi РГ, яка характеризується такими двома умовами:

(i) елементи матрицi регулярнi при 𝜇 = ±1, але визначник (матрицi)
розв’язку дорiвнює нулю при 𝜇 = ±1 (зауважимо, що det𝑀(𝜇) ≡ 1

для розв’язку вихiдної задачi РГ);

(ii) розв’язок є сингулярним при 𝜇 = 0.

На Кроцi 2 останню задачу РГ зведемо до регулярної, тобто до задачi
РГ лише зi стрибком та умовою нормування.

Твердження 3.1.3. Нехай 𝑀(𝑦, 𝑡, 𝜇) є розв’язком задачi РГ (3.6), (3.8)–
(3.10). Визначимо 𝑀̃ за допомогою

𝑀̃(𝑦, 𝑡, 𝜇) :=

(︂
𝐼 − 1

𝜇
𝜎1

)︂
𝑀(𝑦, 𝑡, 𝜇). (3.14)
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Тодi 𝑀̃(𝜇) ≡ 𝑀̃(𝑦, 𝑡, 𝜇) є єдиним розв’язком такої задачi РГ:

(C1) 𝑀̃(𝜇) є аналiтичною на C+ та C− i неперервною на R ∖ {0}.

(C2) 𝑀̃(𝜇) задовольняє умову стрибка (3.6) зi стрибком, визначеним (3.3)–
(3.5).

(C3) 𝑀̃(𝜇)→ 𝐼 при 𝜇→∞.

(C4) 𝑀̃(𝜇) = − 1
𝜇𝜎1 + O(1) при 𝜇→ 0.

(C5) det 𝑀̃(±1) = 0.

(C6) 𝑀̃(𝜇−1) = −𝜇𝑀̃(𝜇)𝜎1.

Доведення. Перевiримо, що 𝑀̃(𝑦, 𝑡, 𝜇), побудована з𝑀(𝑦, 𝑡, 𝜇), задовольняє
наведенi вище умови. Асимптотичнi властивостi (C3) i (C4) при 𝜇 → ∞
i при 𝜇 → 0 виконуються за побудовою, тодi як (C2) випливає з того,
що множення злiва не змiнює умову стрибка. Оскiльки det𝑀(𝑦, 𝑡, 𝜇) ≡ 1,
то det 𝑀̃(𝑦, 𝑡, 𝜇) = 1 − 1

𝜇2 . Таким чином, det 𝑀̃(𝑦, 𝑡,±1) = 0. Крiм того,
враховуючи (3.10а), при 𝜇→ 1 маємо(︁
𝑀̃11(𝜇), 𝑀̃12(𝜇)

)︁
= (𝑀11(𝜇),𝑀12(𝜇))− 1

𝜇
(𝑀21(𝜇),𝑀22(𝜇))

= (𝑀11(𝜇)−𝑀21(𝜇),𝑀12(𝜇)−𝑀22(𝜇)) + O(1) = O(1).

Аналогiчно, враховуючи (3.10б), при 𝜇→ −1 маємо(︁
𝑀̃11(𝜇), 𝑀̃12(𝜇)

)︁
= (𝑀11(𝜇) +𝑀21(𝜇),𝑀12(𝜇) +𝑀22(𝜇)) + O(1) = O(1).

Аналогiчнi розвинення можна отримати для
(︀
𝑀̃21(𝜇), 𝑀̃22(𝜇)

)︀
. Таким чи-

ном, 𝑀̃(𝑦, 𝑡, 𝜇) не є сингулярною при 𝜇 = ±1. Нарештi, (C6) випливає зi
спiввiдношення симетрiї 𝑀(𝜇−1) = 𝜎1𝑀(𝜇)𝜎1 (див. (3.9)).

Тепер доведемо, що розв’язок задачi РГ (C1)–(C6) єдиний (якщо вiн
iснує). Зауважимо, що якщо 𝑀̃(𝑦, 𝑡, 𝜇) розв’язує задачу (C1)–(C6), то

det 𝑀̃(𝑦, 𝑡, 𝜇) = 1− 1

𝜇2
. (3.15)
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Дiйсно, оскiльки det 𝐽(𝑦, 𝑡, 𝜇) ≡ 1 i det𝑀(𝑦, 𝑡, 𝜇) обмежений при 𝜇 =

∞, то det𝑀(𝜇) є рацiональною функцiєю. Крiм того, з (C4) витiкає, що
det𝑀(𝜇) = − 1

𝜇2 + 𝑐
𝜇 + O(1) при 𝜇 → 0, де 𝑐 ≡ 𝑐(𝑦, 𝑡). Враховуючи (C3),

маємо, що 𝜁(𝑦, 𝑡, 𝜇) := det𝑀(𝑦, 𝑡, 𝜇)− 1 + 1
𝜇2 − 𝑐

𝜇 — обмежена цiла функцiя
вiд 𝜇, яка, за теоремою Лiувiлля та (C3), дорiвнює нулю для всiх (𝑦, 𝑡). На-
рештi, аналiзуючи 𝜁(𝑦, 𝑡, 𝜇) при 𝜇 = ±1 i використовуючи (C5), отримуємо,
що 𝑐(𝑦, 𝑡) ≡ 0 i, таким чином, виконується (3.15).

Припустимо, що ˜̃𝑀 є iншим розв’язком задачi РГ (C1)–(C6), i визначи-

мо 𝑁(𝜇) := 𝑀̃(𝜇) ˜̃𝑀
−1

(𝜇). Оскiльки 𝑀̃ i ˜̃𝑀 задовольняють однаковi умови
стрибка, 𝑁(𝜇) є рацiональною функцiєю, з можливими особливими точка-

ми при 𝜇 = 0,−1, 1. З огляду на (3.15) та (C3), ˜̃𝑀
−1

(𝜇) = 𝜇2

𝜇2−1( 1𝜇𝜎1+O(1)) =

O(𝜇) при 𝜇 → 0. Тому 𝑁(𝜇) не є сингулярною при 𝜇 = 0. Щоб дове-
сти, що 𝑁(𝜇) не є сингулярною при 𝜇 = ±1, скористаємося спiввiдноше-
нням (C6). Зокрема, маємо 𝑀̃(1) = −𝑀̃(1)𝜎1 i, таким чином, 𝑀̃(𝜇) =(︀
𝑔1 −𝑔1
𝑔2 −𝑔2

)︀
+ O(𝜇 − 1) при 𝜇 → 1, i ˜̃𝑀

−1
(𝜇) = 𝜇2

𝜇2−1
(︀(︀ −𝑔2 𝑔1
−𝑔2 𝑔1

)︀
+ O(𝜇− 1)

)︀
при

𝜇→ 1. Тому 𝑁(𝜇) є обмеженою при 𝜇→ 1. Аналогiчно можна довести, що
𝑁(𝜇) є обмеженою при 𝜇→ −1. Отже, 𝑁(𝜇) є цiлою функцiєю, такою, що
𝑁(∞) = 𝐼. Тому 𝑁(𝜇) ≡ 𝐼 за теоремою Лiувiлля.

Зауваження 3.1.4. Так як 𝑟(𝜇) = −𝑟(−𝜇) (див. (3.13)), то 𝐽(𝜇) задовольняє
симетрiям:

𝐽(𝜇) = 𝜎3𝐽(−𝜇)𝜎3 = 𝜎1𝐽−1(𝜇)𝜎1,

якi, через єдинiсть розв’язку, зумовлюють що 𝑀̃ задовольняє тi самi симе-
трiї, що i 𝑀 :

𝑀̃(𝜇) = 𝜎3𝑀̃(−𝜇̄)𝜎3 = 𝜎1𝑀̃(𝜇̄)𝜎1 (3.16)

(враховуючи, що симетрiї (3.16) узгоджуються з усiма умовами задачi РГ
у твердженнi 3.1.3).

Крок 2 у зведеннi задачi РГ виконується таким чином (пор. з [80, 113,
114] для випадку нелiнiйного рiвняння Шредiнгера з граничними умовами
“скiнченної густини”).
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Твердження 3.1.5 (регулярна задача РГ). Розв’язок 𝑀̃ задачi РГ з твер-
дження 3.1.3 можна записати в термiнах розв’язку регулярної задачi РГ
таким чином:

𝑀̃(𝑦, 𝑡, 𝜇) =

(︂
𝐼 − 1

𝜇
Δ(𝑦, 𝑡)

)︂
𝑀𝑅(𝑦, 𝑡, 𝜇), (3.17)

де 𝑀𝑅(𝜇) ≡𝑀𝑅(𝑦, 𝑡, 𝜇) — розв’язок такої задачi РГ:
Знайти 𝑀𝑅(𝜇) таку, що

(R1) 𝑀𝑅(𝜇) є аналiтичною на C+ та C− i неперервною на дiйснiй осi.

(R2) 𝑀𝑅(𝜇) задовольняє умову стрибка (3.3)–(3.6).

(R3) 𝑀𝑅(𝜇)→ 𝐼 при 𝜇→∞.

Матрицю Δ у (3.17) можна зобразити через розв’язок 𝑀𝑅 задачi РГ, яка
сформульована вище, за формулою

Δ(𝑦, 𝑡) = 𝜎1[𝑀
𝑅(𝑦, 𝑡, 0)]−1.

Доведення. Нехай 𝑀𝑅(𝜇) є розв’язком регулярної задачi РГ (R1)-(R3). То-
дi 𝑀̃(𝑦, 𝑡, 𝜇), визначена через (3.17), задовольняє умови (C1)-(C4) задачi
РГ з твердження 3.1.3 (за побудовою). Для перевiрки умов (C5) i (C6),
використаємо матричну структуру Δ, яка випливає з симетрiй 𝑀𝑅(𝜇).

(i) Оскiльки𝑀𝑅(𝜇) i𝑀(𝜇) задовольняють одну й ту саму умову стрибка,
єдинiсть розв’язку регулярної задачi РГ означає, що 𝑀𝑅(𝜇) задовольняє
ту саму симетрiю, що i 𝑀(𝜇) (див. (3.9)) (породжену симетрiєю 𝑟(𝜇) =

−𝑟(−𝜇)):
𝑀𝑅(𝜇) = 𝜎3𝑀𝑅(−𝜇̄)𝜎3 = 𝜎1𝑀𝑅(𝜇̄)𝜎1. (3.18)

Тому, розглянувши 𝑀𝑅(𝜇) у 𝜇 = 0, маємо 𝑀𝑅(𝑦, 𝑡, 0) =
(︁

𝛼(𝑦,𝑡) i𝛽(𝑦,𝑡)
−i𝛽(𝑦,𝑡) 𝛼(𝑦,𝑡)

)︁
, де

𝛼(𝑦, 𝑡) ∈ R та 𝛽(𝑦, 𝑡) ∈ R. Бiльше того, 𝛼2(𝑦, 𝑡) − 𝛽2(𝑦, 𝑡) ≡ 1, оскiльки
det𝑀𝑅(𝜇) ≡ 1. Отже, Δ(𝑦, 𝑡) має таку структуру

Δ =

(︃
i𝛽 𝛼

𝛼 −i𝛽

)︃
with 𝛼2 − 𝛽2 = 1 (3.19)

88



i, таким чином, det(𝐼 − 𝜇−1Δ(𝑦, 𝑡)) = 1 − 𝛼2−𝛽2

𝜇2 = 1 − 1
𝜇2 , звiдки випливає

(C5). Зауважимо, що Δ2 ≡ 𝐼.
(ii) Розглянемо симетрiю 𝜇 ↦→ 𝜇−1. З того, що 𝑟(𝜇) = 𝑟(𝜇−1), випливає,

що 𝐽(𝜇) = 𝜎1𝐽
−1(𝜇−1)𝜎1 i, тому 𝑀̌(𝜇) := 𝜎1𝑀

𝑅(𝜇−1)𝜎1 задовольняє ту
саму умову стрибка, що й 𝑀𝑅(𝜇). Враховуючи, що 𝑀̌(∞) = 𝜎1𝑀

𝑅(0)𝜎1, з
теореми Лiувiлля випливає, що

𝑀̌−1(∞)𝑀̌(𝜇) ≡ 𝜎1[𝑀
𝑅(0)]−1𝑀𝑅(𝜇−1)𝜎1 = 𝑀(𝜇),

або, в термiнах Δ,
𝑀𝑅(𝜇−1) = Δ𝑀𝑅(𝜇)𝜎1. (3.20)

Комбiнуючи (3.17) з (3.20), виразимо 𝑀̃(𝜇−1) через 𝑀̃(𝜇) таким чином:

𝑀̃(𝜇−1) = (𝐼 −Δ𝜇)𝑀𝑅(𝜇−1) = (𝐼 −Δ𝜇)Δ𝑀𝑅(𝜇)𝜎1 = 𝑄(𝜇)𝑀̃(𝜇)𝜎1 (3.21)

з
𝑄(𝜇) = (𝐼 −Δ𝜇)Δ

(︀
𝐼 −Δ𝜇−1

)︀−1
.

Прямi обчислення, з використанням (3.19), показують, що 𝑄(𝜇) = −𝜇𝐼 i,
таким чином, симетрiя (3.20) набуває вигляду (C6) у твердженнi 3.1.3.

Вiд 𝑀𝑅 до 𝑢̃

Отримаємо параметричне зображення розв’язку 𝑢̃(𝑥, 𝑡) задачi Кошi (3.2)
через розв’язок 𝑀𝑅(𝑦, 𝑡, 𝜇) регулярної задачi РГ з твердження 3.1.5. Вико-
ристовуючи (3.14) та (3.17), отримуємо 𝑀 з 𝑀𝑅:

𝑀(𝜇) =

(︂
𝐼 − 1

𝜇
𝜎1

)︂−1(︂
𝐼 − 1

𝜇
Δ

)︂
𝑀𝑅(𝜇). (3.22)

За допомогою (3.11) та (3.12) маємо такий алгоритм:

𝑀(𝑦, 𝑡, 𝜇)⇝ {𝑎1(𝑦, 𝑡), 𝑎2(𝑦, 𝑡), 𝑎3(𝑦, 𝑡)}⇝ {𝑢̂(𝑦, 𝑡), 𝑥(𝑦, 𝑡)}.

Нарештi, 𝑢̃(𝑥, 𝑡) = 𝑢̂(𝑦(𝑥, 𝑡), 𝑡).
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3.2 Асимптотика за великими часом регулярної задачi
РГ

У цьому пiдроздiлi вивчається асимптотика за великим часом розв’язку
𝑀𝑅(𝑦, 𝑡, 𝜇) регулярної задачi РГ з твердження 3.1.5, використовуючи iдеї
та iнструменти нелiнiйного методу найшвидшого спуску [52]. Метод поля-
гає у послiдовних перетвореннях вихiдної задачi РГ, щоб звести її до задачi
РГ, яку можна явно розв’язати. Перетворення включають:

(а) вiдповiднi трикутнi факторизацiї матрицi стрибка;

(б) “поглинання” трикутних множникiв з “хорошою” поведiнкою за вели-
ким часом;

(в) зведення, пiсля перемасштабування, до задачi РГ, яка розв’язується у
термiнах певних спецiальних функцiй;

(г) аналiз похибок наближення.

Iнформацiю про 𝐿𝑝-задачi РГ та їх застосування до асимптотики можна
знайти в [48, 53, 68, 120]. Це дослiдження зосереджено на виведеннi голов-
них членiв асимптотики за великим часом. Методи аналiзу похибок наве-
денi у [91].

3.2.1 Перетворення регулярної задачi РГ

Введемо
𝜃(𝜇, 𝜉) := 𝜃(𝑘(𝜇, 𝜉),

де

𝜉 :=
𝑦

𝑡
, 𝑘(𝜇) :=

1

4

(︂
𝜇− 1

𝜇

)︂
, 𝜃(𝑘, 𝜉) := 𝑘𝜉 − 2𝑘

1 + 4𝑘2
. (3.23)

Тодi 𝑝(𝑦, 𝑡, 𝜇) = i𝑡𝜃(𝜇, 𝜉). Матриця стрибка 𝐽(𝑦, 𝑡, 𝜇) у (3.6), яка визначає-
ться (3.3)–(3.5), допускає двi трикутнi факторизацiї:

𝐽(𝑦, 𝑡, 𝜇) =

(︃
1 𝑟(𝜇)e−2i𝑡𝜃

0 1

)︃(︃
1 0

−𝑟*(𝜇)e2i𝑡𝜃 1

)︃
, (3.24а)
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𝐽(𝑦, 𝑡, 𝜇) = (3.24б)(︃
1 0

− 𝑟*(𝜇)
1−𝑟(𝜇)𝑟*(𝜇)e

2i𝑡𝜃 1

)︃(︃
1− 𝑟(𝜇)𝑟*(𝜇) 0

0 1
1−𝑟(𝜇)𝑟*(𝜇)

)︃(︃
1 𝑟(𝜇)

1−𝑟(𝜇)𝑟*(𝜇)e
−2i𝑡𝜃

0 1

)︃
.

Дотримуючись основної iдеї нелiнiйного методу найшвидшого спуску
[52], факторизацiї (3.24) можна використати таким чином, що осцилююча
матриця стрибкiв на R для модифiкованої задачi РГ зводиться до одини-
чної матрицi (див. задачу РГ для 𝑀2 нижче), тодi як стрибки, що виника-
ють за межами R, є експоненцiально малими при 𝑡 → +∞. Використання
тiєї чи iншої форми факторизацiї визначається “таблицею знакiв” для 𝜃,
тобто розподiлом знакiв Im 𝜃(𝜇, 𝜉) (який залежить вiд 𝜉) у комплекснiй
площинi 𝜇.

а) Факторизацiя (3.24а) пiдходить для вiдкритих iнтервалiв R, для яких
Im 𝜃(𝜇) додатна при 𝜇 ∈ C+ поблизу цих iнтервалiв (i вiд’ємна при 𝜇 ∈
C− поблизу тих же iнтервалiв). Позначимо через Σ𝑎 ≡ Σ𝑎(𝜉) об’єднання
цих iнтервалiв.

б) Факторизацiя (3.24б) пiдходить для вiдкритих iнтервалiв R, для яких
Im 𝜃(𝜇) вiд’ємна при 𝜇 ∈ C+ поблизу цих iнтервалiв. Позначимо їх
об’єднання через Σ𝑏(𝜉) = R ∖ Σ𝑎(𝜉).

Дiагонального множника у (3.24б) можна позбутися, розв’язавши таку ска-
лярну задачу РГ : знайти скалярну функцiю 𝛿(𝜇, 𝜉) (де 𝜉 — параметр), ана-
лiтичну в 𝜇 ∈ C ∖ Σ𝑏(𝜉) таку, що

𝛿+(𝜇, 𝜉) = 𝛿−(𝜇, 𝜉)(1− |𝑟(𝜇)|2), 𝜇 ∈ Σ𝑏(𝜉), (3.25а)

𝛿(𝜇, 𝜉)→ 1, 𝜇→∞. (3.25б)

Розв’язок задачi РГ (3.25) задається iнтегралом Кошi:

𝛿(𝜇, 𝜉) = exp

{︂
1

2𝜋i

∫︁
Σ𝑏(𝜉)

ln(1− |𝑟(𝑠)|2)
𝑠− 𝜇 d𝑠

}︂
. (3.26)
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Визначимо 𝑀1(𝑦, 𝑡, 𝜇) := 𝑀𝑅(𝑦, 𝑡, 𝜇)𝛿−𝜎3(𝜇, 𝜉). Тодi 𝑀1 можна охаракте-
ризувати як розв’язок задачi РГ, що включає стандартну умову нормува-
ння 𝑀1(𝜇)→ 𝐼 при 𝜇→∞ та умову стрибка

𝑀1+(𝑦, 𝑡, 𝜇) = 𝑀1−(𝑦, 𝑡, 𝜇)𝐽1(𝑦, 𝑡, 𝜇), 𝜇 ∈ R, (3.27)

де матриця стрибкiв факторизована таким чином:

𝐽1(𝑦, 𝑡, 𝜇) =

(︃
1 𝑟(𝜇)𝛿2(𝜇, 𝜉)e−2i𝑡𝜃

0 1

)︃(︃
1 0

−𝑟*(𝜇)𝛿−2(𝜇, 𝜉)e2i𝑡𝜃 1

)︃
, 𝜇 ∈ Σ𝑎(𝜉)

(3.28а)

𝐽1(𝑦, 𝑡, 𝜇) = (3.28б)(︃
1 0

− 𝑟*(𝜇)
1−𝑟(𝜇)𝑟*(𝜇)𝛿

−2
− (𝜇, 𝜉)e2i𝑡𝜃 1

)︃(︃
1 𝑟(𝜇)

1−𝑟(𝜇)𝑟*(𝜇)𝛿
2
+(𝜇, 𝜉)e−2i𝑡𝜃

0 1

)︃
, 𝜇 ∈ Σ𝑏(𝜉).

Тепер обговоримо структуру Σ𝑎(𝜉) та Σ𝑏(𝜉). Зауважимо, що функцiя
𝜃(𝜉, 𝑘) така сама, як i у випадку рiвняння КХ [25]. Беручи до уваги зв’язок
мiж 𝜇 i 𝑘 (див. (3.23)), “таблиця знакiв” для рiвняння КХ пiдказує “табли-
цю знакiв” для рiвняння мКХ (яке, крiм того, має симетрiю 𝜇 ↦→ 1/𝜇), а
дiапазони значень 𝜉, для яких “таблиця знакiв” зберiгає структуру, є одна-
ковими. А саме, можна видiлити чотири дiапазони значень 𝜉, для яких
Σ𝑎(𝜉) i Σ𝑏(𝜉) мають якiсно рiзнi структури (що, вiдповiдно, означає чоти-
ри якiсно рiзнi типи асимптотики за великим часом):

(I) 𝜉 > 2,

(II) 0 < 𝜉 < 2,

(III) −1
4 < 𝜉 < 0,

(IV) 𝜉 < −1
4 .

Кожен дiапазон значень 𝜉 характеризується структурою Σ𝑎(𝜉) (або Σ𝑏(𝜉)):
Σ𝑎(𝜉) є об’єднанням iнтервалiв, що неперетинаються, скiнченними кiнцями
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яких є (дiйснi) стацiонарнi точки 𝜃(𝜇, 𝜉), тобто точки 𝜇 ∈ R, де d𝜃
d𝜇(𝜇, 𝜉) = 0.

Аналогiчно Σ𝑏(𝜉) можна зобразити таким чином:

Σ𝑏(𝜉) =⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

∅, 𝜉 > 2,

(−𝜇0,− 1
𝜇0

) ∪ ( 1
𝜇0
, 𝜇0), 0 < 𝜉 < 2,

(−∞,−𝜇1) ∪ (−𝜇0,− 1
𝜇0

) ∪ (− 1
𝜇1
, 1
𝜇1

) ∪ ( 1
𝜇0
, 𝜇0) ∪ (𝜇1,+∞), −1

4 < 𝜉 < 0,

(−∞,+∞), 𝜉 < −1
4 .

(3.29)

Тут значення 𝜇0(𝜉) > 1 i 𝜇1(𝜉) > 1 – це значення, пов’язанi (через 𝜅𝑗 =
1
4(𝜇𝑗 − 1

𝜇𝑗
), 𝑗 = 0, 1) з (дiйсними) стацiонарними точками 𝜃(𝑘) – 𝜅0(𝜉) та

𝜅1(𝜉), тобто, –кiнцевими точками у випадку рiвняння КХ. Вони визначаю-
ться спiввiдношенням 𝜉 = 2−8𝜅2

(1+4𝜅2)2 (див. [25]):

𝜅20(𝜉) =

√
1 + 4𝜉 − 1− 𝜉

4𝜉
, 𝜅21(𝜉) = −

√
1 + 4𝜉 + 1 + 𝜉

4𝜉

(𝜅0(𝜉) вiдноситься до дiапазонiв II i III, тодi як 𝜅1(𝜉) вiдноситься тiльки
до дiапазону III). Аналогчно до випадку рiвняння КХ, для 𝜉 в дiапазонах
I i IV розв’язок 𝑀2 задачi РГ (див. нижче) швидко спадає (при 𝑡 → +∞)
до одиничної матрицi, що вiдповiдає (у випадку вiдсутностi дискретного
спектра) швидкому спаданню 𝑢̂(𝑦, 𝑡). З iншого боку, дiапазони II i III є
тими, де асимптотика за великим часом у випадку рiвняння КХ має тип
Захарова–Манакова (тригонометричнi коливання, що затухають як 𝑡−1/2),
див. [19, 25]. Основною метою цього роздiлу є виведення аналогiчних асим-
птотичних формул для дiапазонiв II i III у випадку рiвняння мКХ.

Наступним кроком є “поглинання” трикутних множникiв у (3.28а) та
(3.28б) у розв’язок деформованої задачi РГ з додатковим контуром стриб-
ка (що має частини за межами R). Це поглинання вимагає, щоб трикутнi
множники в (3.28а) i (3.28б) мали аналiтичне продовження принаймнi в
смугу, що оточує R. У зв’язку з цим зауважимо, що, як i у випадку iнших
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iнтегровних рiвнянь (зокрема, рiвняння КХ), коефiцiєнт вiдбиття 𝑟(𝜇) ви-
значено, у загальному випадку, лише при 𝜇 ∈ R. Однак можна наблизити
𝑟(𝜇) i 𝑟(𝜇)

1−𝑟(𝜇)𝑟*(𝜇) деякими рацiональними функцiями з добре контрольовани-
ми похибками (див., наприклад, [91]). Альтернативно, якщо припустити,
що початковi данi 𝑢̃(𝑥, 0) спадають експоненцiально до 0 при 𝑥→ ±∞ (або
що 𝑢̃(𝑥, 0) має фiнiтний носiй в R), то 𝑟(𝜇) є аналiтичною в смузi, що мi-
стить дiйсну вiсь (або аналiтичною на всiй площинi) i, таким чином, немає
необхiдностi використовувати рацiональнi наближення для того, щоб мати
можливiсть виконати це поглинання (див. перетворення 𝑀1 ⇝𝑀2 нижче).
Надалi, з метою уникнення зайвих технiчних ускладнень, припускатимо,
що 𝑟(𝜇) (i, таким чином, 1 − 𝑟(𝜇)𝑟*(𝜇)) є аналiтичним в областi компле-
ксної площини, яка мiстить контури послiдовних задач РГ (при подробицi,
пов’язаними з рацiональними наближеннями, див. [91]).

Для 0 < 𝜉 < 2 i для −1
4 < 𝜉 < 0 визначимо контур Σ ≡ Σ(𝜉), який узго-

джується з таблицею знакiв для 𝜃(𝜇, 𝜉), див. рисунки 3.1 i 3.2 вiдповiдно.

Рис. 3.1: Таблиця знакiв (пунктирнi лiнiї), контур Σ(𝜉) = ∪4𝑗=1Σ𝑗 (суцiльнi
лiнiї) та областi Ω𝑗(𝜉) для 0 < 𝜉 < 2.
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Рис. 3.2: Таблиця знакiв (пунктирнi лiнiї), контур Σ(𝜉) = ∪4𝑗=1Σ𝑗 (суцiльнi
лiнiї) та областi Ω𝑗(𝜉) для −1

4 < 𝜉 < 0.

Визначимо 𝑀2 через 𝑀2(𝑦, 𝑡, 𝜇) := 𝑀1(𝑦, 𝑡, 𝜇)𝑃 (𝑦, 𝑡, 𝜇), де

𝑃 (𝑦, 𝑡, 𝜇) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝐼, 𝜇 ∈ Ω0,⎛⎝ 1 0

𝑟*(𝜇)𝛿−2(𝜇, 𝜉)e2i𝑡𝜃 1

⎞⎠ , 𝜇 ∈ Ω1,⎛⎝1 − 𝑟(𝜇)
1−𝑟(𝜇)𝑟*(𝜇)𝛿

2(𝜇, 𝜉)e−2i𝑡𝜃

0 1

⎞⎠ , 𝜇 ∈ Ω2,⎛⎝ 1 0

− 𝑟*(𝜇)
1−𝑟(𝜇)𝑟*(𝜇)𝛿

−2(𝜇, 𝜉)e2i𝑡𝜃 1

⎞⎠ , 𝜇 ∈ Ω3,⎛⎝1 𝑟(𝜇)𝛿2(𝜇, 𝜉)e−2i𝑡𝜃

0 1

⎞⎠ , 𝜇 ∈ Ω4.

(3.30)

Тодi 𝑀2(𝑦, 𝑡, 𝜇) можна охарактеризувати як розв’язок задачi РГ зi стан-
дартною умовою нормування 𝑀2(𝜇)→ 𝐼 при 𝜇→∞ та умовою стрибка

𝑀2+(𝑦, 𝑡, 𝜇) = 𝑀2−(𝑦, 𝑡, 𝜇)𝐽2(𝑦, 𝑡, 𝜇), 𝜇 ∈ Σ := ∪4𝑗=1Σ𝑗, (3.31)
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де Σ𝑗 := Ω0 ∩ Ω𝑗 i

𝐽2(𝑦, 𝑡, 𝜇) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

⎛⎝ 1 0

−𝑟*(𝜇)𝛿−2(𝜇, 𝜉)e2i𝑡𝜃 1

⎞⎠ , 𝜇 ∈ Σ1,⎛⎝1 𝑟(𝜇)
1−𝑟(𝜇)𝑟*(𝜇)𝛿

2(𝜇, 𝜉)e−2i𝑡𝜃

0 1

⎞⎠ , 𝜇 ∈ Σ2,⎛⎝ 1 0

𝑟*(𝜇)
1−𝑟(𝜇)𝑟*(𝜇)𝛿

−2(𝜇, 𝜉)e2i𝑡𝜃 1

⎞⎠ , 𝜇 ∈ Σ3,⎛⎝1 −𝑟(𝜇)𝛿2(𝜇, 𝜉)e−2i𝑡𝜃

0 1

⎞⎠ , 𝜇 ∈ Σ4.

(3.32)

Задача РГ для 𝑀2 є такою, що рiвномiрне спадання (при 𝑡 → +∞)
матрицi стрибкiв порушується лише поблизу стацiонарних фазових точок
𝜃(𝜇). Аналiз таких задач за великим часом, з вiдповiдними оцiнками, вклю-
чає дослiдження задач РГ модифiкованих в малих околах стацiонарних фа-
зових точок. Для цього використовуються перемасштабованi спектральнi
параметри i наближення матриць стрибкiв в цих околах [52].

У пдальший аналiз для 𝑀2 за великим часом вiдповiдає стратегiї, пред-
ставленiї в [91].

Крок (i). Додати до Σ маленькi кола 𝛾𝑗 (𝑗 = 0, 1), що оточують 𝜇𝑗, разом
з їхнiми образами −𝛾𝑗 (що оточують −𝜇𝑗) та ±𝛾−1𝑗 (що оточують ±1/𝜇𝑗)
пiд дiєю 𝜇 ↦→ −𝜇 та 𝜇 ↦→ 1/𝜇, вiдповiдно.

Крок (ii). Всерединi кiл навколо 𝜇0 та 𝜇1 визначити (явно) функцiю𝑚0(𝑦, 𝑡, 𝜇),
що точно задовольняє умову стрибка через Σ, отриману з (3.32), замiнив-
ши 𝑟(𝜇) на 𝑟(𝜇0) та 𝑟(𝜇1) вiдповiдно, та замiнивши 𝛿2(𝜇, 𝜉)e−2i𝑡𝜃(𝜇,𝜉) на її
наближення за великим часом.

Крок (iii). Визначити𝑚0(𝑦, 𝑡, 𝜇) всерединi iнших малих контурiв за допомо-
гою симетрiй 𝑚0(𝜇) = 𝑚0(1/𝜇̄) i 𝑚0(𝜇) = 𝜎3𝑚0(−𝜇̄)𝜎3 (якi узгоджуються
з симетрiями 𝑀2(𝜇)).
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Крок (iv). Визначити 𝑚̂(𝜇) за формулою:

𝑚̂(𝑦, 𝑡, 𝜇) =

⎧⎨⎩𝑀2(𝑦, 𝑡, 𝜇)𝑚−10 (𝑦, 𝑡, 𝜇), 𝜇 всереденi ± 𝛾𝑗 та ± 𝛾−1𝑗 ,

𝑀2(𝑦, 𝑡, 𝜇), в iншому випадку,

Тодi 𝑚̂(𝜇) задовольняє умовам задачi РГ⎧⎨⎩𝑚̂+(𝑦, 𝑡, 𝜇) = 𝑚̂−(𝑦, 𝑡, 𝜇)𝐽(𝑦, 𝑡, 𝜇), 𝜇 ∈ Σ̂ := Σ ∪𝑗 {±𝛾𝑗} ∪𝑗 {±𝛾−1𝑗 },
𝑚̂(𝑦, 𝑡, 𝜇)→ 𝐼, 𝜇→∞,

де

𝐽(𝑦, 𝑡, 𝜇) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝑚−10 (𝑦, 𝑡, 𝜇), 𝜇 ∈ ∪𝑗{±𝛾𝑗} ∪𝑗 {±𝛾−1𝑗 },
𝑚−10−(𝑦, 𝑡, 𝜇)𝐽2(𝑦, 𝑡, 𝜇)𝑚0+(𝑦, 𝑡, 𝜇), 𝜇 ∈ Σ ∩ {𝜇 |

𝜇 всерединi ∪𝑗 {±𝛾±1𝑗 }},
𝐽2(𝑦, 𝑡, 𝜇), в iншому випадку.

З iншого боку, єдиний розв’язок цiєї задачi можна виразити через розв’язок
Θ(𝜇) сингулярного iнтегрального рiвняння (див. [91]):

𝑚̂(𝑦, 𝑡, 𝜇) = 𝐼 +
1

2𝜋i

∫︁
Σ̂

Θ(𝑦, 𝑡, 𝑠)𝑤̂(𝑦, 𝑡, 𝑠)
d𝑠

𝑠− 𝜇, (3.33)

де 𝑤̂(𝑦, 𝑡, 𝑠) := 𝐽(𝑦, 𝑡, 𝑠) − 𝐼 i Θ ∈ 𝐼 + 𝐿2(Σ̂) є розв’язком iнтегрального
рiвняння

Θ(𝜇)− 𝒞𝑤̂Θ(𝜇) = 𝐼,

де 𝒞𝑤̂ : 𝐿2(Σ̂) + 𝐿∞(Σ̂) → 𝐿2(Σ̂) – iнтегральний оператор, визначений за
допомогою сингулярного оператора Кошi: 𝒞𝑤̂𝑓 := 𝒞−(𝑓𝑤̂), де 𝒞− = 1

2(−𝐼 +

𝑆Σ̂) i 𝑆Σ̂ – оператор, пов’язаний з Σ̂, що визначається головним значенням
iнтеграла Кошi:

(𝑆Σ̂𝑓)(𝜇) =
1

2𝜋i

∫︁
Σ̂

𝑓(𝑠)

𝑠− 𝜇𝑑𝑠, 𝜇 ∈ Σ̂.

Тут 𝐿2(Σ̂) +𝐿∞(Σ̂) позначає простiр усiх функцiй, якi можна записати як
суму функцiї з 𝐿2(Σ̂) та функцiї з 𝐿∞(Σ̂).
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Крок (v). Оцiнити поведiнку 𝑚̂(𝑦, 𝑡, 𝜇) за великим часом при 𝜇 = i та 𝜇 = 0

з урахуванням таких фактiв:

• Основний внесок у праву частину (3.33) дають iнтеграли за малими кон-
турами, де 𝑤̂(𝑦, 𝑡, 𝜇) = 𝑚−10 (𝑦, 𝑡, 𝜇)− 𝐼:

𝑚̂(𝑦, 𝑡, 𝜇) = 𝐼 +
1

2𝜋i

∫︁
∪𝑗{±𝛾𝑗}∪𝑗{±𝛾−1

𝑗 }

𝑚−10 (𝑦, 𝑡, 𝑠)− 𝐼
𝑠− 𝜇 d𝑠+ o(𝑡−1/2). (3.34)

Оцiнки похибок є рiвномiрними для 𝜀 < 𝜉 < 2 − 𝜀 та −1
4 + 𝜀 < 𝜉 < −𝜀,

для будь-яких малих 𝜀 > 0 (деталi оцiнки див. у [91].

• Основний внесок у𝑚−10 (𝑦, 𝑡, 𝜇)−𝐼 дає асимптотика задачi РГ для функцiй
параболiчного цилiндра (яка бере участь у побудовi 𝑚0(𝑦, 𝑡, 𝜇), див. [91]),
яку можна навести в явному виглядi.

3.2.2 Дiапазон 0 < 𝜉 < 2

Цей дiапазон характеризується наявнiстю чотирьох дiйсних стацiонарних
точок: ±𝜇0 and ±𝜇−10 .

Конструкцiя 𝑚0

Наблизимо i𝑡𝜃(𝜇, 𝜉), використовуючи (3.23), спiввiдношення

𝜅0 =
1

4

(︂
𝜇0 −

1

𝜇0

)︂
(3.35)

мiж 𝜇0 i 𝜅0, i наближення для 𝜃(𝑘, 𝜉) в околi 𝜅0 (див. [25]):

𝜃(𝑘, 𝜉) ≈ 𝜃(𝜅0) + 8𝑓0(𝜅0)(𝑘 − 𝜅0)2,

де

𝑓0(𝜅0) =
𝜅0(3− 4𝜅20)

(1 + 4𝜅20)
3
, 𝜃(𝜅0) = − 16𝜅30

(1 + 4𝜅20)
2
. (3.36)

Тут i далi символ ≈ використовується дещо нестрого, щоб показати, що
лiва частина апроксимується правою частиною як функцiя спектрально-
го параметра з членом похибки, який ми можемо контролювати в оцiн-
ках похибки (див., наприклад, (3.44) i (3.47)–(3.49)). Маємо −i𝑡𝜃(𝜇, 𝜉) ≈
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−i𝑡𝜃(𝜅0) − i𝜇̂2

4 , де перемасштабовану спектральну змiнну 𝜇̂ введено за до-
помогою

𝜇− 𝜇0 =
𝜇̂

(1 + 𝜇−20 )
√

2𝑓0𝑡
. (3.37)

Наблизимо 𝛿(𝜇, 𝜉) в околi 𝜇 = 𝜇0. З (3.26) маємо:

𝛿(𝜇, 𝜉) = exp

{︃
1

2𝜋i

(︃∫︁ −1/𝜇0

−𝜇0

+

∫︁ 𝜇0

1/𝜇0

)︃
ln(1− |𝑟(𝑠)|2)

𝑠− 𝜇 d𝑠

}︃

=

(︂
𝜇− 𝜇0
𝜇− 1/𝜇0

)︂iℎ0
(︂
𝜇+ 1/𝜇0
𝜇+ 𝜇0

)︂iℎ0

e𝜒(𝜇), (3.38)

де

ℎ0 = − 1

2𝜋
ln(1− |𝑟(𝜇0)|2),

𝜒(𝜇) =
1

2𝜋i

(︃∫︁ −1/𝜇0

−𝜇0

+

∫︁ 𝜇0

1/𝜇0

)︃
ln

1− |𝑟(𝑠)|2
1− |𝑟(𝜇0)|2

d𝑠

𝑠− 𝜇

(зауважимо, що |𝑟(𝜇)| = |𝑟(−𝜇)| = |𝑟(1/𝜇)|). Тому (див. [25]),

𝛿(𝜇, 𝜉) ≈ (𝜇− 𝜇0)iℎ0

(︂
𝜇0 + 1/𝜇0

2𝜇0(𝜇0 − 1/𝜇0)

)︂iℎ0

e𝜒(𝜇0) = 𝜇̂iℎ0(128𝑓0𝜅
2
0𝑡)
− iℎ0

2 e𝜒(𝜇0)

i вiдповiдно
𝛿(𝜇, 𝜉)e−i𝑡𝜃(𝜇,𝜉) ≈ 𝛿𝜇0

(𝜉, 𝑡)𝜇̂iℎ0e−
i𝜇̂2

4 , (3.39)

де
𝛿𝜇0

(𝜉, 𝑡) = e−i𝑡𝜃(𝜅0(𝜇0))e𝜒(𝜇0)(128𝑓0(𝜅0(𝜇0))𝜅
2
0(𝜇0)𝑡)

− iℎ0
2 . (3.40)

Наближення (3.39) пiдказує ввести𝑚0(𝑦, 𝑡, 𝜇) (бiля 𝜇 = 𝜇0) таким чином:

𝑚0(𝑦, 𝑡, 𝜇) = 𝐷(𝜉, 𝑡)𝑚𝑋(𝜉, 𝜇̂)𝐷−1(𝜉, 𝑡), (3.41)

де 𝐷(𝜉, 𝑡) = 𝛿𝜎3
𝜇0

(𝑡) i 𝑚𝑋(𝜉, 𝜇̂) – розв’язок задачi РГ, у 𝜇̂-комплекснiй пло-
щинi, який задається у виглядi функцiй параболiчного цилiндра [91] (з
𝑞 = −𝑟(𝜇0)).

Оскiльки (див. (3.37)) скiнченнi значення 𝜇 вiдповiдають зростаючим (зi
зростанням 𝑡) значенням 𝜇̂, то асимптотика за великим часом 𝑚0(𝑦, 𝑡, 𝜇)
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для 𝜇 на малих контурах, що оточують ±𝜇0 i ± 1
𝜇0

, визначається асимпто-
тикою за великим 𝜇̂ 𝑚𝑋(𝜉, 𝜇̂), що має вигляд (див. [91])

𝑚𝑋(𝜉, 𝜇̂) = 𝐼 +
i

𝜇̂

(︃
0 −𝛽𝜇0

(𝜉)

𝛽𝜇0
(𝜉) 0

)︃
+ O(𝜇̂−2) (3.42)

з
𝛽𝜇0

(𝜉) =
√︀
ℎ0e

i(𝜋
4−arg(−𝑟(𝜇0))+arg Γ(iℎ0)), (3.43)

де Γ - гамма-функцiя Ейлера. З (3.37), (3.41) та (3.42) маємо

𝑚−10 (𝑦, 𝑡, 𝜇) = 𝐷(𝜉, 𝑡)(𝑚𝑋)−1(𝜉, 𝜇̂(𝜇))𝐷−1(𝜉, 𝑡)

= 𝐷(𝜉, 𝑡)

(︃
𝐼 − i

𝜇̂(𝜇)

(︃
0 −𝛽𝜇0

(𝜉)

𝛽𝜇0
(𝜉) 0

)︃)︃
𝐷−1(𝜉, 𝑡) + O(𝑡−1)

= 𝐼 +
𝐵(𝜉, 𝑡)√
𝑡(𝜇− 𝜇0)

+ O(𝑡−1), (3.44)

де

𝐵(𝜉, 𝑡) =

(︃
0 𝐵0(𝜉, 𝑡)

𝐵̄0(𝜉, 𝑡) 0

)︃
та 𝐵0(𝜉, 𝑡) =

i𝛿2𝜇0
(𝜉, 𝑡)𝛽𝜇0

(𝜉)

(1 + 𝜇−20 )
√︀

2𝑓0(𝜅0(𝜇0))
. (3.45)

Тут оцiнка O(𝑡−1) є рiвномiрною для 𝜉 та 𝜇 таких, що 𝜀1 < 𝜉 < 2 − 𝜀1 та
|𝜇− 𝜇0| = 𝜀2 для будь-якого малого додатного 𝜀𝑗, 𝑗 = 1, 2.

Асимптотика для 𝑚̂

З огляду на алгоритм зображення 𝑢 у термiнах розв’язку вiдповiдної ре-
гулярної задачi РГ, див. (3.22), (3.11), (3.12) та (3.1), потрiбно знати асим-
птотику 𝑚̂(𝑦, 𝑡, 0), 𝑚̂(𝑦, 𝑡, i) та 𝑚̂1(𝑦, 𝑡), де 𝑚̂1 отримується з розвинення
𝑚̂(𝑦, 𝑡, 𝜇) = 𝑚̂(𝑦, 𝑡, i) + 𝑚̂1(𝑦, 𝑡)(𝜇 − i) + O((𝜇 − i)2) при 𝜇 → i. З (3.44) та
теореми про лишки випливає, що головнi внески до iнтегралу по 𝛾0 у (3.34)
задаються таким чином:

𝐵

𝜇0
√
𝑡
,

𝐵

(𝜇0 − i)
√
𝑡

та
𝐵

(𝜇0 − i)2
√
𝑡
. (3.46)
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Для того, щоб врахувати внески вiд усiх малих контурiв, поширимо ви-
значення 𝑚0 симетрiями (як зазначено у кроцi (iii)). Це дає:

𝑚̂(𝑦, 𝑡, 0) = 𝐼 +

(︂
𝐵

𝜇0
− 𝐵̄

𝜇0
− 1

𝜇20

𝐵̄

𝜇−10

+
1

𝜇20

𝐵

𝜇−10

)︂
1√
𝑡

+ o(𝑡−1/2)

= 𝐼 +
4𝑖 Im𝐵0(𝜉, 𝑡)

𝜇0
√
𝑡

(︃
0 1

−1 0

)︃
+ o(𝑡−1/2), (3.47)

𝑚̂(𝑦, 𝑡, i) = 𝐼 +

(︂
𝐵

𝜇0 − i
+

𝐵̄

−𝜇0 − i
− 1

𝜇20

𝐵̄

𝜇−10 − i
− 1

𝜇20

𝐵

−𝜇−10 − i

)︂
1√
𝑡

+ o(𝑡−1/2)

= 𝐼 +
2i Im𝐵0(𝜉, 𝑡)

𝜇0
√
𝑡

(︃
0 1

−1 0

)︃
+ o(𝑡−1/2) (3.48)

i

𝑚̂1(𝑦, 𝑡) =

(︂
𝐵

(𝜇0 − i)2
+

𝐵̄

(−𝜇0 − i)2
− 1

𝜇20

𝐵̄

(𝜇−10 − i)2
− 1

𝜇20

𝐵

(−𝜇−10 − i)2

)︂
1√
𝑡

+ o(𝑡−1/2) =
4√
𝑡

(︃
0 Re 𝐵0

(𝜇0−i)2

Re 𝐵̄0

(𝜇0−i)2 0

)︃
+ o(𝑡−1/2). (3.49)

Вiд 𝑚̂ до 𝑀𝑅

У роздiлi 3.2.2 представлено асимптотику за великим часом для 𝑚̂(𝑦, 𝑡, 𝜇)

(i, вiдповiдно, 𝑀2(𝑦, 𝑡, 𝜇)) для деяких спецiальних значень 𝜇. Оскiльки
𝑃 (𝑦, 𝑡, 0) = 𝐼, а 𝑃 (𝑦, 𝑡, 𝜇) прямує до 𝐼 експоненцiально швидко при 𝑡→ +∞
для всiх 𝜇, близьких до i, то для того, щоб отримати головнi члени асимпто-
тики для 𝑀𝑅(𝑦, 𝑡, 𝜇) = 𝑀1(𝑦, 𝑡, 𝜇)𝛿𝜎3(𝜇, 𝜉) = 𝑀2(𝑦, 𝑡, 𝜇)𝑃−1(𝑦, 𝑡, 𝜇)𝛿𝜎3(𝜇, 𝜉),
треба знати 𝛿(𝜇, 𝜉) (3.26) при 𝜇 = 0 та в околi i.

За симетрiєю |𝑟(𝜇)| = |𝑟(−𝜇)| маємо

𝛿(0, 𝜉) = exp

{︂
1

2𝜋i

∫︁
Σ𝑏(𝜉)

ln(1− |𝑟(𝑠)|2)
𝑠

d𝑠

}︂
≡ 1. (3.50)

Нехай 𝐼0 та 𝐼1 визначенi через розвинення 𝛿(𝜇, 𝜉) = e𝐼0+𝐼1(𝜇−i)+... при
𝜇→ i. Застосовуючи симметрiю |𝑟(𝜇)| = |𝑟(−𝜇)|), маємо

𝐼0 =
1

2𝜋i

∫︁
Σ𝑏(𝜉)

ln(1− |𝑟(𝑠)|2)
𝑠− i

d𝑠 =
1

𝜋

∫︁ 𝜇0

1/𝜇0

ln(1− |𝑟(𝑠)|2)
𝑠2 + 1

d𝑠.
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З iншого боку,

𝐼1 =
1

2𝜋i

∫︁ 𝜇0

1/𝜇0

ln(1− |𝑟(𝑠)|2)
(︂

1

(𝑠− i)2
+

1

(−𝑠− i)2

)︂
d𝑠

=
1

𝜋i

∫︁ 𝜇0

1/𝜇0

ln(1− |𝑟(𝑠)|2) 𝑠2 − 1

(𝑠2 + 1)2
d𝑠 ≡ 0,

де остання рiвнiсть виконується завдяки симетрiї |𝑟(𝜇)| = |𝑟(𝜇−1)|. Таким
чином, при 𝜇→ i,

𝛿(𝜇, 𝜉) = 𝛿(i, 𝜉) + O((𝜇− i)2) та 𝛿(i, 𝜉) = exp

{︂
1

𝜋

∫︁ 𝜇0

1/𝜇0

ln(1− |𝑟(𝑠)|2)
𝑠2 + 1

d𝑠

}︂
.

(3.51)
Нехай розвинення𝑀𝑅(𝑦, 𝑡, 𝜇) у околi i виглядає як𝑀𝑅(𝑦, 𝑡, 𝜇) = 𝑀𝑅(𝑦, 𝑡, i)+

𝑀𝑅
1 (𝑦, 𝑡)(𝜇− i) + O((𝜇− i)2), тодi маємо такi асимптотики для 𝑀𝑅(𝑦, 𝑡, 0),

𝑀𝑅(𝑦, 𝑡, i) та 𝑀𝑅
1 (𝑦, 𝑡):

𝑀𝑅(𝑦, 𝑡, 0) = 𝑚̂(𝑦, 𝑡, 0) = 𝐼 +
4i Im𝐵0(𝜉, 𝑡)

𝜇0
√
𝑡

(︃
0 1

−1 0

)︃
+ o(𝑡−1/2), (3.52а)

𝑀𝑅(𝑦, 𝑡, i) = 𝑚̂(𝑦, 𝑡, i)𝛿𝜎3(i, 𝜉) + O(e−𝜀𝑡) (3.52б)

=

(︃
𝐼 +

2i Im𝐵0(𝜉, 𝑡)

𝜇0
√
𝑡

(︃
0 1

−1 0

)︃)︃
𝛿𝜎3(i, 𝜉) + o(𝑡−1/2),

𝑀𝑅
1 (𝑦, 𝑡) = 𝑚̂1(𝑦, 𝑡)𝛿

𝜎3(i, 𝜉) + O(e−𝜀𝑡) (3.52в)

=
4√
𝑡

(︃
0 Re 𝐵0

(𝜇0−i)2

Re 𝐵̄0

(𝜇0−i)2 0

)︃
𝛿𝜎3(i, 𝜉) + o(𝑡−1/2),

де 𝐵0(𝜉, 𝑡) визначено у (3.45), а 𝛿(i, 𝜉) визначено у (3.51).

Асимптотика 𝑢 за великим часом

Зкомбiнувавши асимптотики (3.52) для 𝑀𝑅(𝑦, 𝑡, 𝜇) з (3.11), (3.12), (3.14) та
(3.17), отримаємо головний член асимптотики 𝑢(𝑥, 𝑡) за великим часом.

Ввiвши 𝜂 := 2 Im𝐵0

𝜇0

√
𝑡

, з (3.52а) маємо:

Δ(𝑦, 𝑡) = 𝜎1[𝑀
𝑅(𝑦, 𝑡, 0)]−1 =

(︃
2i𝜂 1

1 −2i𝜂

)︃
+ o(𝑡−1/2). (3.53)
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Тому для

𝑀(𝜇) =

(︂
𝐼 − 1

𝜇
𝜎1

)︂−1(︂
𝐼 − 1

𝜇
Δ

)︂
𝑀𝑅(𝜇) (3.54)

маємо 𝑀(𝜇) = 𝐼1(𝜇)𝐼2(𝜇)𝑀𝑅(𝜇) + o(𝑡−1/2), де

𝐼1(𝜇) =

(︃
𝜇2

𝜇2−1
𝜇

𝜇2−1
𝜇

𝜇2−1
𝜇2

𝜇2−1

)︃
=

(︃
1
2 − i

2

− i
2

1
2

)︃
− i

2
𝐼(𝜇− i) + O((𝜇− i)2), (3.55а)

𝐼2(𝜇) =

(︃
1− 2i𝜂

𝜇 − 1
𝜇

− 1
𝜇 1 + 2i𝜂

𝜇

)︃
(3.55б)

=

(︃
1− 2𝜂 i

i 1 + 2𝜂

)︃
+

(︃
−2i𝜂 −1

−1 2i𝜂

)︃
(𝜇− i) + O((𝜇− i)2),

𝑀𝑅(𝜇) =

(︃
1 i𝜂

−i𝜂 1

)︃
𝛿𝜎3(i) +

(︃
0 𝛽1

𝛽2 0

)︃
𝛿𝜎3(i)(𝜇− i) + O((𝜇− i)2), (3.55в)

де

𝛽1 =
4√
𝑡

Re
𝐵0

(𝜇0 − i)2
, 𝛽2 =

4√
𝑡

Re
𝐵̄0

(𝜇0 − i)2
. (3.56)

Пiдставивши (3.55) в (3.54) i розглянувши члени порядку 𝑡−1/2, маємо

𝑀(𝜇) =

(︃
(1− 𝜂)𝛿(i) 0

0 (1 + 𝜂)𝛿−1(i)

)︃

+

(︃
0 (𝛽1 + 𝜂)𝛿−1(i)

(𝛽2 − 𝜂)𝛿(i) 0

)︃
(𝜇− i) + o((𝜇− i)𝑡−1/2)

i тому (див. (3.11))

𝑎1 = (1− 𝜂)𝛿(i) + o(𝑡−1/2), 𝑎2 = (𝛽1 + 𝜂)𝛿−1(i) + o(𝑡−1/2),

𝑎3 = (𝛽2 − 𝜂)𝛿(i) + o(𝑡−1/2).

Звiдси випливає (див. (3.12)), що

𝑢̂(𝑦, 𝑡) = −(𝛽1 + 𝛽2) + o(𝑡−1/2) =
8(1− 𝜇20)

(1 + 𝜇20)
2
√
𝑡

Re𝐵0 + o(𝑡−1/2), (3.57а)

𝑥(𝑦, 𝑡) = 𝑦 + 2 ln((1− 𝜂)𝛿(i)) + o(𝑡−1/2) = 𝑦 + 𝑦0(𝜉) + O(𝑡−1/2), (3.57б)
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де (див. (3.51)) 𝑦0(𝜉) = 2
𝜋

∫︀ 𝜇0

1/𝜇0

ln(1−|𝑟(𝑠)|2)
𝑠2+1 d𝑠.

Використовуючи означення (3.45) для 𝐵0, введемо дiйснi функцiї 𝜙𝛿(𝜉, 𝑡)

i 𝜙𝛽(𝜉) (див. (3.43) i (3.40)) за допомогою рiвностей

𝛽𝜇0
(𝜉) =

√︀
ℎ0e

i𝜙𝛽(𝜉), 𝛿2𝜇0
(𝜉, 𝑡) = ei𝜙𝛿(𝜉,𝑡).

Тодi отримаємо 𝐵0 =
√
ℎ0

(1+𝜇−2
0 )
√
2𝑓0

ei(
𝜋
2+𝜙𝛿(𝜉,𝑡))+𝜙𝛽(𝜉)) i, таким чином,

Re𝐵0(𝜉, 𝑡) =

√
ℎ0

(1 + 𝜇−20 )
√

2𝑓0
cos
{︁𝜋

2
+ 𝜙𝛿(𝜉, 𝑡) + 𝜙𝛽(𝜉)

}︁
. (3.58)

Пiдставивши (3.58) у (3.57а), отримуємо асимптотику розв’язку задачi
Кошi для рiвняння мКХ (у виглядi (3.2)), виражену параметрично у змiн-
них (𝑦, 𝑡). Використовуючи означення 𝑓0, 𝜙𝛿, 𝜙𝛽, 𝛽𝜇0

(див. (3.36), (3.40),
(3.43)) та спiввiдношення (3.35) мiж 𝜇0 i 𝜅0, отримуємо такi асимптотики
за великим часом вздовж променiв 𝑦

𝑡 = 𝜉 для 0 < 𝜉 < 2:

𝑢̂(𝑦, 𝑡) =
𝐶1(𝜉)√

𝑡
cos {𝐶2(𝜉)𝑡+ 𝐶3(𝜉) ln 𝑡+ 𝐶4(𝜉)}+ o(𝑡−1/2), (3.59)

де

𝐶1(𝜉) = −
(︂

8ℎ0𝜅0
3− 4𝜅20

)︂ 1
2

, (3.60а)

𝐶2(𝜉) =
32𝜅30

(1 + 4𝜅20)
2
, (3.60б)

𝐶3(𝜉) = −ℎ0, (3.60в)

𝐶4(𝜉) =
3𝜋

4
− 1

𝜋

(︃∫︁ −1/𝜇0

−𝜇0

+

∫︁ 𝜇0

1/𝜇0

)︃
ln

1− |𝑟(𝑠)|2
1− |𝑟(𝜇0)|2

d𝑠

𝑠− 𝜇0
(3.60г)

− ℎ0 ln
128𝜅30(3− 4𝜅20)

(1 + 4𝜅20)
3
− arg(−𝑟(𝜇0)) + arg Γ(iℎ0),

враховуючи, що ℎ0, 𝜅0 та 𝜇0 є функцiями вiд 𝜉.
Для того, щоб виразити асимптотику 𝑢̃(𝑥, 𝑡) = 𝑢̂(𝑦(𝑥, 𝑡), 𝑡) у змiнних

(𝑥, 𝑡), зауважимо, що (3.57б) має вигляд

𝑦

𝑡
=
𝑥

𝑡
− 𝑦0

𝑡
+ O(𝑡−3/2)
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i тому, ввiвши 𝜁 := 𝑥
𝑡 , отримуємо 𝐶𝑗(𝜉) = 𝐶𝑗(𝜁) + O(𝑡−1), 𝑗 = 1, . . . , 4 i

𝐶2(𝜉)𝑡 = 𝐶2(𝜁)𝑡− d𝐶2

d𝜁
(𝜁)𝑦0(𝜁) + o(1).

Звiдси випливає, що головний член асимптотики для 𝑢̃(𝑥, 𝑡) можна отри-
мати з правої частини (3.59), де

(i) 𝐶𝑗(𝜉) замiнено на 𝐶𝑗(𝜁) для 𝑗 = 1, 2, 3, i

(ii) 𝐶4(𝜉) замiнено на 𝐶4(𝜁) := 𝐶4(𝜁)− 𝐶 ′2(𝜁)𝑦0(𝜁).

Обчислюючи 𝐶 ′2(𝜁) через 𝜅0(𝜁) i використовуючи (3.60б) та 𝜁 = 2−8𝜅2
0

(1+4𝜅2
0)

2 ,
отримаємо 𝐶 ′2(𝜁) = −2𝜅0 i, таким чином,

𝐶4(𝜁) = 𝐶4(𝜁) +
4𝜅0(𝜁)

𝜋

∫︁ 𝜇0

1/𝜇0

ln(1− |𝑟(𝑠)|2)
𝑠2 + 1

d𝑠. (3.61)

Асимптотичний аналiз, представлений вище, можна пiдсумувати так.

Теорема 3.2.1. У безсолiтонному випадку розв’язок 𝑢̃(𝑥, 𝑡) задачi Кошi
для рiвняння мКХ, записаного у виглядi (3.2), має таку асимптотику
за великим часом вздовж променiв 𝑥

𝑡 =: 𝜁 у секторi пiвплощини (𝑥, 𝑡)

0 < 𝜁 < 2:

𝑢̃(𝑥, 𝑡) =
𝐶1(𝜁)√

𝑡
cos
{︁
𝐶2(𝜁)𝑡+ 𝐶3(𝜁) ln 𝑡+ 𝐶4(𝜁)

}︁
+ o(𝑡−1/2) (3.62)

де 𝐶1, 𝐶2, 𝐶3 визначенi через (3.60а)-(3.60в), а 𝐶4 визначено через (3.61)-
(3.60г). Крiм того, у цих визначеннях ℎ0 = − 1

2𝜋 ln(1 − |𝑟(𝜇0)|2), 𝜅0(𝜁) =(︁√
1+4𝜁−1−𝜁

4𝜁

)︁ 1
2

, а 𝜇0(𝜁) > 1 характеризується спiввiдношенням 𝜅0(𝜁) =
1
4(𝜇0(𝜁)− 𝜇0(𝜁)−1).

Використовуючи спiввiдношення (3.1) мiж 𝑢̃ та 𝑢, отримуємо, як наслi-
док, асимптотику за великим часом для 𝑢(𝑥, 𝑡) в секторi 1 < 𝑥

𝑡 < 3.

Теорема 3.2.2 (Перша осцилююча область). Нехай 𝑢0(𝑥) - гладка фун-
кцiя, що досить швидко прямує до 1 при 𝑥 → ±∞ i задовольняє умову
(1 − 𝜕2𝑥)𝑢0(𝑥) > 0 для всiх 𝑥. Припустимо безсолiтонниї випадк, тобто,
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що спектральна функцiя, пов’язана з 𝑢0(𝑥), не має нулiв у верхнiй пiв-
площинi i, таким чином, “дискретний спектр” є пустою множиною.

Тодi розв’язок 𝑢(𝑥, 𝑡) задачi Кошi (2.1) для рiвняння мКХ має таку
асимптотику за великим часом у секторi пiвплощини (𝑥, 𝑡), що визнача-
ється 1 < 𝜁 := 𝑥

𝑡 < 3:

𝑢(𝑥, 𝑡) = 1+
𝐶1(𝜁 − 1)√

𝑡
cos
{︁
𝐶2(𝜁 − 1)𝑡+ 𝐶3(𝜁 − 1) ln 𝑡+ 𝐶4(𝜁 − 1)

}︁
+o(𝑡−1/2).

(3.63)
Похибка є рiвномiрною у будь-якому секторi 1 + 𝜀 < 𝜁 < 3 − 𝜀, де 𝜀 -
невелике додатнє число.

3.2.3 Дiапазон −1
4
< 𝜉 < 0

Цей дiапазон характеризується наявнiстю восьми дiйсних стацiонарних то-
чок: ±𝜇0, ±𝜇1, ±𝜇−10 i ±𝜇−11 (див. рисунок 3.2). Аналогiчно до дiапазону
0 < 𝜉 < 2, спочатку оцiнюємо внесок у (3.34) вiд 𝛾0 та −𝛾1, а потiм викори-
стовуємо симетрiї 𝜇 ↦→ −𝜇 та 𝜇 ↦→ 1/𝜇. Зауважимо, що вибiр −𝛾1 в околi
−𝜇1 пiдказано структурою (3.29) Σ𝑏(𝜉): частини Σ𝑏(𝜉), що закiнчуються в
𝜇0 i в −𝜇1, розташованi лiворуч вiд цих точок. Це означає, що побудова
локального наближення в околi −𝜇1 вiдбувається так само, як i для 𝜇0, з
тiєю вiдмiннiстю, що є внески в праву частину (3.38) з iнших критичних
точок.

А саме, з (3.26) маємо

𝛿(𝜇, 𝜉) =

(︂
𝜇− 𝜇0
𝜇− 𝜇−10

)︂iℎ0
(︂
𝜇+ 𝜇−10

𝜇+ 𝜇0

)︂iℎ0
(︂
𝜇− 𝜇−11

𝜇+ 𝜇−11

)︂iℎ1
(︂
𝜇+ 𝜇1
𝜇1 − 𝜇

)︂iℎ1

e𝜒(𝜇),

(3.64)
де ℎ𝑗 = − 1

2𝜋 ln(1− |𝑟(𝜇𝑗)|2), 𝑗 = 0, 1 i

𝜒(𝜇) =
1

2𝜋i

{︂
−
∫︁ −𝜇1

−∞
ln(𝜇− 𝑠)d ln(1− |𝑟(𝑠)|2) (3.65)

+

(︃∫︁ −𝜇−1
0

−𝜇0

+

∫︁ 𝜇0

𝜇−1
0

)︃
ln

1− |𝑟(𝑠)|2
1− |𝑟(𝜇0)|2

d𝑠

𝑠− 𝜇
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+

∫︁ 𝜇−1
1

−𝜇−1
1

ln
1− |𝑟(𝑠)|2
1− |𝑟(𝜇1)|2

d𝑠

𝑠− 𝜇 −
∫︁ +∞

𝜇1

ln(𝑠− 𝜇)d ln(1− |𝑟(𝑠)|2)
}︃
.

Використовуючи 𝜅0(𝜇0), 𝑓0(𝜅0(𝜇0)) (див. (3.35), (3.36)), i, аналогiчно, 𝜅1(𝜇1)
та 𝑓1(𝜅1(𝜇1)), маємо

𝛿(𝜇, 𝜉) ≈ 𝜇̂iℎ0(128𝑓0𝜅
2
0𝑡)

− iℎ0
2

(︂
𝜅1 + 𝜅0
𝜅1 − 𝜅0

)︂iℎ1

e𝜒(𝜇0), де 𝜇̂ = (𝜇− 𝜇0)

(︂
1 +

1

𝜇2
0

)︂√︀
2𝑓0𝑡

для 𝜇 в околi 𝜇0 та

𝛿(𝜇, 𝜉) ≈ 𝜇̂iℎ1(−128𝑓1𝜅
2
1𝑡)

− iℎ1
2

(︂
𝜅1 + 𝜅0
𝜅1 − 𝜅0

)︂iℎ0

e𝜒(−𝜇1), де 𝜇̂ = (𝜇+ 𝜇1)

(︂
1 +

1

𝜇2
1

)︂√︀
−2𝑓1𝑡

для 𝜇 в околi −𝜇1 (зауважимо, що 𝑓0(𝜅0) = 𝜅0(3−4𝜅2
0)

(1+4𝜅2
0)

3 > 0, тодi як 𝑓1(𝜅1) =
𝜅1(3−4𝜅2

1)
(1+4𝜅2

1)
3 < 0). Отже, коефiцiєнти 𝛿𝜇0

(𝜉, 𝑡) i 𝛿𝜇1
(𝜉, 𝑡), якi будемо використову-

вати при побудовi 𝑚0 (3.41) для 𝜇 поблизу 𝜇0 i −𝜇1, є, вiдповiдно, такими:

𝛿𝜇0
(𝜉, 𝑡) = e−i𝑡𝜃(𝜅0)e𝜒(𝜇0)

(︂
𝜅1 + 𝜅0
𝜅1 − 𝜅0

)︂iℎ1

(128𝑓0𝜅
2
0(𝜇0)𝑡)

− iℎ0
2 ,

𝛿𝜇1
(𝜉, 𝑡) = ei𝑡𝜃(𝜅1)e𝜒(−𝜇1)

(︂
𝜅1 + 𝜅0
𝜅1 − 𝜅0

)︂iℎ0

(−128𝑓1𝜅
2
1(𝜇1)𝑡)

− iℎ1
2 ,

(3.66)

що означає (пор. з (3.44))

𝑚−10 (𝑦, 𝑡, 𝜇) = 𝐼 +
𝐵𝜇0

(𝜉, 𝑡)√
𝑡(𝜇− 𝜇0)

+ O(𝑡−1), для 𝜇 всерединi 𝛾0,

𝑚−10 (𝑦, 𝑡, 𝜇) = 𝐼 +
𝐵𝜇1

(𝜉, 𝑡)√
𝑡(𝜇+ 𝜇1)

+ O(𝑡−1), для 𝜇 всерединi − 𝛾1,

де (пор. з (3.45))

𝐵𝜇0
(𝜉, 𝑡) =

(︃
0 𝐵0(𝜉, 𝑡)

𝐵̄0(𝜉, 𝑡) 0

)︃
, 𝐵𝜇1

(𝜉, 𝑡) =

(︃
0 𝐵1(𝜉, 𝑡)

𝐵̄1(𝜉, 𝑡) 0

)︃
,

де

𝐵0(𝜉, 𝑡) =

(︂
𝜅1 + 𝜅0
𝜅1 − 𝜅0

)︂2iℎ1 i𝛿2𝜇0
(𝜉, 𝑡)𝛽𝜇0

(𝜉)

(1 + 𝜇−20 )
√︀

2𝑓0(𝜅0)
,

𝐵1(𝜉, 𝑡) =

(︂
𝜅1 + 𝜅0
𝜅1 − 𝜅0

)︂2iℎ0 i𝛿2𝜇1
(𝜉, 𝑡)𝛽𝜇1

(𝜉)

(1 + 𝜇−21 )
√︀
−2𝑓1(𝜅1)

.

(3.67)
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Тут 𝛽𝜇0
(𝜉) визначено у (3.43) та

𝛽𝜇1
(𝜉) =

√︀
ℎ1e

i(𝜋
4−arg(−𝑟(−𝜇1))+arg Γ(iℎ1)).

Завдяки симетрiям, асимптотики для 𝑚̂(𝑦, 𝑡, 0), 𝑚̂(𝑦, 𝑡, i) та 𝑚̂1(𝑦, 𝑡) (а от-
же, для 𝑀𝑅(𝑦, 𝑡, 0), 𝑀𝑅(𝑦, 𝑡, i) та 𝑀𝑅

1 (𝑦, 𝑡)) у даному випадку (пор. з (3.47)-
(3.49) та (3.52)) включають два члени:

𝑀𝑅(𝑦, 𝑡, 0) = 𝐼 +
4i√
𝑡

(︂
Im𝐵0(𝜉, 𝑡)

𝜇0

− Im𝐵1(𝜉, 𝑡)

𝜇1

)︂(︂
0 1
−1 0

)︂
+ o(𝑡−1/2),

𝑀𝑅(𝑦, 𝑡, i) =

(︂
𝐼 +

2i√
𝑡

(︂
Im𝐵0(𝜉, 𝑡)

𝜇0

− Im𝐵1(𝜉, 𝑡)

𝜇1

)︂(︂
0 1
−1 0

)︂)︂
𝛿𝜎3(i, 𝜉) + o(𝑡−1/2),

𝑀𝑅
1 (𝑦, 𝑡) =

4√
𝑡

(︃
0 Re 𝐵0

(𝜇0−i)2
+ Re 𝐵1

(𝜇1+i)2

Re 𝐵̄0

(𝜇0−i)2
+ Re 𝐵̄1

(𝜇1+i)2
0

)︃
𝛿𝜎3(i, 𝜉) + o(𝑡−1/2),

де 𝛿(i, 𝜉) тепер має вигляд

𝛿(i, 𝜉) = exp

{︃
1

𝜋

(︃∫︁ 𝜇−1
1

0

+

∫︁ 𝜇0

𝜇−1
0

+

∫︁ +∞

𝜇1

)︃
ln(1− |𝑟(𝑠)|2)

𝑠2 + 1
d𝑠

}︃
. (3.68)

Звiдси випливає, що асимптотика для параметричного представлення 𝑢̃
(див. (3.57а) та (3.57б)) має вигляд

𝑢̂(𝑦, 𝑡) =
8√
𝑡

(︂
(1− 𝜇20)
(1 + 𝜇20)

2
Re𝐵0 +

(1− 𝜇21)
(1 + 𝜇21)

2
Re𝐵1

)︂
+ o(𝑡−1/2), (3.69а)

𝑥(𝑦, 𝑡) = 𝑦 + 𝑦01(𝜉) + O(𝑡−1/2), (3.69б)

де 𝑦01(𝜉) = 2
𝜋

(︁∫︀ 𝜇−1
1

0 +
∫︀ 𝜇0

𝜇−1
0

+
∫︀ +∞
𝜇1

)︁
ln(1−|𝑟(𝑠)|2)

𝑠2+1 d𝑠.
Використовуючи означення (3.67) для 𝐵𝑗, 𝑗 = 0, 1 i розмiрковуючи як у

випадку 0 < 𝜉 < 2, приходимо до асимптотики для 𝑢̂(𝑦, 𝑡) (пор. з (3.59))

𝑢̂(𝑦, 𝑡) =
∑︁
𝑗=0,1

𝐶
(𝑗)
1 (𝜉)√
𝑡

cos
{︁
𝐶

(𝑗)
2 (𝜉)𝑡+ 𝐶

(𝑗)
3 (𝜉) ln 𝑡+ 𝐶

(𝑗)
4 (𝜉)

}︁
+ o(𝑡−1/2),

(3.70)
де

𝐶
(𝑗)
1 (𝜉) = −

(︃
8ℎ𝑗𝜅𝑗
|3− 4𝜅2𝑗 |

)︃ 1
2

, (3.71а)
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𝐶
(𝑗)
2 (𝜉) =

(−1)𝑗32𝜅3𝑗
(1 + 4𝜅2𝑗)

2
, (3.71б)

𝐶
(𝑗)
3 (𝜉) = −ℎ𝑗, (3.71в)

𝐶
(𝑗)
4 (𝜉) =

3𝜋

4
− 2i𝜒((−1)𝑗𝜇𝑗)− ℎ𝑗 ln

128𝜅3𝑗 |3− 4𝜅2𝑗 |
(1 + 4𝜅2𝑗)

3
(3.71г)

− arg(−𝑟((−1)𝑗𝜇𝑗)) + arg Γ(iℎ𝑗) + 2ℎ1−𝑗 ln
𝜅1 + 𝜅0
𝜅1 − 𝜅0

,

а 𝜒(𝜇) визначено у (3.65).
Повертаючись до змiнних (𝑥, 𝑡), зазначимо, що аналогiчно до (3.61),

функцiї 𝐶(𝑗)
4 (𝜉), 𝑗 = 0, 1 слiд замiнити на

𝐶
(𝑗)
4 (𝜁) = 𝐶

(𝑗)
4 (𝜁) +

(−1)𝑗4𝜅𝑗(𝜁)

𝜋

(︃∫︁ 𝜇−1
1

0

+

∫︁ 𝜇0

𝜇−1
0

+

∫︁ +∞

𝜇1

)︃
ln(1− |𝑟(𝑠)|2)

𝑠2 + 1
d𝑠,

(3.72)
що приводить до такого результату.

Теорема 3.2.3. У безсолiтонному випадку розв’язок 𝑢̃(𝑥, 𝑡) задачi Кошi
для рiвняння мКХ у формi (3.2) має таку асимптотику за великим часом
вздовж променiв 𝑥

𝑡 =: 𝜁 у секторi пiвплощини (𝑥, 𝑡) −1
4 < 𝜁 < 0:

𝑢̃(𝑥, 𝑡) =
∑︁
𝑗=0,1

𝐶
(𝑗)
1 (𝜁)√
𝑡

cos
{︁
𝐶

(𝑗)
2 (𝜁)𝑡+ 𝐶

(𝑗)
3 (𝜁) ln 𝑡+ 𝐶

(𝑗)
4 (𝜁)

}︁
+ o(𝑡−1/2)

з рiвномiрною у будь-якому секторi −1
4 + 𝜀 < 𝜁 < −𝜀 (𝜀 > 0) похибкою.

Коефiцiєнти 𝐶
(𝑗)
1 , 𝐶

(𝑗)
2 , 𝐶

(𝑗)
3 визначаються через (3.71а)-(3.71в), а 𝐶

(𝑗)
4 –

через (3.72)-(3.71г). У цих визначеннях,

ℎ𝑗 = − 1

2𝜋
ln(1− |𝑟(𝜇𝑗)|2),

𝜅0(𝜁) =

(︂√
1 + 4𝜁 − 1− 𝜁

4𝜁

)︂ 1
2

, 𝜅1(𝜁) =

(︂
−
√

1 + 4𝜁 + 1 + 𝜁

4𝜁

)︂ 1
2

,

де 𝜇𝑗(𝜁) > 1, 𝑗 = 0, 1 характеризується спiввiдношенням 𝜅𝑗(𝜁) = 1
4(𝜇𝑗(𝜁)−

𝜇𝑗(𝜁)−1).

Використовуючи (3.1), отримуємо асимптотику 𝑢(𝑥, 𝑡) за великим часом
у секторi 3

4 <
𝑥
𝑡 < 1.
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Теорема 3.2.4 (Друга осцилююча область). Нехай 𝑢0(𝑥) - гладка функцiя,
яка досить швидко прямує до 1 при 𝑥→ ±∞ i задовольняє (1−𝜕2𝑥)𝑢0(𝑥) >

0 для всiх 𝑥. Припустимо безсолiтонний випадок, тобто, що спектральна
функцiя, пов’язана з 𝑢0(𝑥), не має нулiв у верхнiй пiвплощинi i, таким
чином, “дискретний спектр” є пустою множиною.

Тодi розв’язок 𝑢(𝑥, 𝑡) задачi Кошi (2.1) для рiвняння мКХ має таку
асимптотику за великим часом вздовж променiв 𝑥

𝑡 =: 𝜁 у секторi пiв-
площини (𝑥, 𝑡), що визначається нерiвностями 3

4 < 𝜁 < 1:

𝑢(𝑥, 𝑡) =1 +
∑︁
𝑗=0,1

𝐶
(𝑗)
1 (𝜁 − 1)√

𝑡
cos
{︁
𝐶

(𝑗)
2 (𝜁 − 1)𝑡+ 𝐶

(𝑗)
3 (𝜁 − 1) ln 𝑡+ 𝐶

(𝑗)
4 (𝜁 − 1)

}︁
+ o(𝑡−1/2),

з рiвномiрною похибкою у секторах 3
4 + 𝜀 < 𝜁 < 1− 𝜀 з 𝜀 > 0.

•0

ζ = 3

ζ = 1ζ = 3
4

rapid decay

1st oscillatory
region

2nd oscillatory
region

rapid decay

x

t

Рис. 3.3: Асимптотика для 𝑢(𝑥, 𝑡) вiдповiдно до 𝜁 := 𝑥
𝑡 : чотири областi.

Зауваження 3.2.5 (iншi областi). У безсолiтонному випадку 𝑢(𝑥, 𝑡) швидко
спадає до 1 у секторах 𝑥

𝑡 > 3 i 𝑥
𝑡 <

3
4 (див. [25]). Це пов’язано з тим, що для

цих дiапазонiв значень 𝑥
𝑡 𝜃(𝜇, 𝜉) не має дiйсних стацiонарних точок (таких,

що лежать на контурi вихiдної задачi РГ).

Зауваження 3.2.6 (перехiднi зони (transition zones)). Переходи мiж секто-
рами (тобто, для 𝑥

𝑡 поблизу 3
4 i 3) характеризуються злиттям дiйсних стацiо-

нарних точок 𝜃(𝜇, 𝜉), з чого випливає, що члени похибки в теоремах 3.2.2
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i 3.2.4 зростають при 𝜀 → 0 i, таким чином, наведена асимптотика стає
некоректною. З iншого боку, за аналогiєю до випадку рiвняння Камасси–
Хольма (див. [17]), використовуючи iнше масштабування спектрального
параметра, можна отримати правильну асимптотику в перехiдних зонах в
термiнах трансцендентiв Пенлеве.

3.3 Солiтонна асимптотика

Як i для iнших солiтонних рiвнянь, солiтоннi розв’язки рiвняння мКХ
пов’язанi з умовами на лишки (2.44). Вiдповiдно, цi умови призводять до
солiтонної асимптотики у видiленому секторi площини (𝑥, 𝑡). Умов на ли-
шки можна позбутися, додавши до контуру маленькi кола навколо кожного
𝜇𝑗 та їхнiх образiв за симетрiєю i, таким чином, зводячи умови на лишки
до вiдповiдних умов стрибка [19].

Односолiтонний розв’язок 𝑢 ≡ 𝑢𝜃,𝛿 з параметрами (𝜃, 𝛿), де 𝜃 ∈ (0, 𝜋2 ),
має таке параметричне представлення:

𝑢(𝑥, 𝑡) = 𝑢̃(𝑥− 𝑡, 𝑡) + 1 = 𝑢̂(𝑦(𝑥− 𝑡, 𝑡), 𝑡) + 1, (3.73а)

де

𝑢̂(𝑦, 𝑡) = 4 tan2 𝜃
𝑧2(𝑦, 𝑡) + 2 cos2 𝜃 · 𝑧(𝑦, 𝑡) + cos2 𝜃

(𝑧2(𝑦, 𝑡) + 2𝑧(𝑦, 𝑡) + cos2 𝜃)2
𝑧(𝑦, 𝑡), (3.73б)

𝑥(𝑦, 𝑡) = 𝑡+ 𝑦 + 2 ln
𝑧(𝑦, 𝑡) + 1 + sin 𝜃

𝑧(𝑦, 𝑡) + 1− sin 𝜃
, (3.73в)

i
𝑧(𝑦, 𝑡) = 2𝛿 sin 𝜃 esin 𝜃(𝑦−

2
cos2 𝜃

𝑡). (3.73г)

Зауважимо, що якщо 𝜃 ∈ (𝜋3 ,
𝜋
2 ), то вiдповiднiсть 𝑥 до 𝑦 (3.73в) не є

однозначною i тому у цьому випадку (3.73) є багатозначною функцiєю вiд
𝑥 типу петлi. З iншого боку, якщо 𝜃 ∈ (0, 𝜋3 ), то (3.73) є гладкою фун-
кцiєю, яка домiнує у поведiнцi за великим часом розв’язку задачi (2.1) у
вiдповiдному секторi. Аналогiчно до [19] має мiсце така теорема:
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Теорема 3.3.1 (солiтонна асимптотика). Припустимо, що 𝑎(𝜇), пов’язана
з 𝑢0(𝑥), має 2𝑛 простих нулiв: 𝜇𝑗 = ei𝜃𝑗 з 0 < 𝜃1 < · · · < 𝜃𝑛 <

𝜋
3 i 𝜇𝑛+𝑙 =

−𝜇̄𝑙 для 𝑙 = 1, . . . , 𝑛. Тодi асимптотика 𝑢 (що розумiється як глобальний
розв’язок (2.1а) або розв’язок, продовжений за межi можливих вибухiв
згiдно з формалiзмом РГ) у секторi 3 < 𝑥

𝑡 < 9 задається таким чином:

1. У секторах
⃒⃒⃒
𝑥
𝑡 − 1− 2

cos2 𝜃𝑗

⃒⃒⃒
< 𝜀 з будь-яким достатньо малим 𝜀 > 0,

𝑢(𝑥, 𝑡) = 𝑢𝑗(𝑥, 𝑡) + O(𝑡−𝑙), 𝑗 = 1, . . . , 𝑛

де 𝑙 ≥ 1 залежить вiд швидкостi спадання 𝑢0(𝑥)− 1 при |𝑥| → ∞, де
𝑢𝑗 задано параметрично через (3.73) iз замiною 𝜃, 𝛿 та 𝑧 на 𝜃𝑗, 𝛿𝑗, i
𝑧𝑗 вiдповiдно, де

𝑧𝑗(𝑦, 𝑡) = 2𝛿𝑗 sin 𝜃𝑗 e
sin 𝜃𝑗

(︂
𝑦− 2

cos2 𝜃𝑗
𝑡+𝑦0𝑗

)︂

та 𝑦0𝑗 - константи, що визначаються через {𝜃𝑚, 𝛿𝑚}𝑛𝑚=𝑗+1.

2. Поза цими секторами 𝑢(𝑥, 𝑡) = O(𝑡−𝑙).

Зауваження 3.3.2. Оскiльки саме задача РГ, параметризована 𝑦 та 𝑡, є тi-
єю задачею, що аналiзується асимптотично, а солiтоннi розв’язки (3.73б) є
гладкими у змiнних (𝑦, 𝑡), асимптотичнi результати теореми 3.3.1 справе-
дливi для рiвняння мКХ, записаного у змiнних (𝑦, 𝑡) (див. роздiл 2) навiть
якщо 𝑎(𝜇) має нулi при деяких 𝜇* = ei𝜃

* з 𝜃* ∈ (𝜋3 ,
𝜋
2 ). З iншого боку, це

дозволяє отримати достатню умову для руйнування хвиль розв’язкiв зада-
чi (2.1а) (у змiнних (𝑥, 𝑡)): Якщо 𝑎(𝜇) має нуль 𝜇* = ei𝜃

* з 𝜃* ∈ (𝜋3 ,
𝜋
2 ), то

руйнування хвилi вiдбувається у певний скiнченний момент часу. У цьо-
му випадку механiзм руйнування хвиль полягає у порушеннi однозначної
вiдповiдностi 𝑥↔ 𝑦 (пор. з [30]).

Зауваження 3.3.3 (iншi областi). 𝑢(𝑥, 𝑡) швидко спадає до 1 в секторах
𝑥
𝑡 > 9 i 𝑥

𝑡 < 3
4 , пор. з [25]. Це пов’язано з тим, що для цих дiапазонiв

значень 𝑥
𝑡 , 𝜃(𝜇, 𝜉) не має дiйсних стацiонарних точок (що лежать на контурi

вихiдної задачi РГ).
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3.4 Висновки до роздiлу 3

У цьому роздiлi застосовано нелiнiйний метод найшвидшого спуску, основа-
ний на формалiзмi Рiмана–Гiльберта, для дослiдження асимптотики за ве-
ликим часом розв’язку задачi Кошi для модифiкованого рiвняння Камасси–
Хольма на всiй прямiй у випадку, коли розв’язок прямує до ненульової ста-
лої на обох нескiнченностях просторової змiнної. Дослiдження зосереджене
на безсолiтонного випадку, припускаючи, що немає умов на лишки (для со-
лiтонного випадку, коли основна задача РГ включає умови на лишки, мо-
жна звести (за допомогою коефiцiєнтiв Бляшке–Потапова) цю задачу РГ
до такої, що не має умов на лишки).

Для аналiзу за великого 𝑡, вихiдну (сингулярну) задачу РГ, в термi-
нах якої зображується розв’язок задачi Кошi, зведено до регулярної задачi
РГ (тобто, до такої, яка задається тiльки умовами стрибка та нормування).
Особливiстю модифiкованого рiвняння Камасси–Хольма є те, що пов’язана
з ним основна задача РГ має двi умови сингулярностi (при 𝜇 = ±1) з рi-
зними матричними структурами, що не дозволяє позбутися їх шляхом зве-
дення матричної задачi РГ до векторної, як це можна зробити у випадку
(оригiнального) рiвняння Камасси–Хольма. У нашому пiдходi цю пробле-
му вирiшено у два кроки. По-перше, задачу РГ з умовами сингулярностi
при 𝜇 = ±1 зведено до задачi РГ, яка характеризується такими двома
умовами: (i) елементи матрицi регулярнi при 𝜇 = ±1, але визначник (ма-
тричного) розв’язку є нульовим при 𝜇 = ±1 (зауважимо, що det𝑀(𝜇) ≡ 1

для розв’язку початкової задачi РГ має вигляд det𝑀(𝜇) ≡ 1); (ii) розв’язок
є сингулярним при 𝜇 = 0. Далi розв’язок останньої задачi РГ представлено
в термiнах розв’язку регулярної задачi. У свою чергу, розв’язок отриманої
регулярної задачi РГ було проаналiзовано асимптотично, при 𝑡→ +∞, ви-
користовуючи вiдповiдну адаптацiю нелiнiйного методу найшвидшого спу-
ску.

Таким чином, отримано результати асимптотичного аналiзу в безсолi-
тонному випадку для двох секторiв 3

4 <
𝑥
𝑡 < 1 i 1 < 𝑥

𝑡 < 3 (пiвплощини
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(𝑥, 𝑡), 𝑡 > 0), де вiдхилення головного асимптотичного члена вiд фону є
нетривiальним: цей член має вигляд модульованих (з параметрами, що за-
лежать вiд 𝑥

𝑡 ), затухаючих (як 𝑡−1/2) тригонометричних коливань.
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Роздiл 4

Пiдхiд Рiмана–Гiльберта до
модифiкованого рiвняння
Камасси–Хольма зi ступiнчастими
граничними умовами

Результати цього роздiлу опублiкованi в [86].

Розглянемо початкову задачу для рiвняння мКХ (4.1а):

𝑚𝑡 +
(︀
(𝑢2 − 𝑢2𝑥)𝑚

)︀
𝑥

= 0, 𝑚 := 𝑢− 𝑢𝑥𝑥, 𝑡 > 0, −∞ < 𝑥 < +∞, (4.1а)

𝑢(𝑥, 0) = 𝑢0(𝑥), −∞ < 𝑥 < +∞, (4.1б)

припускаючи, що

𝑢0(𝑥)→

⎧⎨⎩𝐴1 коли 𝑥→ −∞
𝐴2 коли 𝑥→∞

, (4.2)

де 𝐴1 i 𝐴2 – рiзнi сталi, i що розв’язок 𝑢(𝑥, 𝑡) зберiгає цю поведiнку для
всiх фiксованих 𝑡 > 0.

У цьому роздiлi розробляється формалiзм Рiмана–Гiльберта для зада-
чi (4.1) зi ступiнчастими початковими умовами (4.2), припускаючи, що
0 < 𝐴1 < 𝐴2 i що 𝑢(𝑥, 𝑡) досить швидко наближається до своїх границь
при великих 𝑥. Також припускається, що 𝑚(𝑥, 0) = 𝑢0(𝑥)−𝑢0𝑥𝑥(𝑥) > 0 для
всiх 𝑥; тодi можна показати, що 𝑚(𝑥, 𝑡) > 0 для всiх 𝑡 (див. 4.1). У роздiлi
4.2 вводяться вiдповiднi перетворення рiвнянь пари Лакса та пов’язаних
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з ними розв’язкiв Йоста (“власних функцiй”) i обговорюються аналiтичнi
властивостi власних функцiй та вiдповiдних спектральних функцiй (коефi-
цiєнтiв розсiювання), включаючи симетрiї та поведiнку в точках розгалу-
ження. Аналiз проводиться за умови, що вiтки функцiй 𝑘𝑗(𝜆) :=

√︁
𝜆2 − 1

𝐴2
𝑗
,

𝑗 = 1, 2, що входять до перетворень пари Лакса, фiксуються таким чином,
що вони мають розрiз (−∞,− 1

𝐴𝑗
) ∪ ( 1

𝐴𝑗
,∞). У роздiлi 4.3, введенi власнi

функцiї застосовуються для побудови задач Рiмана–Гiльберта, розв’язки
яких, обчисленi при 𝜆 = 0 (де 𝜆 – спектральний параметр в рiвняннях па-
ри Лакса), дають параметричнi зображення розв’язку задачi (4.1). Випадок
0 < 𝐴2 < 𝐴1 коротко розглянуто в роздiлi 4.4.

4.1 Властивiсть збереження знаку 𝑚(𝑥, 𝑡)

При встановленнi аналiтичних властивостей розв’язкiв Йоста, важливе
значення має властивiсть 𝑚(𝑥, 𝑡) зберiгати знак. Аналогiчний результат
для рiвняння Камасси–Хольма можна знайти в [39, 41].

Припустимо, що 𝑢(𝑥, 𝑡)−𝐴1 ∈ 𝐻3(−∞, 𝑎) i 𝑢(𝑥, 𝑡)−𝐴2 ∈ 𝐻3(𝑎,∞) для
будь-якого дiйсного 𝑎 i для будь-якого 𝑡 ∈ (0, 𝑇 ), де 𝑇 ≤ +∞ — максималь-
ний час iснування розв’язку. Тодi з нерiвностi Моррi випливає, що функцiя
(𝑚𝑢𝑥)(𝑠, 𝑥) є рiвномiрно обмеженою для 0 < 𝑠 < 𝑡 < 𝑇 , 𝑥 ∈ R. Розглянемо
задачу Кошi для 𝑞(𝑡, 𝑥):

d𝑞

d𝑡
= (𝑢2 − 𝑢2𝑥)(𝑞(𝑡, 𝑥), 𝑡), 𝑡 ∈ (0, 𝑇 ), 𝑥 ∈ R, (4.3а)

𝑞(0, 𝑥) = 𝑥, 𝑥 ∈ R, (4.3б)

де 𝑢(𝑥, 𝑡) є розв’язком задачi (4.1). Диференцiювання (4.3) за 𝑥 приводить
до системи

d

d𝑡
𝑞𝑥(𝑡, 𝑥) = (2𝑚𝑢𝑥)(𝑞(𝑡, 𝑥), 𝑡)𝑞𝑥(𝑡, 𝑥), (4.4а)

𝑞𝑥(0, 𝑥) = 1, 𝑥 ∈ R. (4.4б)
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Звiдси випливає, що

𝑞𝑥(𝑡, 𝑥) = e2
∫︀ 𝑡

0
(𝑚𝑢𝑥)(𝑞(𝑠,𝑥),𝑠)d𝑠 > 0 (4.5)

i, крiм того,
e𝑘(𝑡) ≤ 𝑞𝑥(𝑡, 𝑥) ≤ e𝐾(𝑡), 𝑡 ∈ [0, 𝑇 ) (4.6)

для деяких 𝑘(𝑡) та 𝐾(𝑡).
Тепер зауважимо, що з (4.1а) i (4.3) випливає, що d

d𝑡 [𝑚(𝑞(𝑡, 𝑥), 𝑡)𝑞𝑥(𝑡, 𝑥)] =
0. Дiйсно,

𝑑

𝑑𝑡
[𝑚(𝑞(𝑡, 𝑥), 𝑡)𝑞𝑥(𝑡, 𝑥)]

= [𝑚𝑡(𝑞(𝑡, 𝑥), 𝑡) +𝑚𝑥(𝑞(𝑡, 𝑥), 𝑡)𝑞𝑡(𝑡, 𝑥)] (𝑞(𝑡, 𝑥), 𝑡)𝑞𝑥(𝑡, 𝑥) +𝑚(𝑞(𝑡, 𝑥), 𝑡)𝑞𝑡𝑥(𝑡, 𝑥)

=
[︀
−(𝑢2 − 𝑢2𝑥)𝑥𝑚− (𝑢2 − 𝑢2𝑥)𝑚𝑥 +𝑚𝑥(𝑢2 − 𝑢2𝑥)

]︀
(𝑞(𝑡, 𝑥), 𝑡)𝑞𝑥(𝑡, 𝑥)

+ 2(𝑚2𝑢𝑥)(𝑞(𝑡, 𝑥), 𝑡)𝑞𝑥(𝑡, 𝑥) = 0.

Звiдси, беручи до уваги (4.3б) та (4.4б), маємо

𝑚(𝑡, 𝑞(𝑡, 𝑥))𝑞𝑥(𝑡, 𝑥) = 𝑚(0, 𝑞(0, 𝑥))𝑞𝑥(0, 𝑥) = 𝑚(0, 𝑥).

Отже, якщо 𝑚(𝑥, 0) > 0, то 𝑚(𝑞(𝑡, 𝑥), 𝑡) > 0 для всiх 𝑡 ∈ [0, 𝑇 ), 𝑥 ∈ R.
Оскiльки 𝑞𝑥(𝑡, 𝑥) > 0, 𝑞(𝑡, 𝑥) є строго зростаючою функцiєю. Крiм того,
iнтегруючи (4.6) за 𝑥, маємо lim𝑥→±∞ 𝑞(𝑡, 𝑥) = ±∞. Отже, 𝑞(𝑥, 𝑡) є бiєкцiєю
з R на R i, таким чином, 𝑚(𝑡, 𝑥) > 0 для всiх 𝑡 ∈ [0, 𝑇 ), 𝑥 ∈ R.

4.2 Пари Лакса та власнi функцiї

Позначення

• Введемо такi позначення для певних iнтервалiв дiйсної осi:

Σ𝑗 = (−∞,− 1

𝐴𝑗
] ∪ [

1

𝐴𝑗
,∞), Σ̇𝑗 = (−∞,− 1

𝐴𝑗
) ∪ (

1

𝐴𝑗
,∞),

Σ0 = [− 1

𝐴1
,− 1

𝐴2
] ∪ [

1

𝐴2
,

1

𝐴1
], Σ̇0 = (− 1

𝐴1
,− 1

𝐴2
) ∪ (

1

𝐴2
,

1

𝐴1
).

Зауважимо, що Σ1 ⊂ Σ2, оскiльки 𝐴1 < 𝐴2.

• Для 𝜆 ∈ Σ𝑗 позначимо через 𝜆+ (𝜆−) точку верхньої (нижньої) сторони
Σ𝑗 (тобто 𝜆± = lim𝜖↓0 𝜆± i𝜖). Тодi маємо −𝜆+ = (−𝜆)− i 𝜆+ = 𝜆−.
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• 𝑘𝑗(𝜆) :=
√︁
𝜆2 − 1

𝐴2
𝑗
, 𝑗 = 1, 2 з розрiзом Σ𝑗 i вiткою, що фiксується

умовою 𝑘𝑗(0) = i
𝐴𝑗

.

Зауважимо, що Im 𝑘𝑗(𝜆) ≥ 0 на C, а 𝑘𝑗(𝜆) є дiйсною величиною з обох
сторiн Σ𝑗. Зауважимо також, що 𝑘𝑗(𝜆) = 𝜔+

𝑗 (𝜆)𝜔−𝑗 (𝜆), де 𝜔+
𝑗 (𝜆) =

√︁
𝜆− 1

𝐴𝑗

з розрiзом [ 1
𝐴𝑗
,∞) i 𝜔+

𝑗 (0) = i√
𝐴𝑗

, i 𝜔−𝑗 (𝜆) =
√︁
𝜆+ 1

𝐴𝑗
з розрiзом (−∞,− 1

𝐴𝑗
]

i 𝜔−𝑗 (0) = 1√
𝐴𝑗

.

Вiдзначимо такi спiввiдношення симетрiї:

𝑘𝑗(−𝜆) = 𝑘𝑗(𝜆), 𝜆 ∈ C ∖ Σ𝑗, (4.7а)

𝑘𝑗(𝜆+) = −𝑘𝑗((−𝜆)+), 𝜆 ∈ Σ𝑗, (4.7б)

𝑘𝑗(𝜆) = −𝑘𝑗(𝜆), 𝜆 ∈ C ∖ Σ𝑗, (4.7в)

𝑘𝑗(𝜆+) = 𝑘𝑗(𝜆+), 𝜆 ∈ Σ𝑗 (4.7г)

(тут (4.7б) випливає з (4.7а) та (4.7в)).

4.2.1 Пари Лакса

Нагадаємо, що пара Лакса для рiвняння мКХ (4.1а) має вигляд (2.4), (2.5).
Для того, щоб мати можливiсть контролювати поведiнку розв’язкiв рiв-
нянь пари Лакса за великих 𝜆, вводяться два калiбрувальнi перетворення,
пов’язанi з границями 𝑥 → (−1)𝑗∞ та 𝑚 → 𝐴𝑗 (аналогiчно тому, як це
було зроблено у випадку постiйного фону [18]).

Твердження 4.2.1. Рiвняння (4.1а) допускає пари Лакса виду (𝑗 = 1, 2)

Φ̂𝑗𝑥 +𝑄𝑗𝑥Φ̂𝑗 = 𝑈̂𝑗Φ̂𝑗, (4.8а)

Φ̂𝑗𝑡 +𝑄𝑗𝑡Φ̂𝑗 = 𝑉𝑗Φ̂𝑗, (4.8б)

коефiцiєнти яких 𝑄𝑗 ≡ 𝑄𝑗(𝑥, 𝑡, 𝜆), 𝑈̂𝑗 ≡ 𝑈̂𝑗(𝑥, 𝑡, 𝜆) та 𝑉𝑗 ≡ 𝑉𝑗(𝑥, 𝑡, 𝜆) є 2×
2 матрицями, визначеними у (4.12) та (4.13). Вони характеризуються
такими властивостями:

(i) 𝑄𝑗 є дiагональною i необмеженою при 𝜆→∞.
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(ii) 𝑈̂𝑗 = O(1) та 𝑉𝑗 = O(1) коли 𝜆→∞.

(iii) Дiагональнi частини 𝑈̂𝑗 та 𝑉𝑗 спадають до 0 при 𝜆→∞.

(iv) 𝑈̂𝑗 → 0 та 𝑉𝑗 → 0 при 𝑥→ (−1)𝑗∞.

Доведення. Зауважимо, що 𝑈 у (2.5а) можна записати таким чином:

𝑈(𝑥, 𝑡, 𝜆) =
𝑚(𝑥, 𝑡)

2𝐴𝑗

(︃
−1 𝜆𝐴𝑗

−𝜆𝐴𝑗 1

)︃
+
𝑚(𝑥, 𝑡)− 𝐴𝑗

2𝐴𝑗

(︃
1 0

0 −1

)︃
, (4.9)

де𝑚(𝑥, 𝑡)−𝐴𝑗 → 0 при 𝑥→ (−1)𝑗∞. Перший (неспадний при 𝑥→ (−1)𝑗∞)
член у (4.9) можна дiагоналiзувати, ввiвши нову функцiю

Φ̂𝑗(𝑥, 𝑡, 𝜆) := 𝐷𝑗(𝜆)Φ(𝑥, 𝑡, 𝜆), (4.10)

де

𝐷𝑗(𝜆) :=

√︂
1

2

√︃
1

i𝐴𝑗𝑘𝑗(𝜆)
− 1

(︃
𝜆𝐴𝑗

1−i𝐴𝑗𝑘𝑗(𝜆)
−1

−1
𝜆𝐴𝑗

1−i𝐴𝑗𝑘𝑗(𝜆)

)︃
; (4.11)

вiдповiдно,

𝐷−1𝑗 (𝜆) :=

√︂
1

2

√︃
1

i𝐴𝑗𝑘𝑗(𝜆)
− 1

(︃
𝜆𝐴𝑗

1−i𝐴𝑗𝑘𝑗(𝜆)
1

1
𝜆𝐴𝑗

1−i𝐴𝑗𝑘𝑗(𝜆)

)︃
.

Множник
√︁

1
2

√︁
1

i𝐴𝑗𝑘𝑗(𝜆)
− 1 забезпечує властивiсть det𝐷𝑗(𝜆) = 1 для всiх 𝜆,

а вiтки квадратного кореня вибираються як такi, що вiдповiдають розрiзу
[0,∞) i

√
−1 = i; тодi √𝑤𝑗 = −

√︀
𝑤𝑗. Зауважимо, що функцiї

√︁
1

i𝐴𝑗𝑘𝑗(𝜆)
− 1

добре визначенi як функцiї вiд 𝜆 на множинах C ∖Σ𝑗, а також на сторонах
Σ𝑗. Тодi (4.10) трансформує перше рiвняння з (2.4) у рiвняння

Φ̂𝑗𝑥 +
i𝑘𝑗(𝜆)𝑚

2
𝜎3Φ̂𝑗 = 𝑈̂𝑗Φ̂𝑗, (4.12а)

де 𝑈̂𝑗 ≡ 𝑈̂𝑗(𝑥, 𝑡, 𝜆) задається формулою

𝑈̂𝑗 =
𝜆(𝑚− 𝐴𝑗)

2𝐴𝑗𝑘𝑗(𝜆)
𝜎2 +

𝑚− 𝐴𝑗

2i𝐴2
𝑗𝑘𝑗(𝜆)

𝜎3. (4.12б)
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У свою чергу, 𝑡-рiвняння пари Лакса (2.4) трансформується у рiвняння

Φ̂𝑗𝑡 + i𝐴𝑗𝑘𝑗(𝜆)

(︂
− 1

2𝐴𝑗
𝑚(𝑢2 − 𝑢2𝑥)− 1

𝜆2

)︂
𝜎3Φ̂𝑗 = 𝑉𝑗Φ̂𝑗, (4.12в)

де 𝑉𝑗 ≡ 𝑉𝑗(𝑥, 𝑡, 𝜆) задається формулою

𝑉𝑗 = − 1

2𝐴𝑗𝑘𝑗(𝜆)

(︂
𝜆(𝑢2 − 𝑢2𝑥)(𝑚− 𝐴𝑗) +

2(𝑢− 𝐴𝑗)

𝜆

)︂
𝜎2 +

𝑢̃𝑥
𝜆
𝜎1

− 1

i𝐴𝑗𝑘𝑗(𝜆)

(︂
𝐴𝑗(𝑢− 𝐴𝑗) +

1

2𝐴𝑗
(𝑢2 − 𝑢2𝑥)(𝑚− 𝐴𝑗)

)︂
𝜎3.

(4.12г)

Тепер зауважимо, що рiвняння (4.12а) i (4.12в) мають бажаний вигляд
(4.8), якщо визначити 𝑄𝑗 таким чином:

𝑄𝑗(𝑥, 𝑡, 𝜆) := 𝑝𝑗(𝑥, 𝑡, 𝜆)𝜎3, (4.13а)

де

𝑝𝑗(𝑥, 𝑡, 𝜆) := i𝐴𝑗𝑘𝑗(𝜆)

(︃
1

2𝐴𝑗

∫︁ 𝑥

(−1)𝑗∞
(𝑚(𝜉, 𝑡)− 𝐴𝑗)d𝜉 +

𝑥

2
− 𝑡
(︀ 1

𝜆2
+
𝐴2

𝑗

2

)︀)︃
.

(4.13б)
Дiйсно, очевидно, що 𝑝𝑗𝑥 =

i𝑘𝑗(𝜆)𝑚
2 ; з iншого боку, рiвнiсть

𝑝𝑗𝑡 = i𝐴𝑗𝑘𝑗(𝜆)

(︂
− 1

2𝐴𝑗
𝑚(𝑢2 − 𝑢2𝑥)− 1

𝜆2

)︂
випливає з самого рiвняння мКХ (4.1а).

Зауваження 4.2.2. У роздiлi 2, де розглядається рiвняння мКХ на ста-
лому фонi, введення унiфiкуючого спектрального параметра (такого, що
𝜆 i вiдповiднi 𝑘(𝜆) є рацiональними вiдносно нього) дозволило позбутися
квадратних коренiв i, таким чином, уникнути проблеми введення вiток.
У цьому роздiлi, оскiльки ми маємо справу з двома рiзними функцiями,
𝑘1(𝜆) i 𝑘2(𝜆), пов’язаними з двома рiзними фонами, видається природним
зберiгти початковий спектральний параметр 𝜆 як спектральну змiнну у
формалiзмi задачi РГ, який розвивається нижче.
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4.2.2 Власнi функцiї

Пара Лакса у виглядi (4.12) дозволяє визначити, за допомогою вiдповiдних
iнтегральних рiвнянь, її спецiальнi розв’язки, якi мають добре контрольо-
вану поведiнку як функцiї спектрального параметра 𝜆 за великих значень
𝜆. Дiйсно, ввiвши нову 2× 2-значну функцiю̃︀Φ𝑗 = Φ̂𝑗e

𝑄𝑗 , (4.14)

рiвняння (4.12а) та (4.12в) можна переписати у виглядi⎧⎨⎩̃︀Φ𝑗𝑥 + [𝑄𝑗𝑥, ̃︀Φ𝑗] = 𝑈̂𝑗
̃︀Φ𝑗,̃︀Φ𝑗𝑡 + [𝑄𝑗𝑡, ̃︀Φ𝑗] = 𝑉𝑗̃︀Φ𝑗,

(4.15)

де [ · , · ] позначає комутатор матриць. Визначимо розв’язки Йоста ̃︀Φ𝑗 ≡̃︀Φ𝑗(𝑥, 𝑡, 𝜆), 𝑗 = 1, 2 рiвнянь (4.15) як розв’язки вiдповiдних iнтегральних
рiвнянь Вольтерра:

̃︀Φ𝑗(𝑥, 𝑡, 𝜆) = 𝐼+

∫︁ 𝑥

(−1)𝑗∞
e𝑄𝑗(𝜉,𝑡,𝜆)−𝑄𝑗(𝑥,𝑡,𝜆)𝑈̂𝑗(𝜉, 𝑡, 𝜆)̃︀Φ𝑗(𝜉, 𝑡, 𝜆)e𝑄𝑗(𝑥,𝑡,𝜆)−𝑄𝑗(𝜉,𝑡,𝜆)d𝜉,

(4.16)
або, враховуючи означення (4.13) для 𝑄𝑗,

̃︀Φ𝑗(𝑥, 𝑡, 𝜆) = 𝐼+

∫︁ 𝑥

(−1)𝑗∞
e

i𝑘𝑗(𝜆)

2

∫︀ 𝜉

𝑥
𝑚(𝜏,𝑡)d𝜏𝜎3𝑈̂𝑗(𝜉, 𝑡, 𝜆)̃︀Φ𝑗(𝜉, 𝑡, 𝜆)e−

i𝑘𝑗(𝜆)

2

∫︀ 𝜉

𝑥
𝑚(𝜏,𝑡)d𝜏𝜎3d𝜉,

(4.17)
де 𝐼 –одинична 2× 2 матриця.

Тут i далi Φ̂𝑗 := ̃︀Φ𝑗e
−𝑄𝑗 , 𝑗 = 1, 2 позначають розв’язки Йоста рiвнянь

(4.12), тодi як Φ𝑗 := 𝐷−1𝑗 (𝜆)Φ̂𝑗 позначають вiдповiднi розв’язки Йоста рiв-
нянь (2.4).

Тепер можна проаналiзувати аналiтичнi та асимптотичнi властивостi
розв’язкiв ̃︀Φ𝑗 рiвняння (4.17) як функцiй 𝜆, використовуючи розвинення
у ряд Неймана. Нехай 𝐴(1) i 𝐴(2) позначають стовпчики 2 × 2 матрицi
𝐴 =

(︀
𝐴(1) 𝐴(2)

)︀
. Використовуючи цi позначення, маємо такi властивостi:

• ̃︀Φ(𝑗)
𝑗 аналiтична в C ∖ Σ𝑗 i має неперервне продовження на нижню та

верхню сторони Σ̇𝑗.
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• ̃︀Φ(1)
𝑗 та ̃︀Φ(2)

𝑗 добре визначенi та неперервнi на нижнiй та верхнiй сторонах
Σ̇𝑗.

Зазначимо, що у рiвняннях (4.15), коефiцiєнтами є матрицi з нульовими
слiдами, з чого випливає, що det Φ̃𝑗 не залежить вiд 𝑥 та 𝑡, а отже

• det ̃︀Φ𝑗 ≡ 1.

Щодо значень ̃︀Φ𝑗 у певних точках 𝜆-площини, з рiвнянь (4.17) випливає
наступне:

• ( ̃︀Φ(1)
1
̃︀Φ(2)
2 ) → 𝐼 при 𝜆 → ∞ (оскiльки дiагональна частина 𝑈̂𝑗 оцiнюється

як O( 1𝜆), а недiагональна частина 𝑈̂𝑗 обмежена).

• Φ̃𝑗 має сингулярностi при 𝜆 = ± 1
𝐴𝑗

порядку 1
2 (щодо деталей, див. пiд-

роздiл 4.2.8 нижче).

4.2.3 “Фоновi” розв’язки

Введемо до розгляду функцiї Φ0,𝑗(𝑥, 𝑡, 𝜆) := 𝐷−1𝑗 (𝜆)e−𝑄𝑗(𝑥,𝑡,𝜆). Вони задо-
вольняють диференцiальнi рiвняння⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

Φ0,𝑗𝑥 = 𝑚(𝑥,𝑡)
2𝐴𝑗

⎛⎝ −1 𝜆𝐴𝑗

−𝜆𝐴𝑗 1

⎞⎠Φ0,𝑗,

Φ0,𝑗𝑡 =
(︁
− 1

2𝐴𝑗
𝑚(𝑢2 − 𝑢2𝑥)− 1

𝜆2

)︁⎛⎝ −1 𝜆𝐴𝑗

−𝜆𝐴𝑗 1

⎞⎠Φ0,𝑗.

(4.18)

Порiвнюючи цi рiвняння з (4.8), функцiї Φ𝑗(𝑥, 𝑡, 𝜆) можна охарактери-
зувати як розв’язки iнтегральних рiвнянь:

Φ𝑗(𝑥, 𝑡, 𝜆) = Φ0,𝑗(𝑥, 𝑡, 𝜆) +

∫︁ 𝑥

(−1)𝑗∞
Φ0,𝑗(𝑥, 𝑡, 𝜆)Φ−1

0,𝑗(𝑦, 𝑡, 𝜆)
𝑚(𝑦, 𝑡)− 𝐴𝑗

2𝐴𝑗

𝜎3Φ𝑗(𝑦, 𝑡, 𝜆)𝑑𝑦.

(4.19)

Зауважимо, що функцiї Φ0,𝑗(𝑥, 𝑡, 𝜆)Φ−10,𝑗(𝑦, 𝑡, 𝜆) є цiлими вiдносно 𝜆. От-
же, “брак аналiтичностi” (стрибки) Φ𝑗(𝑥, 𝑡, 𝜆) породжується “браком аналi-
тичностi” Φ0,𝑗(𝑥, 𝑡, 𝜆). Вiдмiтимо, що det Φ𝑗 = det Φ0,𝑗 = 1.
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4.2.4 Спектральнi функцiї

Введемо матрицi розсiяння 𝑠(𝜆±) для 𝜆 ∈ Σ̇1 як матрицi, що зв’язують Φ1

та Φ2:
Φ1(𝑥, 𝑡, 𝜆±) = Φ2(𝑥, 𝑡, 𝜆±)𝑠(𝜆±), 𝜆 ∈ Σ̇1. (4.20)

Вiдповiдно, Φ̃1 i Φ̃2 пов’язанi спiввiдношенням

𝐷−11 (𝜆±)Φ̃1(𝑥, 𝑡, 𝜆±) = 𝐷−12 (𝜆±)Φ̃2(𝑥, 𝑡, 𝜆±)e−𝑄2(𝑥,𝑡,𝜆±)𝑠(𝜆±)e𝑄1(𝑥,𝑡,𝜆±), 𝜆 ∈ Σ̇1.

(4.21)
Ввiвши

𝑠(𝑥, 𝑡, 𝜆±) := e−𝑄2(𝑥,𝑡,𝜆±)𝑠(𝜆±)e𝑄1(𝑥,𝑡,𝜆±) (4.22)

маємо

(𝐷−11 Φ̃1)(𝑥, 𝑡, 𝜆±) = (𝐷−12 Φ̃2)(𝑥, 𝑡, 𝜆±)𝑠(𝑥, 𝑡, 𝜆±), 𝜆 ∈ Σ̇1. (4.23)

Зауважимо, що det 𝑠(𝜆±) = 1 i що елементи матрицi розсiювання (кое-
фiцiєнти розсiювання) 𝑠𝑖𝑗 можна виразити таким чином:

𝑠11 = det(Φ
(1)
1 ,Φ

(2)
2 ), (4.24а)

𝑠12 = det(Φ
(2)
1 ,Φ

(2)
2 ), (4.24б)

𝑠21 = det(Φ
(1)
2 ,Φ

(1)
1 ), (4.24в)

𝑠22 = det(Φ
(1)
2 ,Φ

(2)
1 ). (4.24г)

Вiдповiдно,

𝑠1𝑗 = det((𝐷−11 Φ̃1)
(𝑗), (𝐷−12 Φ̃2)

(2)), (4.25а)

𝑠2𝑗 = det((𝐷−12 Φ̃2)
(1), (𝐷−11 Φ̃1)

(𝑗)). (4.25б)

З (4.24а) випливає, що 𝑠11(𝜆) можна аналiтично продовжити на C ∖ Σ2

i визначити на верхнiй i нижнiй сторонах Σ̇2. З iншого боку, оскiльки Φ
(1)
1

аналiтична в C ∖ Σ1 i Φ
(1)
2 визначена на верхнiй i нижнiй сторонах Σ2, то

𝑠21(𝜆) можна продовжити за допомогою (4.24в) на нижню i верхню сторони
Σ̇2. Звiдси випливає, що спiввiдношення (4.20) та (4.21) стосовно першого
стовпчика виконуються також i на Σ0, а саме,

Φ
(1)
1 (𝑥, 𝑡, 𝜆±) = 𝑠11(𝜆±)Φ

(1)
2 (𝑥, 𝑡, 𝜆±) + 𝑠21(𝜆±)Φ

(2)
2 (𝑥, 𝑡, 𝜆±), 𝜆 ∈ Σ̇0, (4.26)
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i, вiдповiдно,

(𝐷−11 Φ̃
(1)
1 )(𝜆±) = 𝑠11(𝜆±)(𝐷−12 Φ̃

(1)
2 )(𝜆±) + 𝑠21(𝜆±)(𝐷−12 Φ̃

(2)
2 )(𝜆±), 𝜆 ∈ Σ̇0.

(4.27)

4.2.5 Симетрiї

Тепер дослiдимо спiввiдношення симетрiї, яким задовольняють власнi фун-
кцiї та коефiцiєнти розсiювання. Для спрощення позначень будемо опуска-
ти залежнiсть вiд 𝑥 i 𝑡 (наприклад, 𝑈(𝜆) ≡ 𝑈(𝑥, 𝑡, 𝜆)).

Перша симетрiя: 𝜆←→ −𝜆.

Твердження 4.2.3. Мають мiсце такi симетрiї:

Φ
(1)
1 (𝜆) = −𝜎3Φ(1)

1 (−𝜆), 𝜆 ∈ C ∖ Σ1, (4.28а)

Φ
(2)
2 (𝜆) = 𝜎3Φ

(2)
2 (−𝜆), 𝜆 ∈ C ∖ Σ2. (4.28б)

Доведення. Зауважимо, що 𝜎3𝑈(𝜆)𝜎3 ≡ 𝑈(−𝜆) i 𝜎3𝑉 (𝜆)𝜎3 ≡ 𝑉 (−𝜆). Отже,
𝜎3Φ

(𝑗)
𝑗 (−𝜆) є розв’язком рiвняння (2.4) одночасно з Φ

(𝑗)
𝑗 (𝜆). Порiвнюючи

їхню асимптотичну поведiнку при 𝑥 → (−1)𝑗∞ i використовуючи (4.7а),
отримуємо спiввiдношення (4.28).

Висновок 4.2.4. Маємо

1.
𝑠11(−𝜆) = 𝑠11(𝜆), 𝜆 ∈ C ∖ Σ2. (4.29)

2.

Φ̃
(1)
1 (𝜆) = 𝜎3Φ̃

(1)
1 (−𝜆), 𝜆 ∈ C ∖ Σ1, (4.30а)

Φ̃
(2)
2 (𝜆) = −𝜎3Φ̃(2)

2 (−𝜆), 𝜆 ∈ C ∖ Σ2. (4.30б)

3.

(𝐷−11 Φ̃
(1)
1 )(−𝜆) = −𝜎3(𝐷−11 Φ̃

(1)
1 )(𝜆), 𝜆 ∈ C ∖ Σ1, (4.31а)

(𝐷−12 Φ̃
(2)
2 )(−𝜆) = 𝜎3(𝐷

−1
2 Φ̃

(2)
2 )(𝜆), 𝜆 ∈ C ∖ Σ2. (4.31б)
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Доведення. 1. Пiдставимо (4.28) у (4.24а).

2. В силу (4.7а) маємо 𝐷−1𝑗 (−𝜆) = −𝜎3𝐷−1𝑗 (𝜆)𝜎3 i 𝑄𝑗(−𝜆) = 𝑄𝑗(𝜆). Ком-
бiнуючи це з (4.28) i використовуючи зв’язок мiж Φ𝑗 i Φ̃𝑗, отримуємо
(4.30).

3. Комбiнуємо 𝐷−1𝑗 (−𝜆) = −𝜎3𝐷−1𝑗 (𝜆)𝜎3 та (4.30).

Твердження 4.2.5. Має мiсце така симетрiя:

Φ𝑗(𝜆+) = −𝜎3Φ𝑗(−𝜆+)𝜎3, 𝜆 ∈ Σ̇𝑗. (4.32)

Доведення. Оскiльки 𝜎3𝑈(𝜆)𝜎3 ≡ 𝑈(−𝜆) i 𝜎3𝑉 (𝜆)𝜎3 ≡ 𝑉 (−𝜆) та 𝑈 i 𝑉 не
мають стрибкiв вздовж Σ𝑗, маємо, що якщо Φ𝑗(𝜆+) розв’язує (2.4), то i
𝜎3Φ𝑗(−𝜆+) розв’язує (2.4). Порiвнюючи їхню асимптотичну поведiнку при
𝑥→ (−1)𝑗∞ i використовуючи (4.7а), отримуємо симетрiю (4.32).

Висновок 4.2.6. Маємо

1.
𝑠(𝜆+) = 𝜎3𝑠(−𝜆+)𝜎3, 𝜆 ∈ Σ̇1 (4.33)

2.
Φ̃𝑗(𝜆+) = 𝜎3Φ̃𝑗(−𝜆+)𝜎3, 𝜆 ∈ Σ̇𝑗. (4.34)

3.
(𝐷−1𝑗 Φ̃𝑗)((−𝜆)−) = −𝜎3(𝐷−1𝑗 Φ̃𝑗)(𝜆+)𝜎3, 𝜆+ ∈ Σ̇𝑗. (4.35)

Доведення. 1. Пiдставляємо (4.32) у (4.20).

2. З (4.7а) випливає 𝐷−1𝑗 (−𝜆+) = −𝜎3𝐷−1𝑗 (𝜆+)𝜎3 i 𝑄𝑗(−𝜆+) = 𝑄𝑗(𝜆+).
Поєднавши це з (4.32) i використовуючи зв’язок мiж Φ𝑗 i Φ̃𝑗, отриму-
ємо (4.34).
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3. Комбiнуємо 𝐷−1𝑗 (−𝜆+) = −𝜎3𝐷−1𝑗 (𝜆+)𝜎3 та (4.34).

Друга симетрiя: 𝜆←→ −𝜆.

Твердження 4.2.7. Має мiсце така симетрiя:

Φ𝑗(𝜆+) = 𝜎3Φ𝑗((−𝜆)+)𝜎2, 𝜆 ∈ Σ̇𝑗. (4.36)

Доведення. Оскiльки 𝑈 i 𝑉 є однозначними функцiями вiд 𝜆, маємо
𝜎3𝑈(𝜆+)𝜎3 ≡ 𝑈((−𝜆)+) i 𝜎3𝑉 (𝜆+)𝜎3 ≡ 𝑉 ((−𝜆)+) для 𝜆 ∈ Σ𝑗. Отже,
𝜎3Φ𝑗((−𝜆+) є розв’язком (2.4) одночасно з Φ𝑗(𝜆+). Порiвнюючи їхню асим-
птотичну поведiнку при 𝑥→ (−1)𝑗∞ i використовуючи (4.7б) та рiвнiсть√︁

1
i𝐴𝑗𝑘𝑗(𝜆+)

− 1
√︁
− 1

i𝐴𝑗𝑘𝑗(𝜆+)
− 1 = − 𝜆+

𝑘𝑗(𝜆+)
для 𝜆+ ∈ Σ̇𝑗, отримуємо (4.36).

Висновок 4.2.8. Маємо

1.
𝑠(𝜆+) = 𝜎2𝑠((−𝜆)+)𝜎2, 𝜆 ∈ Σ̇1. (4.37)

2.
𝑠(𝜆+) = 𝜎1𝑠(𝜆−)𝜎1, 𝜆 ∈ Σ̇1. (4.38)

3.
Φ̃𝑗(𝜆+) = 𝜎2Φ̃𝑗((−𝜆)+)𝜎2, 𝜆 ∈ Σ̇𝑗. (4.39)

4.
(𝐷−1𝑗 Φ̃𝑗)((−𝜆)+) = 𝜎3(𝐷

−1
𝑗 Φ̃𝑗)(𝜆+)𝜎2, 𝜆 ∈ Σ̇𝑗. (4.40)

Доведення. 1. Пiдставляємо (4.36) в (4.20).

2. Об’єднуємо (4.37) з (4.33).

3. Оскiльки 𝑘𝑗(𝜆+) ∈ R i (4.7б) i
√︁

1
i𝐴𝑗𝑘𝑗(𝜆+)

− 1
√︁
− 1

i𝐴𝑗𝑘𝑗(𝜆+)
− 1 = − 𝜆+

𝑘𝑗(𝜆+)
,

маємо 𝐷𝑗(𝜆+)𝜎3𝐷
−1
𝑗 ((−𝜆)+) = 𝜎2 i 𝑄𝑗((−𝜆)+) = −𝑄𝑗(𝜆+) для 𝜆 ∈ Σ̇𝑗.

Об’єднавши це з (4.36) i використовуючи зв’язок мiж Φ𝑗 i Φ̃𝑗, отриму-
ємо (4.39).
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4. Комбiнуємо 𝐷𝑗(𝜆+)𝜎3𝐷
−1
𝑗 ((−𝜆)+) = 𝜎2 та (4.39).

Третя симетрiя: 𝜆←→ 𝜆.

Твердження 4.2.9. Мають мiсце такi симетрiї:

Φ
(𝑗)
𝑗 (𝜆) = −Φ

(𝑗)
𝑗 (𝜆), 𝜆 ∈ C ∖ Σ𝑗. (4.41)

Доведення. Оскiльки 𝑈(𝜆) ≡ 𝑈(𝜆) i 𝑉 (𝜆) ≡ 𝑉 (𝜆), то Φ
(𝑗)
𝑗 (𝜆) розв’язує (2.4)

разом з Φ
(𝑗)
𝑗 (𝜆). Отже, порiвнюючи їхню асимптотичну поведiнку при 𝑥→

(−1)𝑗∞ i використовуючи (4.7в) та рiвнiсть
√︁

1
i𝐴𝑗𝑘𝑗(𝜆)

− 1 = −
√︁

1
i𝐴𝑗𝑘𝑗(𝜆)

− 1,
отримуємо симетрiї (4.41).

Висновок 4.2.10. Маємо

1.
𝑠11(𝜆) = 𝑠11(𝜆), 𝜆 ∈ C ∖ Σ2. (4.42)

2.
Φ̃

(𝑗)
𝑗 (𝜆) = Φ̃

(𝑗)
𝑗 (𝜆), 𝜆 ∈ C ∖ Σ𝑗. (4.43)

3.
(𝐷−1𝑗 Φ̃

(𝑗)
𝑗 )(𝜆) = −(𝐷−1𝑗 Φ̃

(𝑗)
𝑗 )(𝜆), 𝜆 ∈ C ∖ Σ𝑗. (4.44)

Доведення. 1. Пiдставимо (4.41) у (4.24а).

2. З (4.7в) та
√︁

1
i𝐴𝑗𝑘𝑗(𝜆)

− 1 = −
√︁

1
i𝐴𝑗𝑘𝑗(𝜆)

− 1 випливає 𝐷−1𝑗 (𝜆) = −𝐷−1𝑗 (𝜆)

i 𝑄𝑗(𝜆) = 𝑄𝑗(𝜆). Комбiнуючи це з (4.41) i використовуючи зв’язок мiж
Φ𝑗 i Φ̃𝑗, отримуємо (4.43).

3. Комбiнуємо 𝐷−1𝑗 (𝜆) = −𝐷−1𝑗 (𝜆) та (4.43).

Твердження 4.2.11. Має мiсце така симетрiя:

Φ𝑗(𝜆+) = −Φ𝑗(𝜆+), 𝜆 ∈ Σ̇𝑗. (4.45)
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Доведення. Як i ранiше, оскiльки 𝑈(𝜆) ≡ 𝑈(𝜆) i 𝑉 (𝜆) ≡ 𝑉 (𝜆) та 𝑈 i 𝑉 не
мають стрибкiв вздовж Σ𝑗, маємо 𝑈(𝜆−) ≡ 𝑈(𝜆+) та 𝑉 (𝜆−) ≡ 𝑉 (𝜆+). Звiд-
си випливає, що якщо Φ𝑗(𝜆+) розв’язує (2.4), то i Φ𝑗(𝜆+) розв’язує (2.4).
Порiвнюючи їхню асимптотичну поведiнку при 𝑥 → (−1)𝑗∞ i використо-

вуючи (4.7в) та той факт, що
√︁

1
i𝐴𝑗𝑘𝑗(𝜆)

− 1 = −
√︁

1
i𝐴𝑗𝑘𝑗(𝜆)

− 1, отримуємо
(4.45).

Висновок 4.2.12. Маємо

1.
𝑠(𝜆+) = 𝑠(𝜆+), 𝜆 ∈ Σ̇1. (4.46)

2.
Φ̃𝑗(𝜆+) = Φ̃𝑗(𝜆+), 𝜆 ∈ Σ̇𝑗. (4.47)

3.
(𝐷−1𝑗 Φ̃𝑗)(𝜆+) = −(𝐷−1𝑗 Φ̃𝑗)(𝜆+), 𝜆 ∈ Σ̇𝑗. (4.48)

Доведення. 1. Пiдставимо (4.45) у (4.20).

2. З (4.7в) та
√︁

1
i𝐴𝑗𝑘𝑗(𝜆)

− 1 = −
√︁

1
i𝐴𝑗𝑘𝑗(𝜆)

− 1 випливає𝐷−1𝑗 (𝜆−) = −𝐷−1𝑗 (𝜆+)

i 𝑄𝑗(𝜆−) = 𝑄𝑗(𝜆+) для 𝜆 ∈ Σ̇𝑗. Комбiнуючи це з (4.45) i використову-
ючи зв’язок мiж Φ𝑗 i Φ̃𝑗, отримуємо (4.47).

3. Комбiнуємо 𝐷−1𝑗 (𝜆−) = −𝐷−1𝑗 (𝜆+) i 𝑄𝑗(𝜆−) = 𝑄𝑗(𝜆+) та (4.47).

Четверта симетрiя 𝜆+ ←→ 𝜆+.

Твердження 4.2.13. Має мiсце така симетрiя:

Φ𝑗(𝜆+) = iΦ𝑗(𝜆+)𝜎1, 𝜆 ∈ Σ̇𝑗. (4.49)

Доведення. З того, що 𝑈(𝜆+) ≡ 𝑈(𝜆+) i 𝑉 (𝜆+) ≡ 𝑉 (𝜆+) для 𝜆 ∈ Σ𝑗, ви-
пливає, що якщо Φ𝑗(𝜆+) розв’язує (2.4), то Φ𝑗(𝜆+) також розв’язує (2.4).
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Порiвнюючи їхню асимптотичну поведiнку при 𝑥 → (−1)𝑗∞ i використо-
вуючи (4.7г) та рiвностi

√︁
− 1

i𝐴𝑗𝑘𝑗(𝜆+)
− 1 · 𝜆+𝐴𝑗

1+i𝐴𝑗𝑘𝑗(𝜆+)
= −i

√︁
1

i𝐴𝑗𝑘𝑗(𝜆+)
− 1 i√︁

1
i𝐴𝑗𝑘𝑗(𝜆+)

− 1 · 𝜆+𝐴𝑗

1−i𝐴𝑗𝑘𝑗(𝜆+)
= i
√︁
− 1

i𝐴𝑗𝑘𝑗(𝜆+)
− 1 для 𝜆 ∈ Σ̇𝑗, отримуємо (4.49).

Висновок 4.2.14. Маємо

1. 𝑠(𝜆+) = 𝜎1𝑠(𝜆+)𝜎1, 𝜆 ∈ Σ̇1, що у термiнах матричних елементiв
має такий вигляд:

𝑠11(𝜆+) = 𝑠22(𝜆+), (4.50а)

𝑠12(𝜆+) = 𝑠21(𝜆+). (4.50б)

2. |𝑠11(𝜆+)|2 − |𝑠21(𝜆+)|2 = 1 for 𝜆 ∈ Σ̇1.

3.
⃒⃒
𝑠21(𝜆+)
𝑠11(𝜆+)

⃒⃒
≤ 1 for 𝜆 ∈ Σ̇1.

Зауважимо, що
⃒⃒
𝑠21(𝜆+)
𝑠11(𝜆+)

⃒⃒
= 1 при 𝜆 ∈ Σ̇1 тодi i тiльки тодi, коли

𝑠11(𝜆+) =∞.

4.

𝑠11(𝜆−) = 𝑠22(𝜆−), 𝜆 ∈ Σ̇1, (4.51а)

𝑠12(𝜆−) = 𝑠21(𝜆−), 𝜆 ∈ Σ̇1. (4.51б)

5.
Φ𝑗(𝜆+) = iΦ𝑗(𝜆−)𝜎1, 𝜆 ∈ Σ̇𝑗. (4.52)

6.

Φ
(1)
1 (𝜆+) = iΦ

(2)
1 (𝜆−), 𝜆 ∈ Σ̇1, (4.53а)

Φ
(2)
2 (𝜆+) = iΦ

(1)
2 (𝜆−), 𝜆 ∈ Σ̇2. (4.53б)

7.

𝑠11(𝜆+) = 𝑠22(𝜆−), 𝜆 ∈ Σ̇1, (4.54а)

𝑠11(𝜆+) = −i𝑠21(𝜆−), 𝜆 ∈ Σ̇0, (4.54б)

𝑠11(𝜆−) = i𝑠21(𝜆+), 𝜆 ∈ Σ̇0. (4.54в)
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8. ⃒⃒⃒⃒
𝑠21(𝜆+)

𝑠11(𝜆+)

⃒⃒⃒⃒
= 1, 𝜆 ∈ Σ̇0.

9.
Φ̃𝑗(𝜆+) = 𝜎1Φ̃𝑗(𝜆+)𝜎1, 𝜆 ∈ Σ̇𝑗. (4.55)

10.

Φ̃
(1)
1 (𝜆−) = 𝜎1Φ̃

(2)
1 (𝜆+), 𝜆 ∈ Σ1, (4.56а)

Φ̃
(2)
2 (𝜆−) = 𝜎1Φ̃

(1)
2 (𝜆+), 𝜆 ∈ Σ2. (4.56б)

11.
(𝐷−1𝑗 Φ̃𝑗)(𝜆+) = i(𝐷−1𝑗 Φ̃𝑗)(𝜆+)𝜎1, 𝜆 ∈ Σ̇𝑗. (4.57)

12.

𝐷−1𝑗 (𝜆−)Φ̃
(𝑗)
𝑗 (𝜆−) = (−i𝐷−1𝑗 (𝜆+)Φ̃𝑗(𝜆+)𝜎1)

(𝑗), 𝜆 ∈ Σ̇1, (4.58а)

𝐷−12 (𝜆−)Φ̃
(2)
2 (𝜆−) = (−i𝐷−12 (𝜆+)Φ̃2(𝜆+)𝜎1)

(2), 𝜆 ∈ Σ̇0, (4.58б)

𝐷−11 (𝜆−)Φ̃
(1)
1 (𝜆−) = 𝐷−11 (𝜆+)Φ̃

(1)
1 (𝜆+), 𝜆 ∈ Σ̇0. (4.58в)

13.

(𝐷−11 Φ̃1)((−𝜆)+) = 𝜎3(𝐷
−1
1 Φ̃1)(𝜆+), 𝜆 ∈ Σ̇1, (4.59а)

(𝐷−12 Φ̃2)((−𝜆)+) = −𝜎3(𝐷−12 Φ̃2)(𝜆+), 𝜆 ∈ Σ̇2. (4.59б)

14.
𝑠11((−𝜆)+) = 𝑠11(𝜆+), 𝜆 ∈ Σ̇1. (4.60)

Доведення. 1. Пiдставляємо (4.49) у (4.20).

2. Випливає з того, що det 𝑠(𝜆±) = 1 для всiх 𝜆 ∈ Σ1 i (4.50).

3. Роздiливши попередню рiвнiсть на |𝑠11(𝜆+)|2, отримуємо 1−
⃒⃒
𝑠21(𝜆+)
𝑠11(𝜆+)

⃒⃒2
=⃒⃒

1
𝑠11(𝜆+)

⃒⃒2 ≥ 0. Звiдси
⃒⃒
𝑠21(𝜆+)
𝑠11(𝜆+)

⃒⃒
≤ 1.

4. Комбiнуємо (4.50) та (4.46).
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5. Комбiнуємо (4.49) та (4.45).

6. Записуємо (4.52) по стовпчиках.

7. Пiдставивши (4.52) у (4.24а), отримуємо (4.54). Зауважимо, що при
доведеннi (4.54б) та (4.54в) використано той факт, що Φ

(1)
1 аналiтична

на Σ0.

8. Використовуючи попереднiй результат для першої рiвностi та (4.42)
для другої, маємо

⃒⃒
𝑠21(𝜆+)
𝑠11(𝜆+)

⃒⃒
=
⃒⃒−i𝑠11(𝜆−)

𝑠11(𝜆+)

⃒⃒
=
⃒⃒
𝑠11(𝜆+)
𝑠11(𝜆+)

⃒⃒
= 1.

9. Оскiльки
√︁
− 1

i𝐴𝑗𝑘𝑗(𝜆+)
− 1· 𝜆+𝐴𝑗

1+i𝐴𝑗𝑘𝑗(𝜆+)
= −i

√︁
1

i𝐴𝑗𝑘𝑗(𝜆+)
− 1 i

√︁
1

i𝐴𝑗𝑘𝑗(𝜆+)
− 1·

𝜆+𝐴𝑗

1−i𝐴𝑗𝑘𝑗(𝜆+)
= i
√︁
− 1

i𝐴𝑗𝑘𝑗(𝜆+)
− 1, то 𝐷−1𝑗 (𝜆+) = i𝐷−1𝑗 (𝜆+)𝜎1 i 𝐷𝑗(𝜆+) =

−i𝜎1𝐷𝑗(𝜆+). Тодi з (4.7г) отримуємо 𝑄𝑗(𝜆+) = −𝑄𝑗(𝜆+) для 𝜆 ∈ Σ̇𝑗.
Об’єднавши це з (4.49) i використовуючи зв’язок мiж Φ𝑗 i Φ̃𝑗, отриму-
ємо (4.55).

10. Комбiнуємо (4.55) i (4.47).

11. Комбiнуємо 𝐷−1𝑗 (𝜆+) = i𝐷−1𝑗 (𝜆+)𝜎1 та (4.55).

12. Використовуємо (4.57) у поєднаннi з (4.48) для перших двох рiвностей
i той факт, що 𝑘1(𝜆) є аналiтичною на Σ̇0 для останньої рiвностi.

13. Комбiнуємо (4.57) та (4.40).

14. З (4.37) випливає, що 𝑠22(𝜆+) = 𝑠11((−𝜆)+). Комбiнуємо це з (4.50а).

4.2.6 Граничнi значення власних функцiй та коефiцiєнтiв розсi-
ювання знизу та зверху розрiзу

Нагадаємо, що 𝑘𝑗(𝜆) аналiтична у областi C ∖ Σ𝑗 i розривна на Σ𝑗.

Позначення. Введемо такi позначення (для 𝜆 ∈ Σ𝑗):

𝑘+𝑗 (𝜆) := 𝑘𝑗(𝜆+) = lim
𝜖↓0

𝑘𝑗(𝜆+ i𝜖), 𝑘−𝑗 (𝜆) := 𝑘𝑗(𝜆−) = lim
𝜖↓0

𝑘𝑗(𝜆− i𝜖).
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Аналогiчно,

Φ̃
(1)+
1 (𝜆) := Φ̃

(1)
1 (𝜆+) = lim

𝜖↓0
Φ̃

(1)
1 (𝜆+i𝜖), Φ̃

(1)−
1 (𝜆) := Φ̃

(1)
1 (𝜆−) = lim

𝜖↓0
Φ̃

(1)
1 (𝜆−i𝜖).

Зауважимо, що

𝑘−𝑗 (𝜆) = −𝑘+𝑗 (𝜆), 𝜆 ∈ Σ1, (4.61а)

𝑘−1 (𝜆) = 𝑘+1 (𝜆) = 𝑘1(𝜆), 𝜆 ∈ Σ0, (4.61б)

𝑘−2 (𝜆) = −𝑘+2 (𝜆), 𝜆 ∈ Σ0. (4.61в)

Комбiнуючи (4.55) та (4.47), маємо

Φ̃
(1)−
1 (𝜆) = 𝜎1Φ̃

(2)+
1 (𝜆), 𝜆 ∈ Σ1, (4.62а)

Φ̃
(2)−
2 (𝜆) = 𝜎1Φ̃

(1)+
2 (𝜆), 𝜆 ∈ Σ2. (4.62б)

4.2.7 Дискретний спектр i нулi коефiцiєнтiв розсiювання

Помноживши перше рiвняння з (2.4) на

(︃
0 −1

1 0

)︃
, отримуємо спектральну

задачу для оператора Дiрака з вагою:

2

𝑚

(︃(︃
0 −1

1 0

)︃
Φ𝑥 +

1

2

(︃
0 1

1 0

)︃
Φ

)︃
= 𝜆Φ, 𝑥 ∈ (−∞,∞). (4.63)

Оскiльки lim𝑥→(−1)𝑗∞𝑚(𝑥, 𝑡) = 𝐴𝑗 ̸= 0, цей оператор можна розглядати як
самоспряжений оператор у 𝐿2(−∞,∞) i, вiдповiдно, його спектр є дiйсним.

Зауважимо, що для 𝜆 ∈ Σ̇1 обидвi функцiї 𝑘𝑗(𝜆), 𝑗 = 1, 2 приймають
дiйснi значення, а отже, власнi функцiї Φ𝑗 обмеженi, але їхнiй квадрат не
iнтегровний поблизу (−1)𝑗∞. Оскiльки вони пов’язанi матрицею, незале-
жною вiд 𝑥 i 𝑡, то Φ𝑗 обмеженi i їхнiй квадрат не iнтегровний в околi ±∞.
Отже, Σ̇1 утворюють неперервний спектр.

Для 𝜆 ∈ (−1/𝐴2, 1/𝐴2), функцiя Φ
(1)
1 спадає (експоненцiально швидко)

при 𝑥 → −∞, а функцiя Φ
(2)
2 спадає (експоненцiально швидко) при 𝑥 →

+∞; отже, власнi значення в (−1/𝐴2, 1/𝐴2) збiгаються з нулями 𝑠11(𝜆) =

det(Φ
(1)
1 ,Φ

(2)
2 ).
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Зауважимо, що оскiльки |𝑠11(𝜆+)|2 − |𝑠21(𝜆+)|2 = 1 для 𝜆 ∈ Σ̇1 (див.
наслiдок 4.2.14), то 𝑠11(𝜆+) ̸= 0 для 𝜆 ∈ Σ̇1.

Покажемо, що 𝑠11(𝜆+) ̸= 0 для 𝜆 ∈ Σ̇0. Дiйсно, якщо 𝑠11(𝜆+) = 0 для
якогось 𝜆 ∈ Σ̇0, то з властивостi |𝑠21𝑠11

(𝜆±)| = 1 для 𝜆 ∈ Σ̇0 (див. наслiдок
4.2.14) випливає, що i 𝑠21(𝜆+) = 0 для цього 𝜆. Але 𝑠11(𝜆0+) = 0 означає,
що Φ

(1)
1 (𝜆0+) i Φ

(2)
2 (𝜆0+) залежнi. Аналогiчно, 𝑠21(𝜆0+) = 0 означає, що

Φ
(1)
1 (𝜆0+) i Φ

(1)
2 (𝜆0+) є залежними. Вiдповiдно, у цьому випадку Φ

(1)
2 (𝜆0+)

i Φ
(2)
2 (𝜆0+) виявляються залежними, що суперечить тому, що det Φ0,2 ≡ 1

(останнє випливає з оцiнки det Φ0,2(𝑥, 𝑡, 𝜆) при 𝑥→∞ i використання того
факту, що визначник матрицi, складеної з двох векторних розв’язкiв (4.63)
не залежить вiд 𝑥).

Припущення. Будемо вважати, що 𝑠11(𝜆) має скiнченну кiлькiсть нулiв
на R∖Σ2. Оскiльки 𝑠11 аналiтична на C∖Σ2, то з теореми єдиностi випливає,
що достатньою умовою для цього є 𝑠11(± 1

𝐴2
) ̸= 0.

Нехай {𝜆𝑘}𝑛𝑘=1 - нулi 𝑠11(𝜆). Для таких 𝜆𝑘 маємо

Φ
(1)
1 (𝜆𝑘) = 𝑏𝑘Φ

(2)
2 (𝜆𝑘), 𝑏𝑘 := 𝑏(𝜆𝑘).

Твердження 4.2.15. Нулi 𝑠11(𝜆) простi.

Доведення. Позначимо через ′ похiдну вiдносно 𝜆. Використовуючи озна-
чення 𝑠11(𝜆), маємо

𝑠′11(𝜆) = det(Φ
(1)
1 ,Φ

(2)
2 )′(𝜆) = det((Φ′)(1)1 ,Φ

(2)
2 )(𝜆) + det(Φ

(1)
1 , (Φ′)(2)2 )(𝜆).

Оскiльки Φ
(𝑗)
𝑗 розв’язує перше рiвняння з (2.4), маємо

(Φ′)(𝑗)𝑗𝑥 = 𝑈(Φ′)(𝑗)𝑗 +𝑚

(︃
0 1

−1 0

)︃
Φ

(𝑗)
𝑗 ,

i, використовуючи той факт, що det(𝑈(Φ′)(1)1 ,Φ
(2)
2 ) = − det((Φ′)(1)1 , 𝑈Φ

(2)
2 ),

маємо
𝑑

𝑑𝑥
det((Φ′)(1)1 ,Φ

(2)
2 ) = det

(︃(︃
0 𝑚

−𝑚 0

)︃
Φ

(1)
1 ,Φ

(2)
2

)︃
,
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i
𝑑

𝑑𝑥
det(Φ

(1)
1 , (Φ′)(2)2 ) = − det

(︃(︃
0 𝑚

−𝑚 0

)︃
Φ

(2)
2 ,Φ

(1)
1

)︃
.

Обчисливши при 𝜆 = 𝜆𝑘 i використовуючи Φ
(1)
1 (𝜆𝑘) = 𝑏𝑘Φ

(2)
2 (𝜆𝑘), отримуємо

𝑑

𝑑𝑥
det((Φ′)(1)1 ,Φ

(2)
2 )(𝜆𝑘) = 𝑏𝑘𝑚 det

(︃(︃
0 1

−1 0

)︃
Φ

(2)
2 (𝜆𝑘),Φ

(2)
2 (𝜆𝑘)

)︃
,

𝑑

𝑑𝑥
det(Φ

(1)
1 , (Φ′)(2)2 )(𝜆𝑘) = −𝑏𝑘𝑚 det

(︃(︃
0 1

−1 0

)︃
Φ

(2)
2 (𝜆𝑘),Φ

(2)
2 (𝜆𝑘)

)︃
.

Використовуючи симетрiю (4.41) i враховуючи, що 𝜆𝑘 ∈ R, маємо

det(

(︃
0 1

−1 0

)︃
Φ

(2)
2 (𝜆𝑘),Φ

(2)
2 (𝜆𝑘)) = −(|(Φ2)22|2 + |(Φ2)12|2)(𝜆𝑘)

i тому

𝑑

𝑑𝑥
det((Φ′)(1)1 ,Φ

(2)
2 )(𝜆𝑘) = 𝑏𝑘

∫︁ ∞
𝑥

𝑚(|(Φ2)22|2 + |(Φ2)12|2)𝑑𝜏,

𝑑

𝑑𝑥
det(Φ

(1)
1 , (Φ′)(2)2 )(𝜆𝑘) = 𝑏𝑘

∫︁ 𝑥

−∞
𝑚(|(Φ2)22|2 + |(Φ2)12|2)𝑑𝑥.

Звiдси випливає, що

𝑠′11(𝜆𝑘) = 𝑏𝑘

∫︁ ∞
−∞

𝑚(|(Φ2)22|2 + |(Φ2)12|2)𝑑𝑥,

i тому 𝑠′11(𝜆𝑘) ̸= 0.

Зауважимо, що за симетрiєю (4.29), якщо 𝑠11(𝜆𝑘) = 0, то 𝑠11(−𝜆𝑘) =

0 також. Оскiльки, згiдно з твердженням 4.2.15, всi нулi 𝑠11 є простими,
звiдси випливає, що 𝑠11(0) ̸= 0. Цей факт також буде обговорюватись у
пiдроздiлi 4.3.2.
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4.2.8 Поведiнка у точках розгалуження

Зауважимо, що 𝑘𝑗(± 1
𝐴𝑗

) = 0.

Твердження 4.2.16. Φ̃𝑗(𝑥, 𝑡, 𝜆) має таку поведiнку у точках розгалуже-
ння:

Φ̃𝑗(𝑥, 𝑡, 𝜆) =
i𝛼𝑗(𝑥, 𝑡)

𝜔+
𝑗 (𝜆)

(︂
1 1
−1 −1

)︂
+

(︂
𝑎𝑗(𝑥, 𝑡) 𝑏𝑗(𝑥, 𝑡)
𝑏𝑗(𝑥, 𝑡) 𝑎𝑗(𝑥, 𝑡)

)︂
+ O(

√︃
𝜆− 1

𝐴𝑗

), 𝜆→ 1

𝐴𝑗

,

Φ̃𝑗(𝑥, 𝑡, 𝜆) =
𝛼𝑗(𝑥, 𝑡)

𝜔−
𝑗 (𝜆)

(︂
1 −1
1 −1

)︂
+

(︂
𝑎𝑗(𝑥, 𝑡) −𝑏𝑗(𝑥, 𝑡)
−𝑏𝑗(𝑥, 𝑡) 𝑎𝑗(𝑥, 𝑡)

)︂
+ O(

√︃
𝜆+

1

𝐴𝑗

), 𝜆→ − 1

𝐴𝑗

,

з деякими дiйснозначеннями функцiями 𝛼𝑗(𝑥, 𝑡), 𝑎𝑗(𝑥, 𝑡), i 𝑏𝑗(𝑥, 𝑡), 𝑗 = 1, 2.

Доведення. Нагадаємо, що 𝜔+
𝑗 (𝜆) =

√︁
𝜆− 1

𝐴𝑗
з розрiзом на [ 1

𝐴𝑗
,∞) i 𝜔+

𝑗 (0) =

i√
𝐴𝑗

, та 𝜔−𝑗 (𝜆) =
√︁
𝜆+ 1

𝐴𝑗
з розрiзом на (−∞,− 1

𝐴𝑗
] та 𝜔−𝑗 (0) = 1√

𝐴𝑗

.

Спочатку розглянемо поведiнку власних функцiй в околi 1
𝐴𝑗

. Введемо

˜̃Φ𝑗(𝑥, 𝑡, 𝜆) таку, що Φ̃𝑗(𝑥, 𝑡, 𝜆) = 𝑊+ ˜̃Φ𝑗(𝑥, 𝑡, 𝜆), де 𝑊+ =

⎛⎝1 i
𝜔+
𝑗 (𝜆)

1 − i
𝜔+
𝑗 (𝜆)

⎞⎠. Тодi

˜̃Φ𝑗(𝑥, 𝑡, 𝜆) є розв’язком iнтегрального рiвняння

˜̃Φ𝑗(𝑥, 𝑡, 𝜆) =
1

2

(︂
1 1

−i𝜔+
𝑗 (𝜆) i𝜔+

𝑗 (𝜆)

)︂
+

∫︁ 𝑥

(−1)𝑖∞
𝐴−1e

i
2
𝑘𝑗(𝜆)

∫︀ 𝜉
𝑥 𝑚𝑑𝜏𝜎3𝑈̂𝑗𝐴

˜̃Φ𝑗e
− i

2
𝑘𝑗(𝜆)

∫︀ 𝜉
𝑥 𝑚𝑑𝜏𝜎3𝑑𝜉.

Ядро цього рiвняння i, отже, ˜̃Φ𝑗 не має сингулярностi у 1
𝐴𝑗

. Звiдси випливає,
що

Φ̃𝑗(𝑥, 𝑡, 𝜆) =
i

𝜔+
𝑗 (𝜆)

(︃
˜̃𝑐𝑗

˜̃𝑑𝑗

−˜̃𝑐𝑗 − ˜̃𝑑𝑗

)︃
+

(︃
𝑎𝑗 𝑏𝑗

𝑐𝑗 𝑑𝑗

)︃
+ O

(︃√︃
𝜆− 1

𝐴𝑗

)︃
, 𝜆→ 1

𝐴𝑗
.

Використовуючи (4.47), отримуємо, що ˜̃𝑐𝑗,
˜̃𝑑𝑗 ∈ R i 𝑎𝑗, 𝑏𝑗, 𝑐𝑗, 𝑑𝑗 ∈ R. Далi,

використовуючи (4.55), отримуємо, що ˜̃𝑐𝑗 = ˜̃𝑑𝑗 i 𝑎𝑗 = 𝑑𝑗, 𝑐𝑗 = 𝑏𝑗; таким
чином,

Φ̃𝑗(𝑥, 𝑡, 𝜆) =
i𝛼𝑗(𝑥, 𝑡)

𝜔+
𝑗 (𝜆)

(︃
1 1

−1 −1

)︃
+

(︃
𝑎𝑗 𝑏𝑗

𝑏𝑗 𝑎𝑗

)︃
+ O

(︃√︃
𝜆− 1

𝐴𝑗

)︃
, 𝜆→ 1

𝐴𝑗
.
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Щоб отримати аналогiчний результат для − 1
𝐴𝑗

, використаємо 𝑊− =⎛⎝ i
𝜔−
𝑗 (𝜆)

1

i
𝜔−
𝑗 (𝜆)

−1

⎞⎠ замiсть 𝑊+; це дає

Φ̃𝑗(𝑥, 𝑡, 𝜆) =
𝛽𝑗(𝑥, 𝑡)

𝜔−𝑗 (𝜆)

(︃
−1 1

−1 1

)︃
+

(︃
𝑎̂𝑗 𝑏̂𝑗

𝑏̂𝑗 𝑎̂𝑗

)︃
+ O

(︃√︃
𝜆+

1

𝐴𝑗

)︃
, 𝜆→ − 1

𝐴𝑗
.

Нарештi, використовуючи (4.34) та (4.39), отримуємо 𝛼𝑗 = −𝛽𝑗, 𝑎𝑗 = 𝑎̂𝑗

та 𝑏𝑗 = −𝑏̂𝑗.

Обчислюючи 𝐷−1𝑗 (𝜆) в околi ± 1
𝐴𝑗

, отримуємо

Твердження 4.2.17. 𝐷−1𝑗 (𝜆) має таку поведiнку в точках розгалужен-
ня:

𝐷−1
𝑗 (𝜆) =

e
3𝜋i
4

(2𝐴𝑗)
1
4𝜈+𝑗 (𝜆)

(︂
1 1
1 1

)︂
+

ie
3𝜋i
4 (2𝐴𝑗)

1
4𝜈+𝑗 (𝜆)

2

(︂
1 −1
−1 1

)︂
+ O((𝜆− 1

𝐴𝑗

)
3
4 ), 𝜆→ 1

𝐴𝑗

i

𝐷−1
𝑗 (𝜆) =

i

(2𝐴𝑗)
1
4𝜈−𝑗 (𝜆)

(︂
−1 1
1 −1

)︂
+

i(2𝐴𝑗)
1
4𝜈−𝑗 (𝜆)

2

(︂
1 1
1 1

)︂
+ O((𝜆+

1

𝐴𝑗

)
3
4 ), 𝜆→ − 1

𝐴𝑗

.

Тут 𝜈+𝑗 (𝜆) = (𝜆 − 1
𝐴𝑗

)
1
4 з розрiзом ( 1

𝐴𝑗
,∞) i 𝜈+𝑗 (0) = e

𝜋i
4

(𝐴𝑗)
1
4
, i 𝜈−𝑗 (𝜆) =

(𝜆+ 1
𝐴𝑗

)
1
4 з розрiзом (−∞,− 1

𝐴𝑗
) i 𝜈−𝑗 (0) = 1

(𝐴𝑗)
1
4

(зауважимо, що (𝜈±𝑗 (𝜆))2 =

𝜔±𝑗 (𝜆)).

4.3 Задачi Рiмана–Гiльберта

4.3.1 Задача РГ з параметрами (𝑥, 𝑡)

Позначення. Позначимо

𝜌(𝜆) :=
𝑠21(𝜆+)

𝑠11(𝜆+)
, 𝜆 ∈ Σ̇1 ∪ Σ̇0 (4.64)

i зауважимо, що з наслiдку 4.2.14 випливає, що

|𝜌(𝜆)| ≤ 1, 𝜆 ∈ Σ̇1, (4.65а)

|𝜌(𝜆)| = 1, 𝜆 ∈ Σ̇0. (4.65б)
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Виходячи з аналiтичних властивостей власних функцiй та коефiцiєнтiв
розсiювання, введемо матрично-значну функцiю

𝑀(𝑥, 𝑡, 𝜆) =

(︃
(𝐷−11 Φ̃

(1)
1 )(𝑥, 𝑡, 𝜆)

𝑠11(𝜆)e𝑝1(𝑥,𝑡,𝜆)−𝑝2(𝑥,𝑡,𝜆)
, (𝐷−12 Φ̃

(2)
2 )(𝑥, 𝑡, 𝜆)

)︃
, 𝜆 ∈ C ∖ Σ2,

(4.66а)
мероморфну в областi C ∖ Σ2, де 𝑝𝑗, 𝑗 = 1, 2 визначенi у (4.13б).

Зауважимо, що 𝐷−1𝑗 (𝜆)Φ̃𝑗(𝑥, 𝑡, 𝜆) = Φ𝑗(𝑥, 𝑡, 𝜆)e𝑄𝑗(𝑥,𝑡,𝜆) i тому 𝑀(𝑥, 𝑡, 𝜆)

можна записати у виглядi

𝑀(𝑥, 𝑡, 𝜆) =

(︃
Φ

(1)
1 (𝑥, 𝑡, 𝜆)

𝑠11(𝜆)
,Φ

(2)
2 (𝑥, 𝑡, 𝜆)

)︃
e𝑝2(𝑥,𝑡,𝜆)𝜎3. (4.66б)

Звiдси випливає, що det𝑀 ≡ 1.

Матриця стрибка

Оскiльки (𝐷−11 Φ̃
(1)
1 )(𝜆) аналiтична в C ∖ Σ1, то граничнi значення 𝑀± ма-

трицi 𝑀 при наближеннi 𝜆 до Σ2 з C± можна виразити так:

𝑀±(𝑥, 𝑡, 𝜆) := 𝑀(𝑥, 𝑡, 𝜆±) =

(︃
(𝐷−1

1 Φ̃
(1)
1 )(𝑥, 𝑡, 𝜆±)

𝑠11(𝜆±)e𝑝1(𝑥,𝑡,𝜆±)−𝑝2(𝑥,𝑡,𝜆±)
, (𝐷−1

2 Φ̃
(2)
2 )(𝑥, 𝑡, 𝜆±)

)︃
, 𝜆 ∈ Σ̇1,

𝑀±(𝑥, 𝑡, 𝜆) := 𝑀(𝑥, 𝑡, 𝜆±) =

(︃
(𝐷−1

1 Φ̃
(1)
1 )(𝑥, 𝑡, 𝜆)

𝑠11(𝜆±)e𝑝1(𝑥,𝑡,𝜆)−𝑝2(𝑥,𝑡,𝜆±)
, (𝐷−1

2 Φ̃
(2)
2 )(𝑥, 𝑡, 𝜆±)

)︃
, 𝜆 ∈ Σ̇0.

Твердження 4.3.1. 𝑀+ i 𝑀− пов’язанi таким чином:

𝑀+(𝑥, 𝑡, 𝜆) = 𝑀−(𝑥, 𝑡, 𝜆)𝐽(𝑥, 𝑡, 𝜆), 𝜆 ∈ Σ̇1 ∪ Σ̇0,

де

𝐽(𝑥, 𝑡, 𝜆) =

(︃
0 i

i 0

)︃(︃
e−𝑝2(𝑥,𝑡,𝜆+) 0

0 e𝑝2(𝑥,𝑡,𝜆+)

)︃
𝐽0(𝜆)

(︃
e𝑝2(𝑥,𝑡,𝜆+) 0

0 e−𝑝2(𝑥,𝑡,𝜆+)

)︃
(4.67а)
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i

𝐽0(𝜆) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

⎛⎝1− |𝜌(𝜆)|2 −𝜌(𝜆)

𝜌(𝜆) 1

⎞⎠ , 𝜆 ∈ Σ̇1,⎛⎝ 0 − 1
𝜌(𝜆)

𝜌(𝜆) 1

⎞⎠ , 𝜆 ∈ Σ̇0.

(4.67б)

Доведення. (i) Нехай 𝜆 ∈ Σ̇1. Розглянемо (4.23) за стовпчиками. Переста-
вивши стовпчики i використавши (4.58а) для 𝜆 ∈ Σ̇1, отримуємо

𝑀+(𝑥, 𝑡, 𝜆) = 𝑀−(𝑥, 𝑡, 𝜆)i

(︃
𝑠21(𝑥,𝑡,𝜆+)𝑠11(𝑥,𝑡,𝜆−)
𝑠11(𝑥,𝑡,𝜆+)𝑠22(𝑥,𝑡,𝜆+)

𝑠11(𝑥,𝑡,𝜆−)
𝑠22(𝑥,𝑡,𝜆+)

1− 𝑠21(𝑥,𝑡,𝜆+)𝑠12(𝑥,𝑡,𝜆+)
𝑠11(𝑥,𝑡,𝜆+)𝑠22(𝑥,𝑡,𝜆+)

−𝑠12(𝑥,𝑡,𝜆+)
𝑠22(𝑥,𝑡,𝜆+)

)︃
. (4.68)

Оскiльки e𝑝1(𝑥,𝑡,𝜆−)−𝑝2(𝑥,𝑡,𝜆−) = e𝑝2(𝑥,𝑡,𝜆+)−𝑝1(𝑥,𝑡,𝜆+), з (4.46) та (4.50а) маємо
𝑠11(𝜆−)
𝑠22(𝜆+)

= 𝑠11(𝜆−)
𝑠22(𝜆+)

= 1. Бiльше того, використовуючи визначення (4.64) для
𝜌(𝜆) та (4.50), маємо 𝜌(𝜆) = 𝑠12(𝜆+)

𝑠22(𝜆+)
. Отже, з урахуванням (4.67б), умова

стрибка (4.68) набуває вигляду (4.67а).
(ii) Нехай 𝜆 ∈ Σ̇0. Розглядаючи (4.27) за стовпчиками, переставляючи

стовпчики та використовуючи (4.58б) i (4.58в) для 𝜆+ ∈ Σ̇0, отримуємо

𝑀+(𝑥, 𝑡, 𝜆) = 𝑀−(𝑥, 𝑡, 𝜆)i

(︃
𝑠21(𝑥,𝑡,𝜆+)
𝑠11(𝑥,𝑡,𝜆+)

1

0 −𝑠11(𝑥,𝑡,𝜆+)
𝑠21(𝑥,𝑡,𝜆+)

)︃
. (4.69)

Тодi, використовуючи означення 𝜌(𝜆) разом з (4.54в) та (4.54б), можна
переписати умову стрибка (4.69) у виглядi (4.67а) з урахуванням (4.67б).

Зауваження 4.3.2. Функцiя 𝐽0(𝜆) (а отже, i 𝐽) є неперервною у ± 1
𝐴1

, якщо
|𝜌(± 1

𝐴1
)| = 1 i 𝜌(± 1

𝐴1
+ 0) = 𝜌(± 1

𝐴1
− 0), i розривною в iншому випадку.

Крiм того,
det 𝐽 ≡ 1. (4.70)
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Умова нормування при 𝜆→∞.

Твердження 4.3.3. Поведiнка 𝑀(𝑥, 𝑡, 𝜆) за великих 𝜆 описується насту-
пним чином:

𝑀(𝑥, 𝑡, 𝜆) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

√︁
1
2

⎛⎝−1 i

i −1

⎞⎠+ O( 1𝜆), 𝜆→∞, 𝜆 ∈ C+,

√︁
1
2

⎛⎝1 i

i 1

⎞⎠+ O( 1𝜆), 𝜆→∞, 𝜆 ∈ C−.

(4.71)

Доведення. Розглянувши 𝐷−1𝑗 (𝜆) (4.11) при 𝜆→∞, отримуємо

𝐷−1𝑗 (𝜆) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

√︁
1
2

⎛⎝−1 i

i −1

⎞⎠+ O( 1𝜆), 𝜆→∞, 𝜆 ∈ C+,

√︁
1
2

⎛⎝1 i

i 1

⎞⎠+ O( 1𝜆), 𝜆→∞, 𝜆 ∈ C−.

Нагадаємо, що для 𝜆 ∈ C+, ( ̃︀Φ(1)
1
̃︀Φ(2)
2 )→ 𝐼 при 𝜆→∞ i, отже,

(𝐷−11 Φ̃
(1)
1 )(𝜆) =

√︂
1

2

(︃
−1

i

)︃
+ O(

1

𝜆
), 𝜆→∞,

(𝐷−12 Φ̃
(2)
2 )(𝜆) =

√︂
1

2

(︃
i

−1

)︃
+ O(

1

𝜆
), 𝜆→∞.

Пiдставивши це у (4.25а), отримуємо 𝑠11(𝜆) = 1 + O( 1𝜆), 𝜆→∞.
Аналогiчно, для 𝜆 ∈ C− маємо

(𝐷−11 Φ̃
(1)
1 )(𝜆) =

√︂
1

2

(︃
1

i

)︃
+ O(

1

𝜆
), 𝜆→∞,

(𝐷−12 Φ̃
(2)
2 )(𝜆) =

√︂
1

2

(︃
i

1

)︃
+ O(

1

𝜆
), 𝜆→∞,

i 𝑠11(𝜆) = 1 + O( 1𝜆), 𝜆→∞, звiдки випливає твердження.

139



Зауваження 4.3.4. Для того, щоб мати стандартне нормування при 𝜆→∞,
можна ввести

𝑀̃(𝑥, 𝑡, 𝜆) :=

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

√︁
1
2

⎛⎝−1 −i

−i −1

⎞⎠𝑀(𝑥, 𝑡, 𝜆), 𝜆 ∈ C+,

√︁
1
2

⎛⎝−1 −i

−i −1

⎞⎠𝑀(𝑥, 𝑡, 𝜆)i𝜎1, 𝜆 ∈ C−.

(4.72)

Тодi маємо 𝑀̃ → 𝐼 при 𝜆 → ∞. З iншого боку, 𝑀̃ набуває додатковий
стрибок при 𝜆 ∈ R ∖ Σ2:

𝑀̃+(𝑥, 𝑡, 𝜆) = 𝑀̃−(𝑥, 𝑡, 𝜆)𝐽(𝑥, 𝑡, 𝜆), 𝜆 ∈ R ∖
{︀
∪𝑗=1,2 {𝐴−1𝑗 } ∪ {−𝐴−1𝑗 }

}︀
де

𝐽(𝑥, 𝑡, 𝜆) =

⎧⎨⎩𝐽Σ𝑗
(𝑥, 𝑡, 𝜆), 𝜆 ∈ Σ̇𝑗, 𝑗 = 0, 1

𝐽R∖Σ2
(𝑥, 𝑡, 𝜆), 𝜆 ∈ R ∖ Σ2,

а 𝐽Σ𝑗
(𝑥, 𝑡, 𝜆) = e−𝑝2(𝑥,𝑡,𝜆+)𝜎3𝐽0(𝜆)e𝑝2(𝑥,𝑡,𝜆+)𝜎3, 𝑗 = 0, 1 i 𝐽R∖Σ2

(𝑥, 𝑡, 𝜆) = −i𝜎1.

Зауваження 4.3.5. Використовуючи (4.25б), отримуємо 𝑠21(𝜆) = O( 1𝜆) при
𝜆→∞. Зауважимо, що 𝜌(𝜆) = 𝑠21(𝜆+)

𝑠11(𝜆+)
= 𝑠21(𝜆+)

𝑠11(𝜆+)
e−2𝑝2(𝑥,𝑡,𝜆+); оскiльки 𝑝2(𝑥, 𝑡, 𝜆+)

приймає чисто уявнi значення при 𝜆 ∈ Σ2, то функцiя e−2𝑝2(𝑥,𝑡,𝜆+) є обме-
женою, i тому 𝜌(𝜆) = O( 1𝜆) коли 𝜆→∞. Отже,

𝐽0(𝜆) =

(︃
1 0

0 1

)︃
+ O(

1

𝜆
), 𝜆→ ±∞

i

𝐽(𝑥, 𝑡, 𝜆) =

(︃
0 i

i 0

)︃
+ O(

1

𝜆
), 𝜆→ ±∞.

Симетрiї

З властивостей симетрiй власних функцiй та функцiй розсiювання (4.31),
(4.44), (4.35) та (4.48) випливає, що

𝑀(−𝜆) = −𝜎3𝑀(𝜆)𝜎3, 𝑀(𝜆) = −𝑀(𝜆), 𝜆 ∈ C ∖ Σ2, (4.73а)
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𝑀((−𝜆)−) = −𝜎3𝑀(𝜆+)𝜎3, 𝑀(𝜆−) = −𝑀(𝜆+), 𝜆 ∈ Σ̇1. (4.73б)

де 𝑀(𝜆) ≡𝑀(𝑥, 𝑡, 𝜆).

Сингулярностi у ± 1
𝐴𝑗

.

Нехай 𝐴(𝑖𝑗) позначає елементи 2× 2 матрицi 𝐴 =

(︃
𝐴(11) 𝐴(12)

𝐴(21) 𝐴(22)

)︃
.

Твердження 4.3.6. 𝑀(𝑥, 𝑡, 𝜆) має таку поведiнку в точках розгалуже-
ння:

𝑀(𝑥, 𝑡, 𝜆) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

e
3𝜋i
4

𝜈+2 (𝜆)

⎛⎝0 ϒ2

0 Λ2

⎞⎠+ O(1), 𝜆→ 1
𝐴2
,

i
𝜈−2 (𝜆)

⎛⎝0 ϒ2

0 −Λ2

⎞⎠+ O(1), 𝜆→ − 1
𝐴2
,

𝑐+e
3𝜋i
4

𝜈+1 (𝜆)

⎛⎝ϒ1 0

Λ1 0

⎞⎠+ O(1), 𝜆→ 1
𝐴1
, 𝜆 ∈ C+,

𝑐+e
3𝜋i
4

𝜈+1 (𝜆)

⎛⎝ϒ1 0

Λ1 0

⎞⎠+ O(1), 𝜆→ 1
𝐴1
, 𝜆 ∈ C−,

𝑐+i

𝜈−1 (𝜆)

⎛⎝−ϒ1 0

Λ1 0

⎞⎠+ O(1), 𝜆→ − 1
𝐴1
, 𝜆 ∈ C+,

𝑐+i

𝜈−1 (𝜆)

⎛⎝−ϒ1 0

Λ1 0

⎞⎠+ O(1), 𝜆→ − 1
𝐴1
, 𝜆 ∈ C−,

(4.74)

де 𝜈±𝑗 (𝜆) визначено в твердженнi 4.2.17 i ϒ𝑗 = −(2𝐴𝑗)
1
4𝛼𝑗(𝑥, 𝑡)+

(𝑎𝑗(𝑥,𝑡)+𝑏𝑗(𝑥,𝑡))

(2𝐴𝑗)
1
4

,

Λ𝑗 = (2𝐴𝑗)
1
4𝛼𝑗(𝑥, 𝑡) +

(𝑎𝑗(𝑥,𝑡)+𝑏𝑗(𝑥,𝑡))

(2𝐴𝑗)
1
4

з 𝛼𝑗(𝑥, 𝑡), 𝑎𝑗(𝑥, 𝑡), 𝑏𝑗(𝑥, 𝑡) ∈ R, 𝑗 = 1, 2,
як у твердженнi 4.2.16.

Крiм того, 𝑐+(𝑥, 𝑡) = 0, якщо 𝛽1(𝑥, 𝑡) ̸= 0, i 𝑐+(𝑥, 𝑡) = 1
𝑠11(𝑥,𝑡,

1
𝐴2

)
, якщо

𝛽1(𝑥, 𝑡) = 0, де 𝛽1(𝑥, 𝑡) визначено у (4.75б).
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Доведення. Комбiнуючи твердження 4.2.16 з твердженням 4.2.17, отриму-
ємо

𝐷−1𝑗 (𝜆)Φ̃𝑗(𝑥, 𝑡, 𝜆) =
e

3𝜋i
4

𝜈+𝑗 (𝜆)

(︃
−(2𝐴𝑗)

1
4𝛼𝑗

(︃
1 1

−1 −1

)︃
+
𝑎𝑗 + 𝑏𝑗

(2𝐴𝑗)
1
4

(︃
1 1

1 1

)︃)︃

+O

(︂
(𝜆− 1

𝐴𝑗
)1/4
)︂

при 𝜆→ 1
𝐴𝑗

, де 𝛼𝑗 = 𝛼𝑗(𝑥, 𝑡), 𝑎𝑗 = 𝑎𝑗(𝑥, 𝑡) i 𝑏𝑗 = 𝑏𝑗(𝑥, 𝑡).

Спочатку розглянемо поведiнку𝑀 поблизу 1
𝐴2

. Оскiльки𝐷−11 (𝜆)Φ̃
(1)
1 (𝑥, 𝑡, 𝜆)

аналiтична у 1
𝐴2

, маємо

𝐷−11 (
1

𝐴2
)Φ̃

(1)
1 (𝑥, 𝑡,

1

𝐴2
) = i

(︃
𝑎(𝑥, 𝑡)

𝑐(𝑥, 𝑡)

)︃
,

де

𝑎(𝑥, 𝑡) =

⃒⃒⃒⃒
⃒
√︃
𝐴2 + |

√︀
𝐴2

2 − 𝐴2
1|

|
√︀
𝐴2

2 − 𝐴2
1|

⃒⃒⃒⃒
⃒
(︃

𝐴1

𝐴2 + |
√︀
𝐴2

2 − 𝐴2
1|

Φ̃
(11)
1 (𝑥, 𝑡,

1

𝐴2

) + Φ̃
(21)
1 (𝑥, 𝑡,

1

𝐴2

)

)︃
i

𝑐(𝑥, 𝑡) =

⃒⃒⃒⃒
⃒
√︃
𝐴2 + |

√︀
𝐴2

2 − 𝐴2
1|

|
√︀
𝐴2

2 − 𝐴2
1|

⃒⃒⃒⃒
⃒
(︃

𝐴1

𝐴2 + |
√︀
𝐴2

2 − 𝐴2
1|

Φ̃
(21)
1 (𝑥, 𝑡,

1

𝐴2

) + Φ̃
(11)
1 (𝑥, 𝑡,

1

𝐴2

)

)︃
.

Тодi, використовуючи (4.25а), отримуємо таку поведiнку 𝑠11(𝑥, 𝑡, 𝜆) коли
𝜆→ 1

𝐴2
:

𝑠11(𝑥, 𝑡, 𝜆) =
ie

3𝜋i
4

𝜈+2 (𝜆)
𝛽2(𝑥, 𝑡) + O(1), 𝜆→ 1

𝐴2
,

де 𝛽2(𝑥, 𝑡) =

(︂
(2𝐴2)

1
4𝛼2(𝑥, 𝑡)(𝑎(𝑥, 𝑡) + 𝑐(𝑥, 𝑡)) + (𝑎2(𝑥,𝑡)+𝑏2(𝑥,𝑡))(𝑎(𝑥,𝑡)−𝑐(𝑥,𝑡))

(2𝐴2)
1
4

)︂
.

Зауважимо, що з симетрiї (4.43) випливає, що Φ̃
(11)
1 (𝑥, 𝑡, 1

𝐴2
) та Φ̃

(21)
1 (𝑥, 𝑡, 1

𝐴2
)

є дiйсними, а отже 𝑎(𝑥, 𝑡) ∈ R та 𝑐(𝑥, 𝑡) ∈ R.
Врахуємо припущення 𝑠11( 1

𝐴2
) ̸= 0, що означає 𝑠11( 1

𝐴2
) ̸= 0. Таким чином,

є двi можливостi: або 𝛽2(𝑥, 𝑡) ̸= 0, або 𝛽2(𝑥, 𝑡) = 0 i 𝑠11( 1
𝐴2

) =: 𝛾 ̸= 0. В обох
випадках маємо

𝑀(𝑥, 𝑡, 𝜆) =
e

3𝜋i
4

𝜈+2 (𝜆)

⎛⎝0 −(2𝐴2)
1
4𝛼2(𝑥, 𝑡) + (𝑎2(𝑥,𝑡)+𝑏2(𝑥,𝑡))

(2𝐴2)
1
4

0 (2𝐴2)
1
4𝛼2(𝑥, 𝑡) + (𝑎2(𝑥,𝑡)+𝑏2(𝑥,𝑡))

(2𝐴2)
1
4

⎞⎠+ O(1), 𝜆→ 1

𝐴2
.
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Тепер розглянемо поведiнку 𝑀 при наближеннi 𝜆 до 1
𝐴1

з верхньої пiв-
площини. Оскiльки 𝐷−12 (𝜆)Φ̃

(2)
2 (𝑥, 𝑡, 𝜆) не має сингулярностi у 1

𝐴1
, маємо

𝐷−12 (
1

𝐴1+

)Φ̃
(2)
2 (𝑥, 𝑡,

1

𝐴1+

) =

(︃
𝑏+(𝑥, 𝑡)

𝑑+(𝑥, 𝑡)

)︃
,

де

𝑏+ =

⃒⃒⃒⃒
⃒
√︃
−i𝐴1 − |

√︀
𝐴2

2 − 𝐴2
1|

|
√︀
𝐴2

2 − 𝐴2
1|

⃒⃒⃒⃒
⃒
(︃

𝐴2

𝐴1 − i|
√︀
𝐴2

2 − 𝐴2
1|

Φ̃
(12)
2 (𝑥, 𝑡,

1

𝐴1 +

) + Φ̃
(22)
2 (𝑥, 𝑡,

1

𝐴1 +

)

)︃

i

𝑑+ =

⃒⃒⃒⃒
⃒
√︃
−i𝐴1 − |

√︀
𝐴2

2 − 𝐴2
1|

|
√︀
𝐴2

2 − 𝐴2
1|

⃒⃒⃒⃒
⃒
(︃

𝐴2

𝐴1 − i|
√︀
𝐴2

2 − 𝐴2
1|

Φ̃
(22)
2 (𝑥, 𝑡,

1

𝐴1 +

) + Φ̃
(12)
2 (𝑥, 𝑡,

1

𝐴1 +

)

)︃
.

Тодi, використовуючи (4.25а), отримуємо таку поведiнку 𝑠11(𝑥, 𝑡, 𝜆) у 1
𝐴1

у
верхнiй пiвплощинi:

𝑠11(𝑥, 𝑡, 𝜆) =
e

3𝜋i
4

𝜈+1 (𝜆)
𝛽1(𝑥, 𝑡) + O(1), 𝜆→ 1

𝐴1
, 𝜆 ∈ C+, (4.75а)

де

𝛽1(𝑥, 𝑡) = −(2𝐴2)
1
4𝛼1(𝑥, 𝑡)(𝑏+(𝑥, 𝑡) + 𝑑+(𝑥, 𝑡)) +

(𝑎1(𝑥, 𝑡) + 𝑏1(𝑥, 𝑡))(𝑑+(𝑥, 𝑡)− 𝑏+(𝑥, 𝑡))

(2𝐴1)
1
4

.

(4.75б)
Як i ранiше, маємо двi можливостi: або 𝛽1(𝑥, 𝑡) ̸= 0 (загальний випадок),
або 𝛽1(𝑥, 𝑡) = 0 i 𝑠11( 1

𝐴1+
) = 𝛾+1 ̸= 0. Вшiповiдно,

𝑀(𝑥, 𝑡, 𝜆) =
𝑐+e

3𝜋i
4

𝜈+1 (𝜆)

⎛⎝−(2𝐴1)
1
4𝛼1(𝑥, 𝑡) + (𝑎1(𝑥,𝑡)+𝑏1(𝑥,𝑡))

(2𝐴1)
1
4

0

(2𝐴1)
1
4𝛼1(𝑥, 𝑡) + (𝑎1(𝑥,𝑡)+𝑏1(𝑥,𝑡))

(2𝐴1)
1
4

0

⎞⎠+ O(1), 𝜆→ 1

𝐴1

, 𝜆 ∈ C+,

де 𝑐+ = 0, якщо 𝛽1(𝑥, 𝑡) ̸= 0, i 𝑐+ = 1
𝑠11(

1
𝐴1 +

)
, якщо 𝛽1(𝑥, 𝑡) = 0.

Iншi твердження випливають з мiркувань симетрiї.

Зауваження 4.3.7. 1. 𝜌(𝜆) = 𝑠21(𝜆+)
𝑠11(𝜆+)

e−2𝑝2(𝑥,𝑡,𝜆+) = O(1) коли 𝜆 → 1
𝐴2

. Дiй-

сно, при доведеннi теореми 4.3.6 ми бачили, що 𝑠11(𝑥, 𝑡, 𝜆) = ie
3𝜋i
4

𝜈+2 (𝜆)
𝛽2(𝑥, 𝑡)+

O(1) при 𝜆 → 1
𝐴2

. Аналогiчно, завдяки (4.25б), маємо 𝑠21(𝑥, 𝑡, 𝜆) =

− ie
3𝜋i
4

𝜈+2 (𝜆)
𝛽2(𝑥, 𝑡) + O(1) при 𝜆→ 1

𝐴2
. Крiм того, за нашими припущення-

ми, 𝑠11( 1
𝐴2

) ̸= 0, i звiдси випливає твердження.
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2. 𝜌(𝜆) = O(1) при 𝜆→ 1
𝐴1

. Дiйсно, ми вже знаємо, що 𝑠11(𝜆) = e
3𝜋i
4

𝜈+1 (𝜆)
𝛽1(𝑥, 𝑡)+

O(1) при 𝜆 → 1
𝐴1

, 𝜆 ∈ C+. Аналогiчно, (4.25б) разом з (4.57) означає,

що при 𝛽1 ̸= 0 маємо 𝑠21(𝜆) = ie
3𝜋i
4

𝜈+1 (𝜆)
𝛽1(𝑥, 𝑡) + O(1), 𝜆 → 1

𝐴1
, 𝜆 ∈ C+.

Крiм того, за нашими припущеннями, 𝑠11( 1
𝐴1+

) ̸= 0, i звiдси випливає
твердження.

Умови на лишки

Згiдно з (4.22), нулi 𝑠11(𝜆) збiгаються з нулями 𝑠11(𝜆); отже, за тверджен-
ням 4.2.15, вони є дiйсними та простими. Крiм того, з симетрiї (4.29) ви-
тiкає, що −𝜆𝑘 є нулем 𝑠11(𝜆) разом з 𝜆𝑘; будемо позначати множину нулiв
𝑠11(𝜆) через {𝜆𝑘,−𝜆𝑘}𝑛1 , де 𝜆𝑘 ∈ (0, 1

𝐴2
).

Твердження 4.3.8. 𝑀 (1) має простi полюси у точках {𝜆𝑘,−𝜆𝑘}𝑛1 , при-
чому

Res±𝜆𝑘
𝑀 (1)(𝑥, 𝑡, 𝜆) =

𝑏𝑘
𝑠′11(𝜆𝑘)

e2𝑝2(𝜆𝑘)𝑀 (2)(𝑥, 𝑡,±𝜆𝑘), (4.76)

Крiм того, 𝑏𝑘
𝑠′11(𝜆𝑘)

e2𝑝2(𝜆𝑘) ∈ R.

Доведення. Нагадаємо, що Φ
(1)
1 (𝜆𝑘) = 𝑏𝑘Φ

(2)
2 (𝜆𝑘), де 𝑏𝑘 = 𝑏(𝜆𝑘) ∈ R в силу

симетрiї (4.41). Тодi (𝐷−11 Φ̃
(1)
1 )(𝜆𝑘) та (𝐷−12 Φ̃

(2)
2 )(𝜆𝑘) пов’язанi наступним

чином:
(𝐷−11 Φ̃

(1)
1 )(𝜆𝑘)

𝑠11(𝜆𝑘)e𝑝1(𝜆𝑘)−𝑝2(𝜆𝑘)
=

𝑏𝑘
𝑠11(𝜆𝑘)

e2𝑝2(𝜆𝑘)(𝐷−12 Φ̃
(2)
2 )(𝜆𝑘),

звiдки випливає (4.76). Крiм того, диференцiюючи (4.42) i використовуючи
той факт, що 𝜆𝑘 ∈ R, отримуємо 𝑠′11(𝜆𝑘) ∈ R, а отже 𝑏𝑘

𝑠′11(𝜆𝑘)
e2𝑝2(𝜆𝑘) ∈ R.

Диференцiюючи (4.29), отримуємо 𝑠′11(𝜆𝑘) = −𝑠′11(−𝜆𝑘). З iншого боку,
(4.28) означає, що 𝑏(−𝜆𝑘) = −𝑏(𝜆𝑘). Об’єднавши цi факти, отримуємо (4.76)
зi знаком мiнус.

Зауваження 4.3.9. У термiнах 𝑀̃ (4.72), умови на лишки мають такий
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вигляд:

𝑀̃ (1)(𝑥, 𝑡, 𝜆) =
1

𝜆− 𝜆𝑘
𝑏𝑘

𝑠′11(𝜆𝑘)
e2𝑝2(𝜆𝑘)𝑀̃ (2)(𝑥, 𝑡, 𝜆𝑘+) + O(1), 𝜆→ 𝜆𝑘, 𝜆 ∈ C+,

(4.77а)

𝑀̃ (2)(𝑥, 𝑡, 𝜆) =
1

𝜆− 𝜆𝑘
𝑏𝑘

𝑠′11(𝜆𝑘)
e2𝑝2(𝜆𝑘)𝑀̃ (1)(𝑥, 𝑡, 𝜆𝑘−) + O(1), 𝜆→ 𝜆𝑘, 𝜆 ∈ C−.

(4.77б)

Задача РГ з параметрами (𝑥, 𝑡).

В рамках пiдходу Рiмана–Гiльберта до нелiнiйних еволюцiйних рiвнянь,
можна iнтерпретувати спiввiдношення стрибка, умови нормування, умови
сингулярностi та умови на лишки як задачу Рiмана–Гiльберта, з матрицею
стрибка та параметрами лишкiв, що визначаються початковими даними
для нелiнiйної задачi, що розглядається. З наведених вище мiркувань ви-
пливає, що 𝑀(𝑥, 𝑡, 𝜆) можна охарактеризувати як розв’язок такої задачi
Рiмана–Гiльберта:

Знайти 2×2 мероморфну матричну функцiю𝑀(𝑥, 𝑡, 𝜆), яка задовольняє
такi умови:

• Умову стрибка (4.67).

• Умову нормування (4.71).

• Умову на сингулярностi : сингулярностi 𝑀(𝑥, 𝑡, 𝜆) при ± 1
𝐴𝑗

мають поря-
док не бiльший за 1

4 .

• Умови на лишки (якщо є): 𝑀 (1)(𝑥, 𝑡, 𝜆) має простi полюси у точках
{𝜆𝑘,−𝜆𝑘}𝑁1 , а лишки задовольняють рiвняння

Res±𝜆𝑘
𝑀 (1)(𝑥, 𝑡, 𝜆) = 𝜅𝑘e

2𝑝2(𝜆𝑘)𝑀 (2)(𝑥, 𝑡,±𝜆𝑘), (4.78)

де {𝜆𝑘, 𝜅𝑘}𝑁1 такi, що 𝜆𝑘 ∈ (0, 1
𝐴2

) i 𝜅𝑘 ∈ R ∖ {0}, є заданими.

Зауваження 4.3.10. Розв’язок наведеної вище задачi РГ, якщо вiн iснує,
має такi властивостi:
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1. det𝑀 ≡ 1 (випливає з того, що det 𝐽 ≡ 1).

2. Симетрiї

𝑀(−𝜆) = −𝜎3𝑀(𝜆)𝜎3, 𝑀(𝜆) = −𝑀(𝜆), 𝜆 ∈ C ∖ Σ2,

(4.79а)

𝑀((−𝜆)−) = −𝜎3𝑀(𝜆+)𝜎3, 𝑀(𝜆−) = −𝑀(𝜆+), 𝜆 ∈ Σ̇1.

(4.79б)

де 𝑀(𝜆) ≡𝑀(𝑥, 𝑡, 𝜆) (випливає з вiдповiдних симетрiй матрицi стриб-
кiв та умов на лишки, припускаючи єдинiсть розв’язку).

Зауваження 4.3.11. Для повного формулювання задачi РГ, не потрiбно
деталiзувати поведiнку в сингулярних точках, якими є точки розгалуження
± 1

𝐴𝑗
, а достатньо вимагати, щоб сингулярностi мали порядок не бiльший,

нiж 1
4 .

Як i для iнших рiвнянь типу Камасси–Хольма, основний недолiк фор-
малiзму РГ, представленого вище, полягає в тому, що умова стрибка (4.67)
включає не тiльки функцiї розсiювання (якi однозначно визначаються по-
чатковими даними задачi (4.1)), але й сам розв’язок, який фiгурує у 𝑝2(𝑥, 𝑡, 𝜆)

у виглядi 𝑚(𝑥, 𝑡) (4.13б). Для того, щоб данi для задачi РГ явно визна-
чалися лише початковими даними, введемо просторову змiнну 𝑦(𝑥, 𝑡) :=

𝑥 − 1
𝐴2

∫︀ +∞
𝑥 (𝑚(𝜉, 𝑡) − 𝐴2)d𝜉 − 𝐴2

2𝑡; вона, разом з 𝑡, буде вiдiгравати роль
параметра для задачi РГ, див. роздiл 4.3.3 нижче.

Для того, щоб визначити ефективний спосiб отримання розв’язку рiвня-
ння мКХ з розв’язку задачi РГ, зручно використати поведiнку розв’язкiв
Йоста рiвнянь пари Лакса, обчислену при 𝜆 = 0, коли 𝑥-рiвняння пари
Лакса (2.4) стає тривiальним (незалежним вiд розв’язку рiвняння мКХ).

4.3.2 Власнi функцiї поблизу 0.

У випадку рiвняння Камасси–Хольма [24], а також iнших нелiнiйних iн-
тегровних рiвнянь типу КХ, дослiджених дотепер, див., наприклад, [28],
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аналiз поведiнки вiдповiдних розв’язкiв Йоста у спецiальнiй точцi компле-
ксної площини спектрального параметра (у нашому випадку, при 𝜆 = 0)
вимагає спецiального калiбрувального перетворення рiвнянь пари Лакса.

Цiкаво, що у випадку рiвняння мКХ, для того, щоб контролювати пове-
дiнку поведiнку власних функцiй при 𝜆 = 0, не потрiбно вводити додаткове
перетворення, а достатньо перегрупувати члени в парi Лакса (4.12).

А саме, перепишемо (4.12) таким чином:

Φ̂𝑗𝑥 +
i𝐴𝑗𝑘𝑗(𝜆)

2
𝜎3Φ̂𝑗 = 𝑈̂ 0

𝑗 Φ̂𝑗, (4.80а)

де 𝑈̂ 0
𝑗 ≡ 𝑈̂ 0

𝑗 (𝑥, 𝑡, 𝜆) задається формулою

𝑈̂ 0
𝑗 =

(𝑚− 𝐴𝑗)

2

𝜆

i𝑘𝑗(𝜆)

(︃
𝜆 1

𝐴𝑗

− 1
𝐴𝑗
−𝜆

)︃
, (4.80б)

i

Φ̂𝑗𝑡 + i𝐴𝑗𝑘𝑗(𝜆)

(︃
−
𝐴2

𝑗

2
− 1

𝜆2

)︃
𝜎3Φ̂𝑗 = 𝑉 0

𝑗 Φ̂𝑗, (4.80в)

де 𝑉 0
𝑗 ≡ 𝑉 0

𝑗 (𝑥, 𝑡, 𝜆) задається формулою

𝑉 0
𝑗 = 𝑉𝑗 + i𝐴𝑗𝑘𝑗(𝜆)

(︃
(𝑢2 − 𝑢2𝑥)𝑚

2𝐴𝑗
−
𝐴2

𝑗

2

)︃
𝜎3. (4.80г)

Далi вводимо (пор. з (4.13б)) функцiї

𝑝0𝑗(𝑥, 𝑡, 𝜆) :=
i𝐴𝑗𝑘𝑗(𝜆)

2

(︃
𝑥− 2

(︃
𝐴2

𝑗

2
+

1

𝜆2

)︃
𝑡

)︃
. (4.81)

Тодi, ввiвши 𝑄0
𝑗 := 𝑝0𝑗𝜎3 та ̃︀Φ0

𝑗 := Φ̂𝑗e
𝑄0

𝑗 , зводимо рiвняння (4.80а) та (4.80в)
до наступних рiвнянь: ⎧⎨⎩̃︀Φ0

𝑗𝑥 + [𝑄0
𝑗𝑥,
̃︀Φ0
𝑗 ] = 𝑈̂ 0

𝑗
̃︀Φ0
𝑗 ,̃︀Φ0

𝑗𝑡 + [𝑄0
𝑗𝑡,
̃︀Φ0
𝑗 ] = 𝑉 𝑗

0
̃︀Φ0
𝑗 .

(4.82)

Визначимо розв’язки Йоста ̃︀Φ0
𝑗 рiвнянь (4.82) як розв’язки iнтегральних

рiвнянь̃︀Φ0
𝑗(𝑥, 𝑡, 𝜆) = 𝐼 +

∫︁ 𝑥

(−1)𝑗∞
e

−i𝐴𝑗𝑘𝑗(𝜆)

2 (𝑥−𝜉)𝜎3𝑈̂ 0
𝑗 (𝜉, 𝑡, 𝜆)̃︀Φ0

𝑗(𝜉, 𝑡, 𝜆)e
i𝐴𝑗𝑘𝑗(𝜆)

2 (𝑥−𝜉)𝜎33d𝜉.

(4.83)
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Далi, визначивши Φ̂0
𝑗 := ̃︀Φ0

𝑗e
−𝑝0𝑗𝜎3, зауважимо, що Φ̂0

𝑗(𝑥, 𝑡, 𝜆) i Φ̂𝑗(𝑥, 𝑡, 𝜆)

задовольняють однаковi диференцiальнi рiвняння (4.12), а отже пов’язанi
мiж собою матрицями 𝐶𝑗(𝜆), незалежними вiд 𝑥 i 𝑡:

Φ̂𝑗 = Φ̂0
𝑗𝐶𝑗(𝜆).

Отже, ̃︀Φ𝑗(𝑥, 𝑡, 𝜆) = ̃︀Φ0
𝑗(𝑥, 𝑡, 𝜆)e−𝑝

0
𝑗 (𝑥,𝑡,𝜆)𝜎3𝐶𝑗(𝜆)e𝑝𝑗(𝑥,𝑡,𝜆)𝜎3. (4.84)

Оскiльки 𝑝𝑗(𝑥, 𝑡, 𝜆)− 𝑝0𝑗(𝑥, 𝑡, 𝜆) =
i𝑘𝑗(𝜆)

2

∫︀ (−1)𝑗∞
𝑥 (𝑚(𝜉, 𝑡)− 𝐴𝑗)d𝜉 i

̃︀Φ𝑗(𝑥, 𝑡, 𝜆) = ̃︀Φ0
𝑗(𝑥, 𝑡, 𝜆)e

i𝑘𝑗(𝜆)

2

∫︀ 𝑥

(−1)𝑗∞(𝑚(𝜉,𝑡)−𝐴𝑗)d𝜉𝜎3,

перейшовши до границь 𝑥→ (−1)𝑗∞, отримуємо 𝐶𝑗(𝜆) = 𝐼.
Зауважимо, що 𝑈̂ 0

𝑗 (𝑥, 𝑡, 0) ≡ 0; тодi з (4.83) випливає, що ̃︀Φ0
𝑗(𝑥, 𝑡, 0) ≡

𝐼, а отже ̃︀Φ𝑗(𝑥, 𝑡, 0) = e
− 1

2𝐴𝑗

∫︀ 𝑥

(−1)𝑗∞(𝑚(𝜉,𝑡)−𝐴𝑗)d𝜉𝜎3. Поєднавши це з 𝐷−1𝑗 (0) =(︃
0 𝑖

𝑖 0

)︃
, отримуємо

(𝐷−1𝑗
̃︀Φ𝑗)(𝑥, 𝑡, 0) = i

(︃
0 e

1
2𝐴𝑗

∫︀ 𝑥

(−1)𝑗∞(𝑚(𝜉,𝑡)−𝐴𝑗)d𝜉

e
− 1

2𝐴𝑗

∫︀ 𝑥

(−1)𝑗∞(𝑚(𝜉,𝑡)−𝐴𝑗)d𝜉 0

)︃
Отже,

𝑠11(0) = e−
1

2𝐴1

∫︀ 𝑥

−∞(𝑚(𝜉,𝑡)−𝐴1)d𝜉− 1
2𝐴2

∫︀∞
𝑥

(𝑚(𝜉,𝑡)−𝐴2)d𝜉

(звiдки 𝑠11(0) ̸= 0) та

𝑀(𝑥, 𝑡, 0) = i

(︃
0 e−

1
2𝐴2

∫︀∞
𝑥

(𝑚(𝜉,𝑡)−𝐴2)d𝜉

e
1

2𝐴2

∫︀∞
𝑥

(𝑚(𝜉,𝑡)−𝐴2)d𝜉 0

)︃
. (4.85)

Зауваження 4.3.12. Розглядаючи 𝑀(𝑥, 𝑡, 𝜆) як розв’язок задачi РГ у роз-
дiлi 4.3.1, незалежно отримуємо, що матрична структура 𝑀(𝑥, 𝑡, 0) має
вигляд як у (4.85), тобто,

𝑀(𝑥, 𝑡, 0) = i

(︃
0 𝑎1(𝑥, 𝑡)

𝑎−11 (𝑥, 𝑡) 0

)︃
(4.86)

з деяким 𝑎(𝑥, 𝑡) ∈ R. Це випливає з властивостей симетрiї (4.79а) розв’язку,
враховуючи, що det𝑀 ≡ 1 (за умови, що розв’язок є єдиним).
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Тепер покажемо, що для того, щоб отримати розв’язок рiвняння мКХ з
розв’язку пов’язаної з ним задачi РГ, необхiдно знайти наступний член у
розвиненнi 𝑀(𝑥, 𝑡, 𝜆) при 𝜆 = 0.

Спочатку, розклавши 𝐷−1𝑗 (𝜆) в околi 0, маємо

𝐷−1𝑗 (𝜆) =

(︃
0 𝑖

𝑖 0

)︃
+ 𝜆

(︃
i
𝐴𝑗

2 0

0 i
𝐴𝑗

2

)︃
+ O(𝜆2).

З iншого боку, e
i𝑘𝑗(𝜆)

2

∫︀ 𝑥

(−1)𝑗∞(𝑚(𝜉,𝑡)−𝐴𝑗)d𝜉𝜎3 = e
− 1

2𝐴𝑗

∫︀ 𝑥

(−1)𝑗∞(𝑚(𝜉,𝑡)−𝐴𝑗)d𝜉𝜎3+O(𝜆2), 𝜆→
0. Тодi, розклавши ̃︀Φ0

𝑗(𝑥, 𝑡, 𝜆) в 0 за допомогою ряду Неймана, маємо

̃︀Φ0
𝑗(𝑥, 𝑡, 𝜆) = 𝐼 + 𝜆

(︃
0 −

∫︀ 𝑥

(−1)𝑗∞ 𝑒
𝑥−𝜉 𝑚−𝐴𝑗

2 d𝜉∫︀ 𝑥

(−1)𝑗∞ 𝑒
−(𝑥−𝜉)𝑚−𝐴𝑗

2 d𝜉 0

)︃
+ O(𝜆2).

Зокрема,

𝑠11(𝜆) = e−
1

2𝐴1

∫︀ 𝑥

−∞(𝑚(𝜉,𝑡)−𝐴1)d𝜉− 1
2𝐴2

∫︀∞
𝑥

(𝑚(𝜉,𝑡)−𝐴2)d𝜉 + O(𝜆2).

Нарештi, маємо

𝑀(𝑥, 𝑡, 𝜆) = i

(︃
0 𝑎1(𝑥, 𝑡)

𝑎−11 (𝑥, 𝑡) 0

)︃
+ i𝜆

(︃
𝑎2(𝑥, 𝑡) 0

0 𝑎3(𝑥, 𝑡)

)︃
+ O(𝜆2), (4.87)

де

𝑎1(𝑥, 𝑡) = e−
1

2𝐴2

∫︀∞
𝑥

(𝑚(𝜉,𝑡)−𝐴2)d𝜉, (4.88а)

𝑎2(𝑥, 𝑡) = (

∫︁ 𝑥

−∞
𝑒−(𝑥−𝜉)

𝑚− 𝐴1

2
d𝜉 +

𝐴1

2
)e

1
2𝐴2

∫︀∞
𝑥

(𝑚(𝜉,𝑡)−𝐴2)d𝜉, (4.88б)

𝑎3(𝑥, 𝑡) = (

∫︁ ∞
𝑥

𝑒(𝑥−𝜉)
𝑚− 𝐴2

2
d𝜉 +

𝐴2

2
)e−

1
2𝐴2

∫︀∞
𝑥

(𝑚(𝜉,𝑡)−𝐴2)d𝜉. (4.88в)

Зауважимо, що матрична структура членiв у правiй частинi (4.87) узго-
джується з властивостями симетрiї (4.79а) 𝑀 .

Твердження 4.3.13. 𝑢(𝑥, 𝑡) та 𝑢𝑥(𝑥, 𝑡) можна алгебраїчно виразити че-
рез коефiцiєнти 𝑎𝑗(𝑥, 𝑡), 𝑗 = 1, 3 у розвиненнi 𝑀(𝑥, 𝑡, 𝜆) (4.87) таким чи-
ном:

𝑢(𝑥, 𝑡) = 𝑎1(𝑥, 𝑡)𝑎2(𝑥, 𝑡) + 𝑎−11 (𝑥, 𝑡)𝑎3(𝑥, 𝑡), (4.89а)

𝑢𝑥(𝑥, 𝑡) = −𝑎1(𝑥, 𝑡)𝑎2(𝑥, 𝑡) + 𝑎−11 (𝑥, 𝑡)𝑎3(𝑥, 𝑡). (4.89б)
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Доведення. Введемо 𝑣(𝑥, 𝑡) := 𝑎1(𝑥, 𝑡)𝑎2(𝑥, 𝑡) + 𝑎−11 (𝑥, 𝑡)𝑎3(𝑥, 𝑡). Використо-
вуючи (4.88) маємо:

𝑣(𝑥, 𝑡) =
𝐴1 + 𝐴2

2
+

∫︁ 𝑥

−∞
𝑒−(𝑥−𝜉)

𝑚− 𝐴1

2
d𝜉 +

∫︁ ∞
𝑥

𝑒(𝑥−𝜉)
𝑚− 𝐴2

2
d𝜉 (4.90)

i, диференцiюючи вiдносно 𝑥,

𝑣𝑥(𝑥, 𝑡) =
𝐴2 − 𝐴1

2
−
∫︁ 𝑥

−∞
𝑒−(𝑥−𝜉)

𝑚− 𝐴1

2
d𝜉 +

∫︁ ∞
𝑥

𝑒(𝑥−𝜉)
𝑚− 𝐴2

2
d𝜉. (4.91)

Оскiльки ми припустили, що lim𝑥→(−1)𝑗∞𝑚(𝑥, 𝑡) = 𝐴𝑖, то з (4.90) випливає,
що 𝑣 − 𝑣𝑥𝑥 = 𝑚 i що

lim
𝑥→(−1)𝑗∞

𝑣(𝑥, 𝑡) = 𝐴𝑖, lim
𝑥→(−1)𝑖∞

𝑣𝑥(𝑥, 𝑡) = 0;

Таким чином, 𝑣 ≡ 𝑢. Наостанок зауважимо, що вираз у правiй частинi
(4.91) можна записати як праву частину (4.89б) з урахуванням (4.88).

4.3.3 Задача RH у координатах (𝑦, 𝑡)

Як ми вже згадували, умова стрибка (4.67) включає не тiльки функцiї роз-
сiювання, якi однозначно визначаються початковими даними задачi (4.1),
але й сам розв’язок, через 𝑚(𝑥, 𝑡), який входить у визначення 𝑝2(𝑥, 𝑡, 𝜆)

(4.13б). Для того, щоб данi для задачi РГ явно визначалися лише початко-
вими даними, введемо нову просторову змiнну 𝑦(𝑥, 𝑡):

𝑦(𝑥, 𝑡) = 𝑥− 1

𝐴2

∫︁ +∞

𝑥

(𝑚(𝜉, 𝑡)− 𝐴2)d𝜉 − 𝐴2
2𝑡, (4.92)

Тодi, якщо ввести функцiю 𝑀̂(𝑦, 𝑡, 𝜆) так, що 𝑀(𝑥, 𝑡, 𝜆) = 𝑀̂(𝑦(𝑥, 𝑡), 𝑡, 𝜆),
то залежнiсть матрицi стрибка в (4.67) вiд 𝑦 i 𝑡 як параметрiв стає явною:
умова стрибка для 𝑀̂(𝑦, 𝑡, 𝜆) має вигляд

𝑀̂+(𝑦, 𝑡, 𝜆) = 𝑀̂−(𝑦, 𝑡, 𝜆)𝐽(𝑦, 𝑡, 𝜆), 𝜆 ∈ Σ̇1 ∪ Σ̇0. (4.93а)

Тут

𝐽(𝑦, 𝑡, 𝜆) :=

(︃
0 i

i 0

)︃(︃
e−𝑝2(𝑦,𝑡,𝜆+) 0

0 e𝑝2(𝑦,𝑡,𝜆+)

)︃
𝐽0(𝜆)

(︃
e𝑝2(𝑦,𝑡,𝜆+) 0

0 e−𝑝2(𝑦,𝑡,𝜆+)

)︃
,

(4.93б)
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де 𝐽0(𝜆) визначено через (4.67б), а функцiя 𝑝2 заданється явно в термiнах
𝑦 та 𝑡:

𝑝2(𝑦, 𝑡, 𝜆) :=
i𝐴2𝑘2(𝜆)

2

(︂
𝑦 − 2𝑡

𝜆2

)︂
. (4.93в)

Вiдповiдно, с умови на лишки (4.78) також стають явними в термiнах 𝑦
та 𝑡:

Res±𝜆𝑘
𝑀̂ (1)(𝑦, 𝑡, 𝜆) = 𝜅𝑘e

2𝑝2(𝑦,𝑡,𝜆𝑘)𝑀̂ (2)(𝑦, 𝑡,±𝜆𝑘), (4.94)

де 𝜅𝑘 = 𝑏𝑘
𝑠′11(𝜆𝑘)

.
Помiтивши, що умова нормування (4.71) та умови сингулярностi при

𝜆 = ± 1
𝐴𝑗

виконуються в нових координатах (𝑦, 𝑡), приходимо до основної
задачi РГ, що характеризує задачу (4.1а).

Основна задача РГ. Задано 𝜌(𝜆) для 𝜆 ∈ Σ̇1 ∪ Σ̇0 та {𝜆𝑘, 𝜅𝑘}𝑁1 з 𝜆𝑘 ∈
(0, 1

𝐴2
) та 𝜅𝑘 ∈ R∖{0}, якi пов’язанi з початковими даними 𝑢0(𝑥) у (4.1); зна-

йти кусково (вiдносно Σ̇2) мероморфну, 2×2-матричну функцiю 𝑀̂(𝑦, 𝑡, 𝜆),
що задовольняє такi умови:

• Умову стрибка (4.93) на Σ̇1 ∪ Σ̇0 (де 𝐽0(𝜆) визначена у (4.67б)).

• Умови на лишки (4.94).

• Умову нормування:

𝑀̂(𝑦, 𝑡, 𝜆) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

√︁
1
2

⎛⎝−1 i

i −1

⎞⎠+ O( 1𝜆), 𝜆→∞, 𝜆 ∈ C+,

√︁
1
2

⎛⎝1 i

i 1

⎞⎠+ O( 1𝜆), 𝜆→∞, 𝜆 ∈ C−.

(4.95)

• Умови сингулярностi: сингулярностi 𝑀̂(𝑦, 𝑡, 𝜆) у точках ± 1
𝐴𝑗

мають по-
рядок, не бiльший за 1

4 .

Аналiзуючи розв’язок цiєї задачi при 𝜆→ 0, можна зобразити розв’язок
𝑢 початкової задачi (4.1) у параметричнiй формi, див. нижче. Щодо даних
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задачi РГ, то матриця розсiювання 𝑠(𝜆) (а отже, 𝑠11(𝜆), 𝑠21(𝜆) i 𝜌(𝜆)), а
також дискретнi данi {𝜆𝑘, 𝜅𝑘}𝑛1 , визначаються через 𝑢0(𝑥) за допомогою
розв’язкiв рiвнянь (4.16), розглянутих при 𝑡 = 0.

Єдинiсть розв’язку основної задачi РГ слiдує зi стандартних аргументiв,
що ґрунтуються на застосуваннi теореми Лiувiлля до вiдношення 𝑀̂1(𝑀̂2)

−1

двох довiльних розв’язкiв 𝑀̂1 та 𝑀̂2. Зокрема, умова сингулярностi озна-
чає, що можливi сингулярностi з 𝑀̂1(𝑀̂2)

−1 мають порядок не бiльший за
1/2 i, тим самим, цi сингулярностi, будучи iзольованими, є усувними.

З єдиностi, зокрема, випливають симетрiї

𝑀̂(−𝜆) = −𝜎3𝑀̂(𝜆)𝜎3, 𝑀̂(𝜆) = −𝑀(𝜆), 𝜆 ∈ C ∖ Σ2, (4.96а)

𝑀̂((−𝜆)−) = −𝜎3𝑀̂(𝜆+)𝜎3, 𝑀̂(𝜆−) = −𝑀̂(𝜆+), 𝜆 ∈ Σ̇1. (4.96б)

де 𝑀̂(𝜆) ≡ 𝑀̂(𝑦, 𝑡, 𝜆), що випливає з вiдповiдних симетрiй 𝐽(𝑦, 𝑡, 𝜆).

4.3.4 Отримання 𝑢(𝑥, 𝑡) з розв’язку основної задачi РГ

Порiвнюючи задачу РГ (4.67), (4.71), (4.78), параметризовану за допомогою
𝑥 та 𝑡, iз задачею РГ (4.93)–(4.95), параметризованою 𝑦 та 𝑡, i використо-
вуючи (4.88)–(4.92), отримуємо наш основний результат про зображення
розв’язку задачi (4.1).

Теорема 4.3.14. Нехай 𝑢(𝑥, 𝑡) є розв’язком задачi Кошi (4.1) i нехай
𝑀̂(𝑦, 𝑡, 𝑥) є розв’язком задачi РГ (4.93)–(4.95), данi для якої визначаються
початковою умовою 𝑢0(𝑥) задачi (4.1). Розглянемо розвинення 𝑀̂(𝑦, 𝑡, 𝑥)

коли 𝜆→ 0:

𝑀̂(𝑦, 𝑡, 𝜆) = i

(︃
0 𝑎̂1(𝑦, 𝑡)

𝑎̂−11 (𝑦, 𝑡) 0

)︃
+ i𝜆

(︃
𝑎̂2(𝑦, 𝑡) 0

0 𝑎̂3(𝑦, 𝑡)

)︃
+ O(𝜆2). (4.97)

Тодi 𝑢(𝑥, 𝑡) можна виразити, у параметричнiй формi, у термiнах фун-
кцiй 𝑎̂𝑗(𝑦, 𝑡), 𝑗 = 1, 2, 3: 𝑢(𝑥, 𝑡) = 𝑢̂(𝑦(𝑥, 𝑡), 𝑡), де

𝑢̂(𝑦, 𝑡) = 𝑎̂1(𝑦, 𝑡)𝑎̂2(𝑦, 𝑡) + 𝑎̂−11 (𝑦, 𝑡)𝑎̂3(𝑦, 𝑡), (4.98а)

𝑥(𝑦, 𝑡) = 𝑦 − 2 ln 𝑎̂1(𝑦, 𝑡) + 𝐴2
2𝑡. (4.98б)
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Крiм того, 𝑢̂𝑥(𝑦, 𝑡) також можна алгебраїчно виразити через 𝑎̂𝑗(𝑦, 𝑡),
𝑗 = 1, 2, 3: 𝑢𝑥(𝑥, 𝑡) = 𝑢̂𝑥(𝑦(𝑥, 𝑡), 𝑡), де

𝑢̂𝑥(𝑦, 𝑡) = −𝑎̂1(𝑦, 𝑡)𝑎̂2(𝑦, 𝑡) + 𝑎̂−11 (𝑦, 𝑡)𝑎̂3(𝑦, 𝑡). (4.98в)

Зазначимо, що 𝑢̂𝑥(𝑦, 𝑡) можна виразити лише через перший член у (4.97).
Цiна, яку доводиться платити, полягає у тому, що цей вираз включає по-
хiднi цього члена.

Твердження 4.3.15. Похiдна 𝑥 вiд розв’язку 𝑢(𝑥, 𝑡) задачi Кошi (4.1) має
параметричне представлення

𝑢̂𝑥(𝑦, 𝑡) = − 1

𝐴2
𝜕𝑡𝑦 ln 𝑎̂1(𝑦, 𝑡), (4.99а)

𝑥(𝑦, 𝑡) = 𝑦 − 2 ln 𝑎̂1(𝑦, 𝑡) + 𝐴2
2𝑡. (4.99б)

Доведення. Диференцiювання тотожностi 𝑥(𝑦(𝑥, 𝑡), 𝑡) = 𝑥 вiдносно 𝑡 дає

0 =
𝑑

𝑑𝑡
(𝑥(𝑦(𝑥, 𝑡), 𝑡)) = 𝑥𝑦(𝑦, 𝑡)𝑦𝑡(𝑥, 𝑡) + 𝑥𝑡(𝑦, 𝑡). (4.100)

З (4.92) випливає, що

𝑥𝑦(𝑦, 𝑡) =
𝐴2

𝑚̂(𝑦, 𝑡)
, (4.101)

де 𝑚̂(𝑦, 𝑡) = 𝑚(𝑥(𝑦, 𝑡), 𝑡), i

𝑦𝑡(𝑥, 𝑡) = − 1

𝐴2
(𝑢2 − 𝑢2𝑥)𝑚.

Пiдставивши це i (4.101) у (4.100), отримуємо

𝑥𝑡(𝑦, 𝑡) = 𝑢̂2(𝑦, 𝑡)− 𝑢̂2𝑥(𝑦, 𝑡). (4.102)

Далi, диференцiюючи (4.102) вiдносно 𝑦, отримуємо

𝑥𝑡𝑦(𝑦, 𝑡) = (𝑢̂2(𝑦, 𝑡)− 𝑢̂2𝑥(𝑦, 𝑡))𝑥𝑥𝑦(𝑦, 𝑡) = 2𝐴2𝑢̂𝑥(𝑦, 𝑡), (4.103)

звiдки

𝑢𝑥(𝑥(𝑦, 𝑡), 𝑡) ≡ 𝑢̂𝑥(𝑦, 𝑡) =
1

2𝐴2
𝜕𝑡𝑦𝑥(𝑦, 𝑡) = − 1

𝐴2
𝜕𝑡𝑦 ln 𝑎̂1(𝑦, 𝑡).
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4.4 Випадок 𝐴2 < 𝐴1

Зауважимо, що у цьому випадку Σ2 ⊂ Σ1 i Σ0 = [− 1
𝐴2
,− 1

𝐴1
] ∪ [ 1

𝐴1
, 1
𝐴2

].
Визначимо Φ𝑖 та Φ̃𝑖 як у (4.19) та (4.17), i введемо матрицi розсiювання

𝑠(𝜆±), цього разу для 𝜆 ∈ Σ̇2, як матрицi, що пов’язують Φ1 i Φ2 (для
стислостi залишимо для них тi самi позначення 𝑠):

Φ1(𝑥, 𝑡, 𝜆±) = Φ2(𝑥, 𝑡, 𝜆±)𝑠(𝜆±), 𝜆 ∈ Σ̇2 (4.104а)

з det 𝑠(𝜆±) = 1. У свою чергу, Φ̃1 та Φ̃2 пов’язанi спiввiдношенням

𝐷−11 (𝜆±)Φ̃1(𝑥, 𝑡, 𝜆±) = 𝐷−12 (𝜆±)Φ̃2(𝑥, 𝑡, 𝜆±)e−𝑄2(𝑥,𝑡,𝜆±)𝑠(𝜆+)e𝑄1(𝑥,𝑡,𝜆±), 𝜆 ∈ Σ̇2.

(4.105а)

Коефiцiєнти розсiювання 𝑠𝑖𝑗 можна виразити як у (4.24). Однак у цьому
випадку (4.24а) означає, що 𝑠11(𝜆) можна аналiтично продовжити у C ∖Σ1

i визначити на верхнiй та нижнiй сторонах Σ̇1. Оскiльки Φ
(2)
2 аналiтична

в C ∖ Σ2 i Φ
(2)
1 визначена на верхнiй i нижнiй частинах Σ1, 𝑠12(𝜆) можна

продовжити за допомогою (4.24в) на нижню i верхню сторони Σ̇1. Таким
чином, такi спiввiдношення виконуються i для Σ̇0:

Φ
(2)
2 (𝑥, 𝑡, 𝜆±) = 𝑠11(𝜆±)Φ

(2)
1 (𝑥, 𝑡, 𝜆±)− 𝑠12(𝜆±)Φ

(1)
1 (𝑥, 𝑡, 𝜆±), 𝜆 ∈ Σ̇0.

(4.106а)

i, вiдповiдно,

(𝐷−1
2 Φ

(2)
2 )(𝑥, 𝑡, 𝜆±) = 𝑠11(𝑥, 𝑡, 𝜆±)(𝐷

−1
1 Φ

(2)
1 )(𝑥, 𝑡, 𝜆±)− 𝑠12(𝑥, 𝑡, 𝜆±)(𝐷

−1
1 Φ

(1)
1 )(𝑥, 𝑡, 𝜆±), 𝜆 ∈ Σ̇0,

(4.107а)

де 𝑠(𝑥, 𝑡, 𝜆±) := e−𝑄2(𝑥,𝑡,𝜆±)𝑠(𝜆±)e𝑄1(𝑥,𝑡,𝜆±).

4.4.1 Симетрiї

Симетрiї подiбнi до випадку 𝐴1 < 𝐴2. Зокрема,

(1)
|𝑠11(𝜆+)|2 − |𝑠12(𝜆+)|2 = 1, 𝜆 ∈ Σ̇2. (4.108)
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(2) ⃒⃒𝑠12(𝜆+)

𝑠11(𝜆+)

⃒⃒
≤ 1, 𝜆 ∈ Σ̇2 (4.109)

(3)

𝑠11(𝜆+) = 𝑠22(𝜆−), 𝜆 ∈ Σ̇2, (4.110а)

𝑠11(𝜆+) = i𝑠12(𝜆−), 𝜆 ∈ Σ̇0, (4.110б)

𝑠11(𝜆−) = −i𝑠12(𝜆+), 𝜆 ∈ Σ̇0. (4.110в)

(4) ⃒⃒𝑠12(𝜆+)

𝑠11(𝜆+)

⃒⃒
= 1, 𝜆 ∈ Σ̇0 (4.111)

(5)
(𝐷−1𝑗 Φ̃𝑗)((−𝜆)−) = −𝜎3(𝐷−1𝑗 Φ̃𝑗)(𝜆+)𝜎3, 𝜆+ ∈ Σ̇𝑗. (4.112)

(6)
(𝐷−1𝑗 Φ̃

(𝑗)
𝑗 )(𝜆) = −(𝐷−1𝑗 Φ̃

(𝑗)
𝑗 )(𝜆), 𝜆 ∈ C ∖ Σ𝑗, (4.113)

(7)

(𝐷−11 Φ̃
(1)
1 )(−𝜆) = −𝜎3(𝐷−11 Φ̃

(1)
1 )(𝜆), 𝜆 ∈ C ∖ Σ1, (4.114а)

(𝐷−12 Φ̃
(2)
2 )(−𝜆) = 𝜎3(𝐷

−1
2 Φ̃

(2)
2 )(𝜆), 𝜆 ∈ C ∖ Σ2. (4.114б)

(8)

𝐷−1𝑗 (𝜆−)Φ̃
(𝑗)
𝑗 (𝜆−) = (−i𝐷−1𝑗 (𝜆+)Φ̃𝑗(𝜆+)𝜎1)

(𝑗), 𝜆 ∈ Σ̇2, (4.115а)

𝐷−11 (𝜆−)Φ̃
(1)
1 (𝜆−) = (−i𝐷−11 (𝜆+)Φ̃1(𝜆+)𝜎1)

(1), 𝜆 ∈ Σ̇0, (4.115б)

𝐷−12 (𝜆−)Φ̃
(2)
2 (𝜆−) = 𝐷−12 (𝜆+)Φ̃

(2)
2 (𝜆+), 𝜆 ∈ Σ̇0. (4.115в)

4.4.2 Дискретний спектр

Аналогiчно випадку 𝐴1 < 𝐴2, можна показати, що дискретний спектр ле-
жить на (− 1

𝐴1
, 1
𝐴1

) (припускаючи, що в точках розгалуження не виникають
спектральнi сингулярностi).
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4.4.3 Задача РГ з параметрами (𝑥, 𝑡)

Позначення. У цьому випадку, зручно представити 𝜌 у виглядi

𝜌(𝜆) =
𝑠12(𝜆+)

𝑠11(𝜆+)
, 𝜆 ∈ Σ̇2 ∪ Σ̇0. (4.116)

Зауважимо, що з (4.109) та (4.111) овипливає, що

|𝜌(𝜆)| ≤ 1, 𝜆 ∈ Σ̇2, (4.117а)

|𝜌(𝜆)| = 1, 𝜆 ∈ Σ̇0. (4.117б)

Маючi на увазi аналiтичнi властивостi власних функцiй та коефiцiєнтiв
розсiювання, введемо матричну функцiю

𝑁(𝑥, 𝑡, 𝜆) =

(︃
(𝐷−11 Φ̃

(1)
1 )(𝑥, 𝑡, 𝜆),

(𝐷−12 Φ̃
(2)
2 )(𝑥, 𝑡, 𝜆)

𝑠11(𝜆)e𝑝1(𝑥,𝑡,𝜆)−𝑝2(𝑥,𝑡,𝜆)

)︃
, 𝜆 ∈ C ∖ Σ2,

(4.118)
мероморфну в C ∖ Σ2, де 𝑝𝑗, 𝑗 = 1, 2, визначено у (4.13б).

Оскiльки 𝐷−1𝑗 (𝜆)Φ̃𝑗(𝑥, 𝑡, 𝜆) = Φ𝑗(𝑥, 𝑡, 𝜆)e𝑄𝑗(𝑥,𝑡,𝜆), 𝑁(𝑥, 𝑡, 𝜆) можна запи-
сати як

𝑁(𝑥, 𝑡, 𝜆) =

(︃
Φ

(1)
1 (𝑥, 𝑡, 𝜆),

Φ
(2)
2 (𝑥, 𝑡, 𝜆)

𝑠11(𝜆)

)︃
e𝑝1(𝑥,𝑡,𝜆)𝜎3.

Продовжуючи як у випадку 𝐴1 < 𝐴2, можна зробити висновок, що
𝑁(𝑥, 𝑡, 𝜆) характеризується як розв’язок такої задачi Рiмана–Гiльберта:

Знайти 2×2 мероморфну матрицю 𝑁(𝑥, 𝑡, 𝜆), яка задовольняє такi умо-
ви:

• Умову стрибка

𝑁+(𝑥, 𝑡, 𝜆) = 𝑁−(𝑥, 𝑡, 𝜆)𝐺(𝑥, 𝑡, 𝜆), 𝜆 ∈ Σ̇2 ∪ Σ̇0, (4.119а)

де

𝐺(𝑥, 𝑡, 𝜆) =

(︃
0 i

i 0

)︃(︃
e−𝑝1(𝜆+) 0

0 e𝑝1(𝜆+)

)︃
𝐺0(𝜆)

(︃
e𝑝1(𝜆+) 0

0 e−𝑝1(𝜆+)

)︃
(4.119б)
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i

𝐺0(𝜆) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

⎛⎝ 1 −𝜌(𝜆)

𝜌(𝜆) 1− |𝜌(𝜆)|2

⎞⎠ , 𝜆 ∈ Σ̇2,⎛⎝ 1 −𝜌(𝜆)

1
𝜌(𝜆) 0

⎞⎠ , 𝜆 ∈ Σ̇0.

(4.119в)

• Умову нормування:

𝑁(𝑥, 𝑡, 𝜆) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

√︁
1
2

⎛⎝−1 i

i −1

⎞⎠+ O( 1𝜆), 𝜆→∞, 𝜆 ∈ C+,

√︁
1
2

⎛⎝1 i

i 1

⎞⎠+ O( 1𝜆), 𝜆→∞, 𝜆 ∈ C−,

(4.120)

• Умови сингулярностi : сингулярностi 𝑁(𝑥, 𝑡, 𝜆) при ± 1
𝐴𝑗

мають порядок
не бiльший за 1

4 .

• Умови на лишки (якщо є):𝑁 (2)(𝑥, 𝑡, 𝜆) має простi полюси у точках {𝜆̌𝑘,−𝜆̌𝑘}𝑁̌1 ,
причому лишки задовольняють рiвняння

Res±𝜆̌𝑘
𝑁 (2)(𝑥, 𝑡, 𝜆) = 𝜅̌𝑘e

−2𝑝1(𝜆̌𝑘)𝑁 (2)(𝑥, 𝑡,±𝜆̌𝑘), (4.121)

де {𝜆̌𝑘, 𝜅̌𝑘}𝑁̌1 такi, що 𝜆̌𝑘 ∈ (0, 1
𝐴1

) та 𝜅̌𝑘 ∈ R ∖ {0}, є заданими.

Зауваження 4.4.1. Розв’язок наведеної вище задачi РГ, якщо вiн iснує, має
такi властивостi:

1. det𝑁 ≡ 1.

2. Симетрiї :

𝑁(−𝜆) = −𝜎3𝑁(𝜆)𝜎3, 𝑁(𝜆) = −𝑁(𝜆), 𝜆 ∈ C ∖ Σ1,

(4.122а)

𝑁((−𝜆)−) = −𝜎3𝑁(𝜆+)𝜎3, 𝑁(𝜆−) = −𝑁(𝜆+), 𝜆 ∈ Σ̇2.

(4.122б)

де 𝑁(𝜆) ≡ 𝑁(𝑥, 𝑡, 𝜆) (випливає з вiдповiдних симетрiй матрицi стриб-
кiв та умов на лишки, припускаючи єдинiсть розв’язку).
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4.4.4 Власнi функцiї в околi 𝜆 = 0

Ввiвши Φ̃0,𝑗 як у (4.83) i продовжуючи мiркування як у випадку 𝐴1 < 𝐴2,
отримуємо таке розвинення 𝑁(𝑥, 𝑡, 𝜆) в околi 𝜆 = 0:

𝑁(𝑥, 𝑡, 𝜆) = i

(︃
0 𝑏1(𝑥, 𝑡)

𝑏−11 (𝑥, 𝑡) 0

)︃
+ i𝜆

(︃
𝑏2(𝑥, 𝑡) 0

0 𝑏3(𝑥, 𝑡)

)︃
+ O(𝜆2), (4.123)

де

𝑏1(𝑥, 𝑡) = e
1

2𝐴1

∫︀ 𝑥

−∞(𝑚(𝜉,𝑡)−𝐴1)d𝜉, (4.124а)

𝑏2(𝑥, 𝑡) = (

∫︁ 𝑥

−∞
𝑒−(𝑥−𝜉)

𝑚− 𝐴1

2
d𝜉 +

𝐴1

2
)e−

1
2𝐴1

∫︀ 𝑥

−∞(𝑚(𝜉,𝑡)−𝐴1)d𝜉, (4.124б)

𝑏3(𝑥, 𝑡) = (

∫︁ ∞
𝑥

𝑒(𝑥−𝜉)
𝑚− 𝐴2

2
d𝜉 +

𝐴2

2
)e

1
2𝐴1

∫︀ 𝑥

−∞(𝑚(𝜉,𝑡)−𝐴1)d𝜉. (4.124в)

Твердження 4.4.2. 𝑢(𝑥, 𝑡) та 𝑢𝑥(𝑥, 𝑡) можна алгебраїчно виразити через
коефiцiєнти 𝑏𝑗(𝑥, 𝑡), 𝑗 = 1, 3 у розвиненнi (4.123) 𝑁(𝑥, 𝑡, 𝜆) таким чином:

𝑢(𝑥, 𝑡) = 𝑏1(𝑥, 𝑡)𝑏2(𝑥, 𝑡) + 𝑏−11 (𝑥, 𝑡)𝑏3(𝑥, 𝑡), (4.125а)

𝑢𝑥(𝑥, 𝑡) = −𝑏1(𝑥, 𝑡)𝑏2(𝑥, 𝑡) + 𝑏−11 (𝑥, 𝑡)𝑏3(𝑥, 𝑡). (4.125б)

4.4.5 Задача РГ у координатах (𝑦, 𝑡)

Введемо нову просторову змiнну 𝑦(𝑥, 𝑡) за допомогою

𝑦(𝑥, 𝑡) = 𝑥+
1

𝐴1

∫︁ 𝑥

−∞
(𝑚(𝜉, 𝑡)− 𝐴1)d𝜉 − 𝐴2

1𝑡 (4.126)

i введемо 𝑁̂(𝑦, 𝑡, 𝜆) так, що 𝑁(𝑥, 𝑡, 𝜆) = 𝑁̂(𝑦(𝑥, 𝑡), 𝑡, 𝜆). Тодi умова стрибка
(4.119а) набуває вигляду

𝑁̂+(𝑦, 𝑡, 𝜆) = 𝑁̂−(𝑦, 𝑡, 𝜆)𝐺̂(𝑦, 𝑡, 𝜆), 𝜆 ∈ Σ̇2 ∪ Σ̇0, (4.127а)

де

𝐺̂(𝑦, 𝑡, 𝜆) :=

(︃
0 i

i 0

)︃(︃
e−𝑝1(𝑦,𝑡,𝜆+) 0

0 e𝑝1(𝑦,𝑡,𝜆+)

)︃
𝐺0(𝜆)

(︃
e𝑝1(𝑦,𝑡,𝜆+) 0

0 e−𝑝1(𝑦,𝑡,𝜆+)

)︃
,

(4.127б)
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𝐺0(𝜆) задано у (4.119в),

𝑝1(𝑦, 𝑡, 𝜆) :=
i𝐴1𝑘1(𝜆)

2

(︂
𝑦 − 2𝑡

𝜆2

)︂
. (4.127в)

Таким чином, 𝐺(𝑥, 𝑡, 𝜆) = 𝐺̂(𝑦(𝑥, 𝑡), 𝑡, 𝜆) i 𝑝1(𝑥, 𝑡, 𝜆) = 𝑝1(𝑦(𝑥, 𝑡), 𝑡, 𝜆), де
стрибок 𝐺(𝑥, 𝑡, 𝜆) та фаза 𝑝1(𝑥, 𝑡, 𝜆) визначаються через (4.119б) та (4.13б)
вiдповiдно.

Вiдповiдно, умови на лишки (4.121) набувають вигляду

Res±𝜆̌𝑘
𝑁̂ (2)(𝑦, 𝑡, 𝜆) = 𝜅̌𝑘e

−2𝑝1(𝑦,𝑡,𝜆𝑘)𝑁̂ (1)(𝑦, 𝑡,±𝜆̌𝑘), (4.128)

де 𝜅̌𝑘 = 1
𝑏̌𝑘𝑠′11(𝜆̌𝑘)

.
Зауваживши, що умова нормування (4.120), симетрiї (4.122) та умови

сингулярностi при 𝜆 = ± 1
𝐴𝑗

виконуються в нових координатах (𝑦, 𝑡), при-
ходимо до основної задачi РГ.

Основна задача РГ. За даними 𝜌(𝜆) для 𝜆 ∈ Σ̇2 ∪ Σ̇0, i {𝜆̌𝑘, 𝜅̌𝑘}𝑁̌1 , де
𝜆̌𝑘 ∈ (0, 1

𝐴1
) та 𝜅̌𝑘 ∈ R ∖ {0}, якi пов’язанi з початковими даними 𝑢0(𝑥) у

(4.1), знайти кусково (вiдносно Σ̇1) мероморфну, 2× 2-матричну функцiю
𝑁̂(𝑦, 𝑡, 𝜆), яка задовольняє такi умови:

• Умову стрибка (4.127) на Σ̇2 ∪ Σ̇0 (з 𝐺0(𝜆), що визначено у (4.119в)).

• Умови на лишки (4.128).

• Умову нормування:

𝑁̂(𝑦, 𝑡, 𝜆) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

√︁
1
2

⎛⎝−1 i

i −1

⎞⎠+ O( 1𝜆), 𝜆→∞, 𝜆 ∈ C+,

√︁
1
2

⎛⎝1 i

i 1

⎞⎠+ O( 1𝜆), 𝜆→∞, 𝜆 ∈ C−.

(4.129)

• Умови сингулярностi : 𝑁̂(𝑦, 𝑡, 𝜆) може мати сингулярностi при ± 1
𝐴𝑗

по-
рядку 1

4 .
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• Симетрiї :

𝑁̂(−𝜆) = −𝜎3𝑁̂(𝜆)𝜎3, 𝑁̂(𝜆) = −𝑁(𝜆), 𝜆 ∈ C ∖ Σ2, (4.130а)

𝑁̂((−𝜆)−) = −𝜎3𝑁̂(𝜆+)𝜎3, 𝑁̂(𝜆−) = −𝑁̂(𝜆+), 𝜆 ∈ Σ̇1. (4.130б)

де 𝑁̂(𝜆) ≡ 𝑁̂(𝑦, 𝑡, 𝜆).

4.4.6 Вiдновлення 𝑢(𝑥, 𝑡) з розв’язку задачi РГ

Теорема 4.4.3. Нехай 𝑢(𝑥, 𝑡) є розв’язком задачi Кошi (4.1) i нехай 𝑁̂(𝑦, 𝑡, 𝑥)

є розв’язком задачi РГ (4.127)–(4.129), данi якої визначаються 𝑢0(𝑥) з
(4.1). Нехай

𝑁̂(𝑦, 𝑡, 𝜆) = i

(︃
0 𝑏̂1(𝑦, 𝑡)

𝑏̂−11 (𝑦, 𝑡) 0

)︃
+ i𝜆

(︃
𝑏̂2(𝑦, 𝑡) 0

0 𝑏̂3(𝑦, 𝑡)

)︃
+ O(𝜆2) (4.131)

є розвиненням 𝑁̂(𝑦, 𝑡, 𝑥) при 𝜆 = 0. Тодi 𝑢(𝑥, 𝑡) можна виразити у пара-
метричнiй формi через 𝑏̂𝑗(𝑦, 𝑡), 𝑗 = 1, 2, 3: 𝑢(𝑥, 𝑡) = 𝑢̂(𝑦(𝑥, 𝑡), 𝑡), де

𝑢̂(𝑦, 𝑡) = 𝑏̂1(𝑦, 𝑡)𝑏̂2(𝑦, 𝑡) + 𝑏̂−11 (𝑦, 𝑡)𝑏̂3(𝑦, 𝑡), (4.132а)

𝑥(𝑦, 𝑡) = 𝑦 − 2 ln 𝑏̂1(𝑦, 𝑡) + 𝐴2
2𝑡. (4.132б)

Крiм того, 𝑢̂𝑥(𝑦, 𝑡) можна також алгебраїчно виразити через 𝑏̂𝑗(𝑦, 𝑡), 𝑗 =

1, 2, 3: 𝑢𝑥(𝑥, 𝑡) = 𝑢̂𝑥(𝑦(𝑥, 𝑡), 𝑡), де

𝑢̂𝑥(𝑦, 𝑡) = −𝑏̂1(𝑦, 𝑡)𝑏̂2(𝑦, 𝑡) + 𝑏̂−11 (𝑦, 𝑡)𝑏̂3(𝑦, 𝑡). (4.132в)

Твердження 4.4.4. Нехай 𝑀̂(𝑦, 𝑡, 𝜇) - розв’язок задачi РГ (4.127)–(4.130),
данi якої пов’язанi з початковими даними 𝑢0(𝑥). Визначимо 𝜇̂1(𝑦, 𝑡) :=

𝑀̂11(𝑦, 𝑡, 0) + 𝑀̂21(𝑦, 𝑡, 0) та 𝜇̂2(𝑦, 𝑡) := 𝑀̂12(𝑦, 𝑡, 0) + 𝑀̂22(𝑦, 𝑡, 0). Нехай цi
функцiї є диференцiйовними за 𝑦 i 𝑡. Тодi 𝑥-похiдна розв’язоку 𝑢(𝑥, 𝑡) за-
дачi Кошi (4.1) має параметричне пзображення

𝑢𝑥(𝑥(𝑦, 𝑡), 𝑡) =
1

2𝐴1
𝜕𝑡𝑦 ln

𝜇̂1(𝑦, 𝑡)

𝜇̂2(𝑦, 𝑡)
, (4.133а)

𝑥(𝑦, 𝑡) = 𝑦 + ln
𝜇̂1(𝑦, 𝑡)

𝜇̂2(𝑦, 𝑡)
+ 𝐴2

1𝑡. (4.133б)
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Доведення. Надалi виразимо 𝑢𝑥 через змiннi (𝑦, 𝑡). Для вираження фун-
кцiї 𝑓(𝑥, 𝑡) через (𝑦, 𝑡) будемо використовувати запис 𝑓(𝑦, 𝑡) := 𝑓(𝑥(𝑦, 𝑡), 𝑡),
наприклад,

𝑢̂(𝑦, 𝑡) := 𝑢(𝑥(𝑦, 𝑡), 𝑡), 𝑢̂𝑥(𝑦, 𝑡) := 𝑢𝑥(𝑥(𝑦, 𝑡), 𝑡), 𝑚̂(𝑦, 𝑡) := 𝑚(𝑥(𝑦, 𝑡), 𝑡).

Диференцiювання тотожностi 𝑥(𝑦(𝑥, 𝑡), 𝑡) = 𝑥 w.r.t. 𝑡 дає

𝜕𝑡 (𝑥(𝑦(𝑥, 𝑡), 𝑡)) = 𝑥𝑦(𝑦, 𝑡)𝑦𝑡(𝑥, 𝑡) + 𝑥𝑡(𝑦, 𝑡) = 0. (4.134)

З (4.126) випливає, що

𝑥𝑦(𝑦, 𝑡) =
𝐴1

𝑚̂(𝑦, 𝑡)
(4.135)

i
𝑦𝑡(𝑥, 𝑡) = − 1

𝐴1
(𝑢2 − 𝑢2𝑥)𝑚.

Пiдставивши це i (4.135) у (4.134), отримуємо

𝑥𝑡(𝑦, 𝑡) = 𝑢̂2(𝑦, 𝑡)− 𝑢̂2𝑥(𝑦, 𝑡). (4.136)

Далi, диференцiюючи (4.136) за 𝑦, отримуємо

𝑥𝑡𝑦(𝑦, 𝑡) = (𝑢̂2(𝑦, 𝑡)− 𝑢̂2𝑥(𝑦, 𝑡))𝑥𝑥𝑦(𝑦, 𝑡) = 2𝐴1𝑢̂𝑥(𝑦, 𝑡). (4.137)

Таким чином, отримуємо параметричне представлення 𝑢𝑥(𝑥, 𝑡):

𝑢𝑥(𝑥(𝑦, 𝑡), 𝑡) ≡ 𝑢̂𝑥(𝑦, 𝑡) =
1

2𝐴1
𝜕𝑡𝑦𝑥(𝑦, 𝑡),

𝑥(𝑦, 𝑡) = 𝑦 + ln
𝜇̂1(𝑦, 𝑡)

𝜇̂2(𝑦, 𝑡)
+ 𝐴2

1𝑡,

що дає (4.133).

4.5 Перспективи подальших дослiджень

Ми зосередилися на результатах зображення, припускаючи iснування розв’язку
задачi (4.1) у певних функцiональних класах. Наскiльки нам вiдомо, питан-
ня iснування залишається вiдкритим. Одним iз шляхiв до вiдповiдi на нього
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є звернення до функцiонально-аналiтичних методiв РУЧП для отримання
коректної постановки задачi (2.1) у вiдповiдних функцiональних класах.
Однак дуже мало вiдомо про випадки ненульових граничних умов, зокре-
ма, для фонiв, що мають рiзну поведiнку на рiзних нескiнченностях. Почи-
наючи з 1980-х рокiв, проблеми iснування iнтегровних нелiнiйних РУЧП
зi ступiнчастими початковими умовами розв’язували за допомогою кла-
сичного методу оберненого перетворення розсiювання [84]. Останнi дося-
гнення в цьому напрямку (у випадку рiвняння Кортевега-де Фрiза) було
висвiтлено в [62, 64, 75] (див. також [63]). Iнший спосiб показати iснува-
ння - це вивести його з формалiзму задачi РГ (див., наприклад, [69] для
випадку дефокусуючого нелiнiйного рiвняння Шредiнгера), де ключовим
моментом є встановлення iснування розв’язку пов’язаної з ним задачi РГ
та контроль його поведiнки вiдносно просторового параметра. Для рiвнянь
типу Камасси–Хольма, де формалiзм задачi РГ передбачає змiну просто-
рової змiнної, природно дослiджувати iснування розв’язку в обох коорди-
натах (𝑥, 𝑡) i (𝑦, 𝑡). Точнiше кажучи, проблема розв’язностi розпадається
на двi проблеми: (i) розв’язнiсть задачi РГ, параметризованої (𝑦, 𝑡) i (ii) бi-
єктивнiсть замiни просторової змiнної. Зокрема, можливо, що саме замiна
змiнних може бути вiдповiдальною за руйнування хвилi [30, 18].

Iншою цiкавою i важливою проблемою, яку можна розв’язати за до-
помогою розробленого пiдходу, є дослiдження поведiнки розв’язкiв задачi
Кошi (4.1) за великим часом за допомогою адаптацiї нелiнiйного методу
найшвидшого спуску.

4.6 Висновки до роздiлу 4

Представлено пiдхiд задачi Рiмана–Гiльберта для модифiкованого рiвня-
ння Камасси–Хольма на осi зi ступiнчастими граничними умовами. У за-
пропонованому формалiзмi, розрiзи 𝑘𝑗(𝜆) взято вздовж пiвпрямих Σ𝑗 (зов-
нiшнi розрiзи), що є зручним з тiєї точки зору, що розв’язок рiвняння мКХ
отримується, використовуючи розвинення розв’язку задачi РГ в точцi, що
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лежить в областi аналiтичностi. Зауважимо, що можна сформулювати за-
дачу РГ, визначивши розрiзи для 𝑘𝑗(𝜆) як вiдрiзки (− 1

𝐴𝑗
, 1
𝐴𝑗

) (внутрiшнi
розрiзи). У випадку з внутрiшнiми розрiзами, властивостi розв’язкiв Йоста
є бiльш традицiйними (два стовпчики є аналiтичними у верхнiй пiвплощи-
нi, а iншi два - у нижнiй), але, з iншого боку, можливi власнi значення
розташованi на контурi стрибка. За результатами дослiджень,

• Розроблено метод оберненої задачi розсiювання у виглядi задачi Рiмана–
Гiльберта у двох випадках: коли правий фон бiльший за лiвий i коли
лiвий фон бiльший за правий.

• Введено перетворення рiвнянь пари Лакса, якi дозволяють детально
дослiдити аналiтичнi властивостi вiдповiдних розв’язкiв Йоста та спе-
ктральних функцiй.

• Побудовано розв’язки Йоста, дослiджено аналiтичнi та асимптотичнi
властивостi власних функцiй i вiдповiдних спектральних функцiй (ко-
ефiцiєнтiв розсiювання), включаючи поведiнку в точках розгалужен-
ня.

• Дослiджено симетрiї спектральних функцiй.

• Отримано параметричне зображення розв’язку задачi Кошi в термiнах
розв’язку пов’язаної з нею задачi РГ.

Запропонований пiдхiд до зображення розв’язкiв задачi Кошi зi ступiн-
чатими умовами може стати ефективною основою для подальшого дослi-
дження властивостей розв’язкiв, зокрема, асимптотичної поведiнки розв’язкiв
за великим часом.
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Загальнi висновки

У дисертацiйнiй роботi розроблено метод оберненої задачi розсiювання з
метою його застосування до початкових задач для модифiкованого рiв-
няння Камасси–Хольма з рiзними граничними умовами, зокрема, (i) коли
розв’язок прямує до ненульової сталої на обох нескiнченностях просторової
змiнної, та (ii) коли розв’язок прямує до двох рiзних сталих, коли просто-
рова змiнна прямує до плюс та мiнус нескiнченностi. Специфiкою дисер-
тацiйної роботи є те, що це рiвняння розглядається у випадку неспадних
граничних умов. Такi задачi привертають особливу увагу, оскiльки вони
можуть бути використанi як моделi для вивчення дисперсiйних ударних
хвиль.

Метод оберненої задачi розсiювання для модифiкованого рiвняння Ка-
масси–Хольма на постiйному ненульовому та ступiнчастому фонах був роз-
роблений вперше. Крiм того, для задачi на постiйному ненульовому фонi
вперше була отримана асимптотика за великим часом.

Для модифiкованого рiвняння Камасси–Хольма на всiй прямiй у випад-
ку, коли розв’язок прямує до ненульової сталої на обох нескiнченностях
просторової змiнної, отримано такi основнi результати (див. роздiли 2 та
3):

• Розвинуто метод оберненої задачi розсiювання з використанням фор-
малiзму задачi Рiмана–Гiльберта. Зокрема, запропоновано калiбру-
вальне перетворення для рiвнянь пари Лакса, що зводить початкову
пару Лакса до вигляду, який дозволює ефективно контролювати аналi-
тичнi властивостi її розв’язкiв як функцiй спектрального параметру;
введено вiдповiднi розв’язки Йоста та пов’язанi з ними коефiцiєнти
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розсiювання, та проаналiзовано їхнi аналiтичнi та асимптотичнi вла-
стивостi; отримано спiввiдношення симетрiї для спектральних фун-
кцiй; введено новий (унiформiзуючий) спектральний параметр, який
дозволяє уникнути нерацiональної залежностi коефiцiєнтiв у рiвнян-
нях пари Лакса вiд спектрального параметра.

• Виявлено особливостi, якi вiдрiзняють рiвняння мКХ вiд iнших рiв-
нянь типу КХ. Зокрема, у випадку рiвняння мКХ виявлено, що для
контролю розв’язкiв Йоста при 𝜆 = 0 не потрiбно використовувати
нове калiбрувальне перетворення, а достатньо перегрупувати члени
у парi Лакса, яка забеспечує єфективний контроль її розв’язкiв при
𝜆→∞.

• Отримано параметричне зображення розв’язку задачi Кошi в термiнах
розв’язку асоцiйованої задачi РГ.

• Описано як регулярнi, так i нерегулярнi односолiтоннi розв’язки, що
вiдповiдають задачам РГ з тривiальними умовами стрибка та вiдпо-
вiдним чином заданими умовами на лишки. Зокрема, видiлено два
типи нерегулярних солiтонних розв’язкiв рiвняння мКХ: (i) розв’язки
пiконного типу, якi є функцiями неперервними разом iз першою похi-
дною, але мають необмеженi похiднi порякiв бiльших за 2 у точцi пiку;
(ii) петлеподiбнi багатозначнi розв’язки.

• Вихiдну задачу РГ, асоцiйовану з рiвнянням мКХ, яка має специфiчнi
сингулярностi при 𝜇 = ±1, зведено до звичайної задачi РГ (тобто
такої, що має тiльки умову стрибка та умову нормування).

• Застосовуючи нелiнiйний метод найскорiшого спуску, отримано голов-
нi асимптотичнi члени для розв’язку 𝑢(𝑥, 𝑡) задачi Кошi у двох секто-
рах пiвплощини (𝑥, 𝑡), 1 < 𝑥

𝑡 < 3 та 3
4 <

𝑥
𝑡 < 3 < 1, де вiдхилення

вiд фону є нетривiальним. Виявлено, що це вiдхилення задається мо-
дульованими (з параметрами, що залежать вiд 𝑥

𝑡 ), затухаючими (як
𝑡−1/2) тригонометричними коливаннями.
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Для модифiкованого рiвняння Камасси–Хольма на всiй прямiй у випад-
ку, коли розв’язок наближається до двох рiзних сталих, коли просторова
змiнна прямує до плюс та мiнус нескiнченностi, отримано такi основнi ре-
зультати (див. роздiл 4):

• Розроблено метод оберненої задачi розсiювання у виглядi задачi Рiмана–
Гiльберта для двох випадкiв: коли правий фон для просторової змiнної
бiльший за лiвий, i навпаки.

• Введено перетворення рiвнянь пари Лакса, якi дозволяють детально
дослiдити аналiтичнi властивостi вiдповiдних розв’язкiв Йоста та спе-
ктральних функцiй.

• Дослiджено аналiтичнi та асимптотичнi властивостi розв’язкiв Йоста i
вiдповiдних спектральних функцiй (коефiцiєнтiв розсiювання), вклю-
чаючи поведiнку в точках розгалуження.

• Дослiджено симетрiї спектральних функцiй.

• Отримано параметричне зображення розв’язку задачi Кошi в термiнах
розв’язку пов’язаної з нею задачi Рiмана–Гiльберта.

Всi результати дисертацiйної роботи наведенi з повними доведеннями.
Вони мають теоретичний характер i можуть бути використанi в подаль-
ших дослiдженнях початково-крайових задач для рiвнянь типу Камасси–
Хольма, якi є перспективними моделями фiзичних процесiв рiзної природи.
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