
ФТІНТ ıм. Б.І. Вєркıна НАН України
Електроннı видання

Д.Г. ШЕПЕЛЬСЬКИЙ

НЕЛІНІЙНІ 
ІНТЕГРОВНІ РІВНЯННЯ 

І ЗАДАЧА РІМАНА-
ГІЛЬБЕРТА



ФIЗИКО-ТЕХНIЧНИЙ IНСТИТУТ НИЗЬКИХ ТЕМПЕРАТУР
iм. Б.I. ВЄРКIНА

НАЦIОНАЛЬНОЇ АКАДЕМIЇ НАУК УКРАЇНИ

Д.Г. ШЕПЕЛЬСЬКИЙ

НЕЛIНIЙНI IНТЕГРОВНI РIВНЯННЯ

I ЗАДАЧА РIМАНА–ГIЛЬБЕРТА

НАВЧАЛЬНИЙ ПОСIБНИК

Харкiв
ФТIНТ iм. Б.I. Вєркiна НАН України

2024



УДК 517.9
Ш 48

Шепельський Д.Г. Нелiнiйнi iнтегровнi рiвняння i задача Рiмана–Гiльберта.
Навчальний посiбник. — Харкiв: ФТIНТ iм. Б.I. Вєркiна НАН України, 2024. —
83 с.

ISBN 978-617-95455-2-8

Добре вiдомо, що у при дослiдженнi лiнiйних диференцiальних рiвнянь з
частинними похiдними, стандартнi розв’язки можна зобразити у виглядi iнте-
гралiв, отриманих, наприклад, за допомогою рядiв або iнтегралiв Фур’є або
функцiй Грiна.

Навчальний посiбник присвячено розробцi iдеї про те, що у випадку не-
лiнiйних диференцiальних рiвнянь з частинними похiдними певного класу (iн-
тегровних), роль iнтегральних зображень може (з певним успiхом) вiдiгравати
зображення у виглядi розв’язкiв асоцийованих задач Рiмана–Гiльберта. Задачi
Рiмана–Гiльберта — це крайовi задачi для кусково (або секцiйно) аналiтичних
(або мероморфних) функцiй комплексного змiнного. Застосування загальних
iдей демострується на прикладi нелiнiйного рiвняння Шредингера.

Рецензенти:
Є.Я. Хруслов, академiк НАН України, доктор фiз.-мат. наук, професор, ФТIНТ
iм. Б.I. Вєркiна НАН України
С.Ю. Iгнатович, доктор фiз.-мат. наук, доцент, ХНУ iм. В.Н. Каразiна

Рекомендовано до друку Вченою радою
Фiзико-технiчного iнституту низьких температур iм. Б.I. Вєркiна
Нацiональної академiї наук України
(протокол № 4 вiд 10.07.2024 р.)

Видавництво ФТIНТ iм. Б.I. Вєркiна НАН України

ISBN 978-617-95455-2-8 © Д.Г. Шепельський, 2024
© О.М. Калиненко, Р.М. Баснукаєва,

художнє оформлення, 2024
© ФТIНТ iм. Б.I. Вєркiна НАН України, 2024



Змiст

Вступ 6

1. Iнтегровнi нелiнiйнi рiвняння з частинними похiдними:
перший погляд 8
1.1. Приклади iнтегровних рiвнянь . . . . . . . . . . . . . 8
1.2. Схема методу оберненої задачi розсiювання . . . . . 9

2. Задачi Рiмана–Гiльберта 11
2.1. Що таке “Задача Рiмана–Гiльберта”? . . . . . . . . . 11

2.1.1. Контури . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 11
2.2. Скалярнi задачi РГ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 13
2.3. Iнтеграли Кошi . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 13

2.3.1. Граничнi значення iнтегралiв Кошi: Формули
Сохоцького-Племеля . . . . . . . . . . . . . . 14

2.3.2. Поведiнка iнтегралiв Кошi поблизу кiнцiв скiн-
ченної дуги . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 16

2.4. Адитивна задача РГ . . . . . . . . . . . . . . . . . . 17
2.5. Мультиплiкативна задача РГ . . . . . . . . . . . . . 17

2.5.1. Скалярна задача РГ (замкнений контур) . . . 17
2.5.2. Неоднорiдна задача РГ . . . . . . . . . . . . 19

2.6. Задача РГ на незамкненому контурi . . . . . . . . . 20
2.7. Приклад задачi РГ: задача з постiйним стрибком на

скiнченiй дузi. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 20
2.8. Матричнi задачi РГ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 21

2.8.1. Диагональнi задачi РГ . . . . . . . . . . . . . 22
2.8.2. Задачi з постiйном стрибком . . . . . . . . . 22
2.8.3. Трикутнi задачi РГ . . . . . . . . . . . . . . . 23

3



4 Змiст

3. Задача Рiмана–Гiльберта як засiб дослiдження 25
3.1. Приклад: ортогональнi полiноми . . . . . . . . . . . 26
3.2. Задача Рiмана-Гiльберта для “лiнеарiзованого нелi-

нiйного рiвняння Шредингера” (ЛНРШ) . . . . . . . 27
3.2.1. Лiнiйнi РЧП i пара Лакса . . . . . . . . . . . 28
3.2.2. Задача РГ для ЛНРШ . . . . . . . . . . . . . 28
3.2.3. Асимптотика за великим часом: лiнiйнi РЧП 31

3.3. Задача РГ i нелiнiйнi РЧП: загальнi зауваження . . . 31

4. Нелiнiйне рiвняння Шредiнгера 34
4.1. Пара Лакса . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 34
4.2. Задачi для НРШ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 35
4.3. Розв’язки Йоста рiвнянь пари Лакса . . . . . . . . . 36
4.4. Спiввiдношення розсiювання . . . . . . . . . . . . . . 39

4.4.1. Властивостi матрицi розсiювання . . . . . . . 40
4.5. Вiд матрицi розсiювання до матрицi стрибка для за-

дачi Рiмана–Гiльберта . . . . . . . . . . . . . . . . . 41
4.6. Формалiзм задачiчi РГ для НРШ . . . . . . . . . . . 43

4.6.1. Нулi a(k) для k ∈ C+ . . . . . . . . . . . . . 45
4.7. Умови на лишки . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 46

4.7.1. Узагальнена (нерегулярна) задача РГ для НРШ: 47
4.8. Солiтони . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 48
4.9. Зведення сингулярної задачi РГ до регулярної . . . . 51

4.9.1. Перший спосiб . . . . . . . . . . . . . . . . . 52
4.9.2. Другий спосiб . . . . . . . . . . . . . . . . . . 54

4.10. Вiд задачi РГ до НРШ . . . . . . . . . . . . . . . . . 56
4.10.1. Солiтони: графiчне зображення . . . . . . . . 58
4.10.2. Неспаднi розв’язки НРШ . . . . . . . . . . . 58

5. Задача Рiмана-Гiльберта та сингулярнi iнтегральнi рiв-
няння 61
5.1. Контури для задач РГ . . . . . . . . . . . . . . . . . 61

5.1.1. Функцiональнi класи для розв’язання задач РГ 63
5.1.2. Зв’язок мiж Ep(D) i Lp(Σ) . . . . . . . . . . 65

5.2. Зведення до iнтегрального рiвняння . . . . . . . . . 66



5

5.3. Апроксимацiї в задачах Рiмана-Гiльберта . . . . . . 68

6. Асимптотика при t→ ∞ для регулярної задачi Рiмана–
Гiльберта: Нелiнiйний метод найшвидшого спуску 70
6.1. Деформацiя задачi Рiмана-Гiльберта . . . . . . . . . 70
6.2. Локальный параметрикс . . . . . . . . . . . . . . . . 77
6.3. Асимптотика (t → ∞) регулярної задачi РГ. Кiнце-

вий результат . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 80
6.4. Асимптотика нерегулярної задачi РГ . . . . . . . . . 81

Список лiтератури 82


