
ФТІНТ ıм. Б.І. Вєркıна НАН України
Електроннı видання

В.Д. ГОРДЕВСЬКИЙ 
О.О. ГУКАЛОВ

МЕТОДИ 
ЗНАХОДЖЕННЯ 

НЕВИЗНАЧЕНИХ 
ІНТЕГРАЛІВ



ÔIÇÈÊÎ-ÒÅÕÍI×ÍÈÉ IÍÑÒÈÒÓÒ ÍÈÇÜÊÈÕ ÒÅÌÏÅÐÀÒÓÐ
iì. Á.I. Â�ÐÊIÍÀ

ÍÀÖIÎÍÀËÜÍÎ� ÀÊÀÄÅÌI� ÍÀÓÊ ÓÊÐÀ�ÍÈ

Â.Ä. ÃÎÐÄÅÂÑÜÊÈÉ
Î.Î. ÃÓÊÀËÎÂ

ÌÅÒÎÄÈ ÇÍÀÕÎÄÆÅÍÍß

ÍÅÂÈÇÍÀ×ÅÍÈÕ IÍÒÅÃÐÀËIÂ

ÍÀÂ×ÀËÜÍÎ-ÌÅÒÎÄÈ×ÍÈÉ ÏÎÑIÁÍÈÊ

Õàðêiâ
ÔÒIÍÒ iì. Á.I. Â¹ðêiíà ÍÀÍ Óêðà¨íè

2024



ÓÄÊ 517.3(075.8)
Ã 68

Ãîðäåâñüêèé Â.Ä., Ãóêàëîâ Î.Î. Ìåòîäè çíàõîäæåííÿ íåâèçíà÷åíèõ iíòåãðà-

ëiâ. Íàâ÷àëüíî-ìåòîäè÷íèé ïîñiáíèê. � Õàðêiâ: ÔÒIÍÒ iì. Á.I. Â¹ðêiíà ÍÀÍ
Óêðà¨íè, 2024. � 85 ñ.

ISBN 978-617-95455-3-5

Ïîñiáíèê ïðèñâÿ÷åíî îäíié ç íàéâàæëèâiøèõ òåì êóðñó ¾Ìàòåìàòè÷íîãî
àíàëiçó¿. Éîãî ìåòîþ ¹ äîïîìîãà ñòóäåíòàì ó îïàíóâàííi îñíîâíèõ ìåòîäiâ äëÿ
çíàõîäæåííÿ íåâèçíà÷åíîãî iíòåãðàëó. Íà ïî÷àòêó êîæíîãî ïàðàãðàôó íàâåäåíî
îñíîâíi òåîðåòè÷íi âiäîìîñòi ïðî ìåòîä, ïiñëÿ ÷îãî äåòàëüíî ðîçãëÿäàþòüñÿ
ïðèêëàäè. Ó êiíöi êîæíîãî ïàðàãðàôó ñòóäåíòó çàïðîïîíîâàíi çàïèòàííÿ i çàäà÷i
äëÿ ñàìîñòiéíî¨ ðîáîòè.

Ïîñiáíèê ïðèçíà÷åíî äëÿ ñòóäåíòiâ ïåðøîãî êóðñó ôàêóëüòåòó ìàòåìàòèêè
i iíôîðìàòèêè Õàðêiâñüêîãî íàöiîíàëüíîãî óíiâåðñèòåòó iìåíi Â.Í. Êàðàçiíà.
Òàêîæ áóäå êîðèñíèé ñòóäåíòàì ðiçíèõ ñïåöiàëüíîñòåé ÂÓÇ ïðè âèâ÷åííi òåìè
íåâèçíà÷åíîãî iíòåãðàëó.

Ðåöåíçåíòè:
Â.Ï. Êîòëÿðîâ, äîêòîð ôiç.-ìàò. íàóê, ïðîôåñîð, ÔÒIÍÒ iì. Á.I. Â¹ðêiíà ÍÀÍ
Óêðà¨íè
Ñ.Ë. Ãåôòåð, êàíäèäàò ôiç.-ìàò. íàóê, äîöåíò, ÕÍÓ iì. Â.Í. Êàðàçiíà

Ðåêîìåíäîâàíî äî äðóêó Â÷åíîþ ðàäîþ
Ôiçèêî-òåõíi÷íîãî iíñòèòóòó íèçüêèõ òåìïåðàòóð iì. Á.I. Â¹ðêiíà
Íàöiîíàëüíî¨ àêàäåìi¨ íàóê Óêðà¨íè
(ïðîòîêîë � 4 âiä 10.07.2024 ð.)

Âèäàâíèöòâî ÔÒIÍÒ iì. Á.I. Â¹ðêiíà ÍÀÍ Óêðà¨íè

ISBN 978-617-95455-3-5

© Â.Ä. Ãîðäåâñüêèé, Î.Î. Ãóêàëîâ, 2024
© Î.Ì. Êàëèíåíêî, Ð.Ì. Áàñíóêà¹âà, õóäîæí¹ îôîðìëåííÿ, 2024
©ÔÒIÍÒ iì. Á.I. Â¹ðêiíà ÍÀÍ Óêðà¨íè, 2024



Çìiñò

Âñòóï 6

1. Îñíîâíi ïðèéîìè i ìåòîäè iíòåãðóâàííÿ 7

1.1. Ïîíÿòòÿ ïåðâiñíî¨ i íåâèçíà÷åíîãî iíòåãðàëà . . . . . 7
1.1.1. Îçíà÷åííÿ i îñíîâíi âiäîìîñòi . . . . . . . . . 7
1.1.2. Ïðèêëàäè . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 10
1.1.3. Êîíòðîëüíi çàïèòàííÿ i çàâäàííÿ . . . . . . . 12

1.2. Äåÿêi çàãàëüíi ïðèéîìè iíòåãðóâàííÿ . . . . . . . . . 12
1.2.1. Çàìiíà çìiííî¨ ó íåâèçíà÷åíîìó iíòåãðàëi . . 12
1.2.2. Ïðèêëàäè . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 13
1.2.3. Ëiíiéíà çàìiíà çìiííî¨ . . . . . . . . . . . . . 14
1.2.4. Ïðèêëàäè . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 14
1.2.5. Iíòåãðóâàííÿ ÷àñòèíàìè . . . . . . . . . . . . 15
1.2.6. Ïðèêëàäè . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 15
1.2.7. Êîíòðîëüíi çàïèòàííÿ i çàâäàííÿ . . . . . . . 16

1.3. Iíòåãðóâàííÿ ðàöiîíàëüíèõ âèðàçiâ . . . . . . . . . . 17
1.3.1. Àëãåáðà¨÷íi âëàñòèâîñòi ðàöiîíàëüíèõ ôóíêöié 17
1.3.2. Iíòåãðóâàííÿ ïðîñòèõ äðîáiâ . . . . . . . . . . 21
1.3.3. Ïðèêëàäè . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 24
1.3.4. Ìåòîä Îñòðîãðàäñüêîãî . . . . . . . . . . . . 26
1.3.5. Ïðèêëàä . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 27
1.3.6. Êîíòðîëüíi çàïèòàííÿ i çàâäàííÿ . . . . . . . 29

1.4. Iíòåãðóâàííÿ äåÿêèõ êëàñiâ iððàöiîíàëüíèõ ôóíêöié . 29
1.4.1. Äðîáîâî-ëiíiéíi iððàöiîíàëüíîñòi . . . . . . . 30
1.4.2. Ïðèêëàäè . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 31
1.4.3. Áiíîìiàëüíèé äèôåðåíöiàë . . . . . . . . . . 33
1.4.4. Ïðèêëàäè . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 33
1.4.5. Iíòåãðóâàííÿ êâàäðàòè÷íèõ iððàöiîíàëüíîñòåé 36

3



4 Çìiñò

1.4.6. Ïðèêëàäè . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 37
1.4.7. Ïðî ùå îäèí iíòåãðàë . . . . . . . . . . . . . 39
1.4.8. Ïðèêëàä . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 40
1.4.9. Êîíòðîëüíi çàïèòàííÿ i çàâäàííÿ . . . . . . . 41

1.5. Iíòåãðóâàííÿ òðèãîíîìåòðè÷íèõ ôóíêöié . . . . . . . 42
1.5.1. Óíiâåðñàëüíà ïiäñòàíîâêà . . . . . . . . . . . 42
1.5.2. Ñïåöiàëüíi âèïàäêè . . . . . . . . . . . . . . . 43
1.5.3. Ïðèêëàäè . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 43
1.5.4. Êîíòðîëüíi çàïèòàííÿ i çàâäàííÿ . . . . . . . 46

1.6. Iíòåãðóâàííÿ äåÿêèõ òðàíñöåíäåíòíèõ ôóíêöié . . . 47
1.6.1. Iíòåãðóâàííÿ âèðàçiâ, ðàöiîíàëüíèõ âiäíîñíî

åêñïîíåíò . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 47
1.6.2. Iíòåãðóâàííÿ äåÿêèõ iíøèõ òðàíñöåíäåíòíîñòåé 48
1.6.3. Iíòåãðàëè, ÿêi íå áåðóòüñÿ ó ñêií÷åíîìó âèãëÿäi 48
1.6.4. Ïðèêëàäè . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 49
1.6.5. Êîíòðîëüíi çàïèòàííÿ i çàâäàííÿ . . . . . . . 52

2. Iíäèâiäóàëüíi ðîçðàõóíêîâi çàâäàííÿ 54

Çàâäàííÿ 1 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 54
Çàâäàííÿ 2 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 55
Çàâäàííÿ 3 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 56
Çàâäàííÿ 4 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 57
Çàâäàííÿ 5 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 58
Çàâäàííÿ 6 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 59
Çàâäàííÿ 7 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 60
Çàâäàííÿ 8 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 61
Çàâäàííÿ 9 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 62
Çàâäàííÿ 10 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 63
Çàâäàííÿ 11 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 64
Çàâäàííÿ 12 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 65
Çàâäàííÿ 13 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 66
Çàâäàííÿ 14 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 67
Çàâäàííÿ 15 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 68
Çàâäàííÿ 16 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 69
Çàâäàííÿ 17 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 70



5

Çàâäàííÿ 18 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 71
Çàâäàííÿ 19 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 72
Çàâäàííÿ 20 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 73
Çàâäàííÿ 21 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 74
Çàâäàííÿ 22 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 75
Çàâäàííÿ 23 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 76
Çàâäàííÿ 24 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 77
Çàâäàííÿ 25 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 78
Çàâäàííÿ 26 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 79
Çàâäàííÿ 27 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 80
Çàâäàííÿ 28 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 81
Çàâäàííÿ 29 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 82
Çàâäàííÿ 30 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 83

Ñïèñîê ëiòåðàòóðè 84


